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Bevezet�es

Az ut�obbi �evekben jelent}os el}orel�ep�esek t •ort�entek a piacot �allapot�aban �es dinamik�aj�aban

is konzisztensen le��r�o p�enz•ugyi modellek kifejleszt�ese ter�en. E folyamatban az egyik

legfontosabb m�erf•oldk}o a frakcion�alis Brown-mozg�as volatilit�ast meghajt�o sztochasztikus

folyamatk�ent val�o alkalmaz�asa volt. Az Itô-kalkulus kereteib}ol kil�epve lehet}os�eg ny��lik

arra is, hogy a modellezett sztochasztikus volatilit�as a historikusan meg�gyelttel sok

tekintetben egyez}o matematikai tulajdons�agokat mutasson. A dolgozatban e t�em�at j�arjuk

k•or•ul, bemutatva a szakirodalom t�ema ir�anti �erdekl}od�es�enek okait �es a legfontosabb

alapvet}o eredm�enyeket.

Az els}o fejezetben motiv�aljuk a frakcion�alis Brown-mozg�as meghajt�o folyamatk�ent val�o

haszn�alat�at �es r�eszletesen t�argyaljuk a modellek vizsg�alat�ahoz sz•uks�eges elm�eleti megala-

poz�ast. Az itt •osszefoglaltakat saj�at R-program seg��ts�eg�evel is ellen}orizz•uk. Ezen k��v •ul

l�etrehozunk egy elj�ar�ast arra is, hogy historikus volatilit�as id}osorb�ol azonos��tsuk az azt

meghajt�o frakcion�alis Brown-mozg�ast a Hurst-param�eter meghat�aroz�as�an kereszt•ul.

A m�asodik fejezetben az ezen elm�eleten alapul�o p�enz•ugyi modellek k•oz•ul mutatjuk be

a legismertebbeket. El}osz•or megvizsg�aljuk a t�emak•orh•oz kapcsol�od�oan els}ok�ent java-

solt RFSV-modellt, �es megmutatjuk ennek konzisztenci�aj�at a historikusan meg�gyelhet}o

adatsorokkal. Ezut�an bel�atjuk, hogy derivat��v�ak �araz�as�ahoz sz •uks�egszer}uen tov�abbi fel-

t�etelez�eseket kell tenn•unk, melyekkel eljutunk az�erdes Bergomi-modellhez. Megmutat-

juk, hogyan �arazhat�o be tetsz}oleges sz�armaztatott term�ek a modell keretein bel•ul, szi-

mul�aci�o seg��ts�eg�evel. Az �araz�asra �es a modellparam�eterek becsl�es�ere saj�at R-programot

is implement�alunk. V�eg •ul r•oviden bemutatjuk az �erdes Heston-modellt, �es hozz�a egy

lehets�eges m�odszert eur�opai opci�ok �araz�as�ara.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet �altal�anosan p�enz•ugyi modellek kalib-

r�aci�oj�at felgyors��tani neur�alis h�al�ozatok haszn�alat�aval. Ezt el}osz •or kontextusba helyezz•uk

a t�argyalt �araz�asi technik�ak gyors��t�as�anak sz •uks�egess�eg�evel, valamint feleleven��tj•uk a ne-

ur�alis h�al�ozatok elm�elet�et. V�eg •ul bemutatjuk, implement�aljuk �es tesztelj •uk is az egyik

hat�ekony kalibr�aci�os elj�ar�ast, a Levenberg{Marquardt-algoritmust.
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1. fejezet

Az �erdes volatilit�as

Ebben a fejezetben megvizsg�aljuk a p�enz•ugyi modellez�es egyik legfontosabb fogalm�at, az

implik�alt volatilit�ast. Ezen kereszt •ul r•oviden bemutatjuk a frakcion�alis Brown-mozg�as

�altal meghajtott sztochasztikus volatilit�assal t •ort�en}o p�enz •ugyi modellez�es motiv�aci�oj�at.

Ezut�an t�argyaljuk a frakcion�alis Brown-mozg�as fogalm�at �es legfontosabb tulajdons�agait.

V�eg •ul •osszevetj•uk ezeket a historikus volatilit�as jellemz}oivel.

1.1. Az implik�alt volatilit�as fel •ulet

Vegy•uk a hagyom�anyos Black{Scholes-modellt, vagyis ahol a vizsg�alt alapterm�ek �arfo-

lyamatr�ol felt�etelezz •uk, hogy konstans di��uzi�os egy•utthat�oj�u geometriai Brown-mozg�as.

Tekints•unk egy eur�opai call opci�ot: r•ogz��tett j •ov}obeni T id}opontban jogunk van arra,

hogy meghat�arozott K �arfolyamon v�as�aroljunk egy adott term�eket (pl. r�eszv�enyt) a

szerz}od�eses partnert}ol. A megv�as�arolhat�o term�eket nevezz•uk alapterm�eknek. Az opci�o

ennek a sz�armaztatott term�eke, vagyderivat��v�aja . A modell felt�etelez�esei mellett az opci�o

t id}opontbeli V(t) �ar�ara egyszer}u explicit k�epletet kapunk, ez a Black{Scholes-k�eplet:

V(t) = BS( S(t); K; �; r; � ) = S(t)�( d+ ) � Ke � r� �( d� ); d� =
log S(t)

K + �
�

r � � 2

2

�

�
p

�
:

Itt a BS f•uggv�eny argumentum�aban szerepl}o param�eterek rendre az alapterm�ekt-beli

�arfolyama ( S(t)), a k•ot�esi �arfolyam ( K ), a lej�aratig h�atralev}o id}otartam ( � = T � t),

a kock�azatmentes kamatl�ab (r ), illetve a volatilit�as ( � ), vagyis az alapterm�ek �arfolya-

matot meghajt�o sztochasztikus di�erenci�alegyenlet konstans di��uzi�os egy•utthat�oja. Az

els}o n�egy param�eter vagy a term�ek egy jellemz}oje, vagy meg�gyelhet}o a piacon. Ezeket

r•ogz��tettnek tekintve a k�eplet � f•uggv�eny�eben szigor�uan monoton n•oveked}o f•uggv�enyt

eredm�enyez, amely teh�at invert�alhat�o. Gyakorlatban egy eur�opai opci�o eset�en nem is
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az �arat szok�as tekinteni, hanem a piacon szint�en meg�gyelhet}o �arb�ol ezen inverz f•ugg-

v�eny alkalmaz�as�aval kapott volatilit�as �ert�eket, amit az �ar �altal implik�alt volatilit�as nak

nevez•unk. Ez az�ert t •ort�enik, mert az implik�alt volatilit�as robusztusabb mutat�osz�ama a

term�eknek, mint az �ara, hiszen kev�esb�e f•ugg p�eld�aul az alapterm�ek �arfolyam�at�ol.

Ha a Black{Scholes-modell felt�etelei teljes•uln�enek, akkor egy adott alapterm�ek eset�en

b�armilyen lej�arat�u �es k •ot�esi �arfolyam�u opci�o piaci �ar�at tekinten�enk, ugyanazt az imp-

lik�alt volatilit�as �ert�eket kapn�ank. A piacon meg�gyelhet}o �arak eset�eben azonban azt

tapasztaljuk, hogy adott id}opillanatban k•ul•onb•oz}o K �es � �ert�ekek mellett k •ul•onb•oz}o imp-

lik�alt volatilit�as �ert�eket kapunk. Vagyis az implik�alt volatilit�as e k�et v�altoz�o f •uggv�enye-

k�ent egy nem v��zszintes fel•ulet. Gyakorlatban K helyett az �ugynevezett log-moneyness,

� = log S(t)
K f•ugg�eny�eben szok�as vizsg�alni a volatilit�ast, hiszen ez kev�esb�e v�altozik id}oben.

Az ennek seg��ts�eg�evel fel��rt � BS (�; � ) f •uggv�enyt nevezz•uk implik�alt volatilit�as fel •uletnek.

Id}oben ez a fel•ulet sem �alland�o, ugyanis v�altozik a szintje �es ir�anya, azonban az alakja

�altal�aban v�altozatlan, ahogy az 1.1.1 �abr�an is l�athat�o. Adott r •ovid lej�aratra a kereszt-

metszete jellemz}oen mosoly alak�u (smile), m��g hossz�u lej�aratra ferde ( skew).

(a) 2005:09:15 (b) 2013:06:20

1.1.1. �abra. S&P 500 index implik�alt volatilit�as fel •ulete k•ul•onb•oz}o id}opontokban [1], [2]

Egy adott p�enz•ugyi modell felt�etelez�esei alapj�an sz�amolt opci�o�arakb�ol ugyan�ugy vissza-

sz�amolhat�o a (Black{Scholes- k�eplet szerinti) implik�alt volatilit�as fel •ulet, mint a piacon

meg�gyelt �arakb�ol. Ezt nevezz •uk adott modellhez tartoz�o modell implik�alt volatilit�as

fel•uletnek. A Black{Scholes-modellhez teh�at a v��zszintes modell implik�alt volatilit�as fe-

l•ulet tartozik, amely nem esik egybe a piacon meg�gyelt �arakb�ol sz�amolttal, ��gy a modell

ilyen �ertelemben nem j�o. A c�el a p�enz •ugyi modellez�esn�el �eppen az, hogy a modell imp-

lik�alt volatilit�as fel •ulet reproduk�alja mind az implik�alt volatilit�as fel •uletet, mind annak

az id}obeli dinamik�aj�at.
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Dupire lok�alis volatilit�as modellj�eben a di��uzi�os egy •utthat�o az id}o �es a r�eszv�eny�arfolyam

determinisztikus f•uggv�enye. A f•uggv�enyt �ugy v�alasztjuk meg, hogy a modell implik�alt

volatilit�as fel •ulete �eppen visszaadja a piacit. Ez a modell azonban azt felt�etelezi, hogy

a fel•ulet mai form�aja meghat�arozza az •osszes j•ov}obeni form�aj�at, ami a val�os�agban nem

teljes•ul. A modell nem is tudja visszaadni a fel•ulet empirikusan meg�gyelt dinamik�aj�at,

��gy jelent}osen f�elre�arazhat egyes egzotikus term�ekeket.

Ennek orvosl�as�ara sz•ulettek a sztochasztikus volatilit�as modellek, mint p�eld�aul a Heston-

modell. Itt az alapterm�ek di��uzi�os egy •utthat�oja maga is egy sztochasztikus di�erenci�al-

egyenlet megold�asa, vagyis szemimarting�al. Az ezt meghajt�o Brown-mozg�as nem felt�et-

len f•uggetlen az alapterm�eket meghajt�ot�ol. Ezek teh�at (legal�abb) k�etfaktoros modellek,

melyekben a v�eletlennek t•obb forr�asa van, �es �altal�aban nem teljes piacot eredm�enyeznek.

A modell implik�alt volatilit�as fel •ulet dinamik�aja itt realisztikusabb, azonban a sztochasz-

tikus volatilit�as modellek jellemz}oen nem tal�alj�ak el a kezdeti fel•uletet.

Adott lej�aratra vett keresztmetszet (mosoly) alapj�an nem sok k•ovetkeztet�es vonhat�o le

a gener�al�o folyamatra vonatkoz�oan. Ezzel szemben a mosoly lej�aratt�ol val�o f•ugg�ese m�ar

szoros kapcsolatban �all a gener�al�o folyamat dinamik�aj�aval. Az, hogy hogyan f•ugg az

id}ot}ol az implik�alt volatilit�as ATM -n�el vett ferdes�ege, vagyis a

 (� ) :=

�
�
�
�

@
@�

� BS (�; � )

�
�
�
�
� =0

f•uggv�eny, k•ul•on•osen �erz�ekeny a volatilit�asfolyamat megv�alaszt�as�ara. Itt az ATM az

angol sz�ohaszn�alatban jellemz}o "At The Money" kifejez�es r•ovid��t�ese. Haszn�alatosak m�eg

az OTM (Out of The Money) �es ITM (In The Money) r•ovid��t�esek is. Az opci�okat

csoportos��thatjuk az alapj�an, hogy (hipotetikus) azonnali leh��v�as eset�en �ert�ekesek-e a

tulajdonos sz�am�ara. Amennyiben igen, ITM opci�or�ol besz�el •unk. Ekkor v�eteli opci�o

eset�ebenS(t) > K , vagyis � > 0. A � < 0 esetben az opci�oOTM. A k�et csoport hat�ar�an

vannak azATM opci�ok, melyekre� = 0. A piaci implik�alt volatilit�as fel •uletre [1] alapj�an

 (� ) �
1
� �

; � 2 (0:3; 0:5)

teljes•ul. A hagyom�anyos sztochasztikus volatilit�as modellek �altal gener�alt  (� ) f•ugg-

v�enyek e tulajdons�agot jellemz}oen nem reproduk�alj�ak. Ezek � ! 0 eset�en �altal�aban

konstans �ert�ek}uek a k��v�ant polinomi�alis jelleg}u v�egtelenbe tart�o hat�ar�ert�ek helyett. Te-

kints•unk ezzel szemben egyH Hurst-param�eter}u frakcion�alis Brown-mozg�as �altal meg-

hajtott sztochasztikus volatilit�as modellt. A modell �altal gener�alt ATM ferdes�eg k•oze-

l��t}oleg � H � 1=2 alak�u, amely teh�at H � 0:1 v�alaszt�as mellett megfelel}obb az el}obbiekn�el.

Ez az egyik legfontosabb motiv�aci�oja a frakcion�alis Brown-mozg�as haszn�alat�anak.
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(a) 2005:09:15; � = 0 :44 (b) 2013:06:20; � = 0 :4

1.1.2. �abra. S&P 500 index fel•ulet ATM -n�el vett ferdes�ege a lej�arat f •uggv�eny�eben.

R�aillesztve pirossal a (� ) = A� � � polinom. [1], [2]

1.2. A frakcion�alis Brown-mozg�as

J•ojj•on el}osz•or egy r•ovid eml�ekeztet}o a sztochasztikus folyamatok kurzuson szerepelt tan-

anyagr�ol. A dolgozat tov�abbi r�esz�eben az �all��t�asokat �es de�n��ci�okat egy (
 ; F ; P) �ltr�alt

val�osz��n}us�egi mez}o felett �ertj •uk, melyre n�ezve a folyamatok progressz��ven m�erhet}oek,

m�eg ha ezt nem is hangs�ulyozzuk ki k•ul•on.

1.2.1 De�n��ci�o. B = ( B t )t � 0 sztochasztikus folyamat Brown-mozg�as (vagy Wiener-folyamat),

ha 1-val�osz��n}us�eggel null�ab�ol indul�o, folytonos trajekt�ori�aj�u �es f •uggetlen n•ovekm�eny}u fo-

lyamat, melyreB t � Bs � N (0; jt � sj) minden s; t � 0-ra.

1.2.2 �All��t�as. B Brown-mozg�as akkor �es csak akkor, ha1-val�osz��n}us�eggel folytonos tra-

jekt�ori�aj�u Gauss-folyamat 0 v�arhat�o �ert�ekkel �es Cov(Bs; B t ) = min( s; t) kovarianciaf•ugg-

v�ennyel.

Ezek ut�an de�ni�aljuk a frakcion�alis Brown-mozg�as fogalm�at �es ismertetj •uk alapvet}o tu-

lajdons�agait [3] nyom�an. A bizony��t�asokat •on�all�oan dolgozzuk ki.

1.2.3 De�n��ci�o. 0 < H < 1 eset�en B H frakcion�alis Brown-mozg�as, ha 1-val�osz��n}us�eggel

folytonos trajekt�ori�aj�u Gauss-folyamat, melynek v�arhat�o �ert�eke 0 �es kovarianciaf•uggv�e-

nye Cov(B H
s ; B H

t ) = 1
2

�
jt j2H + jsj2H � j t � sj2H

�
. A H param�etert Hurst-exponensnek

nevezz•uk.

A kovarianciaf•uggv�eny j�olde�ni�alt, ugyanis pozit��v szemide�nit. Erre tal�alhat�o egy meg-

lehet}osen technikai bizony��t�as a [4] k•onyvben (Proposition 2.2). Ez�ert a folyamat elosz-

l�asban j�olde�ni�alt, ugyanis egy Gauss-folyamatot meghat�aroz a v�arhat�o �ert�ek �es kovari-

anciaf•uggv�enye. De m�eg nem tudjuk, hogy l�etezik-e ilyen. Hogy ezt bel�assuk, sz•uks�eges

a folyamat n�eh�any tov�abbi tulajdons�ag�at is t�argyalnunk.
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1.2.4 �All��t�as. Ha B H frakcion�alis Brown-mozg�as , akkor E[(B H
t � B H

s )2] = jt � sj2H .

Bizony��t�as.

E[(B H
t � B H

s )2] = Cov
�
B H

t � B H
s ; B H

t � B H
s

�
= Cov

�
B H

t ; B H
t

�
+ Cov

�
B H

s ; B H
s

�
�

� 2Cov
�
B H

t ; B H
s

�
= jtj2H + jsj2H � 2

1
2

�
jtj2H + jsj2H � j t � sj2H

�
= jt � sj2H :

�

1.2.5 K•ovetkezm�eny. A frakcion�alis Brown-mozg�as n•ovekm�enye centr�alt norm�alis v�alto-

z�o:

B H
t � B H

s � N (0; jt � sj2H );

teh�at

E
�
jB H

t � B H
s jq

�
= K qjt � sjqH ;

ahol K q a standard norm�alis eloszl�asq-adik abszol�ut momentuma.

1.2.6 K•ovetkezm�eny. A frakcion�alis Brown-mozg�as stacion�arius n•ovekm�eny}u.

Ez nyilv�anval�o, hiszen B H
t � B H

s
d= B H

t� s � N (0; jt � sj2H ):

A k•ovetkez}o k•ozismert t�etelek bizony��t�assal egy•utt megtal�alhat�oak p�eld�aul az [5] mun-

k�aban.

1.2.7 T�etel. (Kolmogorov-f�ele folytonoss�agi t�etel, Kolmogorov{Csencov-t�etel)

Ha az X folyamat � > 0-adik momentuma egyenletesen� -H•older-folytonos � > 1 ki-

tev}ovel, akkor a folyamatnak l�etezik folytonos trajekt�ori�aj�u modi�k�aci�oja. E folyamat

trajekt�ori�ai lok�alisan 
 -H•older-folytonosak minden
 2 (0; � =� ) kitev}ovel. M�ask�epp te-

gy•uk fel, hogy

E[jX t � X sj
� ] � Cjt � sj � ; 8t; s 2 R+ :

Ekkor l�etezik ~X : P( ~X = X ) = 1 folyamat, melynek minden trajekt�ori�aja folytonos, �es

minden T > 0 eset�en l�etezik hozz�a CT > 0 konstans, hogy

8! 2 
 :
�
�
� ~X t (! ) � ~X s(! )

�
�
� � CT jt � sj 
 ; 8t; s � T:

1.2.8 K•ovetkezm�eny. A frakcion�alis Brown-mozg�as l�etezik, �es trajekt�ori�ai lok�alisan 
 -

H•older-folytonosak minden
 2 (0; H ) kitev}ore.

Ez 1.2.5 k•ovetkezm�enye a t�etel alkalmaz�as�aval, ahol p�eld�aul � = 2; � = 2H . A Hurst-

param�eter val�oj�aban a folyamat trajekt�ori�ainak simas�ag�at szab�alyozza, ahogy l�athat�o

az 1.2.3 �abr�an is.
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1.2.9 �All��t�as. A frakcion�alis Brown-mozg�as H 6= 1=2 mellett nem szemimarting�al.

Bizony��t�as. Tekints•uk a folyamat q-rend}u vari�aci�oj�at valamely [0 ; T] intervallumon

adott, �nomod�o � n := f tn
k = kT

n : 0 � k � ng feloszt�assorozat eset�en:

Vq := lim
n!1

n� 1X

k=0

�
�
�B H

tn
k +1

� B H
tn
k

�
�
�
q

=) E[Vq] = K q lim
n!1

n� 1X

k=0

�
� tn

k+1 � tn
k

�
�qH

=

8
>>><

>>>:

1 ; ha qH < 1;

K q � T; ha qH = 1;

0; ha qH > 1:

A k•oz�eps}o eset nyilv�anval�o. Legyen � := qH � 1, ekkor qH > 1 eset�en

lim
n!1

n� 1X

k=0

�
� tn

k+1 � tn
k

�
�qH

� lim
n!1

max
l

�
� tn

l+1 � tn
l

�
� �

n� 1X

k=0

�
� tn

k+1 � tn
k

�
� = 0 � T = 0:

Hasonl�oan qH < 1 eset�en

lim
n!1

n� 1X

k=0

�
� tn

k+1 � tn
k

�
�qH

� lim
n!1

max
l

�
� tn

l+1 � tn
l

�
� �

n� 1X

k=0

�
� tn

k+1 � tn
k

�
� = 1 � T = 1 :

Most haH < 1=2, vagyis 2H < 1, akkor a frakcion�alis Brown-mozg�as kvadratikus vari�aci�o-

j�anak v�arhat�o �ert�eke v�egtelen, teh�at nem lehet szemimarting�al. Ha pedig H > 1=2, vagyis

2H > 1, akkor a frakcion�alis Brown-mozg�as kvadratikus vari�aci�oja 1-val�osz��n}us�eggel 0,

hiszenP(V2 � 0) = 1, valamint E[V2] = 0. Teh�at csak korl�atos v�altoz�as�u folyamat lehet,

felt�eve, hogy szemimarting�al. A tot�alis vari�aci�oj�anak v�arhat�o �ert�eke azonban H < 1

miatt v�egtelen, teh�at ez sem szemimarting�al. �

Az �all��t�asb�ol k •ovetkezik, hogy a frakcion�alis Brown-mozg�asra nem alkalmazhat�o az Itô-

kalkulus. Ez nagyban megnehez��ti az elm�eletet.

1.2.10 �All��t�as. X t := jajH B H
t
a

eset�en azX folyamat is frakcion�alis Brown-mozg�as lesz.

Ez�ert azt mondjuk, hogy a frakcion�alis Brown-mozg�as•onhasonl�o.

Bizony��t�as. Ellen}orizhet}oek a Gauss-folyamat karakteriz�aci�o felt�etelei:

ˆ X majdnem minden•utt folytonos trajekt�ori�aj�u, mert B H az.

ˆ t1 < � � � < t r eset�en (X t1 ; : : : ; X t r ) a (B H
t 1
a

; : : : ; BH
t r
a

) vektorv�altoz�o line�aris f •uggv�e-

nye, teh�at norm�alis eloszl�as�u, vagyis X Gauss-folyamat.

ˆ E (X t ) = jajH E
�

B H
t
a

�
= 0.

ˆ Cov(X s; X t ) = Cov
�

jajH B H
s
a

; jajH B H
t
a

�
= jaj2H Cov

�
B H

s
a

; B H
t
a

�
=

= jaj2H 1
2

� �
� t

a

�
�2H

+
�
� s

a

�
�2H

�
�
� t � s

a

�
�2H

�
= 1

2

�
jt j2H + jsj2H � j t � sj2H

�
:

�
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Az 1.2.10 �all��t�as mutatja, hogy a frakcion�alis Brown-mozg�as is frakt�altulajdons�ag�u.

1.2.11 �All��t�as. A frakcion�alis Brown-mozg�as

ˆ klasszikus Brown-mozg�asH = 1
2 eset�en,

ˆ n•ovekm�enyei pozit��van korrel�altak H > 1
2 eset�en,

ˆ n•ovekm�enyei negat��van korrel�altak H < 1
2 eset�en.

(a) H = 0 :1 (b) H = 0 :5 (c) H = 0 :9

1.2.3. �abra. Saj�at programk�od seg��ts�eg�evel gener�alt FBM trajekt�ori�ak k •ul•onb•oz}o

Hurst-egy•utthat�ok haszn�alata mellett.

Bizony��t�as. Az els}o pont p�eld�aul a hagyom�anyos �es frakcion�alis Brown Gauss-karakteriz�aci�ok

•osszevet�es�evel r•ogt•on l�athat�o. Legyen s1 < s 2 < t 1 < t 2, ekkor

Cov
�
� B H

s ; � B H
t

�
:= Cov

�
B H

s2
� B H

s1
; B H

t2
� B H

t1

�
=

= Cov
�
B H

s2
; B H

t2

�
+ Cov

�
B H

s1
; B H

t1

�
� Cov

�
B H

s2
; B H

t1

�
� Cov

�
B H

s1
; B H

t2

�
=

=
1
2

�
js2j2H + jt2j2H + js1j2H + jt1j2H � j s2j2H � j t1j2H � j s1j2H � j t2j2H �

� (t2 � s2)2H � (t1 � s1)2H + ( t1 � s2)2H + ( t2 � s1)2H
� ?

< 0:

Legyen

� s := s2 � s1; � t := t2 � t1; � st := t1 � s2:

Ekkor

Cov
�
� B H

s ; � B H
t

�
< 0 () (t1 � s2)2H + ( t2 � s1)2H � (t2 � s2)2H � (t1 � s1)2H < 0

() (� st )2H + (� s + � st + � t )2H � (� st + � t )2H � (� s + � st )2H < 0 () 2H < 1;

mert az xn ; (x 2 R+ ) f•uggv�eny pontosan akkor konk�av, han < 1. Teh�at a n•ovekm�enyek

pontosan akkor korrel�altak negat��van, ha H < 1
2 , �es pozit��van, ha H > 1

2 . �
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1.2.12 K•ovetkezm�eny. A frakcion�alis Brown-mozg�as H 6= 1=2 eset�en nem Markov-folyamat.

Most k•ovetkezzen a frakcion�alis Brown-mozg�as egy lehets�eges konstrukt��v el}o�all��t�asa.

Ehhez sz•uks�egesek tov�abbi de�n��ci�ok �es meggondol�asok. Tekints •uk 0 < H < 1 mellett a

k•ovetkez}o Brown-mozg�as szerinti integr�alt, ahol B klasszikus Brown-mozg�as :

I t :=
Z t

0
(t � s)H � 1

2 dBs: (1.2.1)

Els}o r�an�ez�esre kor�abbi tanulm�anyok alapj�an a k •ovetkez}o (hib�as) gondolatmenet logi-

kusnak t}unik: az integrandus determinisztikus, ez�ert nyilv�an progressz��ven m�erhet}o.

Ugyanez�ert az id}o szerinti n�egyzetes integr�al v�arhat�o �ert�eke maga az integr�al, amely

v�eges mindent eset�en, teh�at az integrandusS-beli. �Igy az integr�al�as eredm�enye n�egy-

zetesen integr�alhat�o marting�al. Nem vett •uk azonban �gyelembe, hogy az integrandus

f•ugg az integr�al�asi tartom�any v�egpontjait�ol, amely a hagyom�anyos Itô-kalkulusban nincs

megengedve, �es ��gy az integrandus nem isS-beli. Val�oban, ilyen integr�alt kor�abban

nem de�ni�altunk, �es az is bel�athat�o, hogy az integr�al�as eredm�enye nem szemimartin-

g�al. Az ilyen integrandusokat a szakirodalomVolterra-magf•uggv�enyekneknevezi, m��g

az integr�alt Volterra-folyamatnak. Az integr�alt a [6] cikk trajekt�ori�ank�enti Riemann{

Stieltjes-integr�alk�ent de�ni�alja a r�eszletek kifejt�ese n�elk •ul. Bel�atjuk, hogy ez megtehet}o

a k•ovetkez}o k�et �all��t�as alkalmaz�as�aval:

1.2.13 �All��t�as. Az
Rb

a f (x)dg(x) Riemann{Stieltjes-integr�al l�etezik, ha f folytonos, �es g

korl�atos v�altoz�as�u [a; b]-n.

Az �all��t�as bizony��t�as�a�ert l�asd a [7] k •onyvben a 10:36:2:� 10:36:4: r�eszeket. A k•ovetkez}o �al-

l��t�as nem m�as, mint a k •ozismert parci�alis integr�al�as elve Riemann{Stieltjes-integr�alokra:

1.2.14 �All��t�as. Ha az
Rb

a f (x)dg(x) Riemann{Stieltjes-integr�al l�etezik, akkor
Rb

a g(x)df (x)

is l�etezik, �es
Rb

a f (x)dg(x) +
Rb

a g(x)df (x) = [ f � g]ba.

Val�oban, az 1.2.1 kifejez�es �ertelmezhet}o trajekt�ori�ank�enti Riemann{Stieltjes-integr�alk�ent,

hiszenB folytonos, �es az integrandus korl�atos v�altoz�as�u.

1.2.15 De�n��ci�o. B = ( B t )t2 R folyamat k�etoldal�u Brown-mozg�as, ha (B � t )t � 0 �es (B t )t � 0

f•uggetlen Brown-mozg�asok.

1.2.16 �All��t�as. Legyen0 < H < 1, �es B H = ( B H
t )t2 R sztochasztikus folyamat a k•ovetkez}o

egyenlet �altal de�ni�alt:

B H
t = CH

� Z 0

�1

�
(t � s)H � 1

2 � (� s)H � 1
2

�
dBs +

Z t

0
(t � s)H � 1

2 dBs

�
;
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ahol B k�etoldal�u Brown-mozg�as, valamint

CH =
�

1
2H

+
Z 1

0

�
(x + 1) H � 1

2 � xH � 1
2

� 2
dx

� � 1
2

=

=

p
�(2 H + 1) sin( �H )

�( H + 1=2)
=

s
2H �( 3=2 � H )

�( H + 1=2)�(2 � 2H )
;

(1.2.2)

�es �( � ) :=
R1

0 x � � 1e� xdx Gamma f•uggv�eny. EkkorB H frakcion�alis Brown-mozg�as .

A frakcion�alis Brown-mozg�as ilyen m�odon t •ort�en}o el}o�all��t�as�at a [6] cikk szerz}oje ut�an

Mandelbrot-reprezent�aci�onak nevezz•uk. Erre az �all��t�asra nem tal�altunk r�eszletekre kiter-

jed}o bizony��t�ast a szakirodalomban, ��gy kidolgozunk egyet •on�all�oan. Ehhez sz•uks�eg•unk

van n�eh�any tov�abbi megfontol�asra.

1.2.17 Megjegyz�es. Az improprius integr�alt de�ni�aljuk �ugy, mint az integr�al�asi k •usz•obben

hat�ar�ert�eket v�eve a kifejez�es gyenge limesze, vagyisI , ahol k ! 1 eset�en

I (k)
t :=

Z 0

� k

�
(t � s)H � 1

2 � (� s)H � 1
2

�
dBs; I (k)

t
d�! I t :

1.2.18 Lemma. Legyen (� n )n2 N val�os, �es (� n )n2 N pozit��v val�os sz�amsorozat, melyekre

n ! 1 eset�en � n ! � , valamint � n ! � > 0. Legyen X n � N (� n ; � n ). Ekkor

X n
d�! X , ahol X � N (�; � ).

Bizony��t�as. A karakterisztikus f•uggv�enyek fel��r�as�ab�ol r •ogt•on k•ovetkezik a folytonoss�agi

t�etel alkalmaz�as�aval:

exp
�

i� n t �
� 2

n t2

2

�
�! exp

�
i�t �

� 2t2

2

�
; t 2 R:

�

1.2.19 Lemma. LegyenX 1-val�osz��n}us�eggel folytonos trajekt�ori�aj�u centr�alt Gauss-folyamat

E
�
(X t � X s)

2�
= jt � sj2H

n•ovekm�enyvarianci�aval, melyreX 0 = 0. Ekkor X frakcion�alis Brown-mozg�as H param�e-

terrel.

Bizony��t�as. Csak azt kell bel�atni, hogy a kovarianciaf•uggv�eny megfelel}o alak�u.

E [X tX s] =
1
2

�
E

�
X 2

t

�
+ E

�
X 2

s

�
� E

�
(X t � X s)

2��
=

1
2

�
jtj2H + jsj2H � j t � sj2H

�
:

�
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1.2.20 �All��t�as. Itô-izometria (Eml�ekeztet}o)

Ha ' s; � s 2 S, azaz progressz��ven m�erhet}oek �esE[
Rt

0 ' 2
sds]; E[

Rt
0 � 2

sds] < 1 minden t-re,

akkor

E
� Z t

0
' sdBs �

Z t

0
� sdBs

�
= E

� Z t

0
' s� sds

�
:

1.2.21 Lemma. Korl�atos v�altoz�as�u, determinisztikus Volterra-magf •uggv�enyek integr�alja-

ira �erv�enyes az Itô-izometria, vagyis ha
Rt

0 ' 2
t;s ds;

Rt
0 � 2

t;s ds < 1 minden t-re, akkor

E
� Z t

0
' t;s dBs �

Z t

0
� t;s dBs

�
=

Z t

0
' t;s � t;s ds: (1.2.3)

K�es}obb erre az egy�ertelm}us�eg kedv�e�ert egyszer}uen izometriak�ent hivatkozunk.

Bizony��t�as. Az integrandusok korl�atos v�altoz�as�uak, ��gy az integr�al trajekt�ori�ank�ent

megegyezik a Riemann{Stieltjes-k•ozel��t}o •osszegek limesz�evel, teh�at

E
� Z t

0
' t;s dBs �

Z t

0
� t;s dBs

�
= E

 

lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

�
B j +1

n
� B j

n

�
� � t; j

n

�
B j +1

n
� B j

n

�
!

=

E

 

lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n

�
B j +1

n
� B j

n

� 2
!

�= lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n
E

� �
B j +1

n
� B j

n

� 2
�

=

lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n

�
j + 1

n
�

j
n

�
=

Z t

0
' t;s � t;s ds:

Az utols�o l�ep�esben kihaszn�altuk, hogy a Cauchy{Schwarz-egyenl}otlens�eg alapj�an
�
�
�
�

Z t

0
' t;s � t;s ds

�
�
�
�

2

�
Z t

0
' 2

t;s ds �
Z t

0
� 2

t;s ds < 1 :

A ( � ) jel•ol�es}u egyenl}os�egn�el felhaszn�altuk a f•uggv�enyek determinisztikus jelleg�et, valamint

a Lebesgue-f�ele domin�alt konvergenciat�etelt. Ez hely�enval�o, mert

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n

�
B j +1

n
(! ) � B j

n
(! )

� 2
� sup

s2 [0;t ]
j� t;s � ' t;s j �

1
n

Zn (! );

ahol Zn :=
P nt � 1

j =0

� p
nB j +1

n
�

p
nB j

n

� 2
kh��-n�egyzet eloszl�as�u v�altoz�o nt szabads�agfokkal.

Ez�ert

sup
s2 [0;t ]

j� t;s � ' t;s j �
1
n

E[Zn ] � sup
s2 [0;t ]

j� t;s � ' t;s j � t < 1 :

�

1.2.22 Megjegyz�es. A determinisztikus integrandus felt�etel�et feloldhatn�ank, �es hasonl�o

elv}u bizony��t�as �ugy is m}uk •odne. Erre azonban nem lesz sz•uks�eg•unk. Az integrandus

ellenben korl�atos v�altoz�as�u kell legyen, k•ul•onben nem �ertelmezt•uk az integr�alt.
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1.2.23 Megjegyz�es. Az �all��t�as bizony��t�as�ahoz sz •uks�eg•unk lesz arra, hogy az izometria im-

propius �ertelemben is �erv�enyes marad. Ez viszont a domin�alt konvergenciat�etelb}ol m�ar

nem k•ovetkezik, ugyanis annak a felt�etelet ! 1 eset�en s�er•ul. Ez a bizony��t�asban nem

is oldhat�o fel, amennyibenj� t;s � ' t;s j 6= o(1=t). Azonban haszn�alhatjuk helyette a Beppo{

Levi-t�etelt (monoton konvergenciat�etel), amennyiben� t;s � ' t;s > 0 minden s 2 [0; t]-re.

A k•ovetkez}o bizony��t�asban ez a plusz felt�etel is teljes•ul.

1.2.24 Megjegyz�es. Az Itô-formula is �erv�enyes marad ilyen t��pus�u integr�alok eset�en, s}ot

folyamatok egy sokkal b}ovebb oszt�aly�ara is, melyre a jelenlegi integr�al de�n��ci�onk nem

terjed ki, l�asd [8] (Theorem 2.5). Ezt a dolgozatban nem bizony��tjuk.

Most k•ovetkezhet az 1.2.16 �all��t�as bizony��t�asa.

Bizony��t�as. El}osz•or l�assuk be, hogy a folyamat 1-val�osz��n}us�eggel folytonos trajekt�ori�aj�u

centr�alt Gauss-folyamat. L�athat�o a de�n��ci�ob�ol, hogy B H
0 = 0, mert az •osszeg els}o

tagj�aban az integrandus 0, m��g a m�asodikban az integr�al�asi tartom�any •ures. Fel��rva az

integr�alok trajekt�ori�ank�enti Riemann-Stieltjes k •ozel��t}o •osszeg�et

B H
t = CH lim

k!1
lim

n!1

0X

j = � nk +1

 �
t �

j � 1
n

� H � 1
2

�
�

�
j � 1

n

� H � 1
2

!
�

B j
n

� B j � 1
n

�
+

+ CH lim
n!1

nt � 1X

j =0

�
t �

j
n

� H � 1
2 �

B j +1
n

� B j
n

�
:

Itt az •osszeadand�ok f•uggetlen norm�alis eloszl�as�u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok, mert a Brown-

mozg�as n•ovekm�enyeinek determinisztikus egy•utthat�os skal�arszorosai. �Igy a limeszeken

bel•uli kifejez�esek szint�en norm�alis eloszl�as�uak. Az 1.2.18 lemm�ab�ol kiindulva B H
t is nor-

m�alis eloszl�as�u, ha ezen v�altoz�ok v�arhat�o �ert�eke �es varianci�aja konverg�al. A v�arhat�o �ert�ek

a v�altoz�o sorozat minden tagj�ara 0. A variancia konvergenci�aj�at a folyamat n •ovekm�enye-

ire l�atjuk be kicsit k�es}obb. Az �ervel�es az I t i (t i 2 R; i 2 N) v�altoz�ok tetsz}oleges line�aris

kombin�aci�oj�ara is �erv�enyes marad, vagyis a v�eges dimenzi�os peremeloszl�asok egy•uttesen

t•obbdimenzi�os norm�alis eloszl�as�uak. A trajekt�ori�ak folytonos jelleg�et a folyamat meg-

•or•okli hat�ar�atmenetben a meghajt�o Brown-mozg�ast�ol. Ez korl�atos v�altoz�as�u integrandus

eset�en a hagyom�anyos Itô-folyamatok folytonoss�ag�ara adhat�o bizony��t�assal anal�og m�odon

bel�athat�o. Ekkor teh�at az integr�al val�oban majdnem minden •utt folytonos trajekt�ori�aj�u

centr�alt Gauss-folyamat lesz. A gondolatmenet haszn�alhat�o �altal�aban is annak bel�at�a-

s�ara, hogy a dolgozatban el}oker•ul}o •osszes Volterra-magf•uggv�eny Brown-mozg�as szerinti

integr�alja majdnem minden•utt folytonos trajekt�ori�aj�u centr�alt Gauss-folyamat. M�ar csak

azt kell bel�atni, hogy az integr�al kovarianciaf•uggv�enye megegyezik a frakcion�alis Brown-

mozg�as�eval. Az 1.2.19 lemma alapj�an el�eg a n•ovekm�enyek varianc�aj�at ellen}orizni, amely
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a gyenge konvergenci�ahoz szint�en sz•uks�eges. Ehhez felhaszn�alhatjuk a [3] cikkben meg-

tal�alhat�o sz�am��t�asv�azlatot. Legyen v � u, ekkor az impropius izometri�at felhaszn�alva

E
h�

B H
v � B H

u

� 2
i

izometria= C2
H

Z

R

�
(v � s)

H � 1
2

+ � (u � s)
H � 1

2
+

� 2
ds =

= C2
H

Z

R

�
(v � u + ( u � s))

H � 1
2

+ � (u � s)
H � 1

2
+

� 2
ds

s= u� x(v� u)
=

= C2
H (v � u)2H

Z

R

�
(x + 1)

H � 1
2

+ � x
H � 1

2
+

� 2
dx =

= C2
H (v � u)2H

� Z 0

� 1
(x + 1) 2H � 1dx +

Z 1

0

�
(x + 1) H � 1

2 � xH � 1
2

� 2
�

=

�
1

2H
+

Z 1

0

�
(x + 1) H � 1

2 � xH � 1
2

� 2
dx

� � 1

(v � u)2H

�
1

2H
+

Z 1

0

�
(x + 1) H � 1

2 � xH � 1
2

� 2
dx

�

= ( v � u)2H :

Itt felhaszn�altuk a norm�al�o CH konstansra adott 1.2.2 k�epletet. A k�epletben tal�alhat�o

explicit formula bizony��t�as�a�ert l�asd a [9] k •onyv 363� 364: oldalait. L�athat�o, hogy a kons-

tans �eppen �ugy ker•ult megv�alaszt�asra, hogy a kovarianciaf•uggv�enyre vonatkoz�o felt�etel

teljes•ulj •on. �

1.3. A historikus volatilit�as

Az eddigiekben a volatilit�asfolyamat megv�alaszt�as�an�al praktikus okokb�ol csak az impli-

k�alt volatilit�as fel •ulet tulajdons�agait vett •uk �gyelembe. Azonban a d•ont�esben t�amasz-

kodhatunk az adott �arfolyam sz�or�as�anak, mint p�enz •ugyi id}osornak tulajdons�agaira is. Ez

az id}osor a historikus volatilit�as . A historikus volatilit�as term�eszetesen t•obbf�ele m�odon

is de�ni�alhat�o illetve sz�amolhat�o, de mindig csak egy diszkr�et k •ozel��t�ese lesz a volati-

lit�asfolyamat realiz�al�odott trajekt�ori�aj�anak egy m�ultbeli szelet�enek. Viszont k •onnyen

kisz�amolhat�o a piacon k•ozvetlen•ul is meg�gyelhet}o adatokb�ol, ami miatt j�ol kezelhet}o.

A historikus volatilit�as trajekt�oria tulajdons�agait megvizsg�alva k •onnyen inform�aci�ot sze-

rezhet•unk arr�ol, hogy azt modellezve milyen meghajt�o folyamatot �erdemes alkalmazni.

K•ul•on•osen az 1.2.5-ben t�argyalt tulajdons�ag az, ami karakteriz�alja a meghajt�o folyama-

tot, �es amely j�ol elk •ul•on��ti a frakcion�alist a klasszikus Brown-mozg�ast�ol. Mivel a vola-

tilit�asfolyamat nemnegat��v, sz •uks�eges egy nemnegat��v transzform�aci�o az azt meghajt�o

nem korl�atos folyamatra. Mi most az exponenci�alis transzform�aci�ot tekintj •uk, vagyis a

tov�abbiakban a historikus volatilit�as logaritmus�at vizsg�aljuk.
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Tegy•uk fel, hogy � l�ep�esk •oz}u diszkr�et meg�gyel�esekkel rendelkez•unk a volatilit�asfolya-

matr�ol a [0 ; T] intervallumon:

� 0; � � ; : : : ; � k� ; : : : ; ahol k 2 f 0; 1; : : : ; Ng; N :=
�

T
�

�
:

A logvolatilit�asfolyamat n •ovekm�enyeloszl�as�at stacion�ariusnak felt�etelezve legyen a n•o-

vekm�enyminta q-adik tapasztalati abszol�ut momentumaq > 0 mellett:

m(q;�) =
1
N

NX

k=1

j log(� k� ) � log(� (k� 1)� )jq � E [j log(� � ) � log(� 0)jq] :

A volatilit�asfolyamatot a [2] cikk naponk�enti k •ozel��t�essel tekinti sz�amos r�eszv�enyindexre

t•obb k•ul•onb•oz}o m�odon is kisz�am��tva. Minden esetben hasonl�o k•ovetkeztet�esek vonhat�ok

le m(q;�)-ra vonatkoz�oan. Ennek logaritmusa log(�) f •uggv�eny�eben �abr�azolva (1.3.4

�abra) k •ul•onb•oz}o egyeneseken fekszik az egyesq �ert�ekekre, ami azt jelenti, hogy m(q;�)

polinomi�alisan f•ugg �-t�ol. Tov�abb�a stiliz�alt t�eny, hogy a logvolatilit�as n •ovekm�enyelosz-

l�asa k•ozel norm�alis. Teh�at

E [j log(� � ) � log(� 0)jq] = K q� � q ;

ahol K q tov�abbra is a standard norm�alis eloszl�as q-adik abszol�ut momentum�at jel •oli.

1.3.4. �abra. log(m(q;�)) �abr�azolva log(�) f •uggv�eny�eben az S&P 500 indexre. [2]

Az el}obbi egyenesek meredeks�eg�et, vagyis a� q kifejez�est q f•uggv�eny�eben �abr�azolva (1.3.5

�abra) szint�en k •ozel egyenest kapunk, vagyis� q � Hq, ahol H � 0:1 az •osszes vizsg�alt

index eset�eben. •Osszevetve az 1.2.5-ben l�atott kifejez�est kapjuk vissza. Teh�at historiku-

san a logvolatilit�as �ugy viselkedik, mint egy frakcion�alis Brown-mozg�as H � 0:1 Hurst-

egy•utthat�oval, ami egybev�ag az 1.1 r�eszben t�argyaltakkal. Az ehhez hasonl�oan kicsi
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1.3.5. �abra. � q �abr�azolva q f•uggv�eny�eben az S&P 500 indexre. [2]

Z•olden a 0:142� q illesztett egyenes

Hurst-egy•utthat�on alapul�o folyamatokat nevezz•uk �erdesnek. A kicsi Hurst-egy•utthat�ob�ol

fakad�oan a logvolatilit�as n •ovekm�enyei negat��van korrel�altak, amely t •ukr•ozi azt a stiliz�alt

t�enyt, hogy a volatilit�asfolyamat �altal�aban cs •okken, ha magas az �ert�eke, �es �altal�aban n}o,

ha alacsony. Ezt a tulajdons�agot gyakran nevezik (helytelen•ul) �atlaghoz visszah�uz�asnak.

1.4. A kapcsol�od�o programk�od magyar�azata

Az el}oz}o elemz�es szerint a historikus volatilit�as gyakorlatban egy �erdes folyamat, ez�ert

ebb}ol a szempontb�ol nem c�elszer}u azt klasszikus Brown-mozg�as seg��ts�eg�evel modellezni.

Ezt ellen}orizni fogjuk egy R-ben meg��rt saj�at programmal is. A fejezethez ��rt programhoz

tartoz�o f •uggv�enyek, valamint a szkript megtal�alhat�o a dolgozat v�eg�en a f•uggel�ekben. A

k�odban magenta sz��nnel emelj•uk ki az •on�all�oan ��rt f •uggv�enyeket �es k�ekkel a kulcsszavakat,

valamint az alap�ertelmezetten el�erhet}o, vagy behivatkozott f•uggv�enyeket.

A vizsg�alathoz sz•uks�eges el}osz•or is egy forr�as, ahonnan historikus volatilit�as adatokat

tudunk szerezni. Egy nyilv�anosan el�erhet}o adatb�azissal (Oxford-Man Institute's reali-

zed library) dolgozunk. Itt a nagyobb r�eszv�enyindexek historikus volatilit�asfolyamat�ara

napi friss��t�essel el�erhet}o sz�amos lehets�eges m�er}osz�am. Az els}o saj�at f•uggv�ennyel kigy}ujt-

hetj•uk egy v�alasztott r�eszv�enyindexhez tartoz�o relev�ans adatokat xts form�atumban az

adatb�azisb�ol. A programban a Dow Jones Ipari�Atlag index 5 percenk�ent mintav�etelezett

id}osor�ahoz tartoz�o n�egyzetes hozamainak•osszeg�et haszn�aljuk napi bont�asban. Ez az in-

dexnek az �un. realiz�alt napi varianciafolyamata, amely j�o k•ozel��t�ese a realiz�alt volatilit�as

n�egyzet�enek.
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A k•ovetkez}o l�ep�es a frakcion�alis Brown-mozg�as trajekt�oria szimul�aci�oja. Ezt a Cholesky-

dekompoz��ci�o seg��ts�eg�evel val�os��tjuk meg. Az 1.2.3 de�n��ci�ob�ol a frakcion�alis Brown-

mozg�as egy adott (R) autokovariancia-m�atrix�u centr�alt Gauss-folyamat. Ez�ert, ha x

f•uggetlen standard norm�alis eloszl�as�u vektor, �es � als�oh�aromsz •og-m�atrixra R = �� T ,

akkor y = � x �eppen R autokovariancia-m�atrix�u centr�alt Gauss-folyamat lesz:

E[y ]E[y T ] = E[� x ]E[(� x )T ] = �
�
E[x ]E[x T ]

�
� T = � I � T = R: (1.4.4)

A � m�atrix el}o�all��that�o Cholesky-dekompoz��ci�o seg��ts�eg�evel O(n3) id}oben. Ehhez sz•uk-

s�eges a Hurst-param�eter, a szimul�alt folyamat hossza �es a k•ozel��t�es �noms�aga. Val�oj�aban

az 1.2.10 �all��t�as miatt az utols�o k�et param�eterb}ol el�eg csak az egyiket megadni, �es ��gy a

m�asikat r •ogz��tettnek tekintve a szimul�alt folyamat �atsk�al�az�as�aval m�ar el�erhet}o a v�alasz-

tott param�eterez�es. A m�atrix el}o�all��t�asa ut�an viszont m�ar csak f •uggetlen standard nor-

m�alis eloszl�as gener�al�as�at �es egy O(n) id}oben elv�egezhet}o vektor{als�oh�aromsz•og-m�atrix

szorz�ast kell v�egrehajtanunk. A � m�atrix �ujrasz�amol�as�ara csak akkor van sz •uks�eg, ha

m�odos��tani akarjuk az el}o�all��t�ashoz sz •uks�eges param�etereket. Ez�ert a k�et l�ep�est felbont-

juk k�et k •ul•on f•uggv�enyre, hogy nagy mennyis�eg}u trajekt�ori�at viszonylag gyorsan tudjunk

szimul�alni a m�atrix el}o�all��t�asa ut�an, amire gyakorlati alkalmaz�asok sor�an gyakran sz •uks�eg

van. Ezt oldjuk meg a m�asodik, harmadik �es negyedik f•uggv�enyek seg��ts�eg�evel.

A k�es}obbiekben sz•uks�eges lesz a � m�atrixb�ol vissza�all��tani a param�etereket, melyek

seg��ts�eg�evel azt l�etrehoztuk. Ezt val�os��tjuk meg O(1) id}oben az •ot•odik f•uggv�enyben.

Tudjuk, hogy R = �� T , valamint � �noms�ag�u l�ep�esk •oz eset�en

Rij =
1
2

�
(i� )2H + ( j� )2H � j (j � i )� j2H

�
:

Innen pedig

R11 = � 2H ; R22 = (2 � )2H =)
1
2

log2

�
R22

R11

�
=

1
2

log2

�
(2� )2H

� 2H

�
=

1
2

log2(22H ) = H:

Tov�abb�a � = 2H
p

R11, �es a folyamat hossza pedign� , ahol n a � m�atrix sorainak sz�ama.

Mivel R1:2;1:2 = � 1:2;1:2� T
1:2;1:2, ahol az index a m�atrix megfelel}o m�eret}u szelet�et jel•oli, ez

val�oban megtehet}o konstans l�ep�esben.

Most kidolgozunk egy saj�at elj�ar�ast a k •ovetkez}o feladatra. Tegy•uk fel, hogy adott egyn

hossz�u id}osor, melyr}ol felt�etelezz•uk, hogy sk�al�azott frakcion�alis Brown-mozg�as ismeretlen

Hurst-egy•utthat�oval �es sk�alaparam�eterrel. Ennek becs•ulj •uk meg aH param�eter�et O(n)

id}o alatt. Ehhez sz•uks�eges a kor�abban bevezetettm(q;�) kisz�am��t�asa egy adott id}osorra.
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Ezt a hatodik f•uggv�enybe foglaltuk � = 1 esetre. Az 1.2.5 megjegyz�es �es a felt�etelez�es•unk

mellett a nagy sz�amok er}os t•orv�enye miatt aszimptotikusan

m(q;� S) := m(q; S�) � K q� q(� S)qH = C(q)(� S)qH ;

ahol � a frakcion�alis Brown-mozg�as,S pedig a l�ep�esk•oz ismeretlen sk�alaparam�etere, ��gy a

kifejez�es maga is sk�alaf•ugg}o. Mi azonban sk�alaf•uggetlen becsl�est szeretn�enkH �ert�ek�ere.

Ismeretlen � S mellett ki tudjuk sz�am��tani m(q;� S) �ert�ek�et a folyamat di�erenci�az�as�aval.

Tov�abb�a kisz�am��that�o m(q; s� S) is az id}osor mindens-edik elem�enek megtart�as�aval �es

di�erenci�az�assal. Innen ad�odik a megold�as:

1
q

logs

�
m(q; s� S)
m(q;� S)

�
=

1
q

logs

 
C(q)(s� S)qH

C(q)� qH
S

!

=
1
q

logs

�
sqH

�
= H:

Ezt a kifejez�est sz�am��tjuk ki a hetedik f •uggv�enyben adott q �es s param�eterek mellett.

Mivel az els}o egyenl}os�eg csak aszimptotikusan teljes•ul, ��gy a kifejez�est a nyolcadik f•ugg-

v�enyben t•obb q �es s �ert�ek mellett is kisz�am��tjuk, �es az eredm�enyek �atlagol�as�aval adunk

v�egs}o becsl�est H �ert�ek�ere.

A kilencedik f•uggv�enyben megvizsg�aljuk az el}oz}o becsl�es eloszl�as�at adottH �ert�ek mellett.

El}osz•or is szimul�alunk 2000 darab 1000 hossz�u adottH param�eter}u frakcion�alis Brown-

mozg�as trajekt�ori�at, majd ezekre visszabecs•ulj •uk az el}oz}o elj�ar�assal a param�eter �ert�ek�et.

Ezut�an ki��ratjuk a becsl�esek �atlag�at, sz�or�as�at valamint 5% �es 95%-os kvantiliseit, majd

r�ailleszt •unk egy megfelel}oen param�eterezett norm�alis eloszl�ast. Megvizsg�aljuk az illeszt�es

min}os�eg�et �abr�akkal �es Jarque-Bera teszttel is. A f •uggv�enyt lefuttatjuk 0 :1; 0:5 �es 0:9

Hurst-param�eter �ert�ekekre is.

1.4.6. �abra. H = 0:1 param�eter becsl�es�enek eloszl�asvizsg�alata
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H = 0:1 mellett l�athat�oan j�ol illeszkedik az eloszl�as a norm�alisra (1.4.6 �abra). Ez�ert a

Jarque-Bera teszt alapj�an a normalit�ast nem utas��tjuk el 0:51-esp-�ert�ek mellett.

1.4.7. �abra. H = 0:5 param�eter becsl�es�enek eloszl�asvizsg�alata

H = 0:5 mellett is hasonl�o meg�gyel�eseink vannak, a teszt alapj�an a normalit�ast ekkor

sem elutas��tjuk el 0:6-osp-�ert�ekkel (1.4.7 �abra).

1.4.8. �abra. H = 0:9 param�eter becsl�es�enek eloszl�asvizsg�alata

H = 0:9 mellett az eloszl�as enyh�en ferde balra, valamint keskenyebb farokeloszl�as�u, ��gy

a normalit�ast elutas��tjuk nagyon kicsi p-�ert�ekkel (1.4.8 �abra). Nem tal�aljuk el ponto-

san az elm�eleti 0:9 v�arhat�o �ert�eket sem. Azonban ez a param�eterez�es az el}oz}o r�eszekb}ol

kifoly�olag nem �erdekes sz�amunkra, ��gy nem foglalkozunk vele a tov�abbiakban. A becs-

l�es�atlagok, sz�or�asaik �es a kvantilisek a k •ovetkez}o t�abl�azatban �abr�azolt m�odon alakultak

a mintafuttat�asn�al:

18



H 0.1 0.5 0.9

�atlag 0.098 0.497 0.885

sz�or�as 0.021 0.021 0.031

5%, 95%-os kvantilisek 0.064, 0.131 0.462, 0.535 0.837, 0.938

•Osszegezve teh�at a becsl�es•unk eloszl�as�at norm�alisnak tekinthetj •uk, melynek v�arhat�o �er-

t�eke a param�eter val�odi �ert�eke, sz�or�asa pedig 0 :021. Haszn�aljuk most a f•uggv�enyt arra,

hogy megbecs•ulj •uk a Dow Jones index realiz�alt varianciafolyamat�anak elm�ult 1000 nap

hossz�u szelet�ehez tartoz�o Hurst-egy•utthat�oj�at. Az eredm�eny 0 :172, amelynek nagys�ag-

rendje egybev�ag az eddigi elm�elettel. Ennek a pontoss�ag�at azonban le is kell teszteln•unk

valamely m�odon. A szkript harmadik r�esz�eben a tizedik �es tizenegyedik f•uggv�enyek se-

g��ts�eg�evel kisz�am��tjuk m(q;� = 1 nap) �ert�ek�et, ahol q = f 0:1; 0:2; : : : ; 5g az indexre,

valamint 100� 100 darab megfelel}o hossz�us�ag�u frakcion�alis Brown-mozg�as szimul�aci�ora,

H = 0:1; H = 0:156; H = 0:172; H = 0:5 param�eterekkel. A szimul�aci�okat �ugy sk�al�az-

zuk, hogy azonos sz�or�as�uak �es �atlag�uak legyenek, mint az indexfolyamat. Az eredm�enyek

•osszehasonl��t�as�ab�ol l�athat�o, hogy a H = 0:156 v�alaszt�as jobban illeszked}o g•orb�et ered-

m�enyez (ezt az �ert�eket pr�ob�alkoz�asokkal k •onnyen meg lehet tal�alni). Ezt tekintve a H

val�odi �ert�ek�enek l�athat�o, hogy az elj�ar�as nem teljesen pontos, azonban a v�etett hiba

(0:016) a kor�abban sz�amolt sz�or�asnyi (0:021) tartom�anyon bel•ul van.

1.4.9. �abra. m(q;�) k •ul•onb•oz}o H �ert�ekek mellett, valamint az indexfolyamat eset�en

Most gener�aljunk egy-egy 1000 hossz�us�ag�u frakcion�alis �es klasszikus Brown-mozg�as tra-

jekt�ori�at. Ezeket megfelel}o line�aris transzform�aci�o seg��ts�eg�evel ism�et �ugy alak��tjuk, hogy

a realiz�alt variancia logaritmus�aval azonos �atlag�uak �es sz�or�as�uak legyenek. Ezut�an egy

�abr�an rendre •osszehasonl��tjuk ezeket, majd exponenci�alisukat, v�eg•ul pedig az exponenci-

�alis utols�o 300 hossz�u szelet�et a megfelel}o index id}osor szelettel egy•utt. Az eredm�enyek

szemmel l�athat�o m�odon al�at�amasztj�ak a kor�abban t�argyaltakat.
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1.4.10. �abra. Sk�al�azott H = 0:1 �es H = 0:5 param�eter}u FBM trajekt�oria

•osszehasonl��tva a Dow Jones index historikus volatilit�asfolyamat�aval.
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2. fejezet

�Erdes volatilit�ason alapul�o modellek

Az el}oz}o fejezetben bemutattuk a frakcion�alis Brown-mozg�as haszn�alat�anak motiv�aci�oj�at

sztochasztikus volatilit�assal t•ort�en}o p�enz •ugyi modellez�es eset�en. A k•ovetkez}oekben ilyen

t��pus�u modellre vizsg�aljuk meg a legismertebb p�eld�akat, el}osz•or [2] javaslat�at.

2.1. RFSV-modell

A kor�abban t�argyaltak szerint a logvolatilit�as H � 0:1 param�eter}u frakcion�alis Brown-

mozg�ashoz hasonl�o tulajdons�agokkal rendelkezik. Logikus teh�at a modellez�esn�el
dSt

St
= � tdZt ; � t = � exp(�B H

t ); t 2 [0; T]:

feltev�est haszn�alni, mint az el}obbi vizsg�alatn�al is tett •uk. Itt � > 0; � konstansok,S pedig

az alapterm�ek diszkont�alt �arfolyamata. Ennek jelent�ese az Itô-formula alapj�an

St = S0E
� Z t

0
� udZu

�
= S0E

�
�

Z t

0
exp(�B H

u )dZu

�
:

2.1.1 Megjegyz�es. Ha X � N (0; �), akkor E(X ) = exp
�
X � 1

2E jX j2
�

az �un. Wick-

exponenci�alis. Adott Z folyamat eset�en asztochasztikus exponenci�alisfolyamat E(Z t ) :=

exp(Z t � Z0 � 1
2 [Z ]t ): Ha Z Gauss-folyamat, akkor a n•ovekm�enye eset�eben egybeesik a k�et

fogalom, p�eld�aul Volterra-integr�alok eset�en. Ha Z lok�alis marting�al, akkor E(Z ) szint�en

az. Ha Z teljes��ti a Novikov{ vagy a Kazamaki-felt�etelt, akkorE(Z ) marting�al.

Itt �alljunk meg, �es gondoljuk v�egig, hogy a k�epletben tal�alhat�o integr�al egy�altal�an

�ertelmes-e, hiszen az integrandus nem szemimarting�al. Ez azonban nem probl�ema, hiszen

az Itô-integr�alokat minden L -beli folyamatra �ertelmezt•uk, ahol

L =
�

' : ' progressz��ven m�erhet}o, �es minden t � 0-ra P
� Z t

0
' 2

sds < 1
�

= 1
�

:
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Ezeket a frakcion�alis Brown-mozg�as exponenci�alisa teljes��ti, amely progressz��ven m�erhe-

t}o, pontonk�ent lognorm�alis eloszl�as�u. S}ot, az integrandus val�oj�aban S-beli (de�n��ci�o�ert

l�asd 1.2.20). Ehhez a nemnegat��v integrandusra vonatkoz�o Fubini-t�etelt felhaszn�alva

E
� Z t

0
exp(�B H

u )2du
�

=
Z t

0
E

�
exp(2�B H

u )
�

du =
Z t

0
exp

�
4� 2juj2H

2

�
du < 1 :

Teh�at az integr�al n�egyzetesen integr�alhat�o marting�al, vagyis az �arfolyamat lok�alis mar-

ting�al (l�asd 2.1.1). Azt azonban nem tudjuk, hogy ez val�odi marting�al is-e. Meggondolha-

t�o, hogy a Novikov-felt�etel ebben az esetben nem teljes•ul. K�es}obb l�atni fogjuk, hogy nem

minden esetben marting�al. Ez att�ol is f•ugg, mekkora a korrel�aci�o a frakcion�alis Brown-

mozg�as Mandelbrot-reprezent�aci�oj�aban (1.2.16) szerepl}o integr�ator Brown-mozg�as �es a

r�eszv�eny�arfolyamatot meghajt�o Brown-mozg�as k •oz•ott.

A modell ilyen form�aj�aban azonban nem ad stacion�arius megold�ast, hiszen az 1.2.5 meg-

jegyz�es szerint� t ��gy lognorm�alis eloszl�as�u lesz (0; jtj2H ) param�eterekkel. A stacionarit�as

sz•uks�eges, hogy a folyamat hossz�u t�av�u modellez�esn�el is haszn�alhat�o maradjon, ez�ert

m�odos��tjuk.

2.1.2 De�n��ci�o. Frakcion�alis Ornstein{Uhlenbeck-folyamatnak nevezz•uk a k•ovetkez}o szto-

chasztikus di�erenci�alegyenlet stacion�arius megold�as�at:

dX t = �dB H
t � � (X t � m)dt; (2.1.1)

ahol B H frakcion�alis Brown-mozg�as, valamint �; � > 0; m 2 R.

2.1.3 Megjegyz�es. Az el}obbi egy elterjedt jel•ol�es a szakirodalomban, �es a k•ovetkez}o szto-

chasztikus di�erenci�alegyenletet �ertj•uk alatta:

X t = X 0 +
Z t

0
�dB H

s �
Z t

0
� (X s � m)ds = X 0 + �B H

t + �mt � �
Z t

0
X sds:

Az el}obbi jel•ol�es az egyenlet di�erenci�alalakja, ut�obbi pedig ennek integr�alalakja.

2.1.4 �All��t�as. Az el}oz}o egyenletnek [10] szerint l�etezik trajekt�ori�ank�ent egy�ertelm}u, 1-

val�osz��n}us�eggel folytonos trajekt�ori�aj�u megold�asa a k •ovetkez}o alakban:

X t = e� �t X 0 +
�
1 � e� �t

�
m + �

Z t

0
e� � (t � s)dBH

s :

Az ut�obbi integr�alt is �ertelmezhetj •uk trajekt�ori�ank�enti Riemann{Stieltjes-integr�alk�ent,

mivel az integrandus korl�atos v�altoz�as�u, B H pedig majdnem minden•utt folytonos tra-

jekt�ori�aj�u (l�asd 1.2.13, 1.2.14). Ha a kezdeti felt�etel

X 0 = m + �
Z 0

�1
e� �s dBH

s
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alak�u, akkor

X t = e� �t

�
m + �

Z 0

�1
e� �s dBH

s

�
+

�
1 � e� �t

�
m + �

Z t

0
e� � (t � s)dBH

s =

= �
Z t

�1
e� � (t � s)dBH

s + m;

�es a megold�as (m�asodrendben gyeng�en) stacion�arius is:

E(X t ) = m; D2(X t ) = � 2� � 2H H �(2 H ): (2.1.2)

2.1.5 Megjegyz�es. Az el}oz}o alakot �at��rva kapjuk, hogy

X t = �
Z t

�1
e� � (t � s)dBH

s + m = �
�
B H

s e� � (t � s)
� t

�1
+ m � �

Z t

�1
B H

s d
�
e� � (t � s)

� d=

d= �B H
t � 0 + m � �

Z t

�1
B H

s d
�
e� � (t � s)

�
= �B H

t + m � �
Z t

�1
B H

s �e � � (t � s)ds

(2.1.3)

Itt trajekt�ori�ank�ent alkalmaztuk a parci�alis integr�al�asi elvet, a folytonosan di�erenci�al-

hat�o f •uggv�eny szerinti integr�al�asi k�epletet, valamint, hogy

B H
s e� � (t � s) � N (0; e� 2� (t � s) jsj2H ) d�! 0; ha s ! �1 :

A 2.1.3 egyenlet �at��rhat�o a Riemann-integr�al k •ozel��t}o •osszeg�ere a k•ovetkez}o m�odon:

X t = m + �

 

lim
s!1

lim
n!1

nt � 1X

j = � ns

B H
j
n

�e � � (t � j
n )

�
j + 1

n
�

j
n

�
+ B H

t

!

:

Mivel B H Gauss-folyamat, alkalmazhat�o az 1.2.16 �all��t�as bizony��t�as�aban elmondott �erve-

l�es, ��gy az X folyamat nemcsak stacion�arius, hanem Gauss-folyamat is.

Haszn�aljuk ezt az imm�ar stacion�arius Gauss-folyamatot a logvolatilit�as modellez�es�ehez:

dSt

St
= � tdZt ; � t = exp(X t ); t 2 [0; T]:

Ezt a megk•ozel��t�est nevezz•uk "�erdes frakcion�alis sztochasztikus volatilit�asmodellnek",

vagy r•oviden RFSV-modellnek (Rough Fractional Stochastic Volatility). A de�n��ci�ob�ol

l�atszik, hogy � = 0 v�alaszt�assal visszakapjuk a sk�al�azott frakcion�alis Brown-mozg�ast. �Al-

tal�anosabban formaliz�alhat�o, hogy az X folyamat "kicsi" � (� � 1=T) v�alaszt�as mellett

(jel•olje X � ) lok�alisan ([0; T] id}ointervallumon) frakcion�alis Brown-mozg�ask�ent viselkedik:

2.1.6 �All��t�as. � ! 0 eset�en

E

"

sup
t2 [0;T ]

jX �
t � X �

0 � �B H
t j

#

! 0:
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�Igy a folyamatnak megmaradnak a kor�abban vizsg�alt kedvez}o tapasztalati tulajdons�agai

a hossz�u t�av�u kezelhet}os�eghez sz•uks�eges stacionarit�assal egy•utt.

Bizony��t�as. A bizony��t�ast [2] alapj�an, a r�eszleteket kifejtve dolgozzuk ki. A 2.1.3

egyenletb}ol l�attuk, hogy

X �
t = �B H

t + m � �
Z t

�1
B H

s �e � � (t � s)ds;

��gy

(X �
t � X �

0 ) � �B H
t = �

Z t

0
B H

s ��e � � (t � s)ds �
Z 0

�1
B H

s �� (e� � (t � s) � e�s )ds;

ahonnanB̂ H
t = sups2 [0;t ] jB H

s j jel•ol�essel

sup
t2 [0;T ]

j(X �
t � X �

0 ) � �B H
t j � ��T B̂ H

T +
Z 0

�1
B̂ H

s �� (e�s � e� � (T � s))ds:

Amennyiben teljes•ul, hogy

E(B̂ H
t ) � cjtjH ; 8t 2 R (2.1.4)

valamely c 2 R eset�en, akkor a fenti egyenl}otlens�eg v�arhat�o �ert�ek�et v�eve kapjuk, hogy

E

"

sup
t2 [0;T ]

j(X �
t � X �

0 ) � �B H
t j

#

� c
�

��TT H +
Z 0

�1
jsjH �� (e�s � e� � (T � s))ds

�
:

Itt m�ar a jobb oldali kifejez�es 0-hoz tart � ! 0 eset�en. Az•osszeg els}o tagj�ara ez nyilv�an-

val�o, az integr�alt �at��rva �es a Gamma eloszl�as s}ur}us�egf •uggv�eny�enek alakj�at felhaszn�alva

pedig
Z 1

0
sH �� (e� �s � e� � (T + s))ds = �� (1 � e� �T )

Z 1

0
sH e� �s ds =

= �� (1 � e� �T )
�( H + 1)

� H +1

Z 1

0

� H +1 sH e� �s

�( H + 1)
ds = � (1 � e� �T )

�( H + 1)
� H

;

melyre m�ar szint�en l�athat�o. Maradt teh�at a 2.1.4 egyenl}otlens�eg bizony��t�asa, melyhez

a [2] forr�as a [11] cikkben bizony��tott 1:2-es t�etel egyenl}otlens�eg�et haszn�alja fel. Azonban

a t�etel felt�etele, mely szerint H > 0:5, val�oj�aban nem teljes•ul, ez�ert m�as utat v�alasztunk.

A frakcion�alis Brown-mozg�as •onhasonl�os�aga (1.2.10) nyom�an

E(B̂ H
t ) = jtjH E(B̂ H

1 ) � cjtjH () E(B̂ H
1 ) � c

valamely c konstansra, vagyis el�eg haE(B̂ H
1 ) < 1 . Tudjuk, hogy B̂ H Guass-folyamat,

valamint 1-val�osz��n}us�eggel folytonos trajekt�ori�aj�u, hiszen a frakcion�alis Brown-mozg�as
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folytonos trajekt�ori�aihoz a maximumfolyamatnak is folytonos trajekt�ori�aja tartozik. Az

is nyilv�anval�o, hogy P(B̂ H
1 < 1 ) 6= 0. Ebb}ol pedig [12] alapj�an teljes•ul, hogy B̂ H

1 -nak

l�etezik v�eges exponenci�alis abszol�ut momentuma, vagyis els}o abszol�ut momentuma is

v�eges. �

2.1.7 K•ovetkezm�eny. q > 0; t > 0; � > 0; � ! 0 eset�en

E
�
jX �

t+� � X �
t jq

�
! � qK q� qH

Ez mutatja, hogy megfelel}o � v�alaszt�as mellett a folyamat n•ovekm�eny sk�al�az�od�asa is

a tapasztalatilag meg�gyeltekhez (�es a frakcion�alis Brown-mozg�as�ehoz) hasonl�o marad

(l�asd 1.2.5 megjegyz�es).

Bizony��t�as. Szint�en [2] alapj�an, r�eszletezve. A [13] cikk 2:4-es megjegyz�es�enek 2:2-es

egyenlete szerint teljes•ul a

Cov
�
X �

t+� ; X �
t

�
= K

Z

R
ei � x jxj1� 2H

� 2 + x2

egyenl}os�egK = � 2�(2 H + 1) sin( �H )=(2� ) jel•ol�essel. Nyilv�anval�o tov�abb�a, hogy

E
�
(X �

t+� � X �
t )2

�
= E

�
(X �

t+� )2
�

+ E
�
(X �

t )2
�

� 2E
�
X �

t+� X �
t

�
=

= 2
�
E

�
(X �

t )2
�

� E2 [X �
t ]

�
�

�
2E

�
X �

t+� X �
t

�
� E

�
X �

t+�

�
E [X �

t ]
�

=

= 2Cov(X �
t ; X �

t ) � 2Cov(X �
t+� ; X �

t );

(2.1.5)

ugyanis X � m�asodrendben stacion�arius folyamat, �es ��gy E
�
X �

t+�

�
= E [X �

t ], valamint

E
�
(X �

t+� )2
�

= E [(X �
t )2]. •Osszevetve

E
�
(X �

t+� � X �
t )2

�
= 2K

Z

R

�
1 � ei � x

� jxj1� 2H

� 2 + x2
� 2K

Z

R

�
1 � ei � x

� jxj1� 2H

x2
;

ez�ert az

� 7�! E
�
jX �

t+� � X �
t j2

�

f•uggv�eny egyenletesen korl�atos. R�aad�asul azX �
t+� � X �

t v�altoz�o norm�alis eloszl�as�u, ��gy

minden q-ra egyenletesen korl�atos az

� 7�! E
�
jX �

t+� � X �
t jq+1

�

f•uggv�eny is. K•ovetkeztet�esk�eppen a

�
jX �

t+� � X �
t jq

	
� 2 R+
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val�osz��n}us�egi v�altoz�o csal�ad egyenletesen integr�alhat�o. A 2.1.6 �all��t�asb�ol � ! 0 eset�en:

E

"

sup
t2 [0;T ]

�
�(X �

t � X �
0 � �B H

t )
�
�

#

! 0 =) X �
t � X �

0
L 1�! �B H

t ; 8t 2 [0; T] =)

=) (X �
t+� � X �

0 ) � (X �
t � X �

0 ) L 1�! � (B H
t+� � B H

t ) =) j X �
t+� � X �

t jq d�! � qjB H
t+� � B H

t jq:

A [2] cikk �all��t�asa szerint, mivel a val�osz��n}us�egi v�altoz�o sorozat gyeng�en konverg�al �es

egyenletesen integr�alhat�o, a v�arhat�o �ert�ekek is konverg�alnak, ��gy a bizony��tand�o �all��-

t�ast kapjuk meg. Ez azonban az eddigi tanulm�anyaink alapj�an m�eg nem k•ovetkezik.

El�eg lenne viszont megmutatni, hogy az utols�o konvergencia 1 val�osz��n}us�eg}u is, mivel

az egyenletes integr�alhat�os�ag felt�etele mellett ezL1-beli konvergenci�at eredm�enyez egy

kor�abban tanult t�etel alapj�an. Ebb}ol m�ar k •ovetkezne a v�arhat�o �ert�ekek konvergenci�aja:

�
�E

�
jX �

t+� � X �
t jq

�
� E

�
� qjB H

t+� � B H
t jq

� �� � E
� �� jX �

t+� � X �
t jq � � qjB H

t+� � B H
t jq

�
� � ! 0:

Az 1 val�osz��n}us�eg}u konvergencia bizony��t�as�ahoz felhaszn�aljuk a [14] cikkben is megtal�al-

hat�o t�etelt:

2.1.8 T�etel. (Skorokhod reprezent�aci�os t�etel)

Legyen adott(S; d) teljes szepar�abilis metrikus t�er. Tegy•uk fel, hogyPn ; (n = 1; 2; : : : ) �es

P val�osz��n}us�egi m�ert�ekek (S;B)-n �ugy, hogy Pn
d�! P (itt B azS Borel � -algebr�aj�at jel •oli).

Ekkor l�etezik (
 ; F ; P) val�osz��n}us�egi mez}o, melyen l�eteznek X �es X n ; (n = 1; 2; : : : ) S-

�ert�ek}u val�osz��n}us�egi v�altoz�ok rendre P �es Pn ; (n = 1; 2; : : : ) eloszl�assal �ugy, hogyX n ! X

majdnem minden•utt.

Alkalmazzuk a t�etelt S = R; d = j�j Eukl. ; Pn = L
�

jX
1
n
t+� � X

1
n
t jq

�
; P = L

�
� qjB H

t+� � B H
t jq

�

v�alaszt�asokkal, ahol L (X ) az X val�osz��n}us�egi v�altoz�o eloszl�as�at jel •oli. Ebb}ol tudjuk,

hogy l�etezik egy absztrakt val�osz��n}us�egi mez}o �es azon egy val�osz��n}us�egiv�altoz�o-sorozat

�ugy, hogy � ! 0 mellett

j ~X �
t+� � ~X �

t jq m.m.���! � qj ~B H
t+� � ~B H

t jq;

ahol

j ~X �
t+� � ~X �

t jq d= jX �
t+� � X �

t jq; � qj ~B H
t+� � ~B H

t jq d= � qjB H
t+� � B H

t jq;

teh�at ezen v�altoz�ok is egyenletesen integr�alhat�oak. A fentiekb}ol pedig

E
�
jX �

t+� � X �
t jq

�
= E

h
j ~X �

t+� � ~X �
t jq

i
! E

h
� qj ~B H

t+� � ~B H
t jq

i
= � qK q� qH :

L�athat�o, hogy ugyanez az �ervel�es �altal�anosan is haszn�alhat�o a [2] cikk megk�erd}ojelezett

�all��t�as�anak bizony��t�as�ara. �
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2.1.9 K•ovetkezm�eny. t > 0; � > 0; � ! 0 eset�en

Cov
�
X �

t ; X �
t+�

�
= D2[X �

t ] �
1
2

� 2� 2H + o(1):

Az �all��t�as szerint a modellben a logvolatilit�as autokovariancia-f •uggv�enye line�arisan cs•ok-

ken}o � 2H -ban.

Bizony��t�as. A 2.1.7 k•ovetkezm�eny szerintq = 2 esetben

E[(X �
t+� � X �

t )2] = E[(X �
t+� )2] + E[(X �

t )2] � 2E[X �
t+� X �

t ] ! � 2K 2� 2H = � 2� 2H ;

melyet �atrendezve

E[X �
t+� X �

t ] !
1
2

�
E[(X �

t+� )2] + E[(X �
t )2] � � 2� 2H

�
:

Az X � folyamat stacionarit�as�ab�ol �es 2.1.6-b�ol k •ovetkezik, hogy

E[X �
t ] = E[X �

t+� ] ! 0; E[(X �
t )2] = E[(X �

t+� )2] ! D2[X �
t ]:

•Osszegezve kapjuk, hogy

Cov
�
X �

t ; X �
t+�

�
= E[X �

t+� X �
t ] + o(1) = D2[X �

t ] �
1
2

� 2� 2H + o(1):

�

Vizsg�aljuk meg most a volatilit�as autokovariancia-f•uggv�eny�et is. Tudjuk, hogy

log(� t ) = X �
t � N (m; s� ), ahol s� = � 2� � 2H H �(2 H ) a 2.1.2 k�eplet alapj�an, ez�ert

E (� t ) = E
�
eX �

t
�

= em+ s�
2 :

Tov�abb�a X � Gauss-folyamat, ��gy (X �
t+� + X �

t ) � N (2m; 2s� + 2Cov
�
X �

t ; X �
t+�

�
), �es

E (� t+� � t ) = E
�
eX �

t +� + X �
t
�

= e2m+ s� +Cov [X �
t ;X �

t +� ] � e2m+2 s� e� 1
2 � 2 � 2H

a 2.1.9 k•ovetkezm�eny miatt, ha � �ert�eke kicsi. Eszerint teh�at az autokovariancia-f•uggv�eny

exponenci�alis sebess�eggel lecseng}o. A [2] munka vizsg�alatai alapj�an mind a k�et auto-

kovariancia-f•uggv�eny tulajdons�agai meg�gyelhet}oek az adatokb�ol sz�amolt megfelel}o ta-

pasztalati f•uggv�enyeken, ami tov�abbi fontos �erv a modell mellett. Ez az�ert is �erdekes

eredm�eny, mert a volatilit�asfolyamat �un. hossz�u eml�ekezet}u tulajdons�ag�at jelenthetn�e a

polinomi�alis lecseng�es, de ezt a meg�gyel�es c�afolja.
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(a) log(� t ) autokovariancia-f•uggv�enye (b) � t autokovariancia-f•uggv�eny�enek logaritmusa

2.1.1. �abra. A [2] cikk vizsg�alatai szerinti tapasztalati autokovariancia-f•uggv�enyek.

2.2. Derivat��va-�araz�as, �erdes Bergomi-modell

L�atni fogjuk [15]- •ot k•ovetve, hogy a frakcion�alis Brown-mozg�as nem markovi jellege mi-

att tov�abbi megfontol�asokra van sz•uks�eg ahhoz, hogy a hagyom�anyos �araz�asi elvet alkal-

mazhassuk. Vegy•uk az RFSV-modell speci�alis� = 0 v�alaszt�as melletti, nem stacion�arius

alakj�at:

log� t+� � log� t = �
�
B H

t+� � B H
t

�
:

Az el}oz}o egyenletet a historikusP m�ert�ek alatt �ertj •uk a historikus volatilit�as kor�abban

vizsg�alt tulajdons�agai miatt. A vt = � 2
t jel•ol�essel a varianciafolyamat fejl}od�es�ere az 1.2.16

�all��t�asb�ol u � t mellett a k•ovetkez}ot kapjuk:

logvu � logvt = 2(log � u � log� t ) =

= 2�C H

Z 0

�1

�
(u � s)H � 1

2 � (� s)H � 1
2

�
�

�
(t � s)H � 1

2 � (� s)H � 1
2

�
dBs+

+ 2�C H

� Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBs �
Z t

0
(t � s)H � 1

2 dBs

�
=

= 2�C H

� Z t

�1
(u � s)H � 1

2 � (t � s)H � 1
2 dBs +

Z u

t
(u � s)H � 1

2 dBs

�
=

=: 2�C H f Z t (u) + M t (u)g;

ahol B (k�etoldal�u) Brown-mozg�as a historikus P m�ert�ek alatt. Teh�at

EP[logvu jF t ] = log vt + 2�C H f EP[Z t (u)jF t ] + EP[M t (u)jF t ]g =

= log vt + 2�C H Z t (u);
(2.2.6)
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ugyanisZ t (u) F t -m�erhet}o, valamint M t (u) f•uggetlenF t -t}ol a Brown-mozg�as markovit�a-

sa miatt. S}ot, mivel az integrandus determinisztikus Volterra-magf•uggv�eny, ��gy M t (u)

Volterra-folyamat, �es az 1.2.16 �all��t�as bizony��t�as�an�al meggondoltak alapj�an 0 v�arhat�o

�ert�ek}u norm�alis eloszl�as�u v�altoz�o, melynek varianci�aja

D2 [M t (u)] = E
�
M 2

t (u)
� izometria=

Z u

t
(u � s)2H � 1ds =

�
�

(u � s)2H

2H

� u

s= t

=
(u � t)2H

2H
:

A 2.2.6 egyenletb}ol l�athat�oan felmer•ul egy probl�ema. Nevezetesen, hogy a volatilit�as-

folyamat markovit�as�anak hi�any�aban l�atsz�olag sz •uks�eges az azt meghajt�o Brown-mozg�as

teljes m�ultj�anak ismerete is a felt�eteles v�arhat�o �ert�ek sz�am��t�ashoz, vagyis az opci�o�ara-

z�ashoz is. Tov�abb�a ez nem csak erre a speci�alis modellre igaz, hanem �altal�anos jelens�eg

a frakcion�alis Brown-mozg�as, mint meghajt�o folyamat v�alaszt�asa eset�en. Legyen most

~B t (u) :=
p

2H � M t (u) =
p

2H
Z u

t
(u � s)H � 1

2 dBs � N
�
0; (u � t)2H

�
;

Gauss-folyamat, valamint

� := 2�
CHp
2H

=) 2�C H M t (u) = � ~B t (u): (2.2.7)

Ilyen jel•ol�esekkel a kor�abbiakb�ol

vu = vt exp
n

� ~B t (u) + 2 �C H Z t (u)
o

)
(vu jF t )

vt
� logN

�
2�C H Z t (u); � 2E

�
�
� ~B t (u)

�
�
�
2
�

;

ez�ert a lognorm�alis eloszl�as ismert v�arhat�o �ert�ek k�eplete miatt

EP [vu jF t ] = vt exp
�

2�C H Z t (u) +
1
2

� 2E
�
�
� ~B t (u)

�
�
�
2
�

:

Az el}oz}o kett}ot •osszevetve

vu = vt exp
�

2�C H Z t (u) +
1
2

� 2E
�
�
� ~B t (u)

�
�
�
2

+ � ~B t (u) �
1
2

� 2E
�
�
� ~B t (u)

�
�
�
2
�

=

= EP [vu jF t ] E
�

� ~B t (u)
�

;
(2.2.8)

ahol E a Wick-exponenci�alis (l�asd 2.1.1). A 2.2.8 k�eplet alapj�an teh�at nem sz•uks�eges a

meghajt�o Brown-mozg�as m�ultj�anak ismerete, mivel a vu v�altoz�o felt�eteles eloszl�asa az

F t � -algebr�at�ol csak az EP [vu jF t ] kifejez�esen, vagyis a variancia el}orejelz�eseken kereszt•ul

f•ugg.

A kor�abbiak alapj�an teh�at a historikus m�ert�ek alatt a 2.2.8 k�eplet alapj�an megadott,

lognorm�alis varianciamodell visszaadja a meg�gyelt variancia id}osorok tulajdons�agait.

Tov�abb�a az EP [vu jF t ] folyamat adapt�alt a B (a k�etoldal�u Brown-mozg�as integr�ator) �altal
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gener�alt �ltr�aci�ora is. Felt�etelezz •uk, hogy ez egybeesik aB Q �altal gener�alt �ltr�aci�oval,

ahol B Q Brown-mozg�as a Q kock�azatsemleges m�ert�ek alatt. Tekints•uk �altal�anosan a

m�ert�ekcser�et:

dBs = dBQ
s + � sds;

ahol f � s : s > t g interpret�alhat�o, mint a volatilit�askock�azat piaci �ara . A 2.2.8 tov�abb��r-

hat�o

vu = EP [vu jF t ] E
�

� ~B t (u)
�

= EP [vu jF t ] E
�

�
p

2H
Z u

t
(u � s)H � 1

2 dBs

�
=

= EP [vu jF t ] exp
�

�
p

2H
Z u

t
(u � s)H � 1

2 dBs �
� 2

2
(u � t)2H

�
=

= EP [vu jF t ] exp
�

�
p

2H
Z u

t
(u � s)H � 1

2 (dBQ
s + � sds) �

� 2

2
(u � t)2H

�
=

= EP [vu jF t ] exp
�

�
p

2H
Z u

t
(u � s)H � 1

2 dBQ
s �

� 2

2
(u � t)2H + �

p
2H

Z u

t
� s(u � s)H � 1

2 ds
�

=

= EP [vu jF t ] E
�

� ~B Q
t (u)

�
exp

�
�
p

2H
Z u

t
� s(u � s)H � 1

2 ds
�

m�odon, ahol a kor�abbihoz hasonl�oan

~B Q
t (u) :=

p
2H

Z u

t
(u � s)H � 1

2 dBQ
s

Q
� N

�
0; (u � t)2H

�
: (2.2.9)

L�athat�o, hogy Q alatt vu �altal�aban m�ar nem lognorm�alis eloszl�as�u az utols�o tag miatt, de

az marad p�eld�aul determinisztikus � eset�en. Tegy•uk fel, hogy � determinisztikus, ekkor

vu = EP [vu jF t ] E
�

� ~B Q
t (u)

�
exp

�
�
p

2H
Z u

t
� s(u � s)H � 1

2 ds
�

= EQ[vu jF t ]E
�

� ~B Q
t (u)

�
;

mert a 2.2.8 k�eplethez vezet}o gondolatmenet alkalmazhat�o aQ m�ert�ek alatt is. Ez�ert

� t (u) := EQ[vu jF t ] = EP [vu jF t ] exp
�

�
p

2H
Z u

t
� s(u � s)H � 1

2 ds
�

; u � t

alak�u lesz az �un. forwardvariancia-g•orbe, amely ��gy k�et tag szorzata: az egyik a meghajt�o

Brown-mozg�as m�ultj�at�ol f •ugg}o sztochasztikus-, a m�asik pedig a kock�azat piaci �ar�at�ol

f•ugg}o determinisztikus mennyis�eg.

2.2.1 Megjegyz�es. A volatilit�askock�azat a m•og•ottes p�enz•ugyi eszk•oz �arfolyamat�anak vo-

latilit�as�aban be�all�o hirtelen, el}ore nem l�athat�o megv�altoz�asb�ol sz�armaz�o vesztes�eg kock�a-

zata. A volatilit�askock�azat piaci �ara alatt �altal�aban azt szok�as �erteni, hogy a befektet}ok

mekkora kock�azati pr�emiumot v�arnak el a volatilit�askock�azat egys�egnyi n•oveked�es�e�ert. A

volatilit�as ma m�ar piacon kereskedhet}o mennyis�eg, ez�ert az el}obbi is j�ol sz�amszer}us��thet}o.
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Ugyanez�ert a jelenbeni forwardvariancia-g•orbe meg�gyelhet}o piaci adatokb�ol. Ehhez gya-

korlatban �altal�aban a likviden kereskedettvariancia swapok�arait haszn�alj�ak. Egy adott

alapterm�ekre vonatkoz�o variancia swap l�enyeg�eben egy olyan forward•ugylet, mely eset�e-

ben a k•ot�esi �ar (vagy ink�abb k •ot�esi �ert�ek) �es a ki�zet�es viszony��t�asi alapj�at az alapterm�ek

�arfolyamat lej�aratig realiz�alt varianci�aja adja a konkr�et �arfolyam helyett. R�eszletesebb

le��r�as�ert l�asd p�eld�aul a [16] munk�at. A feltev�es •unk, hogy� determinisztikus, m•og•ottes

tartalm�aban azt jelenti, hogy az ilyen jelleg}u befektet}oi preferenci�akat gondoljuk id}oben

determinisztikusan v�altoz�onak. A feltev�es jogoss�aga megk�erd}ojelezhet}o, azonban ebben

az esetben tudunk (viszonylag) k•onnyen �all��t�ast megfogalmazni a variancia eloszl�as�ara

vonatkoz�oan.

A kor�abbiakb�ol

vu = EQ[vu jF 0]E
�

� ~B Q
0 (u)

�
= � 0E

�
�
p

2H
Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBQ
s

�
;

ez�ert

EQ[vu jF t ] = � 0(u)EQ

�
E

�
�
p

2H
Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBQ
s

�
j F t

�
=

= � 0(u)E
�

�
p

2H
Z t

0
(u � s)H � 1

2 dBQ
s

�
= � t (u):

K•onnyen l�athat�o, hogy a forwardvariancia-folyamat nem markov tulajdons�ag�u, vagyis

EQ[vu jF t ] 6= EQ[vu jvt ]. Eljutottunk teh�at a k •ovetkez}o modellhez (Q jel•ol�es elhagy�as�aval):

dSt

St
=

p
� t (t)dZt ; � t (u) = � 0(u)E

�
�
p

2H
Z t

0
(u � s)H � 1

2 dBs

�
; (2.2.10)

ahol dZt = �dB t +
p

1 � � 2dB?
t , � korrel�aci�o param�eter, �es B; B ? f•uggetlen Brown-

mozg�asok. Itt tipikusan � < 0, mivel a volatilit�as �es az �arfolyam tapasztalatilag gyakran

mozdul ellent�etes ir�anyban.

A modell jelenlegi alakj�aban az 1 faktoros Bergomi-modell nem markovi �altal�anos��t�as�a-

nak tekinthet}o. Az 1 faktoros Bergomi-modell megtal�alhat�o a [17] cikkben:

dSt

St
=

p
� t (t)dZt ;

� t (u) = � 0(u)E
�

�
Z t

0
e� � (u� s)dBs

�
= � 0(u)E

�
�e � � (u� t )

Z t

0
e� � (t � s)dBs

�
=

= � 0(u)E
�
�e � � (u� t )Yt

�
= � 0(u) exp

�
�e � � (u� t )Yt �

1
2

� 2e� 2� (u� t )EjYt j2
�

;

ahol Y klasszikus Ornstein{Uhlenbeck-folyamat, p�enz•ugyi folyamatok t�argyb�ol is tanult

explicit k�eplettel:

dYt = � �Y tdt + dBt =) Yt =
Z t

0
e� � (t � s)dBs:
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L�athat�o, hogy val�oj�aban a sztochasztikus exponenci�alis argumentum�aban szerepl}o expo-

nenci�alis magf•uggv�enyt cser�elt •uk le Volterra-magf•uggv�enyre:

�
Z t

0
e� � (u� s)dBs �! �

p
2H

Z t

0
(u � s)H � 1

2 dBs: (2.2.11)

Ez�ert a modell az �erdes Bergomi (rough Bergomi), vagy r•oviden rBergomi nevet kapta.

A modell felt�etelei melletti szimul�aci�ohoz 2.2.10-b}ol az Itô-formula szerint kapjuk, hogy

St = S0E
� Z t

0

p
vudZu

�

vu = � 0(u)E
�

�
p

2H
Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBs

�
= � 0(u)E

�
� ~B0(u)

�
:

(2.2.12)

Itt ~B := ~B0 Volterra-folyamat. Ez a folyamat a frakcion�alis Brown-mozg�ashoz hason-

l�oan sk�al�az�odik (1.2.5 megjegyz�es, 2.2.9 k�eplet), valamint ut�obbib�ol D2[ ~Bu] = u2H . Az

•osszef•ugg�esi strukt�ur�aja azonban elt�er}o, hiszen v � u mellett az 1.2.21 izometria miatt

Cov
h

~Bv; ~Bu

i
= E

h
~Bv

~Bu

i
= 2H E

� Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBs

Z v

0
(v � s)H � 1

2 dBs

�
=

2H
�

E
� Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBs

Z u

0
(v � s)H � 1

2 dBs

�
+ E

� Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBs

Z v

u
(v � s)H � 1

2 dBs

��

izometria= 2H
Z u

0
(u � s)H � 1

2 (v � s)H � 1
2 ds+ 0 s= ut= u2H 2H

Z 1

0
(1 � t)H � 1

2

� v
u

� t
� H � 1

2
dt =

= u2H 2H
� v

u

� H � 1
2

Z 1

0
(1 � t)H � 1

2

�
1 � t

u
v

� H � 1
2

dt �=

�= u2H 2H
� v

u

� H � 1
2 �(1)�( H + 1

2)

�( H + 3
2) 2F1

�
1
2

� H; 1;
3
2

+ H;
u
v

�
=

= u2H 2H
� v

u

� H � 1
2 1

H + 1
2

2F1

�
1;

1
2

� H;
3
2

+ H;
u
v

�
;

ahol 2F1 az �ugynevezett (Gauss) hipergeometrikus f•uggv�eny. A ( � ) jel}u egyenl}os�eg a

hipergeometrikus f•uggv�eny Euler-integr�alreprezent�aci�oj�ab�ol k •ovetkezik:

2F1(a; b; c; z) =
�( c)

�( b)�( c � b)

Z 1

0
tb� 1(1 � t)c� b� 1(1 � tz)� adt; (c > b > 0):

Az utols�o egyenl}os�egn�el kihaszn�altuk, hogy �(1) = 1 ; �( � + 1) = � �( � ), valamint

2F1(a; b; c; z) =
1X

n=0

(a)n (b)n

(c)n

zn

n!
= 2F1(b; a; c; z); ahol (q)n =

8
<

:

1; ha n = 0;
Q n� 1

i =0 (q+ i ); ha n > 0:

A hipergeometrikus f•uggv�ennyel kapcsolatos tov�abbi r�eszletek�ert l�asd pl. a [18] cikket.
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A Z Brown-mozg�as �es a Volterra-folyamat kovarianci�aja v � u mellett

E
h

~BvZu

i
=

p
2H E

� Z v

0
(v � s)H � 1

2 dBs

� Z u

0
�dB s +

Z u

0

p
1 � � 2dB?

s

��
=

= �
p

2H E
� Z u

0
(v � s)H � 1

2 d[B ]s

�
+ 0 =

�
p

2H
H + 1

2

h
� (v � s)H + 1

2

i u

s=0
=

=
�
p

2H
H + 1

2

�
vH + 1

2 � (v � u)H + 1
2

�
;

valamint hasonl�oan

E
h

~BuZv

i
=

p
2H E

� Z u

0
(u � s)H � 1

2 dBs

� Z v

0
�dB s +

Z v

0

p
1 � � 2dB?

s

��
=

= �
p

2H E
� Z u

0
(u � s)H � 1

2 d[B ]s

�
+ 0 =

�
p

2H
H + 1

2

uH + 1
2 :

•Osszevetve

E
h

~BvZu

i
=

�
p

2H
H + 1

2

�
vH + 1

2 � (v � min(u; v))H + 1
2

�
:

V�eg •ul Z Brown-mozg�as volt�ab�ol fakad�oan E[ZvZu] = min( u; v). Mivel Z �es ~B Gauss-

folyamatok, melyeknek ismert az egy•uttes kovarianciam�atrixa, lehets�eges a modell felt�e-

telez�esei melletti Monte Carlo-szimul�aci�o. A folyamatok trajekt�ori�ainak •osszef}uz�es�evel

kapott vektor is t •obbdimenzi�os norm�alis eloszl�as�u, ��gy el}o�all��that�oak lehets�eges trajekt�o-

ri�aik az egy•uttes kovarianciam�atrix Cholesky-dekompoz��ci�oj�anak seg��ts�eg�evel (l�asd �ujra

1.4.4). Itt n darab m hossz�u trajekt�oria szimul�al�asa eset�en az egy•uttes kovarianciam�at-

rix (2m � 2m) dimenzi�os, melyet egy (2m � n) dimenzi�os v�eletlen norm�alis m�atrixszal

kell szorozni. Minden �uj trajekt�oria gener�al�as�ahoz sz •uks�eges egy als�oh�aromsz•og-m�atrix

�es egy vektor szorz�asa, ��gy ez az elj�ar�as sajnos meglehet}osen lass�u. A~B trajekt�ori�ainak

ismeret�eben el}o�all��that�o v a 2.2.10 k�eplet alapj�an, �es ��gy megkaphat�o Z �es v seg��ts�eg�e-

vel S k•ozel��t�ese is, p�eld�aul az Euler{Maruyama-m�odszer alkalmaz�as�aval. S trajekt�ori�ait

haszn�alva kisz�am��that�o a megadott derivat��va ki�zet�esf •uggv�eny�enek Q m�ert�ek melletti

tapasztalati diszkont�alt v�arhat�o �ert�eke, ��gy lehets�eges az �araz�as. Mindazon�altal a modell

ilyen elven t•ort�en}o kalibr�aci�oja nem c�elszer}u a hossz�u fut�asi id}o miatt. Modellkalibr�aci�o

alatt azt szok�as �erteni, hogy az implik�alt volatilit�as fel •ulet �es a modell implik�alt volatili-

t�as fel •ulet valamilyen metrika szerinti t�avols�ag�at minimaliz�aljuk a modell param�eterein.

Tulajdonk�eppen a piac �allapot�at legjobban le��r�o modellparam�eterez�est akarjuk ekkor

megtal�alni. Ennek fut�asi ideje ak�ar 20-ad r�esz�ere is cs•okkenthet}o p�eld�aul varianciacs•ok-

kent�esi m�odszerek seg��ts�eg�evel, mint felt�eteles Monte Carlo-szimul�aci�o, illetve kontroll-,

�es antitetikus v�altoz�ok haszn�alata (l�asd [19]-ben).
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Alternat��v megk •ozel��t�esk�ent haszn�alhatjuk, hogy a m�ert�ekcsere sor�an a varianciafolyamat

di��uzi�os egy •utthat�oja, valamint a Hurst-param�eter nem v�altozik meg, vagyis ugyanaz �

�es H �ert�eke a P �es Q m�ert�ekek alatt. Tov�abb�a 2.2.7 �es 1.2.2 k�epletek alapj�an

� = 2�
CHp
2H

= 2�

s
�( 3=2 � H )

�( H + 1=2)�(2 � 2H )
; (2.2.13)

�es a H , � param�eterek becs•ulhet}oek a historikus varianciafolyamat alapj�an is. A forward-

variancia-g•orbe meg�gyelhet}o piaci adatokb�ol (l�asd megint 2.2.1). Mivel a modell pa-

ram�eterk�ent fogadja a forwardvariancia-g•orb�et ( � 0(t); t � 0), ��gy alkalmas v�alaszt�assal

a modell �es a piaci implik�alt volatilit�as fel •uletek ATM-n�el vett keresztmetszete ponto-

san megegyezik. Ezen el}ozetesen becsl�esek seg��ts�eg�evel elegend}o lehet a fennmarad�o�

param�eter szerint kalibr�alni a modellt. A [15] munka szerz}oi megvizsg�alt�ak a fel•uletek

illeszked�es�et el}ozetes megfontol�asok alapj�an megtippelt param�eterekkel az S&P 500 in-

dex eset�eben k�et m�ultbeli id}opontra. Eredm�enyeik alapj�an jobb illeszked�es �erhet}o el az

rBergomi, mint a hagyom�anyos sztochasztikus volatilit�as modellek haszn�alat�aval.

2.3. A kapcsol�od�o programk�od magyar�azata

A m�asodik fejezethez tartoz�o programk�od kiemel�esi az els}o r�esz sz��nk�odj�at k •ovetik. A

program els}o r�esz�eben a fejezethez implement�alt f•uggv�enyek seg��ts�eg�evel r•oviden a 2.1.1

k�eplet �altal de�ni�alt frakcion�alis Ornstein{Uhlenbeck-folyamat param�eterbecsl�es�evel fog-

lalkozunk. Tegy•uk fel ism�et, hogy a meg�gyelt id}osorunk az 1.3 szekci�oban le��rtak-

nak megfelel}o, de ismeretlen �S id}osk�al�aval, valamint hogy a logvolatilit�as frakcion�alis

Ornstein{Uhlenbeck-folyamatot k•ovet. A fejezetben le��rtak alapj�an azt is felt�etelezz•uk,

hogy 0 � � � 1=T. A Hurst-param�eter becsl�es�ere meg�gyelt logvolatilit�as id}osorb�ol

m�ar adtunk egy lehets�eges egyszer}u m�odszert. Ez ebben az esetben is haszn�alhat�o ma-

rad a 2.1.7 k•ovetkezm�eny miatt. Hasonl�oan egyszer}u elven szeretn�enk becs•ulni a �; �; m

param�etereket is. A 2.1.6 �all��t�as miatt a logvolatilit�asra teljes •ul az 1.2.10•onhasonl�os�agi

tulajdons�ag. Ekkor nyilv�an tekinthetj •uk �ugy, hogy a meg�gyelt id}osor sk�al�aja 1 egys�eg

(p�eld�aul nap), hiszen az id}o �atsk�al�az�asa ekvivalens a folyamat �atsk�al�az�as�aval:

(X �
t � S

)t2 R+
d= j� SjH (X �

t )t2 R+ :

Ez egyen�ert�ek}u azzal, ha a folyamat � �es � param�etereit sk�al�azzuk �at ugyan��gy. A �

param�eter becsl�es�ehez haszn�alhatjuk a 2.1.7 k•ovetkezm�enyben szerepl}o explicit formul�at

a n•ovekm�enyek q-adik momentum�ara (m(q;1)). Ekkor teh�at

m(q;1) � K q� q1qH =) �̂ := q

s
m(q;1)

K q
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egy lehets�eges becsl�es a felt�etelez�esek mellett. Tapasztalatilag k•ul•onb•oz}o q �ert�ekekre

nagyon k•ozeli eredm�enyt kapunk, de ezt is t•obb lehets�egesq �ert�ekre �atlagolva sz�am��tjuk

ki. Ebb}ol az rBergomi-modell becs•ult �̂ param�etere is kisz�amolhat�o a 2.2.13 k�eplet

szerint. Ha a logvolatilit�asr�ol fet�etelezz •uk a stacionarit�ast (vagyis � > 0), akkor a 2.1.2

k�eplet alapj�an haszn�alhatjuk, hogy

s�
N (log(� t )) � � 2� � 2H H �(2 H ) =) �̂ := 2H

s
�̂ 2Ĥ �(2 Ĥ )
s�

N (log(� t ))
;

ahol s�
N a minta korrig�alt tapasztalati sz�or�asa, valamint

m̂ :=
1
N

NX

k=1

log(� k� S ) � E [log(� t )] :

Az � param�eter becsl�es�en�el k�et ellent�etes szempontot kell �gyelembe venni. Ha az �ert�eke

t�ul kicsi, nem �erv�enyes •ul lok�alisan a stacionarit�as, ha pedig t�ul nagy, akkor a folyamatnak

lok�alisan elt�er}o tulajdons�agai lesznek a frakcion�alis Brown-mozg�as sk�al�azottj�a�et�ol. Ez�ert

itt n�emileg egym�asnak ellentmond�o felt�etelez�eseket tett •unk, ami megjelenhet k•ovetkeze-

tesen fenn�all�o hib�akban a becsl�esekn�el. Enn�el nyilv�an l�eteznek sokkal szo�sztik�altabb

m�odszerek is, melyekre most nem t�er•unk ki (l�asd p�eld�aul [20]).

2.3.2. �abra. Dow Jones logvolatilit�asra illesztett param�eterez�es}u frakcion�alis

Ornstein{Uhlenbeck-folyamatok szimul�aci�oja k•ul•onb•oz}o � �ert�ekek mellett.

�Erdekes, hogy a param�eterbecsl�eseket a Dow Jones index logaritmus�ara kisz�am��tva kap-

juk, hogy �̂ < 0:006. A 2.3.2 �abr�an is l�athat�o, hogy az indexb}ol becs•ult param�eterek

mellett ez az �ert�ek jelent�ektelen, hiszen m�eg az � = 10 param�eter sem v�altoztatja meg
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jelent}os m�ert�ekben a szimul�alt id}osor strukt�ur�aj�at, vagyis � � 0. Ez is azt mutatja,

hogy a historikus logvolatilit�as ink�abb az egyszer}u sk�al�azott frakcion�alis Brown-mozg�as

tulajdons�agait mutatja, mintsem a frakcion�alis Ornstein{Uhlenbeck-folyamat�et. Emiatt

az � �es m param�eterek becsl�esei pontatlanok lehetnek a felt�etelez�esek hib�ai miatt, de

ebben az esetben nem is sz�am��tanak. Tov�abb�a �eszszer}u az rBergomi-modellben haszn�alt

� = 0 feltev�es is.

A m�asodik r�eszben az rBergomi-modell 2.2.10 k�eplet szerinti szimul�aci�oj�at val�os��tjuk

meg. Ehhez el}osz•or k•ul•on implement�altuk a sz•uks�eges kovarianciaf•uggv�enyeket. �Erdekes

vetni egy pillant�ast a variancia egyenlet�eben haszn�alt ~B Volterra-folyamat �es a frakci-

on�alis Brown-mozg�as kovarianciaf•uggv�enye k•oz•otti k •ul•onbs�egre. Ahogy l�athat�o a 2.3.3

�abr�an, el}obbi gyorsabban esik �es 0-ba h�uz, m��g a m�asik y = 1
2s2H = 1

2 egyenesre simul

r�a.

2.3.3. �abra. Cov(1; t); t 2 [1; 5] a ~B �es frakcion�alis Brown-mozg�as folyamatokra

Az egy•uttes kovarianciam�atrix kisz�am��t�as�at is k •ul•on f•uggv�enybe szervezt•uk, ��gy a k •olt-

s�eges Cholesky-dekompoz��ci�ot nem kell szimul�aci�onk�ent v�egrehajtani. A szimul�aci�ohoz

sz•uks�eges

E
�

� ~B t

�
= exp( � ~B t �

1
2

h
� ~B

i

t
)

kisz�am��t�asa, viszont nem tudjuk, hogy �erv�enyes marad-e az Itô-kalkulusb�ol megismert

Brown-mozg�as szerinti integr�alokra vonatkoz�o kvadratikus kovari�aci�o k�eplete.

2.3.1 �All��t�as. Determinisztikus, korl�atos v�altoz�as�u integrandusokra �altal�anos��that�o az Itô-

kalkulus kvadratikus kovari�aci�o k�eplete:
� Z t

0
' t;s dBs;

Z t

0
� t;s dBs

�
=

Z t

0
' t;s � t;s ds:
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Bizony��t�as. Az 1.2.21 lemma bizony��t�as�anak �ervel�es�et felhaszn�alva

E
�� Z t

0
' t;s dBs;

Z t

0
� t;s dBs

��
= E

 

lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

�
B j +1

n
� B j

n

�
� � t; j

n

�
B j +1

n
� B j

n

�
!

=

E
� Z t

0
' t;s dBs �

Z t

0
� t;s dBs

�
=

Z t

0
' t;s � t;s ds;

valamint

D2

�� Z t

0
' t;s dBs;

Z t

0
� t;s dBs

��
= D2

 

lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n

�
B j +1

n
� B j

n

� 2
!

=

= lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n
D2

� �
B j +1

n
� B j

n

� 2
�

= lim
n!1

nt � 1X

j =0

' t; j
n

� � t; j
n
2

�
j + 1

n
�

j
n

� 2

�

� sup
s2 [0;t ]

j' t;s � � t;s j lim
n!1

2
n

nt � 1X

j =0

�
j + 1

n
�

j
n

�
= sup

s2 [0;t ]
j' t;s � � t;s j lim

n!1

2t
n

= 0:

Itt kihaszn�altuk, hogy X � N (0; � 2) eset�en a norm�alis eloszl�as momentumaira vonatkoz�o

k�epletb}ol

D2(X 2) = E(X 4) � E(X 2)2 = 3� 4 � � 4 = 2� 4:

�

Ez is �altal�anos��that�o nem determinisztikus esetre, korl�atos v�altoz�as�u integrandus mellett,

de erre nincs sz•uks�eg•unk. A formul�at felhaszn�alva

h
� ~B

i

t
=

�
�
p

2H
Z t

0
(t � s)H � 1

2 dBs

�
= 2H� 2

Z t

0
(t � s)2H � 1ds =

= 2H� 2

�
�

(t � s)2H

2H

� t

s=0

= � 2t2H ;

vagyis

vt = � 0(t)E
�

� ~B t

�
= � 0(t) exp

�
� ~B t �

1
2

� 2t2H

�
;

�es ��gy minden adott a trajekt�ori�ak szimul�aci�oj�ahoz. Ezt a 11 : f•uggv�enyben val�os��tjuk

meg, melyet a 12: �altal�anos szimul�aci�os �araz�asi f •uggv�enyben felhaszn�alhatunk tetsz}oleges

(ak�ar trajekt�oriaf •ugg}o) derivat��va �araz�as�ara.

A szimul�alt trajekt�ori�at a 2.3.4 �abr�an szem •ugyre v�eve hihet}onek t}unik, hogy az �arfo-

lyamat marting�al, hiszen nem l�atunk egy�ertelm}u trendet a trajekt�ori�an. Tov�abb�a a

szimul�aci�o sor�an az alapterm�eket meghajt�o egyenletben nem haszn�alunk id}o szerinti in-

tegr�alt. Haszn�aljuk a marting�al tulajdons�ag tapasztalati ellen}orz�es�ere az implement�alt

�altal�anos szimul�aci�os �araz�o f •uggv�enyt. Ekkor S0 = 100; � = � 0:9 param�eterekkel, lapos
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2.3.4. �abra. Saj�at k�oddal gener�alt variancia �es �arfolyamat trajekt�oria � = � 0:9 mellett.

forwardvariancia-g•orb�et felt�etelezve a be�arazand�o ki�zet�esf •uggv�eny ST (most S1). Erre

10 000 szimul�aci�ot v�egrehajtva az eredm�eny 99:997. Ez teh�at meger}os��ti a sejt�es•unket,

hiszen marting�al v�arhat�o �ert�eke a kezdeti �ert�ek. Azonban egy�altal�an nem nyilv�anval�o

a marting�al tulajdons�ag csak abb�ol kiindulva, hogy az alapterm�ek �arfolyamat�aban nem

szerepel drift. Val�oban, m�ar a hagyom�anyos sztochasztikus volatilit�as modellek eset�eben

is k•or•ultekint}oen kell elj�arni az ekvivalens m�ert�ek kiv�alaszt�as�an�al, mert az erre alkalma-

zott bevett m�odszerek gyakran szigor�uan lok�alis marting�alm�ert�eket eredm�enyeznek (l�asd

p�eld�aul [21]). Ez esetben viszont l�etezik T > 0, melyreE[ST ] < S 0. S}ot, a korrel�aci�ora is

megk•ot�eseket kell tenni, hogy l�etezzen a modellnek bizonyos �altal�anos elv�ar�asoknak meg-

felel}o megold�asa (l�asd [22]). Az k•onnyen bel�athat�o, hogy az �arfolyamat lok�alis marting�al,

ugyanis tudjuk, hogy

vu = � 0(u)E
�

� ~Bu

�
= � 0(u) exp

�
� ~Bu �

1
2

� 2u2H

�
� � 0(u) � logN

�
�

1
2

� 2u2H ; � 2u2H

�
:

Tov�abb�a 2.2.12 alapj�an

St = S0E
� Z t

0

p
vudZu

�
:

Itt az integrandusr�ol bel�atjuk, hogy S-beli (de�n��ci�o�ert l�asd 1.2.20). Ism�et a nemnegat��v

integrandusra vonatkoz�o Fubini-t�etelb}ol
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E
� Z t

0
vudu

�
= E

� Z t

0
� 0(u) exp

�
� ~Bu �

1
2

� 2u2H

�
du

�
=

=
Z t

0
� 0(u)E

�
exp

�
� ~Bu �

1
2

� 2u2H

��
du =

Z t

0
� 0(u)du < 1 ;

ha p�eld�aul a forwardvariancia-g•orbe folytonos. Vagyis az �arfolyamat val�oban lok�alis

marting�al, l�asd megint 2.1.1. Ehhez egy�ebk�ent az integrandusL -belis�ege is el�eg, ami

sz•uks�eges is az integr�al �ertelmez�es�ehez. Azonban az is ellen}orizhet}o, hogy az integr�al

nem teljes��ti a Novikov-felt�etelt, ��gy m�eg mindig nem tudjuk, hogy val�odi marting�al-e.

A [23] cikk bizony��tja a jelenlegin�el �altal�anosabb esetben, hogy ez akkor �es csak akkor

igaz, ha a� param�eter, vagyis aB �es Z Brown-mozg�asok k•oz•otti korrel�aci�o nempozit��v

(ahol ~Bu =
p

2H
Ru

0 (u � s)H � 1
2 dBs). M�ar kor�abban eml��tett •uk, hogy a gyakorlatban

meg�gyelteknek megfelel}oen a korrel�aci�o jellemz}oen er}osen negat��v. Ez azonban a histo-

rikus m�ert�ek alatt igaz, de a m�ert�ekv�alt�as sor�an �eppen a korrel�aci�o param�eter v�altozik

meg. Az eredm�enyb}ol tudjuk, hogy ez aQ m�ert�ek alatt sem lesz pozit��v. S}ot t •obbet is

tudunk, mert ezek szerint l�etezikQ marting�alm�ert�ek, ��gy az eszk •oz�araz�as els}o alapt�etele

miatt a modell arbitr�azsmentes piacot eredm�enyez. Tov�abbmenve minden� � 0-hoz tar-

tozik Q� marting�alm�ert�ek, ��gy a modell szerinti piac nem teljes az eszk•oz�araz�as m�asodik

alapt�etele k•ovetkezt�eben. Ez azt jelenti, hogy nem minden ki�zet�esf•uggv�eny �all��that�o el}o

•on�nansz��roz�o replik�al�o portf�oli�o seg��ts�eg�evel. A teljess�eg hi�anya egy�ebk�ent viszonylag

�altal�anos jellemz}oje a t •obbfaktoros, ��gy a sztochasztikus volatilit�as modelleknek. A pia-

cot megfelel}oen le��r�o marting�alm�ert�ek megkeres�ese gyakorlatban a modell kalibr�aci�oj�aval

oldhat�o meg.

A fejezethez tartoz�o k�od utols�o r�esz�eben megmutatjuk mintak�ent az implement�alt �araz�o

f•uggv�eny haszn�alat�at. A f •uggv�ennyel ki�ert�ekelj •uk 10 000 szimul�aci�oval egy K = 100

k•ot�esi �arfolyam�u eur�opai v�eteli opci�o, valamint egy �azsiai opci�o �ert�ek�et a marting�al tu-

lajdons�ag tesztel�es�ehez haszn�alt param�eterez�es mellett. Ut�obbin�al a k •ot�esi �arfolyam a

3 � 9: h�onapok napi eszk•oz�arfolyamainak �atlagak�ent van meg�allap��tva. Ez demonstr�alja

a szimul�aci�os m�odszer el}ony�et, ugyanis b�armilyen exotikus derivat��va �ert�ek�et meghat�a-

rozhatjuk ��gy rendk��v •ul egyszer}u implement�aci�o mellett. A m�odszer kor�abban is eml��tett

h�atr�anya, hogy modell kalibr�aci�ora nem j�ol alkalmazhat�o a hossz�u fut�asi id}o miatt.
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2.4. �Erdes Heston-modell

A (klasszikus) Heston-modell [24] egy sztochasztikus volatilit�as modell, melyben a disz-

kont�alt �arfolyamat ( S) a k•ovetkez}o dinamik�aval rendelkezik:

dSt = St

p
VtdWt ;

dVt = � (� � Vt )dt + ��
p

VtdBt ;
(2.4.14)

ahol �; �; � > 0 �es dWt = �dB t +
p

1 � � 2dB?
t , vagy m�ask�eppen [dWt ; dBt ] = � � dt.

A modell m�ara ipari sztenderdd�e v�alt sz�amos kedvez}o tulajdons�aga miatt. Viszonylag

j�ol reproduk�alja az implik�alt volatilit�as fel •uletet �es annak dinamik�aj�at is, a volatilit�as

�atlaghoz h�uz�o, �es az �araz�as k •onnyen implement�alhat�o. Vizsg�aljuk meg [25] nyom�an,

milyen eredm�enyre jutunk egy 2.2.11 k�eplethez hasonl�o jelleg}u v�altoztat�assal ezen a

modellen. Vagyis adjuk hozz�a a 2.4.14 integr�alalakj�ahoz szorz�ot�enyez}ok�ent egy Volterra-

folyamat skal�arszoros�at. Legyen teh�at � := H + 1=2 jel•ol�es mellett

dSt = St

p
VtdWt ;

Vt = V0 +
1

�( � )

Z t

0
(t � s)� � 1� (� � Vs)ds+

1
�( � )

Z t

0
(t � s)� � 1��

p
VsdBs;

(2.4.15)

ahol �; �; �; V 0 > 0, W �es B Brown-mozg�asok� korrel�aci�o param�eterrel, valamint

� = H + 1=2 2 (1=2; 1). A modellt �erdes Heston (rough Heston)modellnek nevezz•uk,

melyb}ol � = 1 esetben kapjuk vissza a klasszikus verzi�ot.

Vegy•uk �eszre, hogy itt a Brown-mozg�as szerinti integr�alt m�eg nem �ertelmezt•uk. Az

integrandus tartalmazza szorz�ot�enyez}ok�ent a volatilit�ast, vagyis nem korl�atos v�altoz�as�u

folyamat. Ezt teh�at nem de�ni�alhatjuk trajekt�ori�ank�enti Riemann{Stieltjes-integr�alk�ent.

Mivel Volterra-folyamatot is tartalmaz, az Itô-f�ele megk•ozel��t�es sem alkalmazhat�o k•ozvet-

len•ul. Megjegyzend}o, hogy maga a [25] cikk nem utal r�a, az integr�alt hogyan �ertelmezi.

Ez persze nem jelenti, hogy azt nem lehet �ertelmes m�odon de�ni�alni, azonban ennek

prec��z bevezet�ese meghaladja a dolgozat kereteit.

A sztochasztikus Volterra-integr�alok, valamint a frakcion�alis Brown-mozg�as szerinti in-

tegr�alok kalkulusa t•obb lehets�eges m�odon is fel�ep��thet}o. Az egyik kiindul�ask�ent az integ-

r�alt egyszer}u integrandusokra de�ni�alja a szok�asos m�odon trajekt�ori�ank�enti szorzatk�ent,

majd abb�ol �ep��ti fel az elm�eletet (l�asd pl. [26]). Ekkor az integr�al a Stratonovich-

f�ele megk•ozel��t�eshez hasonl�o tulajdons�agokkal rendelkezik, amely a p�enz•ugyi modellez�es

szempontj�ab�ol kedvez}otlen. Egy m�asik megold�as a Malliavin-kalkulus [27] adta elm�e-

let felhaszn�al�asa (pl [28]). E megk•ozel��t�eshez ��g�eretes eredm�enyek kapcsol�odnak, t•obbek
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k•oz•ott egy �altal�anos Itô-formula is levezethet}o [29]. Megjegyzend}o, hogy a frakcion�alis

Brown-mozg�asnak l�etezik klasszikus Brown-mozg�as szerinti Volterra-integr�al reprezent�a-

ci�oja is, vagyis

B H
t =

Z t

0
K H (t; s)dBs;

ahol B klasszikus Brown-mozg�as,K H pedig alkalmas Volterra-integrandus, l�asd a r�esz-

letek�ert a [30] cikket. Ebb}ol kifoly�olag a Volterra-integr�al a frakcion�alis Brown-mozg�as

szerinti integr�al egyfajta �altal�anos��t�as�anak tekinthet}o.

A k•ovetkez}oekben•osszefoglaljuk az �erdes Heston-modellel kapcsolatos legfontosabb ered-

m�enyeket, mivel nagy �erdekl}od�esre tart sz�amot a szakirodalomban. Az �all��t�asok bizo-

ny��t�as�ara viszont az elm�eleti megalapoz�as hi�anya miatt csak referenci�at adunk �es azok

kidolgoz�as�at itt elhagyjuk. A klasszikus Heston-modellben z�art formula adhat�o az �arfo-

lyam logaritmus�anak karakterisztikus f•uggv�eny�ere. Ehhez a f•uggv�enyre fel��rt Feynman{

Kac-formula alkalmaz�as�aval ad�od�o parci�alis di�erenci�alegyenletet kell kifejteni, majd az

ebb}ol ad�od�o Ricatti-t��pus�u di�erenci�alegyenletet kell megoldani, l�asd [24]. Ha a karakte-

risztikus f•uggv�enyre ismert egy analitikus vagy szemianalitikus formula, akkor a tanult

inverzi�os formula alapj�an egy abszol�ut folytonos eloszl�as s}ur}us�egf•uggv�enye is sz�amolha-

t�o, mint a karakterisztikus f •uggv�eny Fourier-transzform�altja. Gyakorlatban a Fourier-

transzform�aci�o elv�eg�ez�es�ere gyors algoritmusok �allnak rendelkez�esre, melyeket a szakiro-

dalom •osszefoglal�oan gyors Fourier-transzform�aci�onak (Fast Fourier-transform) nevez.

Ezen algoritmusok k•ozvetlen alkalmaz�asa az opci�o �araz�asi feladatra neh�ezs�egekbe•utk•o-

zik, melyek megold�as�at a [31] cikk t�argyalja. Mindezek egy•uttes haszn�alat�aval hat�eko-

nyan lehet a klasszikus modellt kalibr�alni is.

A [25] cikk alapj�an a modell �erdes �altal�anos��t�asa eset�eben a klasszikus esettel anal�og

formula kaphat�o a karakterisztikus f•uggv�enyre. Ennek bizony��t�asa azonban alapjaiban

k•ul•onb•ozik a klasszikus esett}ol. A neh�ezs�eget �ujfent az jelenti, hogy karakterisztikus

f•uggv�eny v�arhat�o �ert�ek�eben szerepl}o folyamat nem szemimarting�al �es nem is Markov-

folyamat. Viszont a modell �altal de�ni�alt �arfolyamat logaritmusa megadhat�o, mint egy

alkalmasan•ossze�all��tott folyamatsorozat limesze. A folyamatsorozat �ep��t}oelemei k�etdi-

menzi�os, �un. k•ozel instabil Hawkes-folyamatok. A karakterisztikus f•uggv�eny ezen folya-

matsorozat karakterisztikus f•uggv�enyeib}ol �all�o f •uggv�enysorozat hat�ar�ert�ekek�ent ad�odik:

E
h
eia log St

S0

i
= exp (g1(a; t) + V0g2(a; t))) ;

ahol

g1(a; t) = ��
Z t

0
h(a; s)ds; g2(a; t) = I � h(a; t):
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Itt a h f•uggv�eny a k•ovetkez}o frakcion�alis Ricatti-di�erenci�alegyenlet megold�asa:

D � h(a; t) =
1
2

(� a2 � ia) + � (ia�� � 1)h(a; s) +
(�� )2

2
h2(a; s); I � h(a;0) = 0;

ahol � 2 [0; 1) eset�en D � ; I � rendre frakcion�alis di�erenci�al-, �es integr�aloper�atorok:

I � f (t) :=
1

�(1 � � )

Z t

0
(t � s)� � f (s)ds;

D � f (t) :=
1

�(1 � � )
d
dt

Z t

0
(t � s)� � f (s)ds;

amikor l�eteznek. A frakcion�alis Ricatti-di�erenci�alegyenlet megold�asa egy�ertelm}u �es foly-

tonos, de nem adhat�o meg explicit alakban. L�eteznek viszont hat�ekony numerikus m�od-

szerek ilyenek kisz�am��t�as�ara, mint p�eld�aul a [32] cikk javaslatai. �Igy a karakterisztikus

f•uggv�enyre adott egy szemianalitikus k�eplet, mely lehet}ov�e teszi az opci�o�araz�ast a klasszi-

kus esethez hasonl�o logik�aval. Viszont a f•uggv�eny kisz�am��t�asa a klasszikus esethez k�epest

hosszabb fut�asi id}o alatt tehet}o csak meg.

42



3. fejezet

�Erdes volatilit�as g�epi tanul�assal

Az el}oz}o fejezetben l�attuk, hogy �erdes volatilit�assal t •ort�en}o modellez�es mellett az �araz�as

t•obbnyire nem t�ul gyors. Az rBergomi-modellben Monte{Carlo-szimul�aci�os opci�o�araz�as-

ra szorulunk. Az �erdes Heston-modellben numerikus m�odszerekkel sz•uks�eges k•ozel��te-

n•unk az �arfolyam logaritmus�anak karakterisztikus f•uggv�eny�et, majd abb�ol jutunk el az

�arhoz Fourier-transzform�aci�o seg��ts�eg�evel. Vagyis m�ar egy adott param�eterez�es mellett

is viszonylag lass�u a teljes modell implik�alt volatilit�as fel •ulet kisz�am��t�asa. Ezt r�aad�asul

a kalibr�aci�o sor�an nagyon sok k•ul•onb•oz}o param�eterez�es mellett meg kell tenni az impli-

k�alt volatilit�as fel •uletek t�avols�ag�anak minimaliz�al�as�ahoz. Emiatt az elj�ar�as m�eg az �erdes

Heston esetben is kifejezetten lass�u lesz. Ez a kor�abban t�argyalt modellez�esi el}ony•ok

ellen�ere csak m�ers�ekelten teszi vonz�ov�a az �erdes volatilit�ast ipari felhaszn�al�as szempont-

j�ab�ol. Ez a probl�ema azonban megker•ulhet}o a [33] cikk �ervel�ese alapj�an neur�alis h�al�ok

alkalmaz�as�aval. Miel}ott az el}obbi m�odszer mik�entj�enek r�eszletez�es�ere r�at�ern�enk, j •ojj•on

el}osz•or egy r•ovid �attekint�es a neur�alis h�al�ok elm�elet�evel kapcsolatosan.

3.1. Neur�alis h�al�ok

A fejezetben neur�alis h�al�o alatt annak egy speci�alis, legelterjedtebb v�altozat�at, a t •obb-

r�eteg}u el}orecsatolt neur�alis h�al�o modellt �ertj •uk. M�as modellekkel itt nem foglalkozunk.

3.1.1 De�n��ci�o. (Neur�alis h�al�o ) Legyen L 2 N, valamint (N0; N1; : : : ; NL ) 2 NL +1 .

Legyen tov�abb�a A l 2 RN l � N l � 1 , bl 2 RNl , valamint

wl : RN l � 1 �! RN l ; x 7�! A lx + bl ;

ahol l = 1; 2; : : : ; L. Legyen ' l : R ! R m�erhet}o f •uggv�eny, �es Fl := ' l � wl , (l =

1; 2; : : : ; L), ahol a' l f•uggv�enyt komponensenk�ent alkalmazzuk. Ekkor azF := FL �� � �� F1

kompoz��ci�o lek�epez�es neur�alis h�al�o.
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Elnevez�esek: Legyenl 2 f 1; 2; : : : ; Lg, ekkor

ˆ L a h�al�o r�etegeinek sz�ama.

ˆ N l az l-edik r�eteg neuronjainak, vagy csom�opontjainak sz�ama.

ˆ Az A l m�atrix elemei az l-edik r�eteghez tartoz�o s�ulyok.

ˆ A bl vektor az l-edik r�eteghez tartoz�o torz��t�as .

ˆ A ' l f•uggv�eny az l-edik r�eteg aktiv�aci�os f •uggv�enye.

ˆ F1 a h�al�o bemeneti-, FL a kimeneti-, F2; : : : ; FL � 1 pedig arejtett r�eteg ei.

ˆ w := ( w1; w2; : : : ; wL ) a h�al�os�ulyoz�as .

3.1.1. �abra. A neur�alis h�al�o modellje. [34] �abr�aj�anak �atdolgozott verzi�oja.
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A neur�alis h�al�o teh�at nem m�as, mint egy lek�epez�es, melyet a bemeneten felv�altva al-

kalmazott a�n �es aktiv�aci�os f •uggv�enyek alkalmaz�as�aval kapunk meg. Az aktiv�aci�os

f•uggv�enyek jellemz}oen folytonosak, de nemline�arisak, mert a h�al�o k�es}obb t�argyalt alkal-

maz�asa szempontj�ab�ol fontos, hogy a h�al�o maga ne korl�atoz�odjon a�n lek�epez�ess�e. A

szakirodalomban legt•obbsz•or szigmoid t��pus�u (S alak�u gra�konnal rendelkez}o) eloszl�as-

f•uggv�enynek, esetleg ilyen line�aris transzform�altj�anak v�alasztj�ak. P�elda ilyen f •uggv�enyre

a logisztikus f•uggv�eny: ' l (x) = 1
1+ e� 2x : Jellemz}o v�alaszt�as m�eg ' l (x) = max( x; 0), melyet

ReLU (Recti�ed Linear Unit ) f•uggv�enynek nevez•unk. A kimeneti r�etegben gyakori a

' L = id v�alaszt�as.

(a) ReLU f•uggv�eny. (b) Logisztikus f•uggv�eny.

3.1.2. �abra. Szakirodalomban gyakran alkalmazott aktiv�aci�os f•uggv�enyek.

Ha az aktiv�aci�os f •uggv�enyeket el}ore r•ogz��tettnek tekintj •uk, akkor a h�al�o kimenete (a

bemeneten k��v•ul) csak a de�n��ci�oban szerepl}o s�ulym�atrixok �es torz��t�asvektorok elemeit}ol

f•ugg. Ez�ert a neur�alis h�al�o jel •ol�es�eben felt•untetj •uk a w h�al�os�ulyoz�ast is: F (w; �).

A neur�alis h�al�ok f}o alkalmaz�asi ter •uletei a regresszi�osz�am��t�as �es a klasszi�k�aci�o. Ut�obbi-

val most nem foglalkozunk. El}obbi eset�eben valamilyen ismeretlen f•uggv�eny h�al�oval t •or-

t�en}o k •ozel��t�ese a c�el. Vagyis kicsit prec��zebben, jel•olje Bm;n az Rm ! Rn Borel-m�erhet}o

f•uggv�enyek ter�et. Legyen adott egy � : BN0 ;N L � B N0 ;N L ! R metrika, melyet krit�eri-

umf•uggv�enyneknevez•unk. Ekkor egy ismeretlenf 2 BN0 ;N L f•uggv�eny eset�en c�elunk a ŵ

param�eterhalmaz megtal�al�asa, melyre

ŵ := argmin
w

� (F (w); f ) :

Az f f•uggv�enyr}ol �altal�aban csak feketedoboz jelleg}u inform�aci�o adott, vagyis ismerj •uk

a f•uggv�eny eredm�eny�et bizonyos meghat�arozott bemeneti halmazra. Ezen bemenet-

kimenet (x ; f (x )) vektorp�arokb�ol �all�o halmazt nevezz •uk tan��t�ohalmaznak . A krit�eri-

umf•uggv�eny ennek megfelel}oen csak ezen ismert �ert�ekek f•uggv�enyek�ent ker•ulhet meg-

hat�aroz�asra. Tov�abb�a c�elszer}u azt w szerint parci�alisan di�erenci�alhat�o f •uggv�enyk�ent
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megv�alasztani. Ekkor az optim�alis ŵ s�ulyoz�as megtal�alhat�o valamilyen t •obbdimenzi-

�os sz�els}o�ert�ek-keres}o elj�ar�assal, mondjuk legmeredekebb gradiens szerinti ereszked�essel

(gradiens-m�odszer). Ezt nevezik a h�al�ozat (ellen}orz•ott) betan��t�as�anak . •Ugyes aktiv�aci�os

f•uggv�eny v�alaszt�assal (pl. szigmoid), a h�al�ozat szerkezet�enek speci�alis jelleg�et kihaszn�al-

va a gradiens r�etegenk�ent visszafel�e haladva egyszer}u iterat��v elj�ar�assal sz�amolhat�o, ezt

nevezz•uk hiba-visszaterjeszt�esnek (error backpropagation). A h�al�otan��t�as sor�an �altal�a-

nosan felmer•ul}o jelens�eg, hogy a h�al�ozat (krit�eriumf •uggv�eny minimaliz�al�asi �ertelemben)

nagyon j�ol teljes��t a tan��t�ohalmazon, azonban abba nem tartoz�o vektorok eset�en egy-

�altal�an nem. Ezt a jelens�eget t�ultanul�asnak , vagy t�ulilleszt�esnek nevezz•uk. Intuit��van

ekkor a h�al�o megtanulja a tan��t�ohalmazra kiz�ar�olagosan jellemz}o speci�alis •osszef•ugg�esi

jellemz}oket is, �es emiatt nem, vagy csak rosszul k�epes �altal�anos��tani. Ennek megker•ul�e-

s�ere c�elszer}u az adathalmazt 3 r�eszre bontani: tan��t�o-, valid�aci�os- �es teszthalmazra. A

tan��t�ohalmaz elemeit haszn�aljuk k •ozvetlen•ul minimaliz�al�asra a tan��t�as sor�an. Ek •ozben a

krit�eriumf •uggv�enyt a valid�aci�os halmazra is kisz�am��tjuk, �es meg�allunk, ha az ezen v�etett

hiba (a krit�eriumf •uggv�eny �ert�eke) meghalad egy k•usz•ob�ert�eket. A tan��t�as lez�arult�aval

a teszthalmazt haszn�aljuk a h�al�ozat teljes��tm�eny�enek (tan��t�asi algoritmusn�al haszn�alt

mint�at�ol f •uggetlen) ellen}orz�es�ere. A tan��t�as meg�all��t�as�ara tov�abbi tolerancia jelleg}u fel-

t�etelekre is sz•uks�eg lehet, hogy az elj�ar�as fut�asi ideje �eszszer}u maradjon. C�elszer}u lehet

az adathalmazt el}ozetesen egy adott intervallumba transzform�alni, hogy a probl�ema nu-

merikusan j�ol kezelhet}ov�e v�aljon. Alkalmazhatunk el}ozetes kik•ot�eseket egyes s�uly-, vagy

torz��t�as �ert�ekekre vonatkoz�oan. P�eld�aul a h�al�ozat "ritk��t�asa" �altal�aban jav��t a h�al�ozat

teljes��tm�eny�en. Ez azt jelenti, hogy megk•ovetelj•uk a s�ulyok adott halmaz�anak elt}un�es�et

a h�al�ozatban. A neur�alis h�al�ozatok �atfog�obb �attekint�es�e�ert l�asd p�eld�aul a [34] k •onyvet.

Neur�alis h�al�o illeszt�ese el}ott teh�at meghat�arozand�o a r�etegek sz�ama, az aktiv�aci�os f •ugg-

v�enyek halmaza, a betan��t�asi elj�ar�as, a tan��t�o-/valid�aci�os-/teszthalmaz m�eretek ar�anya, a

krit�eriumf •uggv�eny, a meg�all�asi felt�etelek, az adattranszform�aci�ok, a param�eterkik •ot�esek,

valamint a bemeneti �es rejtett r�etegek kimeneti dimenzi�oja. Ez ut�obbi a kik •ot�esekkel

egy•utt azt is meghat�arozza, h�any szabad param�eterrel rendelkezik a h�al�o, vagyis mek-

kora a k•ozel��t�es szabads�agi foka. Ezen d•ont�eseket •osszefoglal�oanh�al�ozatspeci�k�aci�onak

nevezz•uk. Nincsen �altal�anos k}obe v�esett szab�aly arra, hogyan �erdemes h�al�ozatot speci-

�k�alni, ez nagyban f •ugg a megoldand�o probl�em�at�ol. Azonban a fontos, hat�ekonys�agot

szolg�al�o �altal�anos elvek megtal�alhat�oak szakirodalomban. K •ul•on-k•ul•on mindegyik szem-

pontra sz�amos forr�as fellelhet}o. El}ozetes felt�etelez�esek n�elk•ul �erdemes t•obb k•ul•onb•oz}o

speci�k�aci�oval kipr�ob�alni a h�al�ozat tan��t�as�at, mert az eredm�eny nagyon er}osen f •ugghet

a probl�ema szempontj�ab�ol helyes speci�k�aci�o megtal�al�as�at�ol.
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Most k•ovetkezzen k�et fontos eredm�eny, amely al�at�amasztja a neur�alis h�al�ozatok relevan-

ci�aj�at regresszi�osz�am��t�as szempontj�ab�ol. A bizony��t�asok megtal�alhat�oak rendre a [35] �es

a [36] cikkekben.

3.1.2 T�etel. LegyenN N d0 ;d1 azon neur�alis h�al�ok halmaza, melyek aktiv�aci�os f•uggv�enye

minden r�etegben adott� : R ! R f•uggv�eny, valamint bemeneti dimenzi�ojad0 2 N, �es

kimeneti dimenzi�oja d1 2 N. Ekkor ha � nemkonstans folytonos f•uggv�eny, akkorN N d0 ;d1

s}ur}u Lp(� )-ben minden v�eges� m�ert�ekre.

A t�etel miatt azt mondjuk, hogy a neur�alis h�al�o univerz�alis approxim�ator . Tov�abbmenve

az is bel�athat�o, hogy b�armely f 2 Cn , f : Rd0 ! R f•uggv�eny �es � 2 Cn nemkonstans ak-

tiv�aci�os f •uggv�eny eset�en az egyetlen rejtett r�eteg}u neur�alis h�al�ok halmaza tetsz}olegesen

k•ozel��ti f -et �es minden legfeljebbn-ed rend}u deriv�altj�at is. A c�elf •uggv�eny deriv�altjai-

nak k•ozel��t�es�ehez teh�at sz •uks�eges megfelel}oen sima aktiv�aci�os f•uggv�enyt v�alasztani. A

kor�abban eml��tett ReLU-f •uggv�eny p�eld�aul nem alkalmas e c�elra. L�atni fogjuk, hogy ez

a most k•ovetkez}o gyakorlati alkalmaz�as szempontj�ab�ol kifejezetten fontos tulajdons�ag.

3.2. Modellkalibr�aci�o neur�alis h�al�okkal

A neur�alis h�al�o teh�at egy hat�ekony eszk •oze a f•uggv�enyk•ozel��t�esnek. A [33] cikk •otlete

alapj�an �altal�anosan arra is haszn�alhat�o, hogy a p�enz •ugyi modellek hosszadalmas kalib-

r�aci�oj�at felgyors��tsuk. Ehhez viszont meggondoland�o, egy�altal�an milyen (determiniszti-

kus!) f•uggv�enyt tudunk egy p�enz•ugyi modell eset�eben h�al�oval k•ozel��teni? Feltessz•uk,

hogy adott egyM arbitr�azsmentes p�enz•ugyi modell � � Rn param�eterhalmazzal, vala-

mint egy � : R ! Rm f•uggv�eny, mely tulajdonk�eppen a be�arazand�o p�enz•ugyi term�ekek

ki�zet�esf •uggv�enyeib}ol �all vektorba rendezve. Itt teh�at n 2 N a modell param�etereinek

sz�ama, m 2 N pedig a vizsg�alt term�ekek sz�ama. Ekkor a vizsg�alt modellhez tartoz�o

�araz�asi f •uggv�eny (pricing map) a

PM : � � (R ! Rm ) �! Rm ;

f•uggv�eny, melyre � 2 � eset�en PM (�; � ) �ert�eke �eppen a � �altal meghat�arozott m da-

rab p�enz•ugyi term�ek arbitr�azsmentes �ara az M modell � param�eterez�ese mellett. Ez egy

determinisztikus f•uggv�eny, ��gy a fenti k�erd�esre a v�alasz term�eszetesen �eppen ez lesz.�Alta-

l�anos � mellett ez persze ilyen form�aban v�egtelen dimenzi�os probl�ema, mely megold�as�ara

a neur�alis h�al�o nem alkalmas. Gondoljuk meg teh�at ism�et, mit is �ert •unk modellkalib-

r�aci�o alatt. Meg akarjuk keresni a modellnek a piacot legjobban le��r�o param�eterez�es�et.
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Pontos��tva, ismerj•uk bizonyos likvid � p�enz•ugyi term�ekek P(� ) 2 Rm piacon kereskedett

�arfolyamait. Ekkor egy v�alasztott � metrik�aval a kor�abbi jel •ol�esek mellett keres•unk egy

�̂ 2 � param�eterez�est, melyre

�̂ = argmin
� 2 �

� (PM (�; � ); P(� )) : (3.2.1)

Ez teh�at ism�et egy t •obbdimenzi�os f•uggv�enyen t•ort�en}o sz�els}o�ert�ek-keres�esi elj�ar�as. Gya-

korlatban viszont term�eszetesen nem tetsz}oleges� f•uggv�eny eset�ere kalibr�alunk, hanem

�eppen az implik�alt volatilit�as fel •uletet haszn�aljuk fel, �es a modellt annak egy diszkretiz�alt

r�acs�ara illesztj •uk r�a. Vagyis � minden koordin�at�aj�aban eur�opai v�eteli opci�o n� k•ul•onb•oz}o

likvid lej�aratra �es n� k•ul•onb•oz}o likvid relat��v k •ot�esi �arra, �es m = n� � n� . Ebb}ol viszont

m�ar ad�odik az •otlet, miszerint elegend}o ezen� eur�opai opci�ok eset�eben vett PM (�; � )

�araz�asi f •uggv�enyt "megtanulni" egy FM ;� : � ! Rm neur�alis h�al�oval. Ha m�ar rendel-

kez•unk ilyen h�al�ozattal, ez haszn�alhat�o arra, hogy a 3.2.1 kalibr�aci�os feladatot sokkal

gyorsabban megoldhassuk a modell konkr�et haszn�alata n�elk•ul:

�̂ = argmin
� 2 �

� (FM ;� (� ); P(� )) : (3.2.2)

A k�et probl�ema k •oz•otti fontos k•ul•onbs�eg, hogy azFM ;� h�al�o ki�ert�ekel�ese jellemz}oen

nagys�agrendekkel gyorsabban megtehet}o, mint aPM (�; � ) f•uggv�eny�e. Az FM ;� determi-

nisztikus f•uggv�enyen t•ort�en}o kalibr�aci�o gyakorlatilag pillanatok alatt megtehet}o, mely

a m�odszert m�eg az egy�ebk�ent viszonylag hat�ekony �araz�asi elj�ar�assal rendelkez}o �erdes

Heston-modell eset�eben is vonz�ov�a teszi. K•ul•on•osen akkor jelent}os a k•ul•onbs�eg, ha az

�araz�asn�al Monte Carlo-szimul�aci�ora szorulunk, mint az �erdes Bergomi-modell eset�eben

is. Ez esetben persze a h�al�ozat betan��t�asa is hosszabb id}ot vehet ig�enybe a tan��t�ohalmaz

l�etrehoz�as�anak plusz k•olts�ege miatt, azonban ez egy "o�ine" �es csak egyszer megoldand�o

feladat, vagyis nem sz•uks�eges k•ozvetlen•ul a kalibr�aci�oval �es �araz�assal egyidej}uleg elv�e-

gezni. A megk•ozel��t�es fontos el}onye, hogy b�armilyen arbitr�azsmentes p�enz•ugyi modell

eset�eben j�ol m}uk •odik, hiszen annak tulajdons�agaib�ol semmit sem haszn�altunk ki. To-

v�abbi el}ony h�al�ozat�ep��t�esi szempontb�ol, hogy a tan��t�ohalmaz elm�eletben ak�armekkor�ara

b}ov��thet}o, ��gy mindig el�erhet}o a sz •uks�eges (a probl�ema bonyolults�ag�aval ar�anyos) minta-

elemsz�am. �Uj minta gener�al�as�ahoz nincs sz•uks�eg piaci adatokra, csak tov�abbi � �ert�ekek

melletti �araz�asra, ami minden tov�abbi n�elk •ul megtehet}o. A megk•ozel��t�es mellett sz�ol az

is, hogy a neur�alis h�al�o tan��t�as�aval implicit �gyelembe vessz •uk a diszkretiz�alt implik�alt

volatilit�as fel •ulet r�acs jelleg}u strukt�ur�aj�at. Hiszen speci�alis logik�at felt�etelezhet •unk ab-

ban, hogy a modellparam�eterez�es eltol�asa milyen hat�as�u a r�acson szomsz�edos implik�alt

volatilit�as �ert�ekek k •oz•otti rel�aci�ora. A h�al�otan��t�asi folyamat viszont e logik�anak megta-

nul�as�at automatikusan mag�aba foglalja. Ez jelent}osen n•oveli a m�odszer hat�ekonys�ag�at
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ahhoz k�epest, mintha a� �es � param�eterek k•ul•on r�eszei lenn�enek a h�al�o bemenet�enek.

Tov�abb�a a r�acs jelleg}u c�elf •uggv�eny miatt az �araz�asi f •uggv�eny nagyobb val�osz��n}us�eggel lesz

injekt��v, ami a tan��t�as hat�ekonys�ag�ahoz szint�en k��v�anatos. Meggondolhat�o az is, hogy a

haszn�alt r�acs �noms�ag�anak esetlegesen sz•uks�eges n•ovel�ese m�eg akkor sem k•olts�eges, ha

az �araz�asi f •uggv�eny ki�ert�ekel�ese csak szimul�aci�os �araz�as seg��ts�eg�evel tehet}o meg. Ehhez

mind•ossze kell lementen•unk az egyes param�eterez�esek mellett gener�alt szimul�aci�okhoz

tartoz�o �arfolyamat v�eg�allapotokat. Mivel az eur�opai opci�o T-term�ek, ebb}ol b�armilyen

� �es � eset�en azonnal ad�odnak az �atlagoland�o ki�zet�esf•uggv�eny-realiz�aci�ok. �Igy nincs

sz•uks�eg interpol�aci�ora vagy extrapol�aci�ora a felhaszn�alt r�acspontokon t�ul.

A [33] cikk vizsg�alatai alapj�an a h�al�ozatbetan��t�asi elj�ar�as j�ol �altal�anos��t tan��t�ohalmazba

nem tartoz�o � modellparam�eterez�esekre. Ez igaz legal�abbis megfelel}o h�al�ozatspeci�k�aci�o

mellett, ennek fontoss�aga a forr�asban is kihangs�ulyozott. Vagyis el�erhet}o c�el, hogy a k•o-

zel��t�es hib�aja ilyen � eset�en ugyanolyan nagys�agrend}u legyen, mint a betan��t�asi elj�ar�asn�al

az �araz�asi f •uggv�eny ki�ert�ekel�es�ehez haszn�alt numerikus m�odszer�e. M�ask�epp megfogal-

mazva e numerikus m�odszerrel kapott (̂PM ) �araz�asi f •uggv�eny k•ozel��t�esre

P̂M (�; � ) = PM (�; � ) + O(") =) FM ;� (� ) = P̂M (�; � ) + O("):

A numerikus teljes��tm�enyvizsg�alatok r�eszletei, valamint az alkalmazott h�al�ospeci�k�aci�ok

•osszehasonl��t�asa szint�en megtal�alhat�oak a cikkben. Ezek az 1-faktoros Bergomi-, az �er-

des Bergomi- �es a klasszikus Heston-modellekre terjednek ki. Az �erdes Bergomi eset�eben

term�eszetesen sz•uks�eges a forwardvariancia-g•orb�et l�epcs}os f •uggv�ennyel k•ozel��teni, hogy

a modell v�eges sok param�eterrel rendelkezzen. A cikk szerz}oi a Python programnyelv

k•ozkedvelt Keras �es NumPy csomagjait haszn�alt�ak fel a h�al�ozatspeci�k�aci�o implemen-

t�al�as�ahoz. Ennek k •osz•onhet}oen a githubon (NN-StochVol-Calibrations) el�erhet}o prog-

ramk�od r •ovid �es j�ol �ertelmezhet}o. Eredm�enyeik alapj�an az elj�ar�as mindh�arom modell

eset�eben kiv�al�o eredm�enyt ny�ujt. Hasonl�o vizsg�alat el�erhet}o a szakirodalomban [37] az

�erdes Heston-modell n�emileg tov�abb jav��tott v�altozat�ara is. A m�odszer erre a modellre

is hat�ekonyan alkalmazhat�o.

Az eredeti •otletet a szerz}ok a [38] cikkben t�argyalt�ak tov�abb. Itt •osszefoglalj�ak az el-

j�ar�as el}onyeit a szakirodalomban vizsg�alt m�asik, neur�alis h�al�ozattal t •ort�en}o kalibr�aci�os

m�odszerrel szemben. Ez ut�obbi az egyl�epcs}os megk•ozel��t�es, ahol k•ozvetlen•ul a piaci imp-

lik�alt volatilit�as fel •ulet �es a kalibr�alt modellparam�eterek k •oz•otti lek�epez�est tanulja meg

a h�al�o. Az �altalunk is k •oz•olt m�odszer k�etl�epcs}os, hiszen a kalibr�aci�o a neur�alis h�al�o-

zat betan��t�asa ut�an t •ort�enik m�asodik l�ep�esk�ent. A kor�abban felsorolt el}ony •ok mellett a
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k�etl�epcs}os elj�ar�as lehet}ov�e teszi a hat�ekony piaci- �es modellkock�azat-kezel�est, valamint

fedezeti portf�oli�ok l�etrehoz�as�at. A h�al�ozat kimenete j�ol �ertelmezhet}o, mint a megfelel}o

modellparam�eterek melletti opci�o�arak halmaza. Ez tesztelhet}o ugyanazon eszk•oz•okkel

(p�eld�aul elv�artnak megfelel}o param�eterf •ugg�es vizsg�alat�aval), melyekkel az eredeti mo-

dell ellen}orz�es�et v�egezn�enk. Tov�abb�a az el}oz}o r�eszben eml��tettek �ertelm�eben az �araz�asi

f•uggv�eny egyes modellparam�eterek szerinti parci�alis deriv�altjai is tetsz}olegesen j�ol k•oze-

l��thet}oek h�al�ozattal. A parci�alis deriv�altakra t •obbek k•oz•ott a fedezeti-, vagy m�as n�even

hedge portf�oli�o l�etrehoz�asakor is sz•uks�eg van. A p�enz•ugyi int�ezetek sz�am�ara gyakorlat-

ban nem elegend}o meghat�arozni a kereskedett term�ekek �ar�at. Ezen fel•ul a biztons�agos

m}uk •od�es �erdek�eben j�ol felfogott �erdek •uk �es regul�atori k •otelezetts�eg•uk is a poz��ci�oikb�ol

ered}o piaci kock�azatok sz�amszer}us��t�ese �es fedez�ese. A sz�amszer}us��t�es �altal�aban �eppen a

modellparam�eterek szerinti parci�alis deriv�altak seg��ts�eg�evel t •ort�enik. Ezek k•ozvetve meg-

mutatj�ak, hogyan v�altozik a portf�oli�o vagy p�enz •ugyi eszk•oz �ert�eke egyes piaci jellemz}ok

elmozdul�asa eset�en. A felt�art kock�azatok fedezhet}ok ellent�etes el}ojel}u kock�azattal ren-

delkez}o term�ekek portf�oli�oba von�as�aval.

A h�al�ozatok deriv�alt approxim�aci�os tulajdons�aga egyszersmind lehet}os�eget ny�ujt a kalib-

r�aci�o sz�els}o�ert�ek-keres�esi elj�ar�as�ahoz �altal�aban sz •uks�eges Jacobi-m�atrix j�o k •ozel��t�es�enek

el}o�all��t�as�ara is. Egy�ebk�ent l�eteznek a Jacobi-m�atrix k •ozvetlen felhaszn�al�as�at mell}oz}o

optimaliz�al�asi technik�ak is, azonban az azon alapul�o algoritmusok jellemz}oen gyorsab-

ban eredm�enyre vezetnek. Egy ilyen, sz�elesk•or}u ipari felhaszn�al�assal rendelkez}o algorit-

mus r•ovid bemutat�as�ara fog sor ker•ulni a dolgozat utols�o r�esz�eben. Az �araz�o f •uggv�eny-

r}ol teh�at feltessz•uk, hogy m�ar rendelkez�esre �all gyorsan ki�ert�ekelhet}o form�aban, pontos

Jacobi-m�atrix k •ozel��t�essel egy•utt, p�eld�aul egy el}oz}oek szerint betan��tott neur�alis h�al�ozat

form�aj�aban. A megoldand�o probl�ema mind •ossze egy t•obbdimenzi�os f•uggv�enyen t•ort�en}o

lok�alis sz�els}o�ert�ek-keres�es. Az itt bemutatott elj�ar�as a [38] cikk �altal is speci�k�alt �es al-

kalmazott Levenberg{Marquardt-algoritmus, vagy r•oviden LM-algoritmus. Az eredetileg

[39] �es [40] cikkekb}ol sz�armaz�o elj�ar�as alkalmas v�alaszt�as, ha a volatilit�as fel •uletek s�u-

lyozott n�egyzetes elt�er�es�et v�alasztjuk kalibr�aci�os metrik�anak, vagyis s�ulyozott legkisebb

n�egyzetes k•ozel��t�est keres•unk.

3.2.1 Algoritmus. (Levenberg{Marquardt)

Bemenetek:

ˆ P(� ) piaci implik�alt volatilit�as fel •ulet,

ˆ P̂M (�; � ) eur�opai opci�ok megfelel}o halmaz�ara vonatkoz�o �araz�asi f•uggv�eny k•ozel��t�ese.
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Kimenet:

ˆ �̂ kalibr�alt modellparam�eter-halmaz, melyre�̂ � argmin
�






 W

�
P(� ) � P̂M (�; � )

� 






F
.

Egy�eb param�eterek:

ˆ � 0 2 Rn kiindul�o param�eterhalmaz,

ˆ � 0 2 R kiindul�asi Lagrange multiplik�ator �ert�ek,

ˆ W = diag(w� ) 2 Rm� m a p�enz•ugyi term�ekek s�ulyait tartalmaz�o diagon�alis m�atrix,

ˆ nmax 2 N maxim�alis iter�aci�osz�am,

ˆ "min 2 R+ l�ep�es minim�alis norm�aja,

ˆ � 2 R \ (0; 1) d•ont�esi k•usz•obsz�am,

ˆ � 2 R \ (1; 1 ) Lagrange multiplik�ator szorz�ot�enyez}o.

Elj�ar�as:

LegyenR(� ) := P(� ) � P̂M (�; � ) a rezidu�alis f•uggv�eny, valamint legyenn := 0, � := � 0,

� := � 0 �es � � olyan, hogyk� � k2 > " min .

Am��g n < n max �es k� � k2 > " min :

Legyenn := n + 1, �es J := @̂PM (�;� )
@� Jacobi-m�atrix.

Legyen� � a
�
J T WJ + �I

�
� � = J T WR(� ) norm�alegyenlet-rendszer megold�asa.

Legyenc� := kR(� )k2 �k R(� +� � )k2

kR(� )k2 �k R(� )� J � � k2
line�aris modellhez k�epesti relat��v jav��t�as.

Ha c� � � :

� � �ert�eket elutas��tjuk, legyen � := � � � .

K •ul •onben :

� � �ert�eket elfogadjuk, legyen� := �
� �es � := � + � � .

Visszat�er: � .

51




	Bevezetés
	Az érdes volatilitás
	Az implikált volatilitás felület
	A frakcionális Brown-mozgás 
	A historikus volatilitás
	A kapcsolódó programkód magyarázata

	Érdes volatilitáson alapuló modellek
	RFSV-modell
	Derivatíva-árazás, érdes Bergomi-modell
	A kapcsolódó programkód magyarázata
	Érdes Heston-modell

	Érdes volatilitás gépi tanulással
	Neurális hálók
	Modellkalibráció neurális hálókkal

	Függelék
	1. fejezethez írt programkód
	2. fejezethez írt programkód
	3. fejezethez írt programkód

	Irodalomjegyzék

