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Bevezetés

Az utobbi években jelentOs elérelépések torténtek a piacot allapotaban és dinamikajaban
is konzisztensen leiré pénziigyi modellek kifejlesztése terén. E folyamatban az egyik
legfontosabb mérfoldko a frakciondlis Brown-mozgas volatilitast meghajté sztochasztikus
folyamatként valé alkalmazasa volt. Az Ito-kalkulus kereteibol kilépve lehetéség nyilik
arra is, hogy a modellezett sztochasztikus volatilitds a historikusan megfigyelttel sok
tekintetben egyezé matematikai tulajdonsagokat mutasson. A dolgozatban e témat jarjuk
koriil, bemutatva a szakirodalom téma iranti érdeklodésének okait és a legfontosabb

alapvetd eredményeket.

Az els6 fejezetben motivaljuk a frakcionalis Brown-mozgéds meghajté folyamatként vald
hasznalatat és részletesen targyaljuk a modellek vizsgalatdhoz sziikséges elméleti megala-
pozast. Az itt Osszefoglaltakat sajat R-program segitségével is ellenorizziik. Ezen kiviil
létrehozunk egy eljarast arra is, hogy historikus volatilitas idésorbdl azonositsuk az azt

meghajté frakcionalis Brown-mozgast a Hurst-paraméter meghatarozasan keresztiil.

A masodik fejezetben az ezen elméleten alapulé pénziigyi modellek koziill mutatjuk be
a legismertebbeket. El6szor megvizsgaljuk a témakorhoz kapcsoloddan elséként java-
solt RESV-modellt, és megmutatjuk ennek konzisztenciajat a historikusan megfigyelhetd
adatsorokkal. Ezutan belatjuk, hogy derivativak arazasahoz sziikségszertien tovabbi fel-
tételezéseket kell tenniink, melyekkel eljutunk az érdes Bergomi-modellhez. Megmutat-
juk, hogyan arazhaté be tetszoleges szarmaztatott termék a modell keretein beliil, szi-
mulacié segitségével. Az arazasra és a modellparaméterek becslésére sajat R-programot
is implementalunk. Végiil réviden bemutatjuk az érdes Heston-modellt, és hozza egy

lehetséges modszert eurdpai opcidk arazasara.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet altalanosan pénziigyi modellek kalib-
raciéjat felgyorsitani neuralis hal6zatok hasznédlataval. Ezt el6szor kontextusba helyezziik
a targyalt arazasi technikak gyorsitasanak sziikségességével, valamint felelevenitjiik a ne-
uralis halézatok elméletét. Végiil bemutatjuk, implementaljuk és teszteljiik is az egyik

hatékony kalibracios eljarast, a Levenberg—Marquardt-algoritmust.



1. fejezet

Az érdes volatilitas

Ebben a fejezetben megvizsgéaljuk a pénziigyi modellezés egyik legfontosabb fogalmat, az
implikalt volatilitast. Ezen keresztiil roviden bemutatjuk a frakcionalis Brown-mozgés
altal meghajtott sztochasztikus volatilitassal torténd pénziigyi modellezés motivaciojat.
Ezutan targyaljuk a frakcionalis Brown-mozgas fogalmat és legfontosabb tulajdonsagait.

Végiil osszevetjiik ezeket a historikus volatilitas jellemzoivel.

1.1. Az implikalt volatilitas feliilet

Vegyiik a hagyomanyos Black—Scholes-modellt, vagyis ahol a vizsgdlt alaptermék &arfo-
lyamatrol feltételezziik, hogy konstans diffizids egyiitthatoji geometriai Brown-mozgas.
Tekintsiink egy eurdpai call opcidt: rogzitett jovobeni T idépontban jogunk van arra,
hogy meghatarozott K arfolyamon vasaroljunk egy adott terméket (pl. részvényt) a
szerz6déses partnertél. A megvasarolhaté terméket nevezziik alapterméknek. Az opcid
ennek a szarmaztatott terméke, vagy derivativdja. A modell feltételezései mellett az opcid

t idépontbeli V(t) arara egyszerli explicit képletet kapunk, ez a Black—Scholes-képlet:
5(t) o2
log ==~ + 7 ('r + 7)
o\ T '

Itt a BS fiiggvény argumentumaban szereplé paraméterek rendre az alaptermék t-beli

V(t) =BS(S(t), K,1,r,0) = S(t)P(d;) — Ke ""®(d_); dy=

arfolyama (S(t)), a kotési arfolyam (K), a lejaratig hétralevs idétartam (7 = T — t),
a kockdzatmentes kamatldb (r), illetve a volatilitas (o), vagyis az alaptermék &rfolya-
matot meghajto sztochasztikus differencidlegyenlet konstans diffiziés egyiitthatdja. Az
els6 négy paraméter vagy a termék egy jellemzéje, vagy megfigyelheté a piacon. Ezeket
rogzitettnek tekintve a képlet o fiiggvényében szigorian monoton névekedd fiiggvényt

eredményez, amely tehat invertdlhat6. Gyakorlatban egy eurdpai opcié esetén nem is



az arat szokds tekinteni, hanem a piacon szintén megfigyelheto arbol ezen inverz fiigg-
vény alkalmazasaval kapott volatilitas értéket, amit az ar altal implikalt volatilitasnak
neveziink. Ez azért torténik, mert az implikalt volatilitas robusztusabb mutatdszama a

terméknek, mint az ara, hiszen kevésbé fiigg példaul az alaptermék arfolyamatol.

Ha a Black—Scholes-modell feltételei teljesiilnének, akkor egy adott alaptermék esetén
barmilyen lejaratu és kotési arfolyamu opcié piaci arat tekintenénk, ugyanazt az imp-
likalt volatilitas értéket kapnank. A piacon megfigyelheté arak esetében azonban azt
tapasztaljuk, hogy adott idopillanatban kiilonbozé K és 7 értékek mellett kiilonb6z6 imp-
likalt volatilitds értéket kapunk. Vagyis az implikalt volatilitas e két valtozo fiiggvénye-
ként egy nem vizszintes feliilet. Gyakorlatban K helyett az igynevezett log-moneyness,
k = log % fiiggényében szokas vizsgalni a volatilitast, hiszen ez kevésbé valtozik idoben.
Az ennek segitségével felirt opg(k, T) fiiggvényt nevezziik implikdlt volatilitas feliletnek.
Idében ez a feliilet sem allandd, ugyanis véltozik a szintje és iranya, azonban az alakja
altalaban valtozatlan, ahogy az 1.1.1 abran is lathat6. Adott rovid lejaratra a kereszt-

metszete jellemzéen mosoly alakd (smile), mig hosszi lejaratra ferde (skew).

“Jon paydw]
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(a) 2005.09.15 (b) 2013.06.20

1.1.1. dbra. S&P 500 index implikalt volatilitas feliilete kiilonbéz6 idSpontokban [1], [2]

Egy adott pénziigyi modell feltételezései alapjan szamolt opcidéarakbdl ugyanigy vissza-
szamolhaté a (Black—Scholes- képlet szerinti) implikalt volatilitds feliilet, mint a piacon
megfigyelt arakbdl. Ezt nevezziik adott modellhez tartozo modell implikdlt volatilitds
feliiletnek. A Black—Scholes-modellhez tehat a vizszintes modell implikélt volatilités fe-
lillet tartozik, amely nem esik egybe a piacon megfigyelt arakbdl szamolttal, igy a modell
ilyen értelemben nem jo. A cél a pénziigyi modellezésnél éppen az, hogy a modell imp-
likalt volatilitas feliilet reprodukalja mind az implikalt volatilitas feliiletet, mind annak

az id6beli dinamikajat.



Dupire lokalis volatilitas modelljében a diffizids egyiitthato az id6 és a részvényarfolyam
determinisztikus fiiggvénye. A fiiggvényt tgy valasztjuk meg, hogy a modell implikalt
volatilitas feliilete éppen visszaadja a piacit. Ez a modell azonban azt feltételezi, hogy
a feliilet mai forméja meghatarozza az 6sszes jovobeni forméjat, ami a valésagban nem
teljesiil. A modell nem is tudja visszaadni a feliilet empirikusan megfigyelt dinamikajat,

igy jelentOsen félrearazhat egyes egzotikus termékeket.

Ennek orvoslasara sziilettek a sztochasztikus volatilitas modellek, mint példaul a Heston-
modell. Itt az alaptermék diffuziés egyiitthatéja maga is egy sztochasztikus differencial-
egyenlet megoldasa, vagyis szemimartingal. Az ezt meghajté Brown-mozgéds nem feltét-
len fiiggetlen az alapterméket meghajt6tol. Ezek tehat (legaldbb) kétfaktoros modellek,
melyekben a véletlennek tobb forrdsa van, és altalaban nem teljes piacot eredményeznek.
A modell implikalt volatilités feliilet dinamikaja itt realisztikusabb, azonban a sztochasz-

tikus volatilitas modellek jellemzoen nem taldljék el a kezdeti feliiletet.

Adott lejaratra vett keresztmetszet (mosoly) alapjan nem sok kévetkeztetés vonhaté le
a generald folyamatra vonatkozéan. Ezzel szemben a mosoly lejarattol valé fiiggése mar
szoros kapcsolatban &all a generalé folyamat dinamikajaval. Az, hogy hogyan fiigg az

id6tol az implikalt volatilitas ATM-nél vett ferdesége, vagyis a

U(r) = ’%UBS(F% 7)

k=0
fiiggvény, kiilonosen érzékeny a volatilitasfolyamat megvalasztasara. Itt az ATM az
angol szohasznalatban jellemz6 ”At The Money” kifejezés roviditése. Hasznéalatosak még
az OTM (Out of The Money) és ITM (In The Money) réviditések is. Az opcidkat
csoportosithatjuk az alapjan, hogy (hipotetikus) azonnali lehivds esetén értékesek-e a
tulajdonos szamara. Amennyiben igen, ITM opciérdl beszéliink. Ekkor vételi opcid
esetében S(t) > K, vagyis k > 0. A k < 0 esetben az opcié OTM. A két csoport hatérén
vannak az ATM opcidk, melyekre x = 0. A piaci implikalt volatilités feliiletre [1] alapjan
1

(1) ~ o a € (0.3,0.5)

teljestil. A hagyoményos sztochasztikus volatilitds modellek altal generdlt ¢(7) fiige-
vények e tulajdonsigot jellemzoen nem reprodukaljak. Ezek 7 — 0 esetén &ltaldban
konstans értékiiek a kivant polinomialis jellegli végtelenbe tarté hatarérték helyett. Te-
kintsiink ezzel szemben egy H Hurst-paraméterii frakcionalis Brown-mozgas altal meg-
hajtott sztochasztikus volatilitds modellt. A modell altal generdlt ATM ferdeség koze-

H-1/)2

litdleg 7 alakid, amely tehdt H =~ 0.1 valasztds mellett megfelelobb az elobbieknél.

Ez az egyik legfontosabb motivacidja a frakcionalis Brown-mozgas hasznélatanak.

4
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1.1.2. abra. S&P 500 index feliillet ATM-nél vett ferdesége a lejarat fiiggvényében.

Raéillesztve pirossal a (1) = A7~ polinom. [1], [2]

1.2. A frakcionalis Brown-mozgas

Jojjon el6szor egy rovid emlékezteto a sztochasztikus folyamatok kurzuson szerepelt tan-
anyagrol. A dolgozat tovabbi részében az allitasokat és definicidkat egy (€2, F, P) filtrélt
valészintiségi mezo felett értjiik, melyre nézve a folyamatok progressziven mérhetoek,

még ha ezt nem is hangsulyozzuk ki kiilon.

1.2.1 Definicié. B = (B;);>0 sztochasztikus folyamat Brown-mozgds (vagy Wiener-folyamat),
ha 1-valoszintséggel nullabol indulo, folytonos trajektoridaju és fliggetlen novekményi fo-

lyamat, melyre By — By ~ N(0, |t — s|) minden s,t > 0-ra.

1.2.2 Allitas. B Brown-mozgds akkor és csak akkor, ha 1-valosziniséggel folytonos tra-
jektoridagi Gauss-folyamat 0 varhato értékkel és Cov(Bs, By) = min(s,t) kovarianciafiigg-

vénnyel.

Ezek utan definialjuk a frakciondlis Brown-mozgés fogalmat és ismertetjiik alapveto tu-

lajdonsédgait [3] nyomén. A bizonyitasokat énédlléan dolgozzuk ki.

1.2.3 Definicié. 0 < H < 1 esetén BY frakciondlis Brown-mozgds, ha 1-valdsziniiséggel
folytonos trajektoriaji Gauss-folyamat, melynek varhato értéke 0 és kovarianciafiiggué-
nye Cov(BHE,BIf) = L (|t + |s|* — |t — s|*). A H paramétert Hurst-ezponensnek

nevezzik.

A kovarianciafiiggvény jéldefinialt, ugyanis pozitiv szemidefinit. Erre taldlhato egy meg-
lehet6sen technikai bizonyitds a [1] konyvben (Proposition 2.2). Ezért a folyamat elosz-
lasban joldefinidlt, ugyanis egy Gauss-folyamatot meghataroz a varhaté érték és kovari-
anciafiiggvénye. De még nem tudjuk, hogy létezik-e ilyen. Hogy ezt belassuk, sziikséges

a folyamat néhany tovabbi tulajdonsagat is targyalnunk.



1.2.4 Allitas. Ha BY frakciondlis Brown-mozgds , akkor E[(BY — BH)?] = |t — 5|2

Bizonyitas.
E[(B/' — BI")’] = Cov [B{' — B, B/' — BI'] = Cov [B/', B/'] + Cov [BY,B] —
—2Cov [BH, B] = |t]* + |s[* - 2% (It |s — |t — s[>7) = |t — s[>
O

1.2.5 Kovetkezmény. A frakciondlis Brown-mozgds névekménye centralt normdlis vdlto-

s

zZ0.
B — BY ~ N(0, |t — s|*"),

tehdt
E [|Bf" — BI|"] = K|t — 5],

ahol K, a standard normdlis eloszlds q-adik abszolit momentuma.

1.2.6 Kovetkezmény. A frakciondlis Brown-mozgds staciondrius novekményi.

Ez nyilvdnvalé, hiszen BH — BH L B~ N(O, |t — s]*1).
A kovetkezd kozismert tételek bizonyitassal egyiitt megtalalhatéak példaul az [5] mun-
kaban.

1.2.7 Tétel. (Kolmogorov-féle folytonossagi tétel, Kolmogorov—Csencov-tétel)
Ha az X folyamat o > 0-adik momentuma egyenletesen B-Hdlder-folytonos 5 > 1 ki-
tevovel, akkor a folyamatnak létezik folytonos trajektoridju modifikdicioja. E folyamat
trajektoriai lokdlisan ~y-Hdlder-folytonosak minden v € (0,8/a) kitevével. Mdsképp te-
gytik fel, hogy

E[| X, — X,|*] < CJt —s|®, Vt,s€R".
Ekkor létezik X - ]P(X = X) =1 folyamat, melynek minden trajektoridja folytonos, és

minden T > 0 esetén létezik hozzd Cr > 0 konstans, hogy
Vw e Q: X (w) - X,(w)| < Cplt —s]", Vt,s<T.

1.2.8 Kovetkezmény. A frakciondlis Brown-mozgds létezik, €és trajektoridi lokdlisan -

Hoélder-folytonosak minden v € (0, H) kitevdre.

Ez 1.2.5 kovetkezménye a tétel alkalmazasaval, ahol példaul o = 2,5 = 2H. A Hurst-
paraméter valdjaban a folyamat trajektéridinak simasagat szabdlyozza, ahogy lathaté

az 1.2.3 4dbran is.



1.2.9 Allitas. A frakciondlis Brown-mozgds H # /2 mellett nem szemimartingdl.

//////

Bizonyitas. Tekintsiik a folyamat ¢-rendii varidcidjat valamely [0,7] intervallumon

adott, finomodé II,, == {t} = %T :0 < k < n} felosztassorozat esetén:

o - 00, ha ¢H < 1,
. q . n n|gH
Vg = lim ) )BgH —Bii| = EV,] =K, lim » [ti,, —ti|" = { K, T, haqH =1,
k=0 k=0
0, ha ¢H > 1.

A kozéps6 eset nyilvanval6. Legyen 6 .= gH — 1, ekkor ¢H > 1 esetén

n—1 n—1
g&; ltp, — 7™ < lim max |1, - eS|, ] =0-T=0.

n—00
k=0

Hasonlbéan ¢H < 1 esetén

n—1 n—1
. H . 1
lim Y [tp = 6]" > lim max |6, — " [thy, —th]| = 00 T = oo
n—>ook k+1 k = oo 1 I+1 l p k+1 k

Most ha H < 1/2, vagyis 2H < 1, akkor a frakcionalis Brown-mozgés kvadratikus varidcié-
janak varhato értéke végtelen, tehat nem lehet szemimartingdl. Ha pedig H > 1/2, vagyis
2H > 1, akkor a frakcionalis Brown-mozgas kvadratikus varidcidja 1-valdszintiséggel 0,
hiszen P(V, > 0) = 1, valamint E[V3] = 0. Tehét csak korldtos valtozasi folyamat lehet,

//////

miatt végtelen, tehat ez sem szemimartingal. O

Az allitasbdl kovetkezik, hogy a frakcionalis Brown-mozgasra nem alkalmazhaté az It6-

kalkulus. Ez nagyban megneheziti az elméletet.

1.2.10 Allitas. X, == la|?BY esetén az X folyamat is frakciondlis Brown-mozgds lesz.

Ezért azt mondjuk, hogy a frakciondlis Brown-mozgds énhasonlo.
Bizonyitas. Ellendrizhetoek a Gauss-folyamat karakterizacié feltételei:

e X majdnem mindeniitt folytonos trajektériaju, mert BY az.

ot <. < tesetén (Xy,..., X)) a (B2, ... BH) vektorvaltozé linedris fiiggvé-

nye, tehat normalis eloszlasu, vagyis X éauss—folgfamat.
o E(X,) = |a|'E (Bf) ~0.

o Cov(X;, X¢) = Cov (|CL|HB§7 |a|HBf) = |a*Cov <Bf,Bf) =

a

= Lo ([ [2 = [527) = 5 Qa1 = Je = sP7)



Az 1.2.10 allitas mutatja, hogy a frakciondlis Brown-mozgas is fraktaltulajdonsagu.

1.2.11 Allitas. A frakciondlis Brown-mozgds

o klasszikus Brown-mozgas H = % esetén,

e novekményei pozitivan korreldltak H > % esetén,

o novekményei negativan korreldltak H < % esetén.

| | o ) l
] W A ] fMﬁ ///
| W gﬂ%ﬁ NM D¢vaw///

T T T T T T T T T T T
02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

10
0
\\

\

00

T T T T T T
00 02 04 06 08 10

(a) H=0.1 (b) H=0.5 (c) H=09

1.2.3. dbra. Sajat programkdd segitségével generdlt FBM trajektoriak kiilonbozo
Hurst-egyiitthatok hasznalata mellett.

Bizonyitas. Az els6 pont példaul a hagyomanyos és frakcionélis Brown Gauss-karakterizaciok

Osszevetésével rogton lathatd. Legyen s; < so < t1 < to, ekkor

Cov [ABI',AB'] .= Cov [BIl - B!, Bl — Bl'] =

S17

= Cov [BI, B/l] + Cov [BI, B/T| — Cov B, B['| — Cov B, Bl!] =

PR S1) S97 S1)

1
— 5 (|52|2H + |t2|2H + |81|2H + |t1|2H . |82|2H . |t1|2H . |81|2H . |t2|2H—

?
—(ty — s2)* = (t1 — 51)* + (t1 — 52) + (t2 — 51)*) < 0.

Legyen
Ay = s9 — 51, Ay =ty — 11, Ag =11 — 59,

Ekkor
COV [ABSH, ABtH] < ()<= (tl — 52)2H + (tg - 51)2H — (tg - 52>2H — (tl — 51>2H <0
— (Ast)zH + (As + Ast + At)2H - (Ast + At)zH - (As + Ast)zH <0< 2H < 1,

mert az 2", (r € RT) fliiggvény pontosan akkor konkdv, ha n < 1. Tehédt a novekmények

pontosan akkor korrelaltak negativan, ha H < %, és pozitivan, ha H > % U
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1.2.12 Kovetkezmény. A frakciondlis Brown-mozgds H # 1/2 esetén nem Markov-folyamat.

Most kovetkezzen a frakciondlis Brown-mozgéas egy lehetséges konstruktiv eldallitasa.
Ehhez sziikségesek tovabbi definicidk és meggondoldsok. Tekintsiik 0 < H < 1 mellett a

kovetkezé Brown-mozgas szerinti integralt, ahol B klasszikus Brown-mozgas :

t
I, = / (t—s)" 2dB,. (1.2.1)
0

Els6 ranézésre korabbi tanulmanyok alapjén a kévetkezd (hibés) gondolatmenet logi-
kusnak tlinik: az integrandus determinisztikus, ezért nyilvan progressziven mérheto.
Ugyanezért az id6 szerinti négyzetes integrdl varhaté értéke maga az integral, amely
véges minden ¢ esetén, tehdt az integrandus S-beli. Igy az integralds eredménye négy-
zetesen integralhaté martingal. Nem vettiik azonban figyelembe, hogy az integrandus
fiigg az integrédlasi tartomany végpontjaitol, amely a hagyomanyos It6-kalkulusban nincs
megengedve, és igy az integrandus nem is S-beli. Valéban, ilyen integralt kordbban
nem definidltunk, és az is belathato, hogy az integralds eredménye nem szemimartin-
gal. Az ilyen integrandusokat a szakirodalom Volterra-magfiiggvényeknek nevezi, mig
az integralt Volterra-folyamatnak. Az integralt a [0] cikk trajektéridnkénti Riemann—
Stieltjes-integralként definialja a részletek kifejtése nélkiil. Belatjuk, hogy ez megteheto

a kovetkezo két allitas alkalmazdsaval:

1.2.13 Allitds. Az f; f(z)dg(x) Riemann—Stieltjes-integrdl létezik, ha f folytonos, és g

korldtos vdltozasi [a, b]-n.

Az &llitas bizonyitasaért lasd a [7] konyvben a 10.36.2.—10.36.4. részeket. A kovetkezo al-
litds nem més, mint a kozismert parcialis integralas elve Riemann—Stieltjes-integralokra:
1.2.14 Allitis. Ha az fabf(x)dg(x) Riemann—Stieltjes-integral létezik, akkor ffg(m)df(x)
is Iétezik, és [, f(x)dg(x) + [ g(x)df (z) = [f - gl:.

Valoban, az 1.2.1 kifejezés értelmezheto trajektoriankénti Riemann—Stieltjes-integralként,

hiszen B folytonos, és az integrandus korlatos valtozasu.

1.2.15 Definicié. B = (B;)icr folyamat kétoldali Brown-mozgds, ha (B_;)i>0 €s (By)i>o

fiiggetlen Brown-mozgdsok.

1.2.16 Allitds. Legyen 0 < H < 1, és B = (BH)er sztochasztikus folyamat a kivetkezd
egyenlet dltal definidlt:

B = Cy ( / 0 ((t =975 (=) 2) aB, + /0 (- s)H%st) ,

o0

[NIES
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ahol B kétoldalii Brown-mozgds, valamint

Cn = (% + /Ooo ((x+ )3 - a;H—$>2dq;) : -
_ \/F(2H+ 1) sin(rH) :\/ 2HT (3/2 — H)

(1.2.2)

I'(H+1p) ['(H+1L)(2-2H)

és T(a) == [ te "dx Gamma figgvény. Ekkor B frakciondlis Brown-mozgds .

A frakciondlis Brown-mozgds ilyen mddon torténé eléallitasat a [0] cikk szerzéje utan
Mandelbrot-reprezentdcionak nevezziik. Erre az allitasra nem talaltunk részletekre kiter-
jedo bizonyitast a szakirodalomban, igy kidolgozunk egyet onalléan. Ehhez sziikségiink

van néhany tovabbi megfontolasra.

1.2.17 Megjegyzés. Az improprius integrdlt definidljuk ugy, mint az integradldsi kiisz6bben

hatarértéket véve a kifejezés gyenge limesze, vagyis I, ahol k — oo esetén

0
e ::/ (¢=9" b= (=) 2)aB, 151,
k

1.2.18 Lemma. Legyen (pn)nen valos, és (0,)nen pozitiv valos szdmsorozat, melyekre
n — oo esetén p, — w, valamint o, — o > 0. Legyen X, ~ N(un,0,). Ekkor
X, % X, ahol X ~ N(p,o0).

Bizonyitas. A karakterisztikus fiiggvények felirdsabol rogton kovetkezik a folytonossagi
tétel alkalmazasaval:

, o2t? , o*t?
exp 4 tpnt — 5 —>exp it — —— o, teR.

O

1.2.19 Lemma. Legyen X 1-valdsziniséggel folytonos trajektoriaji centralt Gauss-folyamat
E[(X, - X,)?] = |t — s[**

novekményvarianciaval, melyre Xo = 0. Ekkor X frakciondlis Brown-mozgds H paramé-

terrel.

Bizonyitas. Csak azt kell belatni, hogy a kovarianciafiiggvény megfeleld alakd.
1 1
ELGX] = & (B[X7] +B [X2] — B [(X = X.J7)) = & (4P + [P — jt = o)
O

10



1.2.20 Allitas. Ité-izometria (Emiékeztets)
Ha ¢s,& € S, azaz progressziven mérhetoek és E[fot gogds],E[fg £2ds] < oo minden t-re,

akkor . . .
E </ 908st : / fsst> =K </ ¢s§sds> .
0 0 0

1.2.21 Lemma. Korldtos vdltozdsi, determinisztikus Volterra-magfiigguények integrdlja-

. , , P . . t t .
ira érvényes az Ito-izometria, vagyis ha [ 7 (ds, [ & ,ds < oo minden t-re, akkor

t t t
E (/ @t,sst : / ft,sst) = / §0t75§t75d5’- (123)
0 0 0

Késébb erre az egyértelmiiség kedvéért egyszeriien izometriaként hivatkozunk.
Bizonyitas. Az integrandusok korlatos valtozastak, igy az integral trajektoridanként

megegyezik a Riemann—Stieltjes-kozelitoosszegek limeszével, tehét

t t nt—1
E(/ sot,sst-/ &,sst) —E <hm S s (Bun = B1) 61 (Bin —B~>> _
0 0 n—oo < n n n n n
7=0
nt—1 9 nt—1 9
E<1Lmz@t7j'§t7j <BJ+1_BJ>>;114>1’H Z(ptvj.gtij<<Bj+l_Bj>):
=0 =0

nt—1 . . t
: g+l _J
N I M A

Az utolso lépésben kihasznéltuk, hogy a Cauchy—-Schwarz-egyenlotlenség alapjan

t t t
/ (pt,sft,sds < / gpisds ) / fﬁsds < Q.
0 0 0

A () jelolésii egyenléségnél felhasznéltuk a fliggvények determinisztikus jellegét, valamint

3k

2

a Lebesgue-féle dominalt konvergenciatételt. Ez helyénvald, mert

2 1
Z Py, i &i <Bu(w) — B (w>> < sup (&s - Pl - —Zn(w),
< "hn n seo.] n
2
ahol Z,, == Zygl (ﬁB i1 —/nB; ) khi-négyzet eloszlasu valtozé nt szabadsagfokkal.
Ezért

1
sup &5 - | - —E[Z,] < sup [&s - prs| -t < 00.
s€[0,t] n s€[0,t]

O

1.2.22 Megjegyzés. A determinisztikus integrandus feltételét feloldhatnank, és hasonlo
elvii bizonyitas ugy is mikodne. Erre azonban nem lesz sziikségink. Az integrandus

ellenben korldtos vdltozasu kell legyen, kiilonben nem értelmeztik az integrdlt.
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1.2.23 Megjegyzés. Az dllitds bizonyitdsihoz sziikségiink lesz arra, hogy az izometria im-
propius értelemben is érvényes marad. Ez viszont a domindlt konvergenciatételbol madr
nem kovetkezik, ugyanis annak a feltétele t — oo esetén séril. FEz a bizonyitisban nem
is oldhato fel, amennyiben & s - prs| # o(1/t). Azonban haszndlhatjuk helyette a Beppo—
Lewvi-tételt (monoton konvergenciatétel), amennyiben & s - ¢rs > 0 minden s € [0,t]-re.

A kovetkezd bizonyitdsban ez a plusz feltétel is teljesiil.

1.2.24 Megjegyzés. Az Ito-formula is érvényes marad ilyen tipusi integralok esetén, st
folyamatok eqy sokkal bévebb osztalydra is, melyre a jelenlegi integral definicionk nem

terjed ki, lasd [S5] (Theorem 2.5). Ezt a dolgozatban nem bizonyitjuk.

Most kovetkezhet az 1.2.16 allitas bizonyitasa.

Bizonyitas. FEl6szor lassuk be, hogy a folyamat 1-valdszintiséggel folytonos trajektériaju
centrélt Gauss-folyamat. Ldthaté a definiciébdl, hogy Bi = 0, mert az Osszeg elsd
tagjaban az integrandus 0, mig a masodikban az integraldsi tartomany {iires. Felirva az

integrélok trajektériankénti Riemann-Stieltjes kozelit6osszegét

: -1\ j—1\"2
wecmm % (-5 (2 )6

j=—nk+1

E

nt—1

.\ H-1%
- J ‘(B — B,
a3 (1-1) (B8,
]:

Itt az osszeadanddk fiiggetlen normaélis eloszldsu valdszintiségi valtozok, mert a Brown-
mozgas névekményeinek determinisztikus egyiitthatos skalarszorosai. fgy a limeszeken
beliili kifejezések szintén normdlis eloszlastiak. Az 1.2.18 lemm4bdl kiindulva B is nor-
malis eloszlasi, ha ezen valtozok varhaté értéke és variancidja konvergal. A varhato érték
a valtozé sorozat minden tagjara 0. A variancia konvergenciajat a folyamat novekménye-
ire latjuk be kicsit késébb. Az érvelés az I;,(t; € R,i € N) véltozdk tetszbleges linedris
kombinaciéjara is érvényes marad, vagyis a véges dimenzios peremeloszlasok egyiittesen
tobbdimenzidés normalis eloszlasiak. A trajektoriak folytonos jellegét a folyamat meg-
orokli hataratmenetben a meghajté Brown-mozgastol. Ez korlatos valtozasu integrandus
esetén a hagyomanyos It6-folyamatok folytonossagara adhaté bizonyitassal analég médon
belathaté. Ekkor tehat az integrél valéban majdnem mindeniitt folytonos trajektériaju
centralt Gauss-folyamat lesz. A gondolatmenet hasznalhaté altalaban is annak beldta-
sara, hogy a dolgozatban elékeriilé 6sszes Volterra-magfiiggvény Brown-mozgdas szerinti
integralja majdnem mindeniitt folytonos trajektoriaju centralt Gauss-folyamat. Mar csak
azt kell belatni, hogy az integral kovarianciafiiggvénye megegyezik a frakciondlis Brown-

mozgaséval. Az 1.2.19 lemma alapjan elég a novekmények variancdjat ellendrizni, amely
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a gyenge konvergenciahoz szintén sziikséges. Ehhez felhasznalhatjuk a [3] cikkben meg-

talalhaté szamitasvazlatot. Legyen v > u, ekkor az impropius izometriat felhasznélva

i i 1 1N 2
st y] G (1o o)
1 1 2 B
S [ (0w ) e
R

~ Chtw—up" |

R

= O} (v —u)* (/_Ol(x + 1) + /OOO ((x + )73 — xH%>2> =

(% n /OOO (4 173 a#b) dx) o=y <% " /OOO (GRS dx)

2H

1N\ 2
((:p + 1)572 - mff§> dr =

= (v—u)

Itt felhasznaltuk a normalé C'y konstansra adott 1.2.2 képletet. A képletben talalhaté
explicit formula bizonyitdsaért lasd a [9] konyv 363 —364. oldalait. Lathatd, hogy a kons-
tans éppen ugy keriilt megvalasztasra, hogy a kovarianciafiiggvényre vonatkozé feltétel

teljesiiljon. O

1.3. A historikus volatilitas

Az eddigiekben a volatilitasfolyamat megvélasztasanal praktikus okokbdl csak az impli-
kalt volatilitas feliilet tulajdonsagait vettiik figyelembe. Azonban a dontésben tamasz-
kodhatunk az adott arfolyam szorasanak, mint pénziigyi idosornak tulajdonsagaira is. Fz
az idosor a historikus volatilitds. A historikus volatilitas természetesen tobbféle modon
is definidlhaté illetve szamolhatd, de mindig csak egy diszkrét kozelitése lesz a volati-
litasfolyamat realizdlédott trajektoridjanak egy multbeli szeletének. Viszont kdnnyen

kiszamolhat6 a piacon kozvetleniil is megfigyelhet6 adatokbdl, ami miatt jol kezelheto.

A historikus volatilitas trajektoria tulajdonsagait megvizsgalva konnyen informaciét sze-
rezhetiink arrél, hogy azt modellezve milyen meghajté folyamatot érdemes alkalmazni.
Kiilonosen az 1.2.5-ben targyalt tulajdonsag az, ami karakterizalja a meghajto folyama-
tot, és amely jol elkiiloniti a frakciondlist a klasszikus Brown-mozgéastol. Mivel a vola-
tilitasfolyamat nemnegativ, sziikséges egy nemnegativ transzformécié az azt meghajté
nem korlatos folyamatra. Mi most az exponencidlis transzformaciot tekintjiik, vagyis a

tovabbiakban a historikus volatilitds logaritmusat vizsgaljuk.
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Tegyiik fel, hogy A 1épéskozii diszkrét megfigyelésekkel rendelkeziink a volatilitasfolya-

matrél a [0, 7] intervallumon:

T
00,0A, -+, 0ka,--.; ahol ke {0,1,...,N}; N = LZJ

A logvolatilitasfolyamat novekményeloszlasat stacionariusnak feltételezve legyen a no-

vekményminta g-adik tapasztalati abszolit momentuma ¢ > 0 mellett:

N
1
m(g, A) =+ > [log(0ka) — log(0—1)a)|* = E[|log(0a) — log(ou)|*].
k=1

A volatilitasfolyamatot a [2] cikk naponkénti kozelitéssel tekinti szdmos részvényindexre
tobb kiilonb6z6 modon is kiszamitva. Minden esetben hasonlé kovetkeztetések vonhaték
le m(q, A)-ra vonatkozéan. Ennek logaritmusa log(A) fiiggvényében dbrazolva (1.3.4
abra) kiilonb6z egyeneseken fekszik az egyes g értékekre, ami azt jelenti, hogy m(q, A)
polinomidlisan fiigg A-tél. Tovabba stilizalt tény, hogy a logvolatilitas névekményelosz-

lasa kozel normalis. Tehat
E [|log(oa) — log(0o)|?] = K A%,

ahol K, tovdbbra is a standard normalis eloszlas g-adik abszolit momentumaét jeldli.

—0.5

log(m(g.A))

‘0.0 0.‘5 1.‘0 1.‘5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
log(A)

1.3.4. dbra. log(m(q, A)) abrazolva log(A) fiiggvényében az S&P 500 indexre. [2]

Az el6bbi egyenesck meredekségét, vagyis a ¢, kifejezést ¢ fiiggvényében dbrazolva (1.3.5
abra) szintén kozel egyenest kapunk, vagyis ¢, = Hgq, ahol H ~ 0.1 az Osszes vizsgalt
index esetében. Osszevetve az 1.2.5-ben latott kifejezést kapjuk vissza. Tehét historiku-
san a logvolatilitas ugy viselkedik, mint egy frakciondlis Brown-mozgas H ~ 0.1 Hurst-

egyiitthatéval, ami egybevag az 1.1 részben targyaltakkal. Az ehhez hasonléan kicsi
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1.3.5. dbra. (, dbrazolva ¢ fiiggvényében az S&P 500 indexre. [2]
Zolden a 0.142 - ¢ illesztett egyenes

Hurst-egyiitthaton alapul6 folyamatokat nevezziik érdesnek. A kicsi Hurst-egyiitthatobdl
fakaddan a logvolatilitas névekményei negativan korrelaltak, amely tiikrozi azt a stilizalt
tényt, hogy a volatilitasfolyamat dltaldban csokken, ha magas az értéke, és altalaban né,

ha alacsony. Ezt a tulajdonsagot gyakran nevezik (helyteleniil) dtlaghoz visszahtzasnak.

1.4. A kapcsoldodo6 programkod magyarazata

Az el6z6 elemzés szerint a historikus volatilitas gyakorlatban egy érdes folyamat, ezért
ebbdl a szempontbdl nem célszerti azt klasszikus Brown-mozgas segitségével modellezni.
Ezt ellendrizni fogjuk egy R-ben megirt sajat programmal is. A fejezethez irt programhoz
tartozo fiiggvények, valamint a szkript megtalalhat6 a dolgozat végén a fliggelékben. A
koédban magenta szinnel emeljiik ki az 6nalléan irt fliggvényeket és kékkel a kulcsszavakat,

valamint az alapértelmezetten elérhetd, vagy behivatkozott fiiggvényeket.

A vizsgalathoz sziikséges el6szor is egy forras, ahonnan historikus volatilitas adatokat
tudunk szerezni. Egy nyilvdnosan elérheté adatbdzissal (Oxford-Man Institute’s reali-
zed library) dolgozunk. Itt a nagyobb részvényindexek historikus volatilitasfolyamatéra
napi frissitéssel elérheto szamos lehetséges méroszam. Az elsé sajat fiiggvénnyel kigytjt-
hetjiik egy valasztott részvényindexhez tartozo relevans adatokat xts formatumban az
adatbazisbol. A programban a Dow Jones Ipari Atlag index 5 percenként mintavételezett
idosorahoz tartozo négyzetes hozamainak 6sszegét hasznéljuk napi bontasban. Ez az in-
dexnek az un. realizalt napi varianciafolyamata, amely jo kozelitése a realizalt volatilitas

négyzetének.
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A kovetkez6 1épés a frakcionalis Brown-mozgas trajektéria szimulaciéja. Ezt a Cholesky-
dekompozicié segitségével valésitjuk meg. Az 1.2.3 definiciobdl a frakcionalis Brown-
mozgds egy adott (R) autokovariancia-métrixi centralt Gauss-folyamat. Ezért, ha x
fiiggetlen standard normalis eloszldst vektor, és ¥ alséhdromszog-métrixra R = YX7,

akkor y = Xx éppen R autokovariancia-matrixu centralt Gauss-folyamat lesz:
Ely|E[y"] = EXz]E[(Zz)"] = & (E[z]E[z"]) X" = I = R. (1.4.4)

A Y métrix el8allithaté Cholesky-dekompozicié segitségével O(n?) id6ben. Ehhez sziik-
séges a Hurst-paraméter, a szimulalt folyamat hossza és a kozelités finomsaga. Valdjaban
az 1.2.10 allitas miatt az utolsé két paraméterbdl elég csak az egyiket megadni, és igy a
masikat rogzitettnek tekintve a szimulalt folyamat atskalazasaval mar elérheto a valasz-
tott paraméterezés. A matrix eldallitdsa utdn viszont mar csak fiiggetlen standard nor-
mélis eloszlas generdlasat és egy O(n) id6ben elvégezhetd vektor—alséharomszog-métrix
szorzast kell végrehajtanunk. A ¥ matrix djraszamoldsara csak akkor van sziikség, ha
modositani akarjuk az el6allitashoz sziikséges paramétereket. Ezért a két 1épést felbont-
juk két kiilon fliggvényre, hogy nagy mennyiségti trajektoriat viszonylag gyorsan tudjunk
szimuldlni a matrix eléallitasa utan, amire gyakorlati alkalmazasok soran gyakran sziikség

van. Ezt oldjuk meg a masodik, harmadik és negyedik fiiggvények segitségével.

A késObbiekben sziikséges lesz a Y matrixbdl visszaallitani a paramétereket, melyek
segitségével azt létrehoztuk. FEzt valdsitjuk meg O(1) id6ében az 6todik fiiggvényben.
Tudjuk, hogy R = X7, valamint § finomsagt 1épéskoz esetén

Riy = = ((i8) + (o) — |(j — )5 .

DO | —

Innen pedig

1 R 1 (26)*H 1
_ §2H _ 2H 22\ _ _ 2HY\ _
RH =4 s RQQ = (25) — §log2 (R_H> = 510g2 <52—H = 5 10g2(2 ) =H.
Tovédbba 6 = *V/ R, és a folyamat hossza pedig nd, ahol n a ¥ métrix sorainak szama.
Mivel Ry.01.0 = 21:2,1;225271:2, ahol az index a matrix megfelel6 méretii szeletét jeloli, ez

valéban megteheto konstans 1épésben.

Most kidolgozunk egy sajat eljarast a kovetkezo feladatra. Tegyiik fel, hogy adott egy n
hosszi idosor, melyrol feltételezziik, hogy skalazott frakciondalis Brown-mozgés ismeretlen
Hurst-egyiitthatéval és skdlaparaméterrel. Ennek becsiiljiik meg a H paraméterét O(n)

id6 alatt. Ehhez sziikséges a korabban bevezetett m(q, A) kiszdmitésa egy adott idésorra.
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Ezt a hatodik fiiggvénybe foglaltuk A = 1 esetre. Az 1.2.5 megjegyzés és a feltételezésiink

mellett a nagy szamok erds torvénye miatt aszimptotikusan
m(q, Ag) = m(q, SA) = K,'(Ags)™ = Cq)(As)™,

ahol v a frakciondlis Brown-mozgas, S pedig a 1épéskoz ismeretlen skalaparamétere, igy a
kifejezés maga is skalafiigg6. Mi azonban skalafiiggetlen becslést szeretnénk H értékére.
Ismeretlen Ag mellett ki tudjuk szamitani m(q, Ag) értékét a folyamat differencidzasaval.
Tovabba kiszamithaté m(q, sAg) is az idésor minden s-edik elemének megtartésaval és

differenciazassal. Innen adédik a megoldas:

qlgs(m@’As)) qlgs< 0<q>A%H> Jlog: () = .

Ezt a kifejezést szamitjuk ki a hetedik fiiggvényben adott g és s paraméterek mellett.
Mivel az els6 egyenléség csak aszimptotikusan teljesiil, igy a kifejezést a nyolcadik fiigg-
vényben tobb ¢ és s érték mellett is kiszamitjuk, és az eredmények atlagolasaval adunk

végso becslést H értékére.

A kilencedik fiiggvényben megvizsgaljuk az el6z6 becslés eloszldsat adott H érték mellett.
El6szor is szimuldlunk 2000 darab 1000 hosszt adott H paraméterii frakcionélis Brown-
mozgas trajektoriat, majd ezekre visszabecsiiljiik az eloz6 eljarassal a paraméter értékét.
Ezutén kifratjuk a becslések atlagdt, szordsat valamint 5% és 95%-os kvantiliseit, majd
raillesztiink egy megfelel6en paraméterezett normaélis eloszlast. Megvizsgaljuk az illesztés
mindségét abrakkal és Jarque-Bera teszttel is. A fliggvényt lefuttatjuk 0.1,0.5 és 0.9

Hurst-paraméter értékekre is.

Empirical and theoretical dens. Q-Qplot

Empirical and theoretical CDFs P-Pplot

1.4.6. dbra. H = 0.1 paraméter becslésének eloszlasvizsgalata
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H = 0.1 mellett lathatéan j6l illeszkedik az eloszlds a normalisra (1.4.6 dbra). Ezért a

Jarque-Bera teszt alapjan a normalitast nem utasitjuk el 0.51-es p-érték mellett.

Empirical and theoretical dens. Q-Qplot

Data

Empirical and theoretical CDFs. P-P plot

1.4.7. abra. H = 0.5 paraméter becslésének eloszlasvizsgalata

H = 0.5 mellett is hasonlé megfigyeléseink vannak, a teszt alapjan a normalitast ekkor

sem elutasitjuk el 0.6-os p-értékkel (1.4.7 dbra).

Empirical and theoretical dens. Q-Qplot

,/7\\

/
A
474]7—‘
T T
080 085

Empirical and theoretical CDFs. P-Pplot

1.4.8. dbra. H = 0.9 paraméter becslésének eloszlasvizsgalata

H = 0.9 mellett az eloszlas enyhén ferde balra, valamint keskenyebb farokeloszlasu, igy
a normalitast elutasitjuk nagyon kicsi p-értékkel (1.4.8 dbra). Nem taldljuk el ponto-
san az elméleti 0.9 varhaté értéket sem. Azonban ez a paraméterezés az el6zo6 részekbdl
kifolyolag nem érdekes szamunkra, igy nem foglalkozunk vele a tovdbbiakban. A becs-
lésatlagok, szérasaik és a kvantilisek a kovetkezd tablazatban abrazolt modon alakultak

a mintafuttatdsnal:
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H 0.1 0.5 0.9
atlag 0.098 0.497 0.885
SZOras 0.021 0.021 0.031
5%, 95%-o0s kvantilisek || 0.064, 0.131 | 0.462, 0.535 | 0.837, 0.938

Osszegezve tehat a becslésiink eloszldsat normaélisnak tekinthetjiik, melynek vérhaté ér-
téke a paraméter valédi értéke, szorasa pedig 0.021. Hasznaljuk most a fiiggvényt arra,
hogy megbecsiiljiitk a Dow Jones index realizalt varianciafolyamatanak elmult 1000 nap
hosszi szeletéhez tartozé Hurst-egyiitthatéjat. Az eredmény 0.172, amelynek nagysag-
rendje egybevag az eddigi elmélettel. Ennek a pontossagat azonban le is kell tesztelniink
valamely médon. A szkript harmadik részében a tizedik és tizenegyedik fiiggvények se-
gitségével kiszamitjuk m(q, A = 1 nap) értékét, ahol ¢ = {0.1,0.2,...,5} az indexre,
valamint 100 — 100 darab megfelel6 hossztsagu frakcionélis Brown-mozgas szimuléciora,
H =0.1,H = 0.156, H = 0.172, H = 0.5 paraméterekkel. A szimuldciékat ugy skéalaz-
zuk, hogy azonos szorasuak és atlaguak legyenek, mint az indexfolyamat. Az eredmények
Osszehasonlitasabdl lathato, hogy a H = 0.156 vélasztas jobban illeszkedd gorbét ered-
ményez (ezt az értéket prébalkozdsokkal kénnyen meg lehet taldlni). Ezt tekintve a H
valodi értékének lathatd, hogy az eljards nem teljesen pontos, azonban a vétett hiba

(0.016) a korabban szamolt szérdsnyi (0.021) tartomanyon beliil van.

m(q, Delta)

1.4.9. dbra. m(q, A) kiilonb6z6 H értékek mellett, valamint az indexfolyamat esetén

Most generaljunk egy-egy 1000 hosszusagu frakciondlis és klasszikus Brown-mozgés tra-
jektoriat. Ezeket megfelel6 linearis transzformacio segitségével ismét ugy alakitjuk, hogy
a realizalt variancia logaritmusaval azonos atlagiak és szorasuak legyenek. Ezutan egy
abran rendre 6sszehasonlitjuk ezeket, majd exponencialisukat, végiil pedig az exponenci-
alis utolsé 300 hosszu szeletét a megfelel6 index iddsor szelettel egyiitt. Az eredmények

szemmel lathaté modon alatamasztjak a kordbban targyaltakat.
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1.4.10. abra. Skalazott H = 0.1 és H = 0.5 paraméterii FBM trajektoria

Osszehasonlitva a Dow Jones index historikus volatilitasfolyamataval.
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2. fejezet

Erdes volatilitason alapulé modellek

Az el6z6 fejezetben bemutattuk a frakcionalis Brown-mozgas hasznalatanak motivaciéjat
sztochasztikus volatilitassal tortén6 pénziigyi modellezés esetén. A kovetkezéekben ilyen

tipusi modellre vizsgaljuk meg a legismertebb példakat, elészor [2] javaslatat.

2.1. RFSV-modell

A kordabban targyaltak szerint a logvolatilitas H ~ 0.1 paramétertu frakcionalis Brown-

mozgashoz hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkezik. Logikus tehat a modellezésnél

ds
?t = 0ydZ, oy = oexp(vB]), te[0,7].
¢

feltevést haszndalni, mint az elobbi vizsgalatnal is tettiik. Itt o > 0, v konstansok, S pedig

az alaptermék diszkontalt arfolyamata. Ennek jelentése az Ito-formula alapjan
t t
Sy = So& (/ O'udZu> = 5)& (0/ exp(VBf)dZu> )
0 0

2.1.1 Megjegyzés. Ha X ~ N(0,-), akkor £(X) = exp (X — %E|X|2) az un. Wick-
exponencidlis. Adott Z folyamat esetén a sztochasztikus exponencidlis folyamat £(Z;) =
exp(Zy — Zo— 5| Z)y). Ha Z Gauss-folyamat, akkor a névekménye esetében egybeesik a két
fogalom, példdul Volterra-integralok esetén. Ha Z lokdlis martingal, akkor E(Z) szintén

az. Ha Z teljesiti a Novikov— vagy a Kazamaki-feltételt, akkor £(Z) martingdl.

Itt alljunk meg, és gondoljuk végig, hogy a képletben taldlhaté integral egyaltaldn
értelmes-e, hiszen az integrandus nem szemimartingal. Ez azonban nem probléma, hiszen

az Ito-integrédlokat minden L-beli folyamatra értelmeztiik, ahol

t
L= {gp : ¢ progressziven mérhetd, és minden t > O-ra P (/ ©2ds < oo) = 1} :
0
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Ezeket a frakciondlis Brown-mozgéas exponencidlisa teljesiti, amely progressziven mérhe-
t6, pontonként lognormadlis eloszlasi. Sét, az integrandus valéjaban S-beli (definicioért

lasd 1.2.20). Ehhez a nemnegativ integrandusra vonatkoz6 Fubini-tételt felhasznalva

¢ ¢ t 42 |u|2H
E (/ exp(l/Bf)zdu) = / E (exp(2vB.)) du = / exp (T) du < oo.
0 0 0

Tehat az integral négyzetesen integralhaté martingal, vagyis az arfolyamat lokdalis mar-
tingdl (lasd 2.1.1). Azt azonban nem tudjuk, hogy ez valédi martingal is-e. Meggondolha-
t0, hogy a Novikov-feltétel ebben az esetben nem teljesiil. Késébb latni fogjuk, hogy nem
minden esetben martingal. Ez attdl is fiigg, mekkora a korrelacié a frakciondlis Brown-
mozgds Mandelbrot-reprezentaciéjdban (1.2.16) szerepl integrator Brown-mozgds és a

részvényarfolyamatot meghajté Brown-mozgas kozott.

A modell ilyen formajaban azonban nem ad stacionarius megoldast, hiszen az 1.2.5 meg-

jegyzés szerint o, igy lognormalis eloszlast lesz (0, [t|?#) paraméterekkel. A stacionarités

szitkséges, hogy a folyamat hosszu tavi modellezésnél is hasznalhaté maradjon, ezért

modositjuk.

2.1.2 Definicié. Frakcionalis Ornstein—Uhlenbeck-folyamatnak nevezzik a kovetkezd szto-

chasztikus differencidlegyenlet staciondrius megolddsdt:
dX, = vdB — a(X, —m)dt, (2.1.1)
ahol B! frakciondlis Brown-mozgds, valamint o,v > 0,m € R.

2.1.3 Megjegyzés. Az elobbi egy elterjedt jelolés a szakirodalomban, és a kovetkezd szto-

chasztikus differencidlegyenletet értjik alatta:
t t t
X, = X, +/ vdBY — / (X, —m)ds = Xo + vBI + amt — a/ X.ds.
0 0 0
Az elobbi jelolés az eqyenlet differencidlalakja, utobbi pedig ennek integrdlalakja.

2.1.4 Allitds. Az eléz6 egyenletnek [10] szerint létezik trajektoridnként egyértelmd, 1-

valoszintséggel folytonos trajektoridju megolddsa a kovetkezd alakban:
t
Xi=e "X+ (1—e*)m+ 1// e t=9)qpH
0

Az utobbi integrdlt is értelmezhetjik trajektoriankénti Riemann—Stieltjes-integralként,
mivel az integrandus korldtos vdltozdsi, BT pedig majdnem mindeniitt folytonos tra-
jektoriaju (lasd 1.2.13, 1.2.14). Ha a kezdeti feltétel

0
Xo=m+ y/ e~ **dBM

— 00
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alaki, akkor

0 ¢
X, =e ™ (m + 1// e_asdBf) +(1—e*)m+ I// e~ot=9)qBH —
0

—0o0

t
= 1// e =) qBH 4 m,

—00

és a megoldds (mdsodrendben gyengén) staciondrius is:
E(Xy) =m, D*X,) =2 HT(2H). (2.1.2)

2.1.5 Megjegyzés. Az el6z6 alakot dtirva kapjuk, hogy

t t
X, = 1// e_a(t_s)dBf +m=v [BsHe_a(t_s)}t_oo +m — V/ Bl'd (e_a(t_s)) <

—00 —0o0

t t

4 vBl —O—l—m—y/ BHd (e‘a(t_S)) — VBtH—i—m—y/ Bfae—a(t—s)ds
7 : (2.1.3)
Itt trajektoridnként alkalmaztuk a parcidlis integrdaldst elvet, a folytonosan differencidl-

hato fligguény szerinti integralast képletet, valamint, hogy
Bl emalt=9) o N (0, e720(9)|5|2H) 40, ha s - —o0.

A 2.1.3 egyenlet dtirhato a Riemann-integrdl kozelitéosszegére a kovetkezd modon:

nt—1 . .
] 1
Xi=m+v (lgn ILm g Bl qe=olt=x (‘L — l) + BtH) .
5—00 N—00 n n n
j=—ns

Mivel BT Gauss-folyamat, alkalmazhaté az 1.2.16 dllitds bizonyitdsdban elmondott érve-

lés, igy az X folyamal nemcsak staciondrius, hanem Gauss-folyamat is.

Hasznaljuk ezt az immar stacionarius Gauss-folyamatot a logvolatilitas modellezéséhez:

s,
?t = O'tdZt, Oy = eXp(Xt), te [O,T]
t
Ezt a megkozelitést nevezziik "érdes frakcionalis sztochasztikus volatilitdasmodellnek”,
vagy roviden RFSV-modellnek (Rough Fractional Stochastic Volatility). A definiciébdl
latszik, hogy o = 0 vélasztdssal visszakapjuk a skdldzott frakciondlis Brown-mozgast. Al-
taldnosabban formalizdlhatd, hogy az X folyamat "kicsi” o (o < 1/T') vélasztds mellett

(jelolje X*) lokélisan ([0, 7] id6intervallumon) frakciondlis Brown-mozgasként viselkedik:

2.1.6 Allitas. o — 0 esetén

E | sup |[X®— X5 —vBH|| = 0.
t€[0,T]
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[gy a folyamatnak megmaradnak a kordbban vizsgalt kedvezd tapasztalati tulajdonsdgai
a hosszu tavu kezelhetoséghez sziikséges stacionaritdssal egyiitt.

Bizonyitds. A bizonyitast [2] alapjdn, a részleteket kifejtve dolgozzuk ki. A 2.1.3
egyenletbol lattuk, hogy

t
X =vBf +m — V/ B ae=t=9) s,

igy
t 0
(X = X§) —vBll = —/ B yae =9 ds — / B ya(e =) — ¢2%)ds,
0 —00
ahonnan Bf[ = SUD¢[o 4 | BH| jeloléssel
A O A
sup [(X* — X&) — vB| < vaTBE +/ B ya(e®s — e T=9)(s,

t€[0,T] —o0

Amennyiben teljesiil, hogy
E(BI) < clt|f, VteR (2.1.4)

valamely ¢ € R esetén, akkor a fenti egyenldtlenség varhato értékét véve kapjuk, hogy

E | sup [(X{ — X§) — vBy'|

te[0,7

0
<c (V@TTH + / || va(e® — e_o‘(T_s))ds) :

— 00

Itt mar a jobb oldali kifejezés 0-hoz tart o — 0 esetén. Az Gsszeg elso tagjara ez nyilvan-
vald, az integralt atirva és a Gamma eloszlas stirtiségfiiggvényének alakjat felhasznalva

pedig

/ sfva(e™ — e 2T+ ds = pa(l — eO‘T)/ sHemds =
0 0

=va(l — pyies ds =v(1—

efaT)F(H + 1) /oo aH+18H67as e*aT)F(H + 1)
o T(H+1) afl 7

melyre mar szintén lathaté. Maradt tehat a 2.1.4 egyenlotlenség bizonyitasa, melyhez
a [2] forras a [1 1] cikkben bizonyitott 1.2-es tétel egyenlStlenségét hasznélja fel. Azonban
a tétel feltétele, mely szerint H > 0.5, valdjaban nem teljesiil, ezért mas utat vélasztunk.

A frakciondlis Brown-mozgas énhasonlésaga (1.2.10) nyoman
E(B{") = t"E(B{") < |t <= E(B{') < ¢

valamely ¢ konstansra, vagyis elég ha E(BH) < co. Tudjuk, hogy B¥ Guass-folyamat,

valamint 1-valészintiséggel folytonos trajektoriaju, hiszen a frakcionalis Brown-mozgés
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folytonos trajektoridihoz a maximumfolyamatnak is folytonos trajektéridja tartozik. Az
is nyilvanval6, hogy P(B# < o) # 0. Ebbél pedig [12] alapjan teljesiil, hogy BH-nak
létezik véges exponencidlis abszolit momentuma, vagyis els6 abszolit momentuma is

véges. 0

2.1.7 Kovetkezmény. ¢ > 0,t > 0,A > 0,a — 0 esetén
E[|XPa — X717 — vIK,A

Ez mutatja, hogy megfelelo o vélasztas mellett a folyamat novekmény skalazddasa is
a tapasztalatilag megfigyeltekhez (és a frakciondlis Brown-mozgaséhoz) hasonlé marad
(lasd 1.2.5 megjegyzés).

Bizonyitas. Szintén [2] alapjan, részletezve. A [13] cikk 2.4-es megjegyzésének 2.2-es

egyenlete szerint teljesiil a

|I"1_2H

a al 1Az
Cov [ X[\ a, X}] —K/]Re PR

egyenléség K = v?T'(2H + 1) sin(wH)/(27) jeldléssel. Nyilvanvalé tovabbd, hogy
E[(XPa = X0 =E[(X70)°] + E [(X7)?] — 2B [XP A X7 ] =
=2 (E [(X})?*] —E*[X}]) — (CE (XA X7] —E[XA] E[XD]) = (2.1.5)
— 2Cov(X{, X7) — 2Cov( X5, 4, X0,

ugyanis X mésodrendben staciondrius folyamat, és igy E [X 4] = E[X], valamint
E [(X20)?] = E[(X)?]. Osszevetve

E[( e Xa 2K/ o zAm |1 21 2K/ . zAm |
t+A - :L,Q =

ezért az

.T’l —2H

)

ZL‘2

a— E[|XP A — X2

fiiggvény egyenletesen korldtos. Réadasul az X \ — X* valtozé normdlis eloszldsu, igy

minden ¢-ra egyenletesen korlatos az
a— E[|XP A — X7|"]
fiiggvény is. Kovetkeztetésképpen a

{|X?+A - Xfé|q}aeﬂg+
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valészintiségi valtozd csalad egyenletesen integralhaté. A 2.1.6 allitdsbdl o — 0 esetén:

E|sup [(X—Xg—vBD)|| 0= X2 -~ X¢ X uvBl, vie0,T]| =

t€[0,T]
H H
= (Xia — X§) — (X7 = Xa) v(Bfia— B') = | &A_qu VI Bia — B[,
A [2] cikk éllitasa szerint, mivel a valészintliségi véltozé sorozat gyengén konvergdl és

egyenletesen integralhatd, a varhato értékek is konvergalnak, igy a bizonyitando alli-
tast kapjuk meg. Ez azonban az eddigi tanulményaink alapjan még nem kévetkezik.
Elég lenne viszont megmutatni, hogy az utolsé konvergencia 1 valdszinliségi is, mivel
az egyenletes integralhatosag feltétele mellett ez Li-beli konvergenciat eredményez egy

korabban tanult tétel alapjan. Ebbol mar kévetkezne a varhaté értékek konvergencidja:
| “ t+A |q] [ |Bt+A BtH|q]| <E H| fé+A Xa|q - Vq|Bt+A Bfl|qH — 0.

Az 1 valdszintiségli konvergencia bizonyitasahoz felhasznaljuk a [14] cikkben is megtaldl-
haté tételt:

2.1.8 Tétel. (Skorokhod reprezenticids tétel)

Legyen adott (S, d) teljes szepardbilis metrikus tér. Tegyiik fel, hogy P, (n =1,2,...) és
P valdsziniségi mértékek (S, B)-n 1gy, hogy P, Lp (itt B az S Borel o-algebrdjdt jeldli).
Ekkor létezik (Q, F,P) valdszindségi mezd, melyen léteznek X és X, (n = 1,2,...) S-
értéki valosziniségi vdltozok rendre P és P, (n = 1,2,...) eloszldssal igy, hogy X, — X

majdnem mindenditt.

1
Alkalmazzuk a tételt S = R, d = |-|guk1., P = £ <| A — X |‘1> P =L (V1B — Bf|7)
véalasztasokkal, ahol £(X) az X Valoszmusegl valtozo eloszlasat jeloli. Ebbol tudjuk,
hogy létezik egy absztrakt valdszinliségi mez6 és azon egy valdszintiségivaltozo-sorozat

ugy, hogy o — 0 mellett
| ~?+A Xa|q — Vq|Bt+A Btquv
ahol
(Xia = X719 £ X020 = X717 By — Bl £ 0Bl s — BY'|",
tehdt ezen véltozok is egyenletesen integralhatéak. A fentiekbdl pedig
E[|Xfa - X017 =E ||Xea = X00] = B [v9|Bl s - BIY] = vk, A7,

Lathatd, hogy ugyanez az érvelés dltalanosan is hasznalhaté a [2] cikk megkérddjelezett

allitasanak bizonyitasara. 0
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2.1.9 Kovetkezmény. t > 0,A > 0, — 0 esetén

1
Cov [ X7, X A] =D?[X)] — §V2A2H +o(1).

Az allitas szerint a modellben a logvolatilitas autokovariancia-fiiggvénye linearisan csok-
kend A2?H_ban.

Bizonyitas. A 2.1.7 kovetkezmény szerint ¢ = 2 esetben
E(XLa — X7)] = BI(X50)) + BIXT)) — 2BIX7A X7 > 2 0A = A%,
melyet atrendezve

(BIXE0)%) + BI(X0)? - v2A%1) .

E[X7aXf] = 5

Az X folyamat stacionaritdsabdl és 2.1.6-bdl kovetkezik, hogy
EXP] =E[X7 Al =0, Bl(X7)?] = E[(X{ )] — D?[X7].
Osszegezve kapjuk, hogy

1
Cov [X[, X[ a] = EIXPAXP] +0(1) =D?[X]] — §V2A2H +o(1).

Vizsgéljuk meg most a volatilitas autokovariancia-fiiggvényét is. Tudjuk, hogy
log(o;) = X ~ N(m, s,), ahol s, = v2a 22 HT'(2H) a 2.1.2 képlet alapjan, ezért

E(o;) =E (e*) = emt

Tovébbd X Gauss-folyamat, igy (X7 + X&) ~ N(2m, 2s, + 2Cov [ X7, X2 A]), és

E (oipn0:) = E <6X?+A+X?) = €2m+8“+COV[X?’X’g+A] ~~ 62m+28“6_%’j2A2H

a 2.1.9 kovetkezmény miatt, ha o értéke kicsi. Eszerint tehat az autokovariancia-fiiggvény
exponencidlis sebességgel lecsengs. A [2] munka vizsgédlatai alapjan mind a két auto-
kovariancia-fiiggvény tulajdonsagai megfigyelhetoek az adatokbdl szamolt megfelel ta-
pasztalati fliggvényeken, ami tovabbi fontos érv a modell mellett. Ez azért is érdekes
eredmény, mert a volatilitasfolyamat tn. hosszii emlékezetii tulajdonsagat jelenthetné a

polinomidlis lecsengés, de ezt a megfigyelés cafolja.
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log(E[o,., a7])

1.0 15 2.0 25 3.0 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0 4.5
A Az

(a) log(o:) autokovariancia-figgvénye (b) o+ autokovariancia-fiiggvényének logaritmusa

2.1.1. abra. A [2] cikk vizsgdlatai szerinti tapasztalati autokovariancia-fiiggvények.

2.2. Derivativa-arazas, érdes Bergomi-modell

Latni fogjuk [15]-6t kovetve, hogy a frakciondlis Brown-mozgds nem markovi jellege mi-
att tovabbi megfontolasokra van sziikség ahhoz, hogy a hagyomanyos arazasi elvet alkal-
mazhassuk. Vegyiik az RFSV-modell specialis a = 0 vélasztas melletti, nem stacionarius
alakjat:

logopin —logoy =v (BﬁA — Bfl) .

Az el6z6 egyenletet a historikus P mérték alatt értjiik a historikus volatilitas kordbban
vizsgélt tulajdonsagai miatt. A v, = o2 jeléléssel a varianciafolyamat fejlédésére az 1.2.16

allitasbol u > t mellett a kovetkezot kapjuk:

log v, — log v, = 2(log o, — logoy) =

= 2vCy /0 ((u —s)f=2 — (= ) — ((t — )z — (_3)H7%> dBs+

—00

u t
+2vCy {/ (u—s)"2dB, — / (t — S)H—ést} —
0 0

— WCy {/t (u— )% — (t—s)H—%st+/tu<u_s)H—ést} _

—0o0

Lol
|
—~
VA
~—
i
[SIE

= QVCH {Zt<U) + Mt<U/)} ,
ahol B (kétoldali) Brown-mozgés a historikus P mérték alatt. Tehat

Epllog v,|Fi] = log vy + 2vCy {Ep[Z;(u)|F] + Ep[M;(u)| F]} =

(2.2.6)
= log v + 2vCy Zi(u),
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ugyanis Zy(u) Fi-mérhetd, valamint M, (u) fiiggetlen F-t6l a Brown-mozgas markovita-
sa miatt. S6t, mivel az integrandus determinisztikus Volterra-magfiiggvény, igy M;(u)
Volterra-folyamat, és az 1.2.16 allitas bizonyitasanal meggondoltak alapjan 0 varhaté
értékil normalis eloszlasu valtozo, melynek varianciaja

u

D? [My(w)] = E [MF(u)] 2

°H |,  2H
A 2.2.6 egyenletbol lathatéan felmeriil egy probléma. Nevezetesen, hogy a volatilitas-
folyamat markovitasanak hianyaban latszolag sziikséges az azt meghajté Brown-mozgés
teljes multjanak ismerete is a feltételes varhato érték szamitashoz, vagyis az opcidara-
zashoz is. Tovabba ez nem csak erre a specialis modellre igaz, hanem altalanos jelenség

a frakciondlis Brown-mozgas, mint meghajté folyamat véalasztasa esetén. Legyen most
Bu(u) = V2H - My(u) = V2H / (u— )" FdB, ~ N (0, (u — t)*") |
t
Gauss-folyamat, valamint

—  wCyM(u) = nBy(u). (2.2.7)

)

n =2

Ilyen jeltlésekkel a korabbiakbol
(vul F2)

Uy

Uy = Uy €XP {nét(u) + QVCHZt(u)} = ~log N <2yCHZt(u), VR ‘Bt(u)

ezért a lognormalis eloszlas ismert varhaté érték képlete miatt
1y = 2
Ep [vy|Fi] = viexp $ 2vCyr Z(u) + 7Y E ‘Bt(u)‘ .
Az el6z6 kettot osszevetve

1 o 1 _
Uy = Vg €XP {QVC'HZt(u) + EVQIE ‘Bt(u)‘ +nBi(u) — §IJ2E ’Bt(u)

} T (228)
= Ep [v,|F] € (Uét(u)> ;

ahol £ a Wick-exponencidlis (lasd 2.1.1). A 2.2.8 képlet alapjdn tehat nem sziikséges a
meghajté Brown-mozgas multjanak ismerete, mivel a v, valtozo feltételes eloszldsa az

F; o-algebratdl csak az Ep [v,|F;] kifejezésen, vagyis a variancia eldrejelzéseken keresztiil

fiigg.

A korabbiak alapjan tehat a historikus mérték alatt a 2.2.8 képlet alapjan megadott,
lognormalis varianciamodell visszaadja a megfigyelt variancia idosorok tulajdonsagait.

Tovébba az Ep [v,|F;] folyamat adaptalt a B (a kétoldali Brown-mozgés integrétor) altal
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generalt filtrciora is. Feltételezziik, hogy ez egybeesik a B &ltal generdlt filtraciéval,
ahol BY? Brown-mozgds a Q kockézatsemleges mérték alatt. Tekintsiik 4ltaldnosan a
mértékeserét:

dB, = dBY + \ds,

ahol {\s : s > t} interpretdlhat6, mint a volatilitaskockdzat piaci dra. A 2.2.8 tovabbir-
haté

vu = Bp [0ul F € (nBi(w)) = Be [vu| 7] € (n\/ﬁ [ umsyan,) -
Ep [v,|F] exp {n\/_/ u—s)1"2dB, ——(u—t)ZH}
Ep [0u| ] exp {77\/_/ (u— )72 (dB2 + \ds) — %Z(u - t)ZH} =
2

~ B [l € (nB2w)) exp {n@ [ - syas)

modon, ahol a kordabbihoz hasonléan

Ep [v,|F] exp {77\/_/ H-3qBQ — 77—2(u — )2 4 n\/ﬁ/tu A (1 — S)H—éds} —

B2(u) = \/ﬁ/u(u — 5)1=2dBY %N (0, (u—1)*7). (2.2.9)

Lathaté, hogy Q alatt v, altalaban méar nem lognormalis eloszlast az utolso tag miatt, de

az marad példaul determinisztikus A esetén. Tegyiik fel, hogy A determinisztikus, ekkor

vy, = Ep [v,|Fi) € (nBP(u)) exp {n\/ﬁ /t“ As(u — S)H_éds} = Eglvu| F1]E (né?(u)) ,

mert a 2.2.8 képlethez vezeté gondolatmenet alkalmazhaté a Q mérték alatt is. Ezért
&(u) = Eglvy| Fi] = Ep [vy|F] exp {UVQH/ As(u — S)H_éds} , u>t
t

alaki lesz az un. forwardvariancia-gorbe, amely igy két tag szorzata: az egyik a meghajto
Brown-mozgéds multjatél fliiggd sztochasztikus-, a mésik pedig a kockazat piaci aratol

fiiggd determinisztikus mennyiség.

2.2.1 Megjegyzés. A wvolatilitdaskockdzat a mogittes pénziigyi eszkoz drfolyamatanak vo-
latilitdsdban bedllo hirtelen, elére nem ldthato megudltozdsbol szirmazo veszteség kockd-
zata. A wolatilitaskockdzat piaci dra alatt dltaldban azt szokds érteni, hogy a befektetdk
mekkora kockdzati prémiumot vdrnak el a volatilitaskockdzat eqységnyi novekedéséért. A

volatilitds ma mdr piacon kereskedhetd mennyiséqg, ezért az elobbi is jol szamszerisitheto.
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Ugyanezért a jelenbeni forwardvariancia-gorbe megfigyelhetd piaci adatokbol. Ehhez gya-
korlatban dltaldban a likviden kereskedett variancia swapok drait haszndljak. Eqy adott
alaptermékre vonatkozo variancia swap lényegében eqy olyan forward tgylet, mely eseté-
ben a kotési dr (vagy inkdbb kitési érték) és a kifizetés viszonyitasi alapjat az alaptermék
drfolyamat lejdaratig realizdlt variancidja adja a konkrét drfolyam helyett. Részletesebb
leirasért ldsd példdul a [10] munkdt. A feltevésink, hogy \ determinisztikus, maégittes
tartalmdban azt jelenti, hogy az ilyen jellegii befektetdi preferencidkat gondoljuk tddben
determinisztikusan vdltozonak. A feltevés jogossdga megkérddjelezhetd, azonban ebben
az esetben tudunk (viszonylag) konnyen dllitdst megfogalmazni a variancia eloszldsdra

vonatkozoan.
A kordbbiakbdl
v = Eglva| Fol& (nég?(u)) = &8 (77\/2[{ / (u— S)H—;dB;?) ,
0

ezért

Eqlvu|Fi] = &o(u)Eq [5 <n\/ﬁ/ou(u - S)H—édB;Q) | ]:t] _
= &o(u)é (n\/ﬁ/ot(u — s)H‘édB;Q) =& (u).

Koénnyen lathato, hogy a forwardvariancia-folyamat nem markov tulajdonsagui, vagyis

Eglvy|Fi] # Eglvu|v]. Eljutottunk tehat a kovetkezd modellhez (Q jelolés elhagydsaval):

T~ VB, &) = (e (nﬁ / <u—s>H-5st), (2:2.10)

ahol dZ, = pdB; + \/1 — p2dB;-, p korreldci6 paraméter, és B, B+ fiiggetlen Brown-
mozgasok. Itt tipikusan p < 0, mivel a volatilitas és az arfolyam tapasztalatilag gyakran

mozdul ellentétes irdnyban.

A modell jelenlegi alakjaban az 1 faktoros Bergomi-modell nem markovi altalanositdsa-
nak tekintheté. Az 1 faktoros Bergomi-modell megtalalhaté a [17] cikkben:
dSy

S, = V&(t)dZ,,

E(u) = &(u)€ (77 /t e_”(“_s)st> = &o(u)€ (ne‘“(“_t) /t e_“(t_s)st) =
0 0

1
= &(W)E (ne " 7IY;) = &(u) exp {ne”(“)Yt - §n2e2ﬁ<“>ErYtP} :

ahol Y klasszikus Ornstein—Uhlenbeck-folyamat, pénziigyi folyamatok targybdl is tanult
explicit képlettel:

t
dY, = —kY,dt +dB, = Y,= / e =9 4B,
0
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Lathaté, hogy valéjaban a sztochasztikus exponencidlis argumentumaban szereplé expo-

nencialis magfiiggvényt cseréltiik le Volterra-magfiiggvényre:
t t 1
n / e *=9dB, — nV2H / (u— s)H~2dB,. (2.2.11)
0 0

Ezért a modell az érdes Bergomi (rough Bergomi), vagy roviden rBergomi nevet kapta.

A modell feltételei melletti szimulacidhoz 2.2.10-bél az Ito-formula szerint kapjuk, hogy

sose([ o)

0, = E(u)E (Wﬁ [ - s>H%st) = &) (nBofw))

(2.2.12)

Itt B := B, Volterra-folyamat. Ez a folyamat a frakcionlis Brown-mozgéshoz hason-
16an skaldzodik (1.2.5 megjegyzés, 2.2.9 képlet), valamint utébbibdl D?[B,] = u?. Az

Osszefiiggési strukturaja azonban eltérd, hiszen v > u mellett az 1.2.21 izometria miatt
Cov [BU, Bu] =E [BUBU} =2HE [/ (u— S)H_;st/ (v — S)H_;dBS:| =
0 0

2H (E Vou(u — s)7-2dB, /Ou(v - S)H—%st] +E Uou(u — 5)"2dB, /:(v - S)H—%dBSD

. . u _ 1 -1
lzoretria 2H/ (u — S)H_%(U — s)H_%ds +0°= u2H2H/ (1-— t)H_% (E — t) fdt =
0 0 u
1

— 2oy (%)H_Q/l(l—t)’f (1—t )H_édté
0

. H-3 T(1)['(H + 1 1 3
:u2H2H<E> ZLBQLFI __H71’_+H,E =
u I'(H+3) 2 2 v

H-3 1 1 3
:u2H2H<3> R (1 --H2+HS),
U H+ 3 2 2 v
ahol oF} az ugynevezett (Gauss) hipergeometrikus figguény. A (*) jelii egyenldség a

hipergeometrikus fiiggvény Euler-integralreprezentaciéjabol kovetkezik:

['(e)

o Fi(a,b,c,z) = m/ﬂ 1L =) (L —t2) 7%, (e > b > 0).

Az utolsé egyenldségnél kihasznaltuk, hogy I'(1) = 1,T'(a + 1) = aI'(«), valamint

. (@) n(b)n 2" 1, ha n =0,
2F1 a, b C, Z Z - 2F1(b7 a, ¢, 2)7 ahol (q)n =

= ©n nl [1%, (¢ +i), han>0.

A hipergeometrikus fiiggvénnyel kapcsolatos tovabbi részletekért lasd pl. a [18] cikket.

32



A Z Brown-mozgds és a Volterra-folyamat kovarianciaja v > u mellett

E [BUZU} — V2HE [/Ov@—s)ff—%st (/OudeS+/0u ﬂdB;)} =
= ot | [ o - sy talBl 40 - DVIHT_ gy

H+ 35
_ pV2H
 H+3

NIE
—_
fﬁ IS
[e=)

|

1 1
(v = (= w)*1),
valamint hasonléan

E [BUZU} = V2HE [/OU(U—S)H—%CJBS (/0 des+/0v \/1_*,02613;)} _
= pV2HE [/Ou(u - s)H‘éd[B]s} +0= @uH+%.

H+3

Osszevetve

E [BUZU} = ?—I\/—?—_H (vHJr% —(v— min(u,v))H+%> .

1
2

Végiil Z Brown-mozgas voltabél fakadéan E[Z,Z,] = min(u,v). Mivel Z és B Gauss-
folyamatok, melyeknek ismert az egyiittes kovarianciamatrixa, lehetséges a modell felté-
telezései melletti Monte Carlo-szimulacio. A folyamatok trajektéridinak osszeflizésével
kapott vektor is tobbdimenzids normalis eloszlasu, igy eloallithatoak lehetséges trajekto-
ridik az egyiittes kovarianciamatrix Cholesky-dekompozicidjanak segitségével (lasd tjra
1.4.4). Itt n darab m hosszu trajektéria szimuldldsa esetén az egyiittes kovarianciamat-
rix (2m x 2m) dimenzids, melyet egy (2m x n) dimenzids véletlen normélis métrixszal
kell szorozni. Minden 1j trajektéria generalasdhoz sziikséges egy alsbharomszog-matrix
és egy vektor szorzdsa, {gy ez az eljdrds sajnos meglehetSsen lassd. A B trajektéridinak
ismeretében eloallithatd v a 2.2.10 képlet alapjan, és igy megkaphatd Z és v segitségé-
vel S kozelitése is, példaul az Euler—-Maruyama-médszer alkalmazésaval. S trajektoriait
hasznalva kiszamithaté a megadott derivativa kifizetésfiiggvényének QQ mérték melletti
tapasztalati diszkontalt varhato értéke, igy lehetséges az arazas. Mindazonaltal a modell
ilyen elven torténd kalibraciéja nem célszerii a hossza futasi idé miatt. Modellkalibracié
alatt azt szokas érteni, hogy az implikalt volatilitas feliilet és a modell implikalt volatili-
tas feliilet valamilyen metrika szerinti tavolsagat minimalizaljuk a modell paraméterein.
Tulajdonképpen a piac allapotat legjobban leiré modellparaméterezést akarjuk ekkor
megtalalni. Ennek futési ideje akar 20-ad részére is csokkenthetd példaul varianciacsok-
kentési modszerek segitségével, mint feltételes Monte Carlo-szimulacio, illetve kontroll-,

és antitetikus valtozok hasznalata (ldsd [19]-ben).
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Alternativ megkozelitésként hasznalhatjuk, hogy a mértékcsere soran a varianciafolyamat
diffizids egyiitthatdja, valamint a Hurst-paraméter nem valtozik meg, vagyis ugyanaz n
és H értéke a P és Q mértékek alatt. Tovabba 2.2.7 és 1.2.2 képletek alapjan
C I'Ge—H
n= w—2L =2y G/ ) )
VoH I'(H +12)(2—2H)

és a H, v paraméterek becsiilhetéek a historikus varianciafolyamat alapjan is. A forward-

(2.2.13)

variancia-gorbe megfigyelhet6 piaci adatokbdl (14sd megint 2.2.1). Mivel a modell pa-
raméterként fogadja a forwardvariancia-gorbét (£y(t),t > 0), igy alkalmas véalasztéssal
a modell és a piaci implikalt volatilitas feliiletek ATM-nél vett keresztmetszete ponto-
san megegyezik. FEzen elOzetesen becslések segitségével elegendd lehet a fennmaradd p
paraméter szerint kalibrdlni a modellt. A [15] munka szerz6i megvizsgalték a feliiletek
illeszkedését el6zetes megfontolasok alapjan megtippelt paraméterekkel az S&P 500 in-
dex esetében két multbeli idépontra. Eredményeik alapjan jobb illeszkedés érheté el az

rBergomi, mint a hagyoméanyos sztochasztikus volatilitas modellek hasznalataval.

2.3. A kapcsolodo programkod magyarazata

A masodik fejezethez tartozd programkod kiemelési az els6 rész szinkodjat kovetik. A
program elsé részében a fejezethez implementalt fliiggvények segitségével roviden a 2.1.1
képlet altal definialt frakciondlis Ornstein—Uhlenbeck-folyamat paraméterbecslésével fog-
lalkozunk. Tegyiik fel ismét, hogy a megfigyelt idésorunk az 1.3 szekciéban leirtak-
nak megfeleld, de ismeretlen Ag idéskalaval, valamint hogy a logvolatilitas frakciondlis
Ornstein—Uhlenbeck-folyamatot kovet. A fejezetben leirtak alapjan azt is feltételezziik,
hogy 0 < a <« 1/T. A Hurst-paraméter becslésére megfigyelt logvolatilitdas id6ésorbol
mar adtunk egy lehetséges egyszerti modszert. Ez ebben az esetben is hasznalhaté ma-
rad a 2.1.7 kévetkezmény miatt. Hasonléan egyszerii elven szeretnénk becsiilni a v, a, m
paramétereket is. A 2.1.6 allitas miatt a logvolatilitasra teljesiil az 1.2.10 6nhasonléségi
tulajdonsdg. Ekkor nyilvan tekinthetjiik gy, hogy a megfigyelt idésor skaldja 1 egység

(példaul nap), hiszen az id6 atskalazasa ekvivalens a folyamat atskalazasaval:
(0% d «
(XtAS)teR+ - |AS|H(X15 )teR+-
Ez egyenértékii azzal, ha a folyamat v és a paramétereit skalazzuk at ugyanigy. A v
paraméter becsléséhez hasznalhatjuk a 2.1.7 kovetkezményben szerepld explicit formulat
a novekmények g-adik momentumara (m(q, 1)). Ekkor tehét

q m(q7 1)
K,

q

m(q, 1) = K" = i =
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egy lehetséges becslés a feltételezések mellett. Tapasztalatilag kiilonbozé ¢ értékekre
nagyon kozeli eredményt kapunk, de ezt is tobb lehetséges g értékre atlagolva szamitjuk
ki. Ebbdl az rBergomi-modell becsiilt 1 paramétere is kiszamolhaté a 2.2.13 képlet
szerint. Ha a logvolatilitasrol fetételezziik a stacionaritast (vagyis a > 0), akkor a 2.1.2

képlet alapjan hasznalhatjuk, hogy

_ 2HT(2H)
« (] ~ 2o 2 HT (2H ji= I
SN( Og(at)> ra ( ) — « S}‘V(log(at))’

ahol s3 a minta korrigdlt tapasztalati szorasa, valamint

= Zlog (0kag) = Ellog(ay)] -

Az o paraméter becslésénél két ellentétes szempontot kell figyelembe venni. Ha az értéke
tul kicsi, nem érvényesiil lokdlisan a stacionaritas, ha pedig til nagy, akkor a folyamatnak
lokalisan eltéro tulajdonsagai lesznek a frakcionalis Brown-mozgas skalazottjaétol. Ezért
itt némileg egymasnak ellentmondo¢ feltételezéseket tettiink, ami megjelenhet kovetkeze-
tesen fennall6 hibdkban a becsléseknél. Ennél nyilvan léteznek sokkal szofisztikaltabb

modszerek is, melyekre most nem tériink ki (lasd példdul [20]).
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2.3.2. abra. Dow Jones logvolatilitasra illesztett paraméterezésii frakciondlis

Ornstein—Uhlenbeck-folyamatok szimulacidja kiilonboz6 o értékek mellett.

Erdekes, hogy a paraméterbecsléseket a Dow Jones index logaritmusara kiszamitva kap-
juk, hogy & < 0.006. A 2.3.2 dbran is lathatd, hogy az indexbdl becsiilt paraméterek

mellett ez az érték jelentéktelen, hiszen még az o = 10 paraméter sem valtoztatja meg
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jelentos mértékben a szimulalt idosor strukturajat, vagyis a ~ 0. Ez is azt mutatja,
hogy a historikus logvolatilitas inkabb az egyszeri skalazott frakcionalis Brown-mozgés
tulajdonsagait mutatja, mintsem a frakcionalis Ornstein—Uhlenbeck-folyamatét. Emiatt
az « és m paraméterek becslései pontatlanok lehetnek a feltételezések hibai miatt, de
ebben az esetben nem is szamitanak. Tovabba észszerli az rBergomi-modellben hasznalt

a = 0 feltevés is.

A miésodik részben az rBergomi-modell 2.2.10 képlet szerinti szimulaciéjat valdsitjuk
meg. Ehhez el6szor kiilon implementaltuk a sziikséges kovarianciafiiggvényeket. Erdekes
vetni egy pillantdst a variancia egyenletében hasznalt B Volterra-folyamat és a frakei-
onalis Brown-mozgés kovarianciafiiggvénye kozotti kiillonbségre. Ahogy lathaté a 2.3.3
% 2H _ 1

= 5 egyenesre simul

abran, el6bbi gyorsabban esik és 0-ba hiz, mig a masik y = 5

ra.

Volterra-folyamat

2.3.3. abra. Cov(1,t),t € [1,5] a B és frakcionalis Brown-mozgés folyamatokra

Az egyiittes kovarianciamatrix kiszamitasat is kiilon fiiggvénybe szerveztiik, igy a kolt-
séges Cholesky-dekompoziciét nem kell szimuldcionként végrehajtani. A szimuldciéhoz

sziikséges
~ ~ 1 ~
g (nBt> = exp(nB; — 5 [nB]t)
kiszamitasa, viszont nem tudjuk, hogy érvényes marad-e az Ito-kalkulusbol megismert

Brown-mozgés szerinti integralokra vonatkozo kvadratikus kovariacié képlete.

2.3.1 Allitas. Determinisztikus, korldtos valtozasu integrandusokra dltalanosithato az Ito-

kalkulus kvadratikus kovaridcio képlete:

t t t
|i/ Sot,ssty / ft,sst:| = / Spt,sft,sds-
0 0 0
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Bizonyitas. Az 1.2.21 lemma bizonyitasanak érvelését felhasznalva
t t nt—1
E ([/ sot,sst,/ ft,sstD =E (hm > ¢us (Bus = By) & (Bun - Bj)) -
0 0 n—oo - n n n ‘n n n
7=0
t t t
E (/ Spt,sst : / €t,sst) - / SOt,sft,st,
0 0 0

valamint
t t nt—1 9
D2 ([ / 1.5dB,, / &’sstD =02 lim S g, & (Bﬂ _B,) | =
0 0 n—o0 o n n n n
J
nt—1 9 nt—1 ] 1 ] 2
. ) .
= Jm > ey gD (B =5,)") = Jim 2 g by? (F=-1) <
j= J=

nt—1 . .
.2 j+1 g 2t
< sup ’@t,s'ft,s’ lim — Z ( — —) = sup \g0t73-5t75| lim — = 0.
s€[0,t] n—oo N e n n s€[0,t] n—oo 1

Itt kihasznaltuk, hogy X ~ N(0, 0?) esetén a normalis eloszlds momentumaira vonatkoz
képletbol
D?(X?) = E(X*) — E(X?)? = 30" — o = 20"

O
Ez is dltalanosithaté nem determinisztikus esetre, korlatos valtozasi integrandus mellett,

de erre nincs sziitkségiink. A formulat felhasznalva
t
[né] = {77\/ 2H/ (t — s)H_ést} = 2H772/ (t —s)*"tds =
¢ 0

t

0

(t_S)QH]t 2,2H

—2H772[—— = 't
2H 50

vagyis

vy = &(t)E (TIBt> = &o(t) exp (Uét - %thQH) )

és igy minden adott a trajektéridk szimulacidjahoz. Ezt a 11. fiiggvényben valdsitjuk
meg, melyet a 12. dltalanos szimulaciés arazasi fiiggvényben felhasznalhatunk tetszoleges

(akér trajektériafiiggd) derivativa drazdsara.

A szimuldlt trajektériat a 2.3.4 abran szemiigyre véve hihetonek tiinik, hogy az arfo-
lyamat martingal, hiszen nem latunk egyértelmii trendet a trajektorian. Tovabba a
szimulaci6 soran az alapterméket meghajté egyenletben nem hasznalunk id6 szerinti in-
tegralt. Hasznaljuk a martingal tulajdonsag tapasztalati ellenérzésére az implementalt

altalanos szimulaciés arazo fiiggvényt. Ekkor Sy = 100, p = —0.9 paraméterekkel, lapos
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2.3.4. dbra. Sajat kdddal generdlt variancia és arfolyamat trajektoria p = —0.9 mellett.

forwardvariancia-gorbét feltételezve a bedrazandé kifizetésfiiggvény Sy (most Sp). Erre
10 000 szimulaciot végrehajtva az eredmény 99.997. Ez tehat megerositi a sejtésiinket,
hiszen martingal varhato értéke a kezdeti érték. Azonban egyaltalan nem nyilvanvald
a martingal tulajdonsag csak abbdl kiindulva, hogy az alaptermék arfolyamataban nem
szerepel drift. Valoban, méar a hagyomanyos sztochasztikus volatilitas modellek esetében
is koriiltekintéen kell eljarni az ekvivalens mérték kivalasztasanal, mert az erre alkalma-
zott bevett médszerek gyakran szigorian lokalis martingdlmértéket eredményeznek (lasd
példaul [21]). Ez esetben viszont létezik T' > 0, melyre E[S7| < Sy. S6t, a korreldciora is
megkotéseket kell tenni, hogy létezzen a modellnek bizonyos altaldnos elvardsoknak meg-
felel6 megolddsa (lasd [22]). Az kénnyen belathat, hogy az arfolyamat lokalis martingdl,

ugyanis tudjuk, hogy

b= O(E (15,) = o) exo <”B" - 3”“) ~ &o(u) -log N (‘%n w2, n2u2H> .

Tovabba 2.2.12 alapjan
t
S; = So€ (/ \/UudZu) :
0

Itt az integrandusrdl belatjuk, hogy S-beli (definiciéért lasd 1.2.20). Ismét a nemnegativ

integrandusra vonatkozé Fubini-tételbdl
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E ( /0 t vudu) —F ( /0 t €o(u) exp (néu — %n%m) du) =
_ /Ot fo()E <exp (nBu _ %n%ﬂH)) du = /Ot £o(u)du < oo,

ha példaul a forwardvariancia-gorbe folytonos. Vagyis az arfolyamat valéban lokélis
martingdl, 1lasd megint 2.1.1. Ehhez egyébként az integrandus L-belisége is elég, ami
szitkséges is az integrédl értelmezéséhez. Azonban az is ellenOrizhetd, hogy az integral
nem teljesiti a Novikov-feltételt, igy még mindig nem tudjuk, hogy valédi martingal-e.
A [23] cikk bizonyitja a jelenleginél altaldnosabb esetben, hogy ez akkor és csak akkor
igaz, ha a p paraméter, vagyis a B és Z Brown-mozgasok kozotti korrelaciéo nempozitiv
(ahol B, = v2H Jo (u — s)H=2dB,). Mér kordbban emlitettiik, hogy a gyakorlatban
megfigyelteknek megfeleléen a korrelacio jellemzoen erésen negativ. Ez azonban a histo-
rikus mérték alatt igaz, de a mértékvaltas soran éppen a korrelacié paraméter valtozik
meg. Az eredménybdl tudjuk, hogy ez a Q mérték alatt sem lesz pozitiv. S6t tobbet is
tudunk, mert ezek szerint 1étezik Q martingalmérték, igy az eszkozarazas elsé alaptétele
miatt a modell arbitrazsmentes piacot eredményez. Tovabbmenve minden p < 0-hoz tar-
tozik Q, martingdlmérték, igy a modell szerinti piac nem teljes az eszkdzdrazas méasodik
alaptétele kovetkeztében. Ez azt jelenti, hogy nem minden kifizetésfiiggvény allithaté el
onfinanszirozo replikald portfolié segitségével. A teljesség hianya egyébként viszonylag
altalanos jellemzGje a tobbfaktoros, igy a sztochasztikus volatilitds modelleknek. A pia-
cot megfelelden leiré martingalmérték megkeresése gyakorlatban a modell kalibrécidjaval

oldhaté meg.

A fejezethez tartozd kod utolsé részében megmutatjuk mintaként az implementalt arazé
fiiggvény hasznalatat. A fiiggvénnyel kiértékeljiik 10 000 szimulacioval egy K = 100
kotési arfolyamu eurdpai vételi opcid, valamint egy azsiai opcio értékét a martingal tu-
lajdonsag teszteléséhez haszndlt paraméterezés mellett. Utébbinal a kotési arfolyam a
3 — 9. honapok napi eszkozarfolyamainak atlagaként van megallapitva. Ez demonstralja
a szimulacidés modszer elonyét, ugyanis barmilyen exotikus derivativa értékét meghata-
rozhatjuk igy rendkiviil egyszerli implementacié mellett. A mddszer korabban is emlitett

hatranya, hogy modell kalibraciéra nem jol alkalmazhaté a hosszu futasi idé miatt.
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2.4. Erdes Heston-modell

A (klasszikus) Heston-modell [24] egy sztochasztikus volatilitds modell, melyben a disz-

kontélt drfolyamat (S) a kovetkez6 dinamikéval rendelkezik:

dS, = S/ VidW,

(2.4.14)
AV, =X(0 — V,)dt +  v/V,dB,,

ahol \,0,v > 0 és dW; = pdB; + \/1—7,02dBtL, vagy masképpen [dW;,dB;] = p - dt.
A modell méara ipari sztenderddé vélt szamos kedvez6 tulajdonsdga miatt. Viszonylag
jol reprodukalja az implikalt volatilitdas feliiletet és annak dinamikajat is, a volatilitas
atlaghoz huzé, és az drazds konnyen implementalhatd. Vizsgaljuk meg [25] nyomaén,
milyen eredményre jutunk egy 2.2.11 képlethez hasonld jellegli valtoztatassal ezen a
modellen. Vagyis adjuk hozza a 2.4.14 integralalakjdhoz szorzdtényezoként egy Volterra-

folyamat skaldrszoroséat. Legyen tehat o := H + 1/2 jelolés mellett
dSt = Sp\/ VedWr,

1 t a—1 i s L ! —Sa_lV
Vi Vot o | (=97 N0 = Vs + s [ (=9 oy,

(2.4.15)

ahol A\, 0, v,V > 0, W és B Brown-mozgasok p korrelacié paraméterrel, valamint
a=H+12 € (Y2,1). A modellt érdes Heston (rough Heston) modellnek nevezziik,

melybol o = 1 esetben kapjuk vissza a klasszikus verziot.

Vegyiik észre, hogy itt a Brown-mozgds szerinti integralt még nem értelmeztiik. Az
integrandus tartalmazza szorzétényezoként a volatilitast, vagyis nem korlatos valtozasu
folyamat. Ezt tehat nem definidlhatjuk trajektoriankénti Riemann—Stieltjes-integralként.
Mivel Volterra-folyamatot is tartalmaz, az [to-féle megkozelités sem alkalmazhato kozvet-
leniil. Megjegyzendé, hogy maga a [25] cikk nem utal 4, az integralt hogyan értelmezi.
Ez persze nem jelenti, hogy azt nem lehet értelmes médon definidlni, azonban ennek

preciz bevezetése meghaladja a dolgozat kereteit.

A sztochasztikus Volterra-integralok, valamint a frakcionalis Brown-mozgés szerinti in-
tegralok kalkulusa tobb lehetséges médon is felépithet6. Az egyik kiindulasként az integ-
ralt egyszeri integrandusokra definidlja a szokasos médon trajektoriankénti szorzatként,
majd abbdl épiti fel az elméletet (lasd pl. [20]). Ekkor az integrdl a Stratonovich-
féle megkozelitéshez hasonlé tulajdonsagokkal rendelkezik, amely a pénziigyi modellezés
szempontjabdl kedvezdtlen. Egy mésik megoldds a Malliavin-kalkulus [27] adta elmé-

let felhasznéldsa (pl [28]). E megkozelitéshez igéretes eredmények kapcsolddnak, tébbek
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kozott egy altalanos Ito-formula is levezethetd [29]. Megjegyzendd, hogy a frakcionalis
Brown-mozgasnak 1étezik klasszikus Brown-mozgés szerinti Volterra-integral reprezenta-
cidja is, vagyis )
B = [ Kult.5)db.
0

ahol B klasszikus Brown-mozgas, Ky pedig alkalmas Volterra-integrandus, lasd a rész-
letekért a [30] cikket. Ebbdl kifolydlag a Volterra-integrél a frakciondlis Brown-mozgas

szerinti integral egyfajta altalanositdsanak tekinthetd.

A kovetkez6ekben osszefoglaljuk az érdes Heston-modellel kapcsolatos legfontosabb ered-
ményeket, mivel nagy érdeklédésre tart szamot a szakirodalomban. Az allitdsok bizo-
nyitasara viszont az elméleti megalapozas hidnya miatt csak referenciat adunk és azok
kidolgozasat itt elhagyjuk. A klasszikus Heston-modellben zart formula adhaté az arfo-
lyam logaritmusanak karakterisztikus fiiggvényére. Ehhez a fiiggvényre felirt Feynman—
Kac-formula alkalmazasaval adédo parcialis differencidlegyenletet kell kifejteni, majd az
ebbdl ad6dé Ricatti-tipusu differencidlegyenletet kell megoldani, 14sd [24]. Ha a karakte-
risztikus fliggvényre ismert egy analitikus vagy szemianalitikus formula, akkor a tanult
inverziés formula alapjan egy abszolit folytonos eloszlas stirtiségfiiggvénye is szamolha-
t0, mint a karakterisztikus fiiggvény Fourier-transzformaltja. Gyakorlatban a Fourier-
transzformacio elvégézésére gyors algoritmusok allnak rendelkezésre, melyeket a szakiro-
dalom 6sszefoglaléan gyors Fourier-transzforméciénak (Fast Fourier-transform) nevez.
Ezen algoritmusok kozvetlen alkalmazasa az opcio arazasi feladatra nehézségekbe {itko-
zik, melyek megoldasat a [31] cikk targyalja. Mindezek egyiittes haszndlatdval hatéko-

nyan lehet a klasszikus modellt kalibréalni is.

A [25] cikk alapjan a modell érdes altaldnositdsa esetében a klasszikus esettel analdg
formula kaphato a karakterisztikus fliggvényre. Ennek bizonyitdsa azonban alapjaiban
kiilonbozik a klasszikus esettol. A nehézséget ujfent az jelenti, hogy karakterisztikus
fiiggvény varhato értékében szerepld folyamat nem szemimartingal és nem is Markov-
folyamat. Viszont a modell altal definialt arfolyamat logaritmusa megadhaté, mint egy
alkalmasan 0Osszedllitott folyamatsorozat limesze. A folyamatsorozat épitéelemei kétdi-
menzids, un. kozel instabil Hawkes-folyamatok. A karakterisztikus fiiggvény ezen folya-

matsorozat karakterisztikus fiiggvényeibol all6 fiiggvénysorozat hatarértékeként adddik:

. St
E [emlog 570] = exp (gl(a7 t) + %92(07 t))) )

ahol ,
5@t =0A [ Hos)ds. gla.t) = ha.t)
0
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Itt a h fiiggvény a kovetkezo frakcionalis Ricatti-differencidlegyenlet megoldésa:

2
L>h2(a, s), I*h(a,0) =0,

D%h(a,t) = %(—GQ —ia) + A(iapy — 1)h(a, s) + ()\2

ahol « € [0,1) esetén D*, I* rendre frakcionalis differencidl-, és integraloperatorok:

I = e [ =97 s
D10 = e | (€= 9 )

amikor léteznek. A frakciondlis Ricatti-differencidlegyenlet megoldédsa egyértelmii és foly-

tonos, de nem adhaté meg explicit alakban. Léteznek viszont hatékony numerikus mod-

szerek ilyenek kiszamitdsara, mint példaul a [32] cikk javaslatai. [gy a karakterisztikus

fiiggvényre adott egy szemianalitikus képlet, mely lehetévé teszi az opcidarazast a klasszi-

kus esethez hasonlé logikaval. Viszont a fiiggvény kiszamitasa a klasszikus esethez képest

hosszabb futasi id6 alatt teheto csak meg.
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3. fejezet
Erdes volatilitas gépi tanulassal

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy érdes volatilitassal torténo modellezés mellett az arazéas
tobbnyire nem til gyors. Az rBergomi-modellben Monte—Carlo-szimulacids opcidéarazas-
ra szorulunk. Az érdes Heston-modellben numerikus modszerekkel sziikséges kozelite-
niink az arfolyam logaritmusanak karakterisztikus fiiggvényét, majd abbdl jutunk el az
arhoz Fourier-transzformacio segitségével. Vagyis mar egy adott paraméterezés mellett
is viszonylag lassu a teljes modell implikélt volatilitas feliilet kiszamitasa. Ezt raadasul
a kalibraci6 soran nagyon sok kiilonb6z6 paraméterezés mellett meg kell tenni az impli-
kalt volatilitas feliiletek tavolsdganak minimalizalasahoz. Emiatt az eljardas még az érdes
Heston esetben is kifejezetten lassi lesz. Ez a kordbban targyalt modellezési elonyck
ellenére csak mérsékelten teszi vonzéva az érdes volatilitast ipari felhasznalas szempont-
jabol. Ez a probléma azonban megkeriilheté a [33] cikk érvelése alapjan neuralis halék
alkalmazasaval. Miel6tt az elobbi mdédszer mikéntjének részletezésére ratérnénk, j6jjon

el6szor egy rovid attekintés a neurdlis halok elméletével kapcsolatosan.

3.1. Neuralis halok

A fejezetben neurdlis halo alatt annak egy specidlis, legelterjedtebb valtozatat, a tobb-

rétegii elérecsatolt neuralis halé modellt értjitk. Mas modellekkel itt nem foglalkozunk.

3.1.1 Definicié. (Neurdlis hdlé) Legyen L € N, valamint (No, Ny,...,Nz) € NETL
Legyen tovdbbd Al € RN>Ni-1 pl ¢ RNt palamint

w; s RN — RM, r— Alz + ¥,

ahol 1 = 1,2,...,L. Legyen ¢, : R — R mérhetd figgvény, és F; = p,ow, (I =
1,2,...,L), ahol a v, figguényt komponensenként alkalmazzuk. Ekkor az F = Fpo---oF}

kompozicio leképezés neurdlis hdlo.
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Elnevezések: Legyen [ € {1,2,..., L}, ekkor

e [ a halo rétegeinek szama.

N; az l-edik réteg neuronjainak, vagy csomopontjainak szama.

Az Al métrix elemei az l-edik réteghez tartozé silyok.

A V! vektor az l-edik réteghez tartozé torzitds.

A ¢, fiiggvény az l-edik réteg aktivicios fiigguénye.

Fi a haloé bemeneti-, Fy, a kimeneti-, Fy, ..., F,_1 pedig a rejtett rétegei.

o w = (wy,ws,...,wr) a hdldsilyozds.

. ~

Fi-1)1 A;x+bll

(Fi-1)2

g ()

(Fi-1)n11

Y,

yNL

Bemeneti réteg Rejtett réteg(ek) Kimeneti réteg
3.1.1. dbra. A neuralis hdl6 modellje. [31] dbrdjanak atdolgozott verzidja.
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A neurdalis halé tehat nem méds, mint egy leképezés, melyet a bemeneten felvaltva al-
kalmazott affin és aktivacios fiiggvények alkalmazéasaval kapunk meg. Az aktivécios
fiiggvények jellemzden folytonosak, de nemlinearisak, mert a hélé késébb targyalt alkal-
mazasa szempontjabdl fontos, hogy a halé maga ne korlatozodjon affin leképezéssé. A
szakirodalomban legtobbszor szigmoid tipusu (S alakd grafikonnal rendelkezé) eloszlas-

fiiggvénynek, esetleg ilyen linearis transzformaltjanak valasztjak. Példa ilyen fiiggvényre

1

o=z - Jellemzd vilasztas még ¢y (z) = max(z,0), melyet

a logisztikus fiigguény: o () =
ReLU (Rectified Linear Unit) fliggvénynek neveziink. A kimeneti rétegben gyakori a

pr = id valasztas.

05

1 05 05 1 15 2 -4 -3 2 1 1 2 3 4

(a) ReLU fiiggvény. (b) Logisztikus fiiggvény.

3.1.2. dbra. Szakirodalomban gyakran alkalmazott aktivéacios fliggvények.

Ha az aktivacids fuggvényeket eldre rogzitettnek tekintjiik, akkor a halé kimenete (a
bemeneten kiviil) csak a definiciéban szerepld silymatrixok és torzitdsvektorok elemeitdl

fiigg. Ezért a neurdlis hélo jelolésében feltiintetjiik a w halésilyozast is: F'(w, -).

A neurdlis hélék {6 alkalmazési teriiletei a regressziészamitas és a klasszifikdcié. Utébbi-
val most nem foglalkozunk. El6bbi esetében valamilyen ismeretlen fiiggvény héaléval tor-
téno kozelitése a cél. Vagyis kicsit precizebben, jeldlje B,,, az R™ — R" Borel-mérhetd
figgvények terét. Legyen adott egy 6 : By, n, X By, n, — R metrika, melyet kritéri-
umfiiggvénynek neveziink. Ekkor egy ismeretlen f € By, n, fiiggvény esetén célunk a w
paraméterhalmaz megtalaldsa, melyre

w = argmin ¢ (F(w), f).

w

Az f fuggvényrol altaldban csak feketedoboz jellegii informacié adott, vagyis ismerjiik
a fiiggvény eredményét bizonyos meghatarozott bemeneti halmazra. Ezen bemenet-
kimenet (x, f(x)) vektorparokbdl all6 halmazt nevezziik tanitohalmaznak. A kritéri-
umfiiggvény ennek megfeleléen csak ezen ismert értékek fiiggvényeként keriilhet meg-

hatarozasra. Tovabba célszeri azt w szerint parcidlisan differencidlhato fliggvényként
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megvalasztani. Ekkor az optimdlis w sulyozas megtaldlhaté valamilyen tébbdimenzi-
6s szélsoérték-keresd eljarassal, mondjuk legmeredekebb gradiens szerinti ereszkedéssel
(gradiens-mddszer). Bzt nevezik a halézat (ellendrzitt) betanitdsinak. Ugyes aktivécios
fiiggvény vélasztassal (pl. szigmoid), a halézat szerkezetének specidlis jellegét kihasznal-
va a gradiens rétegenként visszafelé haladva egyszerii iterativ eljarassal szamolhato, ezt
nevezzilk hiba-visszaterjesztésnek (error backpropagation). A héldétanitas sordan &ltald-
nagyon jol teljesit a tanitohalmazon, azonban abba nem tartozd vektorok esetén egy-
altalan nem. Ezt a jelenséget tultanuldsnak, vagy tulillesztésnek nevezziik. Intuitivan
ekkor a halé megtanulja a tanitéhalmazra kizarélagosan jellemzo specidlis Osszefiiggési
jellemzoket is, és emiatt nem, vagy csak rosszul képes altalanositani. Ennek megkeriilé-
sére célszert az adathalmazt 3 részre bontani: tanito-, validacios- és teszthalmazra. A
tanitohalmaz elemeit hasznéljuk kozvetleniil minimalizalasra a tanitas soran. Ekoézben a
kritériumfiiggvényt a validaciés halmazra is kiszamitjuk, és megéllunk, ha az ezen vétett
hiba (a kritériumfiiggvény értéke) meghalad egy kiiszobértéket. A tanitds lezarultaval
a teszthalmazt hasznéljuk a hélézat teljesitményének (tanitasi algoritmusndl hasznalt
mintatdl fiiggetlen) ellendrzésére. A tanitds megéllitdséra tovabbi tolerancia jellegii fel-
tételekre is sziikség lehet, hogy az eljaras futasi ideje észszerti maradjon. Célszerti lehet
az adathalmazt elézetesen egy adott intervallumba transzformalni, hogy a probléma nu-
merikusan jol kezelhetévé valjon. Alkalmazhatunk el6zetes kikotéseket egyes suly-, vagy
torzitas értékekre vonatkozoan. Példaul a halozat "ritkitasa” altaldban javit a héaldzat
teljesitményén. Ez azt jelenti, hogy megkdveteljiik a stulyok adott halmazanak eltiinését

a halézatban. A neurdlis halézatok atfogdbb dttekintéséért 1lasd példaul a [341] konyvet.

Neuralis hélé illesztése elott tehat meghatarozandé a rétegek szama, az aktivaciés fligg-
vények halmaza, a betanitési eljaras, a tanité-/validaciés- /teszthalmaz méretek ardnya, a
kritériumfiiggvény, a megallasi feltételek, az adattranszforméciok, a paraméterkikotések,
valamint a bemeneti és rejtett rétegek kimeneti dimenziéja. Ez utébbi a kikotésekkel
egyiitt azt is meghatarozza, hany szabad paraméterrel rendelkezik a hald, vagyis mek-
kora a kozelités szabadsagi foka. Ezen dontéseket osszefoglaléan hdlozatspecifikicionak
nevezziik. Nincsen altaldnos kébe vésett szabaly arra, hogyan érdemes halézatot speci-
fikalni, ez nagyban fiigg a megoldandé problémétél. Azonban a fontos, hatékonysagot
szolgdlo altalanos elvek megtalalhatoak szakirodalomban. Kiilon-kiilon mindegyik szem-
pontra szamos forrds fellelheto. Elozetes feltételezések nélkiil érdemes tobb kiilonbozo
specifikacioval kiprébélni a halézat tanitasat, mert az eredmény nagyon erdsen fiigghet

a probléma szempontjabdl helyes specifikacié megtalalasatol.
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Most kovetkezzen két fontos eredmény, amely alatdmasztja a neurdlis halézatok relevan-
cidjat regresszidszamitas szempontjabdl. A bizonyitdsok megtalalhatéak rendre a [35] és
a [30] cikkekben.

3.1.2 Tétel. Legyen NNy, 4, azon neurdlis hdlok halmaza, melyek aktivdcids figgvénye
minden rétegben adott o : R — R fliggvény, valamint bemeneti dimenzidja dy € N, és
kimeneti dimenzidja dy € N. Ekkor ha o nemkonstans folytonos fiiggvény, akkor NNy, .4,

7

strd LP(u)-ben minden véges p mértékre.

A tétel miatt azt mondjuk, hogy a neuralis halé univerzalis approximdtor. Tovabbmenve
az is belathat6, hogy barmely f € C*, f : R% — R fiiggvény és o € C" nemkonstans ak-
tivacios fiiggvény esetén az egyetlen rejtett rétegii neuralis halok halmaza tetszolegesen
kozeliti f-et és minden legfeljebb n-ed rendi derivaltjat is. A célfiiggvény derivaltjai-
nak kozelitéséhez tehat sziikséges megfeleléen sima aktivacids fiiggvényt valasztani. A
kordbban emlitett ReL.U-fiiggvény példaul nem alkalmas e célra. Latni fogjuk, hogy ez

a most kovetkez6 gyakorlati alkalmazds szempontjabol kifejezetten fontos tulajdonsag.

3.2. Modellkalibracio neuralis halokkal

A neuralis hél6 tehédt egy hatékony eszkoze a fiiggvénykozelitésnek. A [33] cikk dtlete
alapjan altalanosan arra is hasznalhato, hogy a pénziigyi modellek hosszadalmas kalib-
raciojat felgyorsitsuk. Ehhez viszont meggondolandd, egyéltaldn milyen (determiniszti-
kus!) fluggvényt tudunk egy pénziigyi modell esetében haléval kozeliteni? Feltessziik,
hogy adott egy M arbitrazsmentes pénziigyi modell © C R™ paraméterhalmazzal, vala-
mint egy ¢ : R — R™ fiiggvény, mely tulajdonképpen a bearazandé pénziigyi termékek
kifizetésfiiggvényeibdl all vektorba rendezve. Itt tehat n € N a modell paramétereinek
szama, m € N pedig a vizsgdlt termékek szama. Ekkor a vizsgalt modellhez tartozé

drazasi figguény (pricing map) a
Py :0 x (R—R") — R™,

fiiggvény, melyre 0 € © esetén Ppr(0,() értéke éppen a ( altal meghatarozott m da-
rab pénziigyi termék arbitrazsmentes dra az M modell  paraméterezése mellett. Ez egy
determinisztikus fiiggvény, igy a fenti kérdésre a valasz természetesen éppen ez lesz. Alta-
lanos ¢ mellett ez persze ilyen formaban végtelen dimenzids probléma, mely megoldasara
a neuralis halé6 nem alkalmas. Gondoljuk meg tehat ismét, mit is értiink modellkalib-

racio alatt. Meg akarjuk keresni a modellnek a piacot legjobban leir6 paraméterezését.
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Pontositva, ismerjiik bizonyos likvid ¢ pénziigyi termékek P () € R™ piacon kereskedett
arfolyamait. Ekkor egy valasztott o metrikaval a korabbi jelolések mellett keresiink egy
6 € © paraméterezést, melyre

0 = argmin 6(Pu(0,¢), P(C)). (3.2.1)

0cO

Ez tehat ismét egy tobbdimenzids fliggvényen torténd szélséérték-keresési eljaras. Gya-
korlatban viszont természetesen nem tetszoleges ( fiiggvény esetére kalibralunk, hanem
éppen az implikalt volatilitas feliiletet hasznaljuk fel, és a modellt annak egy diszkretizalt
racsara illesztjiik rd4. Vagyis ¢ minden koordinatajaban eurépai vételi opcié n, kiilonbozo
likvid lejaratra és n, kiillonbozo likvid relativ kotési arra, és m = n. - n,. Ebbdl viszont
mér adédik az Otlet, miszerint elegendd ezen ( eurdpai opcidk esetében vett Py(6, ()
arazési fiiggvényt "megtanulni” egy Faq¢ @ © — R™ neurdlis haléval. Ha mar rendel-
keziink ilyen hélozattal, ez hasznédlhaté arra, hogy a 3.2.1 kalibracids feladatot sokkal
gyorsabban megoldhassuk a modell konkrét hasznalata nélkiil:

0 = argmin 6(Fac(6), P(C)). (3.2.2)

0cO

A két probléma kozotti fontos kiilonbség, hogy az Faq halé kiértékelése jellemzoen
nagysagrendekkel gyorsabban megtehetd, mint a Py(6, ¢) fliggvényé. Az Fi . determi-
nisztikus fiiggvényen torténd kalibracié gyakorlatilag pillanatok alatt megteheto, mely
a modszert még az egyébként viszonylag hatékony arazasi eljarassal rendelkezé érdes
Heston-modell esetében is vonzéva teszi. Kiilonosen akkor jelentds a kiilonbség, ha az
arazasnal Monte Carlo-szimulaciéra szorulunk, mint az érdes Bergomi-modell esetében
is. Ez esetben persze a haldzat betanitasa is hosszabb id6t vehet igénybe a tanitohalmaz
létrehozasanak plusz koltsége miatt, azonban ez egy “offline” és csak egyszer megoldando
feladat, vagyis nem sziikséges kozvetleniil a kalibracioval és arazassal egyidejtileg elvé-
gezni. A megkozelités fontos elénye, hogy barmilyen arbitrazsmentes pénziigyi modell
esetében jol miikodik, hiszen annak tulajdonsagaibdl semmit sem hasznaltunk ki. To-
vabbi elony haldzatépitési szempontbdl, hogy a tanitohalmaz elméletben akarmekkorara
bévithetd, igy mindig elérhet6 a sziikséges (a probléma bonyolultsagdval ardnyos) minta-
elemszam. Uj minta generdlasahoz nincs sziikség piaci adatokra, csak tovabbi 6 értékek
melletti arazasra, ami minden tovabbi nélkiil megtehetd. A megkozelités mellett szdl az
is, hogy a neuralis hal6 tanitasaval implicit figyelembe vessziik a diszkretizalt implikélt
volatilitas feliilet racs jellegli strukturdjat. Hiszen specidlis logikat feltételezhetiink ab-
ban, hogy a modellparaméterezés eltolasa milyen hatast a racson szomszédos implikalt
volatilitas értékek kozotti relacidora. A haldtanitési folyamat viszont e logikanak megta-

nulasat automatikusan magaba foglalja. Ez jelentésen noveli a modszer hatékonységat
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ahhoz képest, mintha a 7 és k paraméterek kiilon részei lennének a halé bemenetének.
Tovabba a racs jellegii célfiiggvény miatt az arazasi fliggvény nagyobb valdszintiséggel lesz
injektiv, ami a tanitas hatékonysagahoz szintén kivanatos. Meggondolhaté az is, hogy a
hasznalt racs finomsdganak esetlegesen sziikséges novelése még akkor sem koltséges, ha
az arazasi fliggvény kiértékelése csak szimulacids arazas segitségével teheto meg. Ehhez
mindossze kell lementeniink az egyes paraméterezések mellett generalt szimulaciokhoz
tartozo arfolyamat végallapotokat. Mivel az eurdpai opcié T-termék, ebbol barmilyen
T és k esetén azonnal adédnak az atlagolandé kifizetésfiiggvény-realizaciok. fgy nincs

sziikség interpolaciéra vagy extrapolaciora a felhasznalt racspontokon tul.

A [33] cikk vizsgélatai alapjan a halézatbetanitasi eljaras jol altaldnosit tanitéhalmazba
nem tartozo 6 modellparaméterezésekre. Ez igaz legalabbis megfeleld hélézatspecifikacid
mellett, ennek fontossaga a forrasban is kihangsilyozott. Vagyis elérhetd cél, hogy a ko-
zelités hibaja ilyen 6 esetén ugyanolyan nagysagrendii legyen, mint a betanitasi eljarasnél
az arazasi fiiggvény kiértékeléséhez hasznalt numerikus modszeré. Masképp megfogal-

mazva e numerikus modszerrel kapott (Z5M) arazasi fiiggvény kozelitésre
Pr(6,€) = Pau(8,¢) + O(e) = Fae(8) = Pu(6,¢) + O(e).

A numerikus teljesitményvizsgalatok részletei, valamint az alkalmazott haléspecifikaciok
Osszehasonlitasa szintén megtaldlhatéak a cikkben. Ezek az 1-faktoros Bergomi-, az ér-
des Bergomi- és a klasszikus Heston-modellekre terjednek ki. Az érdes Bergomi esetében
természetesen sziikséges a forwardvariancia-gorbét 1épcsos fliggvénnyel kozeliteni, hogy
a modell véges sok paraméterrel rendelkezzen. A cikk szerz6i a Python programnyelv
kozkedvelt Keras és NumPy csomagjait hasznaltdk fel a halézatspecifikacio implemen-
talasdhoz. Ennek koszonhetéen a githubon (NN-StochVol-Calibrations) elérhet6é prog-
ramkéd rovid és jol értelmezhets. Eredményeik alapjan az eljaras mindharom modell
esetében kival6 eredményt nyujt. Hasonlé vizsgédlat elérhet6 a szakirodalomban [37] az
érdes Heston-modell némileg tovabb javitott véaltozatara is. A mddszer erre a modellre

is hatékonyan alkalmazhaté.

Az eredeti Gtletet a szerzék a [38] cikkben targyaltak tovabb. Itt Gsszefoglaljak az el-
jaras elonyeit a szakirodalomban vizsgalt masik, neuralis halézattal torténé kalibraciés
modszerrel szemben. Ez utébbi az egylépesos megkozelités, ahol kozvetleniil a piaci imp-
likalt volatilitas feliilet és a kalibralt modellparaméterek kozotti leképezést tanulja meg
a hal6. Az altalunk is kozolt médszer kétlépesos, hiszen a kalibracié a neurdlis halé-

zat betanitasa utan torténik masodik lépésként. A korabban felsorolt elényok mellett a
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kétlépcsos eljaras lehetové teszi a hatékony piaci- és modellkockazat-kezelést, valamint
fedezeti portfolidk létrehozasat. A haldzat kimenete jol értelmezheto, mint a megfeleld
modellparaméterek melletti opcidarak halmaza. FEz tesztelheté ugyanazon eszkoézokkel
(példaul elvartnak megfelel paraméterfiiggés vizsgalatdaval), melyekkel az eredeti mo-
dell ellenorzését végeznénk. Tovabba az el6z6 részben emlitettek értelmében az arazasi
fiiggvény egyes modellparaméterek szerinti parcialis derivaltjai is tetszolegesen jol koze-
lithetoek halozattal. A parcidlis derivaltakra tébbek kozott a fedezeti-, vagy mas néven
hedge portfolio 1étrehozasakor is szitkség van. A pénziigyi intézetek szamara gyakorlat-
ban nem elegendé meghatarozni a kereskedett termékek arat. Fzen feliil a biztonsagos
miikédés érdekében jol felfogott érdekiik és regulatori kotelezettségiik is a pozicidikbdl
eredO piaci kockazatok szamszertisitése és fedezése. A szamszerisités altalaban éppen a
modellparaméterek szerinti parcialis derivaltak segitségével torténik. Ezek kozvetve meg-
mutatjak, hogyan valtozik a portfolié vagy pénziigyi eszkoz értéke egyes piaci jellemzok
elmozdulasa esetén. A feltart kockazatok fedezhetdk ellentétes eldjelii kockazattal ren-

delkez6 termékek portfolibba vonasaval.

A haldzatok derivalt approximécios tulajdonsdga egyszersmind lehetdséget nyjt a kalib-
racio szélsoérték-keresési eljarasahoz altalaban sziikséges Jacobi-matrix jo kozelitésének
eléallitasara is. Egyébként léteznek a Jacobi-matrix kozvetlen felhasznaldsat mell6z6
optimalizaldsi technikak is, azonban az azon alapulé algoritmusok jellemzéen gyorsab-
ban eredményre vezetnek. Egy ilyen, széleskor ipari felhasznéalassal rendelkezé algorit-
mus rovid bemutatasara fog sor keriilni a dolgozat utolsé részében. Az drazo fliggvény-
rol tehat feltessziik, hogy mar rendelkezésre all gyorsan kiértékelheté formaban, pontos
Jacobi-matrix kozelitéssel egyiitt, példaul egy elozbek szerint betanitott neurdlis halézat
formajaban. A megoldandé probléma minddssze egy tobbdimenzids fiiggvényen torténd
lokalis szélséérték-keresés. Az itt bemutatott eljaras a [38] cikk &ltal is specifikalt és al-
kalmazott Levenberg—Marquardt-algoritmus, vagy roviden LM-algoritmus. Az eredetileg
[39] és [10] cikkekbél szarmazé eljards alkalmas véalasztds, ha a volatilitas feliiletek su-
lyozott négyzetes eltérését valasztjuk kalibracids metrikanak, vagyis silyozott legkisebb

négyzetes kozelitést keresiink.

3.2.1 Algoritmus. (Levenberg—Marquardt)

Bemenetek:
e P(C) piaci implikadlt volatilitas feliilet,

° ]5M(9, ) eurdpai opcidk megfelelé halmazdra vonatkozo drazdsi fiigguény kiozelitése.
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Kimenet:

o 0 kalibrdlt modellparaméter-halmaz, melyre 0 ~ argmin HW (P(C) — PM(G, C)) H

0 F

Egyéb paraméterek:

e 6y € R™ kiindulo paraméterhalmaz,

Ao € R kuinduldsi Lagrange multiplikator érték,

W = diag(w;) € R™™ a pénziigyi termékek sulyait tartalmazo diagondlis mdtric,

Nmax € N mazimdlis iterdcioszdam,

Emin € RT 1épés minimdlis normdja,

peRN(0,1) dontési kiiszobszdam,

v € RN (1,00) Lagrange multiplikdtor szorzdtényezd.

Eljaras:

Legyen R(0) = P(() — Pu(0,C) a rezidudlis fiigguény, valamint legyen n = 0, == 6y,
A=\ €s AG olyan, hogy ||A8||2 > emin-

Amig n < Nyay €s ||A0]|2 > emin:

Legyenn =n+1, és J = % Jacobi-matriz.

Legyen A6 a [JTWJ + )\[] AO = JTW R(0) normdlegyenlet-rendszer megolddsa.

— RO)|l2—[[R(0+A0)]|>
[[R(0)[|l2—[1R(6)—JAO|2

Legyen ¢y : linedris modellhez képesti relativ javitds.
Ha cy < 3:

A0 értéket elutasitjuk, legyen X == X\ - v.
Kiilonben:

AG értéket elfogadjuk, legyen X = 2 és 0 .= 6 + A6.

14

Visszatér: 0.
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Az eljaras R-ben irt sajat programkddja megtalalhaté a fiiggelékben a korabbiakhoz
hasonlé szinkéddal kiemelve. A program tesztelésére kiilon fiiggvényt hoztunk 1étre, mely
héromdimenziés (kétvéltozds valds értékil) fiiggvény esetében grafikusan is dbrazolja az
algoritmus lépéseit. Ezen ellenorzo fiiggvény hasznalatara mellékeltiink egy szkriptet is,
melynek eredménye lathaté a 3.2.3 dbran. A program az algoritmus altal bejart pontokat
lila szinnel jeloli meg az dbran, mig a kezdeti- és végpontot sziirke nyillal koti Gssze.
Az algoritmust itt arra hasznéljuk, hogy ismert globdlis minimumértékkel rendelkezd
fiiggvényeknek keressiik meg egy globalis minimumhelyét. A program kimenetébdl és az
abrakbdl is lathatd, hogy az eljaras mindharom esetben sikeresen megtalalt egy globélis
minimumbhelyet.

2 o2 _ N sin(z + yi)
(2% +y?) w max{Re[log(a: + yi)], 3} : ‘Re [Tlﬂ}

3.2.3. abra. LM-algoritmus ellendrzésére irt sajat szkript tesztesetei.

Ebbdl szemléletesen is lathatd tehat, hogy az eljaras jol szokott miikddni arra, hogy
megtalaljuk egy tobbdimenzids fliggvénynek azt a paraméterezését, mely egy megadott
értéket sulyozottan négyzetesen legjobban kozelit. Vagyis az algoritmus alkalmas mo-
dellkalibraciéra, sét igen hatékony abban az esetben, ha az arazési fiiggvény gyorsan
kiértékelheto formaban, pontos Jacobi-matrix kozelitéssel egyiitt rendelkezésre all. Lat-

tuk, hogy ez utobbi szempontjabdl pedig a neuralis halézat alkalmazéasa megfeleld.

Osszességében az érdes sztochasztikus volatilitdsmodellek, a neurdlis hélézatok és a
Levenberg—Marquardt-algoritmus egyiittes felhasznalasa igy olyan eszkozt biztosit sza-
munkra, mellyel a piacot talan minden eddig alkalmazott megoldasnal pontosabban le-

irhatjuk egy villamgyorsan kalibralhaté modell segitségével.
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Fiiggelék

1. fejezethez irt programkod

HHHHHHHHHHHHHHHFHSHBRBRBBBBHARAHE chapter ] R HHHHHHHHAAAAAAAAAARHHAHHHHHAHARS

library (dplyr)
library (xts)
library (fitdistrplus)

library (tsoutliers)

# 1. Volatilitds mérdszamok kigyiijtése az adatokbél a megadott indexre xts objektumként
extractIndex = function(mydata, name){
myTs = filter (mydata, Symbol == name)
dates = as.Date(sapply(myTs$X, function(s) substring(s, 1, 10)), "%AY-%m-%d")
toRemove = c("X", "Symbol", "open_time", "close_time", "open_to_close",
"open_price", "close_price", "nobs")
ts_data = xts(myTs[, -which(names(myTs) %in’% toRemove)], order.by = dates)

return(ts_data)

# 2. Adott Hurst-egyiitthatéji, 1lépéskdzii, és hosszusdgi frakciondlis
# Brown-mozgds autokovariancia-matrixanak kiszamitésa
calcFbmSigma = function(H, stepSize, processLength = 1){

n = processLength / stepSize

rho = outer(il:m, 1:n, function(i, j)

((i * stepSize)~(2 * H) + (j * stepSize) (2 * H)
- abs((j - i) * stepSize) (2 % H)) / 2)
return (t (chol (rho)))

# 3. Adott autokovariancia-matrixd frakciondlis Brown-mozgas szimuldcidja
simulateFbmWith = function(sigma) {

v=rnorm(nrow (sigma))

u = c(0, sigma %*/ v)

return (u)

# 4. Adott Hurst-egyiitthatéji, lépéskdzii, és hosszisagi
# frakciondlis Brown-mozgds szimuldcidja
simulateFbm = function(H, stepSize, processLength = 1){

simulateFbmWith (calcFbmSigma (H, stepSize, processLength))
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# 5. H, lépéskdéz, és folyamathossz visszadllitdsa autokovariancia-matrixbél
retrieveParamsFrom = function(sigma){

rho = sigmal1:2, 1:2] 7=*% t(sigmall:2, 1:2])

H = log(rho[2, 2] / rholl, 11, 2) / 2

stepSize = rhol[1l, 1]1°(1 / (2 * H))

processLength = nrow(sigma) * stepSize

return(list (H = H, processlLength = processlLength, stepSize = stepSize))

# 6. m(q, Delta = 1) kiszadmitdsa a megadott folyamatra adott q értékekre

calcM = function(process, gs)
sapply(gs, function(q) 1 / (length(process) - 1) =
sum( (abs (diff (process)))"q, na.rm = T))
# 7. Hurst-egyiitthaté becslése adott q és s értékekre

estimateHFrom = function(process, q = 1, s = 2){
eps = 0.001; n = length(process)
m_1 = calcM(process, q)
hs = sapply((1:s), function(x){
m_2 = calcM(process[seq(x, n, s)], q)
max (min(log(m_2 / m_1, s) / q, 1 - eps), eps)
1))
return (mean (hs))
}
# 8. Hurst-egyiitthaté &atlagos becslése adott q és s értékekre

estimateH = function(process, gs = 1:5, ss = c(2, 3, 5)) {
ests = outer(gs, ss, Vectorize(estimateHFrom, c("q", "s")), process = process)
return(sum(ests) / length(ests))

}

# 9. Ismert Hurst-egylitthaté becslés eloszlasdnak vizsgdlata szimuléacidval

distOfHEstimate =
function(H, sigma = calcFbmSigma(H, stepSize), stepSize = 0.001, sim = 2000,
quantiles = c(0.05, 0.95)) {
hs = sapply(l:sim, function(i){
if(i %% (sim / 10) == 0) writelLines(paste("Elvégzett szimuldcicék:", 1i))
estimateH(simulateFbmWith(sigma))
b
writeLines ("\n\nKvantilisek:")
print (quantile (hs, quantiles), quote = F)
writeLines(paste("\n\nﬁtlag =", mean(hs), " Széras =", sd(hs)))
print (JarqueBera.test (hs))
plot (fitdist (hs, "norm"))
return (hs)
}

# 10. Adott autokovariancia-matrixd, megadott iddsorral azonosan
# skalazott frakciondlis Brown-mozgds szimulacidja
scaledFbm = function(ts_data, sigma) {

n = min(length(ts_data) - 1, nrow(sigma))

ts_data = tail(ts_data, n + 1)

fbm = simulateFbmWith(sigmal[l:n, 1:n])
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94 fbm = xts(fbm, order.by = index(ts_data))
95 sd_scale = sd(ts_data) / sd(fbm)

96 mean_scale = mean(ts_data) - mean(fbm * sd_scale)
97 return(fbm * sd_scale + mean_scale)

98| }

99

100/ # 11. Osszehasonlitdshoz haszndlhaté m(q, Delta) &brazolé fiiggvény
101| # adott index folyamatra és adott H-kkal szimuldlt folyamatokra
102| compareHs = function(process, hs, sigmas, indexName, gs = seq(0.1, 5, 0.1)){

103 len = length(hs)

104 msIndex = calcM(process, gs)

105 plot(gs, msIndex, type = "1", ylim = c(0, 2),

106 xlab = "q", ylab = "m(q, Delta)", lwd = 2)

107 msHs = sapply(l:len, function(i){

108 sigma = sigmas[[i]]

109 msH = apply(sapply(1:100, function(j){

110 calcM(scaledFbm(process, sigma), gs)

111 }), 1, mean)

112 lines(gs, msH, col = i + 1, lwd = 2)

113 msH

114 i)

115 legend ("topleft", lwd = 2,

116 c(indexName, sapply(hs, function(H) (paste("H =", round(H, 3))))),
117 1ty = rep(1, len + 1), col = 1 : (len + 1), cex = 1.1)
118 +

119

120/ # 12. Osszehasonlitashoz hasznalhaté folyamat abrazolé filiggvény
121| prettyPlots = function(process, fbm_1, fbm_2) {
122 par (mfrow=c(3, 1))

123 print (plot (exp(process), col = "blue", main =

124 "Dow Jones Ipari Atlag volatilitéasa", cex=0.9))

125 print (plot (exp(fbm_1), col = "blue", main =

126 "Skalazott frakcionalis Brown-mozgds exponencialisa", cex=0.9))
127 print (plot (exp(fbm_2), col = "blue", main =

128 "Skaldzott klasszikus Brown-mozgéds exponencidlisa", cex=0.9))
129

130 print (plot ((process), col = "blue", main =

131 "Dow Jones Ipari Atlag logvolatilitasa", cex=0.9))

132 print (plot ((fbm_1), col = "blue", main =

133 "Skdlazott frakciondlis Brown-mozgéas", cex=0.9))

134 print (plot ((fbm_2), col = "blue", main =

135 "Skalazott klasszikus Brown-mozgas", cex=0.9))

136| par(mfrow=c(l, 1))
137 }

o

HHHHHHHHHHHHHHHH SR SRR HBBBRBHA##E chapter1Script .R ####HHHAHAAAAAARARAHHHHHHHHHHH#H

# 1. Adatok letdltése és feldolgozasa

setwd ("E:/Documents/BPM/4. félév/Szakdolgozat/R/")

source ("chapter1.R")
url="https://realized.oxford-man.ox.ac.uk/images/oxfordmanrealizedvolatilityindices.zip"
myfile = download.file(url, "mydata.zip")

unzip ("mydata.zip")

© 00 N O U s W N

mydata = read.csv("oxfordmanrealizedvolatilityindices.csv")
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44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

56
57

unique (mydata$Symbol)

n = 1000

myIndex = tail(extractIndex(mydata, ".DJI")$rv5, n + 1)
myIndex_log = log(myIndex)

HHHHHHHAERHHHAARHHARRH B R AR BB R H B RS

# 2. Kilonbozé Hurst-paraméterek vizsgalata
stepSize = 1 / n

h1=20.1; h .2 = 0.5; h_.3 = 0.9

sigma_1 = calcFbmSigma(h_1, stepSize)
sigma_2 = calcFbmSigma(h_2, stepSize)
sigma_3 = calcFbmSigma(h_3, stepSize)

xs = seq(0, 1, stepSize)

tmp = sapply(list(sigma_1, sigma_2, sigma_3), function(sigma){

set.seed(2)

plot(xs, simulateFbmWith(sigma), type = "1", col = "blue", xlab = "", ylab = "")
)

set.seed (Sys.time ())

hs_1 = distOfHEstimate(h_1, sigma_1)
hs _2 distOfHEstimate (h_2, sigma_2)
hs_3 distOfHEstimate (h_3, sigma_3)

HHAHHAHAHHA R B AR AR B AR B AR B R HBHHHS

# 3. Hurst-paraméter becslés és hatékonysag vizsgdalata
hInd = estimateH(myIndex_log)

sigmaInd = calcFbmSigma (hInd, stepSize)

hsInd = distOfHEstimate (hInd, sigmalnd)

hReal = 0.156; sigmaReal = calcFbmSigma (hReal, stepSize)
res = compareHs (myIndex_log, c(h_1, hReal, hInd, h_2),

list(sigma_1, sigmaReal, sigmalnd, sigma_2), "Dow-Jones index")

HHHHHHHAHHHRARHRAARHBAAH BB RS HRH

# 4. Index Osszehasonlitdasa skalazott frakciondlis és klasszikus Brown-mozgasokkal
fbm_1 = scaledFbm(myIndex_log, sigmaReal)

fbm_2 = scaledFbm(myIndex_log, sigma_2)

prettyPlots (myIndex_log, fbm_1, fbm_2)

fbm_1 = tail(fbm_1, 0.3 * n)
fbm_2 = tail(fbm_2, 0.3 * n)
prettyPlots (tail (myIndex_log, 0.3 * n), fbm_1, fbm_2)

HEHHHARRARHA BB BB RASRARHAR AR RIS
# 5. Globadlis kdrnyezet elmentése

save.image(file = "my_workspace.RData")
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2. fejezethez irt programkod

HEFHHHHHHHH SRS HBHBHBRBR BB BB BAAAE chapter2 . R #HHHHHHHHHAAHHH AR AR AR AR AR AR RRHS

source ("chapter1.R")

library (hypergeo)

###### Frakciondlis Ornstein-Uhlenbeck szimulédciédja

# 1. Adott paraméterezésii FOU folyamat szimuldciédja

és paraméterbecslése ######
FBM-b&1l

simulateFouFrom = function(fbm, stepSize, alpha, m, nu){
n = length(fbm)
fou = rep(m, n)
for(i in 2:n) {
fouli] = fouli - 1] + nu * (fbm[i] - fbm[i - 1]) -

alpha * (fouli - 1] - m) * stepSize

}

return (fou)
}
# 2. Adott paraméterezésii FOU folyamat szimuldciéja kovarianciamdtrixbél
simulateFouWith = function(sigma, alpha, m, nu){

fbm = simulateFbmWith (sigma)

stepSize = retrieveParamsFrom(sigma)$stepSize

return(simulateFouFrom (fbm, stepSize, alpha, m, nu))

# 3. Kq kiszamitasa egész q esetére

calcK = function(gs){

sapply (gs,
multiplier =
qQ=4q -1
semifactorial = 1
while(q > 1){

function(q){

ifelse(q %% 2 == 1, sqrt(2 / pi), 1)

semifactorial =

qQ =9 -2

semifactorial * q

}
return(semifactorial * multiplier)

B

# 4. nu FOU-paraméter becslése

estimateNu = function(process, 1:5)1{

qs)

qs =
ms =

ks =

calcM(process,
calcK(gs)
return(mean((ms / ks) (1 / gs)))

# 5. m, alpha FOU-paraméterek becslése

estimateFouParams = function(process, nu, H){

m = mean(process)
alpha = ((nu~2 * H * gamma(2 * H)) / sd(process))~(1 / (2 * H))
list(m = m, alpha = alpha)
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HERBBBBBBR A A R#R#####E rBergomi -modell szimuldcidja és arazds #H########FF#HHH#HHAS

# 6. Volterra-folyamat kovarianciafiiggvénye

volterraCov = function(ti, tj, H){

u = min(ti, tj); v = max(ti, tj)
coef = u~(2 x H) * 2 * H* (v / w (H - 0.5) / (H+ 0.5)
hyp = hypergeo(l, 0.5 - H, 1.5 + H, u / v)
if (!'isTRUE (all.equal (Im(hyp), 0))) message("Complex solution!")
return(coef * Re(hyp))
}
# 7. Volterra és Brown folyamatok kovarianciafiiggvénye

brownVolterraCov = function(Zu, Bv, H, rho){

gam = H + 0.5

return(rho * sqrt(2 * H) / gam * (Bv-gam - (Bv - min(Zu, Bv)) “gam))
}
# 8. Adott Hurst-egyiitthatéji, korreldciéji, 1lépéskozii és hosszisagi

# rBergomi trajektériapdrhoz tartozé autokovariancia-matrix kiszamitéasa

calcRBergomiSigma = function(H, rho, stepSize, processLength = 1){

xs = seq(stepSize, processLength, stepSize)
getCov = function(covFun, ...)
outer (xs, xs, Vectorize (function(u, v) covFun(u, v, ...)))
RB = getCov(volterraCov, H)
RZB = getCov(brownVolterraCov, H, rho)
RZ = getCov (min)
RJoint = rbind(cbind (RZ, RZB), cbind(t(RZB), RB))
return(t(chol(RJoint)))
}
# 9. Paraméterek visszafejtése kovarianciamatrixbédl

retrieveParamsFromBergomi = function(sigma){
stepSize = sigmall, 1]72
processLength = ncol(sigma) / 2 * stepSize

return(list (stepSize = stepSize, processLength = processLength))

# 10. eta paraméter kiszamitéasa

calcEta = function(nu, H){
Ch = sqrt(gamma(l.5 - H) / (gamma(H + 0.5) * gamma(2 - 2 x H)))
return(2 * nu * Ch)

}

# 11. Adott autokovariancia-matrixhoz tartozé rBergomi-modell szerinti

# variancia és arfolyamat trajektdériadk szimulaciédja

simulateRBergomi = function(sigma, xi_0, S_0, nu, H) {
n = nrow(sigma) / 2
zb = sigma 7*J rnorm(2 * n)
z = ¢c(0, zb[1 : n]l); b = c(0, zb[(n + 1) : (2 * n)l)
pars = retrieveParamsFromBergomi (sigma)
tpow = sapply(seq(0, pars$processLength, pars$stepSize),
function(i) i~ (2 * H))
eta = calcEta(nu, H)
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106 v = xi_0 * exp(eta * b - 0.5 * eta”™2 * tpow)
rep(S_0, n + 1)

107 S

108 for(i in 1:n) {

109 S[i + 1] = S[i] + S[i] * sqrt(v[i]) * (z[i + 1] - z[i])
110 ¥

111 return(list(S = S, v = v, z = 2z, b = b))

112| }

113

114|# 12. Generikus szimuldciés &razdasi elv

115| priceBySimulation = function(payoffFun, simStochVolFun, sigma, simNum = 1000, ...){
116 payoffRealizations = sapply(l:simNum, function(i){

117 underlying = simStochVolFun(sigma, ...)$S

118 payoffFun (underlying)

119 B

120 return (mean (payoffRealizations))

121 }

-

HEFHHHHHHHHHHHHBHBRBRB BB B BB RAAAE chapter2Script . R ######H#HHHHHHHHRRRRHHRHHHHHHHH#H#

setwd ("E:/Documents/BPM/4. félév/Szakdolgozat/R/")
load ("my_workspace.RData")

source ("chapter2.R")

HHHAHHBARHHBARHRAARFRAARBRARHHRS

# 1. FOU paraméterek becslése és alpha értékek Osszehasonlitéasa

© 0 N O O s W N

=
o

nu = estimateNu(myIndex_log)

[un
=

fouPar = estimateFouParams (myIndex_log, nu, hReal)
12
13| set.seed (1)

14| fbm = simulateFbmWith (sigmaReal)

15| fou_0 = simulateFouFrom(fbm, stepSize, 0, fouPar$m, nu)
16| fou_1 = simulateFouFrom (fbm, stepSize, 1, fouPar$m, nu)
17| fou_ 10 = simulateFouFrom(fbm, stepSize, 10, fouPar$m, nu)
18

19| ylim = c(min(fou_0, fou_1, fou 10), max(fou_0, fou_1, fou 10) + 0.5)

20| plot (xs, fou_O, type = "1", col = 1, xlab = "", ylab = "", ylim = ylim)
21| lines (xs, fou_1l, col = 2); lines(xs, fou_10, col = 3)

22| legend ("topleft", c("alpha = 0","alpha = 1","alpha = 10"),

23 1ty = rep(1, 3), col = 1:3, cex = 0.7)

24
o5 | HHEHHHHHAHAHHAAHHARAHH AR AR B AR HHHH

26| # 2. Kovarianciafiiggvények , szimuldcié és 4arazas rBergomi-modell szerint

27| tjs = seq(l, 5, 0.01)

28| plot(tjs, sapply(tjs, function(t) volterraCov(l, t, hReal)), type = "1",

29 xlab = "t", ylab = "Cov(l, t)", col = 2, 1lwd = 2)

30| lines (tjs, sapply(tjs, function(t) 0.5 * (1 + t~(2 * hReal) - (t - 1)°(2 * hReal))),
31 lud = 2)

32| legend ("topright", c("Frakciondlis Brown-mozgds", "Volterra-folyamat"),

33 1ty = rep(l, 2), col = 1:2, lwd = 2, cex = 1.4)

34
35| set.seed (1)

36| stepSize = 1 / 252

37| processLength = 1
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54
55
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sigmaB = calcRBergomiSigma (hReal, rho = -0.9, stepSize,

xs_2 = seq(0, processLength, stepSize)

xi_0 = rep(myIndex[1], processLength / stepSize + 1)
par (mfrow = c(2,1))

trajlist = simulateRBergomi(sigmaB, xi_0, S_0 = 100,
plot(xs_2, trajlist$v, type = "1", xlab = "t", ylab
plot(xs_2, trajlist$S, type = "1", xlab = "t", ylab

par (mfrow = c(1,1))

equity = function(S) return(tail(s, 1))

vanillaCall = function(K) return(function(S) max(tail(S,

asianCall = function(ti_1, ti_2) return(function(S)
max (tail (S, 1) - mean(S[ti_1:ti_21), 0))

price_1 = priceBySimulation(equity, simulateRBergomi,
xi_0 = xi_0, S_0 = 100, nu

price_2 = priceBySimulation(vanillaCall(K = 100), simulateRBergomi,

simNum = 10000, xi_0 = xi_O, S_0
price_3 = priceBySimulation(asianCall(ti_1 = 63, ti_2
simNum = 10000, xi_0 = xi_0, S_O

save.image(file = "my_workspace.RData")
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3. fejezethez irt programkod

HEFHHHHFHHHHHHHBH B R B R B R BB BB RAAAHE chapter3. R HHHHHHHHHHHHAAH R R A AR AR AR HRRH

library (numDeriv)
library (plot3D)
HHRRBBRBRRRRRRRRA#AA#R A Levenberg-Marquardt —algoritmus #####FAAAAAAAAAAAAAARS
LmOptimizer = function(fun, x_0, y = rep(0, length(f(x_0))), lambda = 100,
W = diag(length(y)) / length(y), maxIt = 50,
minStep = le-5, threshold = 0.5, nu = 2, track = T) {
f = function(x) do.call(fun, as.list(x))
residual = function(x) y - f(x)
ps = c(x_0, £(x_0))
x = x_0
n =0
deltaNorm = 1 + minStep
while(n < maxIt deltaNorm > minStep) {
n=mn+ 1
if (track) cat("\n\nlterdciészam:", n, "\n")
J = jacobian(f, x)
delta = solve(t(J) W J + lambda * diag(length(x)),
t(J) W residual (x))
deltaNorm = norm(delta, "2")
improvement = norm(residual(x), "2") - norm(residual(x + delta), "2")
improvementLin = norm(residual(x), "2") - norm(residual(x) - J delta,
cx = improvement / improvementLin
if (is.na(cx)) break
if (cx <= threshold) {
if (track) cat("Irany elutasitva\n")
lambda = lambda * nu
}
else {
if (track) cat("Irany elfogadval\n")
x = x + delta
ps = cbind(ps, c(x, f(x)))
lambda = lambda / nu
}
if (track){
cat (paste("lambda: ", lambda, ", delta norma: ", deltaNorm,
", relativ javulas: ", cx));
cat ("\nx:\n"); print(c(x)); cat("f(x):\n"); print(c(f(x)))
}
}
return(list(x = x, ps = ps))
}
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HUHHAFHHHARARHAA#S Az algoritmus grafikus tesztelése #HHFHH#HAAHHHARHH#HA

testlm = function(fun, x_0, y_0, z, partition, phi, theta, main = ""){
1 = LmOptimizer (fun, c(x_0, y_0), z, track = T)
m = mesh(partition, partition)
mz = matrix(fun(m$x, mSy), ncol = ncol(m$x))
formula = deparse(fun) [2]
main = ifelse(main == "", substr(formula, 8, nchar(formula) - 1), main)
n = length(1$ps[1,])
surf3D (m$x, m$y, mz, colkey = T, bty = "g", phi = phi,
theta = theta, main = main, cex.main = 3)
points3D(1$ps[1,], 1¢ps[2,], 1$ps[3,], add = T, pch = 20, cex = 4,
col = "blueviolet")
arrows3D (1$ps[1,1], 1¢ps[2,1], 1%ps[3,1], 18ps[1,n], 1¢ps[2,n], 1$ps[3,n],
add = T, pch = 20, col = "dimgray", lwd = 3, length = 0.3)
}

HEFBHFHFHFH AR SR B R SRS R BB BB BB B HHE chapter3Script . R ##H####H A HAHHAHHRARRRHHH#HHHH

setwd ("E:/Documents/BPM/4. félév/Szakdolgozat/R/")

source ("chapter3.R")

HHRHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH#H##E A vizsgdlt tesztesetek HHAHAAAAAAAAAARARAHHHHHHH#HHH

par (mfrow = c(1,3))

f = function(x, y) return ((x"2+y~2)°2)

testlm(f, x_ 0 = 2, y_ 0 = 2, z = 0, partition = seq(-2, 2, 0.05), phi = 20,
theta = 353)

g = function(x, y) {
z = complex (1, x, y)

return (sapply (Re(log(z)), function(a) max(a, -3)))
testlm(g, x_0 = 2, y_ 0 = 2, z = -3, partition = seq(-2, 2, 0.05), phi = 29,
theta = 210, main = "max{Re[log(x + yi)l, -3}")
h = function(x, y) {

z = complex (1, x, y)

return (abs (Re(sin(z)/z)))

testlm(h, x 0 = 0.1, y_0 = 3, z = 0, partition = seq(-3, 3, 0.05), phi = 20,
theta = 140, main = "|Rel[sin(x + yi)/(x + yid1I|")

par (mfrow = c(1,1))
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