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Bevezets

Az ubbbievekben jelentys elrebpesek t orentek a piacotallapoabanes dinamikapban

is konzisztensen leo penzigyi modellek kifejleszese teen. E folyamatban az egyik
legfontosabb nmerbldk) a frakcioralis Brown-mozgas volatiliast meghajb sztochasztikus
folyamatlent vab alkalmazsa volt. Az Itd-kalkulus kereteibdl kiepve lehetyseg nylik
arra is, hogy a modellezett sztochasztikus volatilies a historikusan meg gyelttel sok
tekintetben egyez) matematikai tulajdonsagokat mutasson. A dolgozatban e enat prjuk
kerel, bemutatva a szakirodalom ema ianti erdekipceenek okaites a legfontosabb
alapvet) erednmenyeket.

Az els) fejezetben motialjuk a frakcioralis Brown-mozgs meghajb folyamatlent vab
haszraelaates eszletesen argyaljuk a modellek vizsgalabhoz szelkseges elneleti megala-
poast. Az itt esszefoglaltakat sapt R-program segtegevel is ellendrizak. Ezen kvl
etrehozunk egy elpast arra is, hogy historikus volatilias idysortol azonostsuk az azt
meghajb frakcioralis Brown-mozgast a Hurst-paraneter meghatrozasan keresztell.

A masodik fejezetben az ezen elneleten alapub pengyi modellek lozil mutatjuk be
a legismertebbeket. EBsar megvizs@gljuk a emakerhez kapcsobdan elsdlent java-
solt RFSV-modelltes megmutatjuk ennek konzisztencapt a historikusan meg gyelhe®
adatsorokkal. Ezutan behtjuk, hogy derivatwakarazasahoz sz wkegszenjen towabbi fel-
etelezseket kell tennenk, melyekkel eljutunk azerdes Bergomi-modellhez Megmutat-
juk, hogyanarazhab be tetszjleges sarmaztatott ternek a modell keretein bedl, szi-
mubcd segtegevel. Azarazasraes a modellparaneterek becsesre sapt R-programot
is implemenalunk. \egeul reviden bemutatjuk azerdes Heston-modelltes hozza egy
lehetsges nodszert euopai opcokarazasara.

A harmadik fejezetben megmutatjuk, hogyan lehetaltahnosan enrgyi modellek kalib-
acopt felgyorstani neualis rabzatok haszralatival. Ezt elhsz  er kontextusba helyezmak
a trgyaltarazasi technikak gyorsasanak sz wkegessgvel, valamint feleleventpk a ne-
ualis habzatok elneleet. \eg el bemutatjuk, implementljuk es tesztelj ek is az egyik
hatkony kalibacos elpast, a Levenberg{Marquardt-algoritmust
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1. fejezet

Az erdes volatilias

Ebben a fejezetben megvizsaljuk a peregyi modellezs egyik legfontosabb fogalmat, az
implilalt volatiliast. Ezen kereszt el reviden bemutatjuk a frakcioralis Brown-mozgs
altal meghajtott sztochasztikus volatilinssal t erend penz egyi modellezs motiacogt.
Ezuan argyaljuk a frakcioralis Brown-mozgas fogalmates legfontosabb tulajdonsagait.
\egul esszevetlk ezeket a historikus volatilias jellemzdivel.

1.1. Az implilalt volatilias fel wlet

Vegyek a hagyonmanyos Black{Scholes-modellt, vagyis ahol a vizsaalt alapternek arfo-
lyamatol feletelezz wk, hogy konstans diuzos egyetthabpy geometriai Brown-mozas.
Tekintseink egy euopai call opcot: regztett j owpbeni T iddpontban jogunk van arra,
hogy meghatrozott K arfolyamon \asaroljunk egy adott termeket (pl. eszenyt) a
szerzpceses partnerpl. A megwasarolhab terneket nevezzk alapternmeknek. Az opcod
ennek a sarmaztatott termeke, vagyderivat\aja . A modell feletelezsei mellett az opco
t iddpontbeli V(t)aara egyszen explicit lepletet kapunk, ez a Black{Scholes-leplet:

Iog¥+ r 72
V(t) =BS(S(t);K; ;r; )=S(t)(ds) Ke ' (d);, d = p—

Itt a BS fuggweny argumentumaban szerepld paraneterek rendre az alapternek-beli
arfolyama (S(t)), a keesiarfolyam ( K), a lepratig hatralew idytartam ( = T 1),
a koclazatmentes kamathb (r), illetve a volatilias ( ), vagyis az alapternek arfolya-
matot meghajb sztochasztikus di erencalegyenlet konstans diuzos egyetthabja. Az
els) regy paraneter vagy a termek egy jellemzdje, vagy meg gyelheth a piacon. Ezeket
regztettnek tekintve a leplet  feggwenyeben szigouan monoton reveked) eigg\enyt
erednmenyez, amely tehat inveralhab. Gyakorlatban egy euopai opco eseen nem is
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azarat szolas tekinteni, hanem a piacon szinen meg gyelhe® arlol ezen inverz tigg-
\eny alkalmazsaval kapott volatilias ereket, amit az ar altal implilalt volatilias nak
neveaink. Ez azrt torenik, mert az implilalt volatilias robusztusabb mutabszama a
termeknek, mint azara, hiszen keweske fagg peldaul az alapternekarfolyanmabl.

Ha a Black{Scholes-modell feletelei teljeslrenek, akkor egy adott alaptermek esetn
karmilyen lepraties k eesiarfolyanu opco piaciaat tekinterenk, ugyanazt az imp-
lilkalt volatilias ereket kaprank. A piacon meg gyelhet) arak eseeben azonban azt
tapasztaljuk, hogy adott idypillanatban kelenbezd K es erekek mellett k elonbezd imp-
lilkalt volatilinsereket kapunk. Vagyis az implilalt volatilias e let \altood f elgg\enye-
lent egy nem vzszintes fekbllet. Gyakorlatban K helyett azugynevezett log-moneyness
=log % faggenyeben szolas vizsaalni a volatiliast, hiszen ez keveske \altozik idyben.

Az ennek segtegvel felrt gs(; ) fuggwenyt nevezak implilalt volatilias fel wletnek.
Iddben ez a feblet semalland, ugyanis \altozik a szintjees ianya, azonban az alakja
altahban \altozatlan, ahogy az 1.1.1aban is Athab. Adott r evid lepratra a kereszt-
metszete jellemzyen mosoly alakugmile), mg hossal lepratra ferde ( skew).

(a) 20050915 (b) 2013:06:20

1.1.1.abra. S&P 500 index implilalt volatilias fel wlete kelonbezy idppontokban [1], [2]

Egy adott enzegyi modell feletelezsei alappn samolt opcoarakiol ugyarugy vissza-
samolhab a (Black{Scholes- leplet szerinti) implilalt volatilias fel wlet, mint a piacon
meg gyeltarakol. Ezt nevezzuk adott modellhez tartoo modell implilalt volatilias
feluletnek. A Black{Scholes-modellhez tehat a vzszintes modell implilalt volatilias fe-
lulet tartozik, amely nem esik egybe a piacon meg gyeltaraklnl samolttal, gy a modell
ilyenertelemben nem p. A @l a penzugyi modellezsreleppen az, hogy a modell imp-
lilkalt volatilias fel wlet reprodulalja mind az implikalt volatilias fel wletet, mind annak
az iddbeli dinamilagt.



Dupire lolalis volatilies modellgben a diuzos egy wtthab az iddes a eszenyarfolyam
determinisztikus figg\wenye. A feggwenytugy \alasztjuk meg, hogy a modell implilalt
volatilias fel elete eppen visszaadja a piacit. Ez a modell azonban azt feletelezi, hogy
a felkllet mai formaja meghatrozza az esszesgwbeni formaat, ami a vabsagban nem
teljesul. A modell nem is tudja visszaadni a fellet empirikusan meg gyelt dinamilagat,

gy jelentysen tlrearazhat egyes egzotikus termekeket.

Ennek orvoshsara sailettek a sztochasztikus volatilias modellek, mint gelcaul a Heston-
modell. Itt az alapternmek diuzos egy wtthabja maga is egy sztochasztikus di erencal-
egyenlet megoldasa, vagyis szemimartingal. Az ezt meghajb Brown-mozgs nem felet-
len fuggetlen az alapterneket meghajobl. Ezek terat (legahbb) letfaktoros modellek,
melyekben a \eletlennek ®bb forasa van,esaltahban nem teljes piacot erednenyeznek.
A modell implilalt volatilibs fel elet dinamilaja itt realisztikusabb, azonban a sztochasz-
tikus volatilies modellek jellemzden nem tahlpk el a kezdeti feluletet.

Adott lepratra vett keresztmetszet (mosoly) alappn nem sok levetkeztees vonhab le
a genemb folyamatra vonatkozmdan. Ezzel szemben a mosoly lepratbl vab kiggese nmar
szoros kapcsolatban all a geneab folyamat dinamilapval. Az, hogy hogyan #igg az
iyl az implilalt volatilies  ATM -rel vett ferdesege, vagyis a

O= gosti ) _
fuggweny, kelenesen erzkeny a volatiliasfolyamat megwalaszasara. Itt az ATM az
angol smhaszralatban jellemz) "At The Money" kifejezs mvidese. Haszralatosak neg
az OTM (Out of The Money)es ITM (In The Money) revidesek is. Az opcokat
csoportosthatjuk az alappan, hogy (hipotetikus) azonnali lehvas eseen erekesek-e a
tulajdonos samara. Amennyiben igen,ITM opcool beszlunk. Ekkor \eteli opco
eseebenS(t) > K ,vagyis > 0. A < 0 esetben az opctOTM. A let csoport haaan
vannak azATM opcok, melyekre = 0. A piaci implilalt volatilias fel wletre [1] alappn
() i; 2 (0:3;0:5)

teliesul. A hagyomanyos sztochasztikus volatilins modellek altal genemlt () fegg-
\enyek e tulajdonsagot jellemzden nem reprodulalpk. Ezek ! 0O esekn altahban
konstanserekjek a kvant polinomalis jelleg} \egtelenbe tarb haterek helyett. Te-
kintseink ezzel szemben egil Hurst-paranmeteny frakcioralis Brown-mozgas altal meg-
hajtott sztochasztikus volatilias modellt. A modellaltal genealt ATM ferdesg loze-
Idleg H 2 alaku, amely terat H  0:1 \alaszas mellett megfeledbb az eBbbiekrel.

Ez az egyik legfontosabb motiacoja a frakcioralis Brown-mozgs haszralatnak.
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(a) 200509:15; =0:44 (b) 2013:06:20; =0:4

1.1.2.abra. S&P 500 index fallet ATM -rel vett ferdesege a leprat feiggenyeben.
Raillesztve pirossala ( )= A polinom. [1], [2]

1.2. A frakcioralis Brown-mozas

Jojjon eldsmr egy mvid emekezte) a sztochasztikus folyamatok kurzuson szerepelt tan-
anyagol. A dolgozat tovabbi eszben azallasokates de ncokat egy ( ' FP) ltalt
vabsznjgi mez) felettertj wk, melyre rezve a folyamatok progresszven mnerhetek,
meg ha ezt nem is hangaulyozzuk ki klen.

1.2.1 Denco. B =(By); ¢ sztochasztikus folyamat Brown-mozgas (vagy Wiener-folyamat),
ha 1-vabsznjseggel nulbdol indub, folytonos trajekbrapes f  uggetlen mveknmeny fo-
lyamat, melyreB; Bs N(O;jt sj) mindens;t O-ra.

1.2.2Alles. B Brown-mozgs akkores csak akkor, hd-vabsznjsggel folytonos tra-
jekbrap Gauss-folyamat 0\arhabertekkeles Cov(Bs;B¢) = min( s;t) kovarianciafigg-
\ennyel.

Ezek utain de naljuk a frakcioralis Brown-mozgs fogalmates ismertetj ek alapve® tu-
lajdonsagait [3] nyoman. A bizonyasokat eralban dolgozzuk ki.

1.2.3Dencb. O0<H < 1eseenB" frakcioralis Brown-mozgs, ha 1-vabsznjsggel
folytonos trajekbrapy Gauss-folyamat, melynek \arhab ereke Oes kovarianciafiggwe-
nye Cov(BY;BM) = 1 jtj*" +jsi? jt sj* . A H paranetert Hurst-exponensnek
nevezek.

A kovarianciafegg\eny plde nalt, ugyanis pozitv szemide nit. Erre tablhab egy meg-
lehesen technikai bizonyas a [4] kenyvben (Proposition 2.2). Ezrt a folyamat elosz-
hsban plde nalt, ugyanis egy Gauss-folyamatot meghataroz a \arhaberekes kovari-
anciafiggwenye. De neg nem tudjuk, hogy Etezik-e ilyen. Hogy ezt behssuk, akseges
a folyamat rehany tovabbi tulajdonsagat is argyalnunk.
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1.2.4Allas. HaB" frakcioralis Brown-mozaas , akkor E[(Bf  BI)?]=jt sj?".

Bizonyss.
E[B" B4 =cov B Bf;B' B! =cov Bf;B +Cov B;B!

2Cov B;Bf = jtj* + jsi* 2% it + st jt s =gt g

1.2.5 Kevetkezneny. A frakcioralis Brown-mozgs neveknenye centalt nornalis \alto-
o0:
B BY N(@Ojt s);
terat
E B BJY = Kt s
ahol K a standard normalis eloszasg-adik abszolt momentuma.

1.2.6 Kevetkezreny. A frakcioralis Brown-mozgs staciorarius neveknenyy.

Ez nyihanvab, hiszen BY  BH € BH_ N(0;jt sjH):
A kevetkezy kezismert etelek bizonyassal egyett megtablhabak peldaul az [5] mun-
lkaban.

1.2.7 Tetel. (Kolmogorov-tle folytonossagi etel, Kolmogorov{Csencov-ttel)
Ha az X folyamat > 0-adik momentuma egyenletesen-Helder-folytonos > 1 ki-
tewvel, akkor a folyamatnak etezik folytonos trajekbrapgy modi kacoja. E folyamat
trajekorai lolalisan  -Helder-folytonosak minden 2 (0; =) kitewvel. Maslepp te-
gyek fel, hogy

E[[X;: Xs] Cjt sj; 8ts2R":
Ekkor etezik X : P(X = X) =1 folyamat, melynek minden trajekbraja folytonos, es
minden T > 0 eseen ktezik hoza Cr > 0 konstans, hogy

82 : X(') X¢(') Cqjt s ; 8ts T

1.2.8 Kevetkezreny. A frakcioralis Brown-mozas ktezik, es trajekbrai lolalisan -
Helder-folytonosak minden 2 (0;H) kitewjre.

Ez 1.2.5 levetkeznenye a etel alkalmazsaval, ahol pldaul =2; =2H. A Hurst-
paraneter vabpban a folyamat trajekbrainak simasagat szakalyozza, ahogy hthab
az 1.2.3aban is.



1.2.9Alles. A frakcioralis Brown-mozgs H 6 1= mellett nem szemimartingal.

Bizonyas. Tekintsek a folyamat g-rend} varacopat valamely [0 ;T] intervallumon
adott, nomod , = ft} = "TT :0 k ngfeloszassorozat esetn:

8
X1 q X1 y %1; hagH < 1,
— _ _ - qH _
Vg = lim By, By =) ENg=Kglim thy th = §Kq T: hagH=1;
k=0 k=0
0 hagH > 1
A kezps) eset nyihanvab. Legyen = qH 1, ekkorgH > 1 esetn
X1 " X 1
lim th, th lim max tf,, 1 th, th =0 T=0:
n! n!
k=0 k=0

Hasonban qH < 1 eseen

IimX1n 0 Jim max t" t”Xln n=-1 T=1:

ni o k+1 k nil | 1+1 | o k+1 k = - '

Most haH < 1=z, vagyis H < 1, akkor a frakcioralis Brown-mozgas kvadratikus varaco-
pnak \arhabereke \egtelen, tehat nem lehet szemimartingal. Ha pedig H > 1=, vagyis
2H > 1, akkor a frakcioralis Brown-mozgs kvadratikus varacbja 1-vabsznjeggel O,
hiszenP(V, 0) =1, valamint E[V,] = 0. Tehat csak korhtos \altoas folyamat lehet,
feleve, hogy szemimartingal. A totlis varacopnak \arhab ereke azonban H< 1

miatt \egtelen, tehat ez sem szemimartingal.

Azallaskol k evetkezik, hogy a frakcioralis Brown-mozgasra nem alkalmazhab az 1t6-
kalkulus. Ez nagyban megnehezti az elneletet.

1.2.10Allas. X, = jaj'B! eseen azX folyamat is frakcioralis Brown-mozgs lesz.
Ezrt azt mondjuk, hogy a frakcioralis Brown-mozgsenhasonb.

Bizonyas. Ellenyrizhethek a Gauss-folyamat karakteriaco feletelei:

~

X majdnem mindenutt folytonos trajekbraji, mert B az.

t; < <t, eseen (Xy;:::;Xy,) a (B ;:::;BY) vektonaltoo linearis f ugg\e-

tﬁl’

nye, tehat normalis eloszhal, vagyis X éauss-folayamat.
~ E(Xy)=ja"E BY =o0.

" Cov(Xs; Xy)=Cov jg"BY;jaj"BY = jg*'Cov BY;Bf =
t 2H : :
a

2H t s 2H

I e R S UG U R o



Az 1.2.10allas mutatja, hogy a frakcioralis Brown-mozgas is frakaltulajdonsagu.
1.2.11Alles. A frakcioralis Brown-mozas

" klasszikus Brown-mozgdi =  eseen,

" neveknenyei pozitvan korrelltak H > % eseen,

" nevekmnenyei negatvan korrehltak H < % eseen.

(@H=0:1 (b) H=0:5 (c)H =0:9

1.2.3.abra. Sapt programlod segtegvel generlt FBM trajekbrak k elenbez)
Hurst-egyetthabk haszralata mellett.

Bizonyas. Az els) pont pelcaul a hagyormanyoses frakcioralis Brown Gauss-karakterizacok
osszeveesvel ogten hAthab. Legyen s, <s, <t; <t,, ekkor

Cov B['; B{ =Cov Bf B{;Bi B{ =

S1!?
=Cov B{;B{! +Cov BZ;B! Cov B{;B{! CovB;B] =
=5 jsoi? + o™+ syt + s j ™ st
?
(tz )™ (1 s+ (s s +(t, s <O

Legyen

s — Sp S1; t =t tg; st = 11 Sy
Ekkor
Cov Bf; B{' <00 (1 s)™+(t2 s)™ (tz )™ (2 s)™ <0
0 () +( s+ ot ) (at ) (s+ 9™ <00 2H<I

mert az x"; (x 2 R™) fuggweny pontosan akkor konkav, han < 1. Tehat a nevekmenyek

pontosan akkor korrehltak negatvan, haH < %,es pozitvan, ha H > %
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1.2.12 Kevetkezneny. A frakcioralis Brown-mozgs H 6 1= eseen nem Markov-folyamat.

Most kevetkezzen a frakcioralis Brown-mozgas egy lehetseges konstruktv eljallasa.
Ehhez szksgesek tovabbi de ncokes meggondohsok. Tekintsek 0 <H < 1 mellett a

kevetkez Brown-mozas szerinti integalt, ahol B klasszikus Brown-mozgs :
Z t

o= (t )" ZdBs: (1.2.1)
0

Els) mrezsre kombbi tanulmanyok alappn a k evetkezy (hikas) gondolatmenet logi-
kusnak tjnik: az integrandus determinisztikus, ezrt nyihan progresszven nerhet.
Ugyanezrt az id) szerinti regyzetes integal \arhab ereke maga az integal, amely
\eges mindent eseen, tehat az integrandus S-beli. Igy az integabs erednenye regy-
zetesen integalhab martingal. Nem vett ek azonban gyelembe, hogy az integrandus
fegg az integahbsi tartomany \egpontjaibl, amely a hagyormanyos It6-kalkulusban nincs
megengedve, es gy az integrandus nem iS-beli. Vabban, ilyen integalt koabban
nem de naltunk, es az is behthab, hogy az integahs erednmenye nem szemimartin-
al. Az ilyen integrandusokat a szakirodalomVolterra-magfuggwenyekneknevezi, mg
az integalt Volterra-folyamatnak Az integalt a [6] cikk trajekbrankenti Riemann{
Stieltjes-integallent de nalja a eszletek kifejese relk wul. Behtjuk, hogy ez megtehet
a kevetkez) letallas alkalmazasaval:

R
1.2.13Alles. Az abf (x)dg(x) Riemann{Stieltjes-integal etezik, ha f folytonos, es g
korhtos \altoass [a; Q-n.

Azallas bizonyaserthsd a[/]k  enyvben a 1036:2: 10:36:4: eszeket. A kevetkezdal-
las nem nmas, mint a k ®zismert parcalis integahs elve Riemann{Stieltjes-integalokra:

R R
1.2.14All8s. R Ha az ;f (x)gg(x) Riemann{Stieltjes-integal tezik, akkor abg(x)d‘ (X)
is btezik,es  f (x)dg(x)+ ~g()df (x) =[f gl

Vabban, az 1.2.1 kifejezsertelmezhet) trajekbrankenti Riemann{Stieltjes-integallent,
hiszenB folytonos, es az integrandus korhtos \altozasu.

1.2.15 Denco. B =(By):r folyamat letoldal Brown-mozas, ha(B ); oes (Bi): o
fuggetlen Brown-mozgsok.

1.2.16Allas. Legyen0<H < 1l,es B" =(Bf');r sztochasztikus folyamat aevetkezd

egyenletaltal de nalt:
Z, Z,

B = Cy4 t 9"z (9" z dBs+ (t 9" 2dBs ;
1 0



ahol B letoldall Brown-mozgs, valamint

1 1 . L2 7
Ch= —+ (x+1)H 2 xH 2 dx =
2H 0
D s (1.2.2)
3 2H+1)sin(H) _ 2H (%= H)
(H+ ) (H+ )2 2H)’

R
es ()= 01 x e Xdx Gamma wggweny. EkkorB" frakcioralis Brown-mozgs .
A frakcioralis Brown-mozgs ilyen nodon terend eliallasat a [6] cikk szerzpje uan
Mandelbrot-reprezenticonak nevezek. Erre azallasra nem tahltunk eszletekre kiter-
jedd bizonytst a szakirodalomban, gy kidolgozunk egyet eralban. Ehhez szeksgeink
van retany tovabbi megfontohsra.

1.2.17 Megjegyzs. Az improprius integalt de naljukugy, mint az integabsi k us®bben

hatereket \eve a kifejezs gyenge limesze, vagyi$, aholk!'1  eseen
Z 0

10 = ¢t 9z (9 7 dBs; 1M
k

1.2.18 Lemma. Legyen ( n)n2n Vabs, es ( n)n2n POzitv vabs samsorozat, melyekre
n!l eseen , ! , valamint |, ! > 0. Legyen X, N( n; n). Ekkor
X4 ¢ X, aholX N(: ).

Bizonyas. A karakterisztikus feaggwenyek felasatol r egten kevetkezik a folytonossagi
etel alkalmazasaval:

exp i nt ”T I exp it —— ; t2 R:

1.2.19 Lemma. LegyenX 1-vabsznjsggel folytonos trajekbraj centalt Gauss-folyamat
E (X Xo)? =jt s

neveknenyvariancaval, melyre X, = 0. Ekkor X frakcioralis Brown-moz@gs H pararme-
terrel.

Bizonyas. Csak azt kell behtni, hogy a kovarianciatiggweny megfelely alaku.

1 1. on .
EXXd]= 3 E X2 +E X2 E (X; X¢? = 5 jiti?h + st jt o g

10



1.2.20Alles. I-izometria  (EmEkezte)) R
Ha's; s 2 S, azaz progresszven nerheekesE| g 2ds]; E[ ; 2ds] < 1 minden t-re,
akkor Z, Z, Z,

0 0 0

1.2.21 Lemma. Korhatos \altoasi, determinisztikus Volterra-magf uggwenyek integalja-
iraenenyes az Ito-izometria, vagyis ha ' 2.ds; , Zds<1 minden t-re, akkor
Z t Z t Z t

E ' t;sst t;sst = " s t;SdS: (1.2.3)
0 0 0

Kesdbb erre az egyertelmiseg kedweert egyszemjen izometrialent hivatkozunk.
Bizonyss. Az integrandusok korhtos \altoasiak, gy az integal trajekbrantent
megegyezik a Riemann{Stieltjes#zelt) osszegek limeszvel, tehat

|
Z, Z, g1 '
E " 1sdBs tsdBs = E n|||1m "vi Bin Bjp L B By =
0 0 H L n n n n n n
| I
K 1 2 K1 2
E lim ' t L L B BL = lim ' ¢l t'LE Bji BL =
nil — 'n 'n n n nll — 'n 'n n n
J= J=
1 : . Z,
T A S B PR
nl Lty th n n o s tsHoe
i=0

Az utol® epesben kihaszraltuk, hogy a Cauchy{Schwarz-egyentlenseg alapan
Z, 2 2, Z,
"ts tsdS ' tz;sds tz;sds <1l:
0 0 0
A () jeloks) egyenbsegrel felhaszraltuk a feaggwenyek determinisztikus jelleget, valamint

a Lebesgue-tle domiralt konvergenciattelt. Ez helyenvab, mert

X 2 . 1
"eiopl Bia(t) Bi(') supj s sl —Za(');
i=0 n n n n s2[0;t] n
P _ _ 2
aholz, = jm:01 P nBj+1 P nB; kh-regyzet eloszhsi\altoo nt szabadsagfokkal.

Ezrt

) o1 ) o
supj s sl —E[Zn]l  suUpjs Tis) t< 1
s2[0:t] n s2[0:t]

1.2.22 Megjegyzs. A determinisztikus integrandus feletekt feloldhatrank, es hasonb
e} bizonyas ugy is mjk edne. Erre azonban nem lesz sksegnk. Az integrandus
ellenben korhtos \altoasi kell legyen, lkloenben nemertelmezik az integalt.
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1.2.23 Megjegyzs. Azallas bizonyasahoz sz eksgunk lesz arra, hogy az izometria im-
propius ertelemben isenenyes marad. Ez viszont a domiralt konvergenciattellbdl mar
nem levetkezik, ugyanis annak a feletele! 1  eseen rul. Ez a bizonyasban nem
is oldhab fel, amennyibenj s ' +s] & 0(1=t). Azonban haszralhatjuk helyette a Beppo{
Levi-etelt (monoton konvergenciattel), amennyiben s ' +s > 0 minden s 2 [0; t]-re.
A kevetkez) bizonyasban ez a plusz feletel is teljes.

1.2.24 Megjegy2s. Az Itb-formula isenenyes marad ilyen tpusu integalok eseen, st
folyamatok egy sokkal byvebb oszalhara is, melyre a jelenlegi integal de nconk nem
terjed ki, bsd [8] (Theorem 2.5). Ezt a dolgozatban nem bizonytjuk.

Most kevetkezhet az 1.2.16alllas bizonytasa.

Bizonyas. EBszer hssuk be, hogy a folyamat 1-vabsznjseggel folytonos trajekbrap
centalt Gauss-folyamat. lathab a de ncbhol, hogy B{' = 0, mert az esszeg els)
tagpban az integrandus 0, mg a masodikban az integahsi tartomany weres. Felrva az

integalok trajekbrankenti Riemann-Stieltjies k o©zel) osszeget
!

X0 i 1 Hz i 1 H 2
B = Cu lim lim R I - B, Bii: +
ki1 nl1 n n n n
j= nk+1
K1 i H 3
+ Cq lim t = Bix+ Bj
n'l n n n

j=0
Itt az @sszeadandk figgetlen normalis eloszhsi vabsznjsgi \altook, mert a Brown-
mozgs mvekmenyeinek determinisztikus egytthabs skahrszorosai. Igy a limeszeken
beluli kifejezsek szinen normalis eloszhsiak. Az 1.2.18 lemnmabol kiindulva B! is nor-
malis eloszhau, ha ezen \altook \arhaberekees variancaja konvergal. A\arhaberek
a\altood sorozat minden tagpra 0. A variancia konvergencagat a folyamat n eveknenye-
ire htjuk be kicsit leshbb. Azerveks az I (ti 2 R;i 2 N) \altook tetszpleges linearis
kombiracopra isenenyes marad, vagyis a \eges dimenzos peremeloszhsok egyttesen
tobbdimenzos nornalis eloszhsuiak. A trajekbrak folytonos jelleget a folyamat meg-
erokli hablatmenetben a meghajb Brown-mozgsbl. Ez korhtos \altozas integrandus
eseen a hagyomanyos Itd-folyamatok folytonossagara adhab bizonyassal anabg nodon
behthab. Ekkor tetat az integal vabban majdnem minden wtt folytonos trajekoraj
centalt Gauss-folyamat lesz. A gondolatmenet haszralhab altalban is annak beha-
s|ra, hogy a dolgozatban epkenld) o©sszes Volterra-magigg\veny Brown-mozgas szerinti
integalja majdnem mindeneitt folytonos trajekbrap centalt Gauss-folyamat. Mar csak
azt kell behtni, hogy az integal kovarianciafeggwenye megegyezik a frakcioralis Brown-
mozageval. Az 1.2.19 lemma alappan ekg a mveknenyek varian@agt ellengrizni, amely

12



a gyenge konvergencahoz szinen aksges. Ehhez felhaszralhatjuk a [3] cikkben meg-

tablhab samaswazlatot. Legyen v u, ekkor az impropius izometrat felhaszralva

h 2i. i Z H H L 2
E B BIf° "ETC2 (v s); 2 (u s), 2 ds=
yd R
=CZ (v u+(u s P o 9 T asTrEY Y
R 7 L
=Ci(v u* x+1)F 7 X" 2 dx=
7 Z, 1 o
= Ci(v uw* (x+1)%" ldx + (x+1)H 2 xH 2 =
1 0
Zl 1 1 2 ! 1 Zl 1 1 2
o7 x+1)" 2 xH 2z dx (v u o7t (x+1)" 2 xH 2
0 0
=(v u)?:

Itt felhaszraltuk a normab Cy konstansra adott 1.2.2 lepletet. A lepletben tahlhab
explicit formula bizonyasert bsd a [9] kK enyv 363 364 oldalait. Lathab, hogy a kons-
tanseppenugy kerelt megwalasztisra, hogy a kovarianciakigg\venyre vonatkoa feletel
teljesuljon.

1.3. A historikus volatilis

Az eddigiekben a volatilinsfolyamat meg\walaszasaral praktikus okoklol csak az impli-
lalt volatilibs fel wlet tulajdonsagait vett mk gyelembe. Azonban a @nesben amasz-
kodhatunk az adottarfolyam soasanak, mint genz egyi idysornak tulajdonsagaira is. Ez
az idsor ahistorikus volatilias. A historikus volatilibs termeszetesen tebbtle nodon
is de nalhab illetve samolhab, de mindig csak egy diszket k ezelese lesz a volati-
linsfolyamat realiabdott trajekbrapnak egy nultbeli szeleenek. Viszont k ennyen
kisamolhab a piacon kezvetlerel is meg gyelhety adatoklol, ami miatt pl kezelhe®.

A historikus volatilias trajekbria tulajdonsagait megvizsglva k ennyen informacot sze-
rezhewink arol, hogy azt modellezve milyen meghajb folyamatoterdemes alkalmazni.
Kelonesen az 1.2.5-ben fargyalt tulajdonsag az, ami karakterialja a meghajb folyama-
tot,es amely pl elk wlonti a frakcioralist a klasszikus Brown-mozgsbl. Mivel a vola-
tiliesfolyamat nemnegatv, sz eksges egy nemnegatv transzformaco az azt meghajp
nem korhtos folyamatra. Mi most az exponencalis transzformacot tekintj ek, vagyis a
tovabbiakban a historikus volatilias logaritmusat vizsgaljuk.
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Tegyek fel, hogy Epesk oz} diszket meg gyekesekkel rendelkezink a volatiliasfolya-
matol a [0; T] intervallumon:
T
0, siiiy ki, aholk2f0;1:::Ng; N= —
A logvolatilibsfolyamat n eveknenyeloszhsat staciorariusnak feletelezve legyen a »-
vekrmenyminta g-adik tapasztalati abszout momentumaq > 0 mellett:

X

@)= ~ jlog(x) log( gy i* Ellog( ) log( f:
k=1

A volatiliesfolyamatot a [2] cikk naponlenti k ezelessel tekinti samos eszenyindexre
tebb kelenbez) nodon is kisamtva. Minden esetben hasonb kevetkezteesek vonhabk
le m(q; )-ra vonatkoan. Ennek logaritmusa log() f wggwenyeben abazolva (1.3.4
abra) k elonbezd egyeneseken fekszik az egygsrekekre, ami azt jelenti, hogy m(q; )
polinomalisan fugg -bl. Towabka stilialt €ny, hogy a logvolatilias n eveknenyelosz-
hsa kezel normalis. Tehat

Efjlog( ) log( 0)j1=Kq ¢

ahol K tovabbra is a standard nornmalis eloszhs g-adik abszolt momentunat jel eli.

1.3.4.abra. log(m(q; ))abrmzolva log() f eggwenyeben az S&P 500 indexre. [2]

Az elpbbi egyenesek meredekseet, vagyis g kifejezst q fuggenyebenabazolva (1.3.5
abra) szinen k ezel egyenest kapunk, vagyis; Hq, aholH  0:1 az esszes vizsalt
index eseeben.Osszevetve az 1.2.5-ben htott kifejezst kapjuk vissza. Tehat historiku-
san a logvolatilinsugy viselkedik, mint egy frakcioralis Brown-mozgasH  0:1 Hurst-
egytthabval, ami egybevag az 1.1 eszben argyaltakkal. Az ehhez hasonban kicsi
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1.3.5.abra. jabazolva qfuggwenyeben az S&P 500 indexre. [7]
Zeolden a 0142 qillesztett egyenes

Hurst-egyetthabn alapub folyamatokat nevezzekerdesnek A kicsi Hurst-egyetthablol

fakadban a logvolatilias n eveknmenyei negatvan korrebltak, amely tekrozi azt a stilialt
enyt, hogy a volatiliesfolyamataltabban cs ekken, ha magas azereke,esaltahban nd,
ha alacsony. Ezt a tulajdonsagot gyakran nevezik (helyteler)atlaghoz visszaluzasnak.

1.4. A kapcsobd programlod magyarazata

Az eldzd elemzs szerint a historikus volatilias gyakorlatban egy erdes folyamat, ezrt
ebbdl a szempontlol nem @lIszeny azt klasszikus Brown-mozgs segtegevel modellezni.
Ezt ellendrizni fogjuk egy R-ben megrt sapt programmal is. A fejezethez rt programhoz
tartod f egg\enyek, valamint a szkript megtahlhab a dolgozat vegen a feggekekben. A
lodban magenta sznnel emelpk ki az oralban rtf emggwenyeketes lkekkel a kulcsszavakat,
valamint az alapertelmezetten ekrhet, vagy behivatkozott eigg\enyeket.

A vizsaalathoz szkseges elhspr is egy foras, ahonnan historikus volatilias adatokat
tudunk szerezni. Egy nyihanosan ekrhe®) adatkazissal (Oxford-Man Institute's reali-
zed library) dolgozunk. Itt a nagyobb eszwenyindexek historikus volatilibsfolyamatra
napi frissessel eerhet) samos leheteeges nepszam. Az elsh sapt fuggvennyel kigyjjt-
hetjuk egy \alasztott eszenyindexhez tartomd relevans adatokat xts formatumban az
adatkaziskol. A programban a Dow Jones IpariAtlag index 5 percenlent mintawetelezett
iddsomhoz tartood regyzetes hozamainakesszeget haszraljuk napi bonasban. Ez az in-
dexnek azun. realizlt napi varianciafolyamata, amely p kezelese a realialt volatilias
regyzeenek.
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A kevetkez) bpes a frakcioralis Brown-mozgas trajekbria szimubhcoja. Ezt a Cholesky-
dekompozco segtegvel vabstjuk meg. Az 1.2.3 de ncolol a frakcioralis Brown-
mozgs egy adott R) autokovariancia-matribu centalt Gauss-folyamat. Ezrt, ha x
fuggetlen standard nornalis eloszhsu vektor,es aloharomsz eg-nmatrixra R = T
akkory = xeppen R autokovariancia-matrixu centalt Gauss-folyamat lesz:

ElyIEly 1= E[ xJE[( x)']= EXJEX'] "= | "=R (1.4.4)

A matrix elallthab Cholesky-dekompozco segtegvel O(n®) iddben. Ehhez szk-
fges a Hurst-paraneter, a szimuhlt folyamat hosszaes aézeles nhomsaga. Vabapban
az 1.2.10allas miatt az utols ket paraneterbdl ekg csak az egyiket megadni,es gy a
masikat r egztettnek tekintve a szimuhblt folyamatatslkabzsaval mar ekrhet) a \alasz-
tott paraneterezs. A matrix eljallasa uan viszont mar csak f  eiggetlen standard nor-
malis eloszhs generbsates egy O(n) iddben ehegezhet) vektor{alharomszeg-natrix
szorast kell vegrehajtanunk. A matrix ujrasamohsara csak akkor van sz wkeg, ha
nodostani akarjuk az eldallashoz sz ekeges paranetereket. Ezrt a let epest felbont-
juk let k ulon fuggwenyre, hogy nagy mennyiseg} trajekbrat viszonylag gyorsan tudjunk
szimuhlni a matrix eallasa utn, amire gyakorlati alkalmazasok soan gyakran sz ekseg
van. Ezt oldjuk meg a masodik, harmadikes negyedik #ggwenyek segtsegvel.

A lesdbbiekben salkseges lesz a natrixiol visszalltani a paranetereket, melyek
segtegvel azt etrehoztuk. Ezt vabstjuk meg O(1) iddben az etedik feggwenyben.
Tudjuk, hogy R = T, valamint nomsag eesk ©z eseen

Ry =3 ()% +( )™ i G i)™

Innen pedig
1 R 1 (2 ) 1
— 2H. — 2H _ 22 _ — 2HY — -
Rii= 7 Ra=(2 =) §|092 Ry §|092 —n = §|092(2 )= H:
Towabla = R Ri1,es a folyamat hossza pedign , aholn a matrix sorainak sama.

Mivel Ry212 = 1212 1:2;1:2, ahol az index a matrix megfelely nerety szelett jeloli, ez
vabban megtehet) konstans epesben.

Most kidolgozunk egy sagat elpiast a k evetkez) feladatra. Tegwk fel, hogy adott egyn
hossal idysor, melyryl feletelezzek, hogy skahzott frakcioralis Brown-mozgas ismeretlen
Hurst-egyutthabvales skalaparaneterrel. Ennek becseljek meg aH paranmeteet O(n)
id) alatt. Ehhez szikseges a koabban bevezetetm(q; ) kisamasa egy adott idysorra.
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Ezt a hatodik fuggwenybe foglaltuk = 1 esetre. Az 1.2.5 megjegyzses a feletelezaink
mellett a nagy samok erys ®renye miatt aszimptotikusan

m(a; s)=m(q;S)  Kq 9 s)™ = C(a( )™

ahol a frakcioralis Brown-mozgas, S pedig a epeskeoz ismeretlen skalaparanetere, gy a
kifejezs maga is skalabiggd. Mi azonban slalakiggetlen becskst szeretrenk erelere.
Ismeretlen s mellett ki tudjuk samtani m(q; s)erelet afolyamat di erencazasaval.
Towbka kisamthab m(Q;s s) is az idysor mindens-edik elenenek megtarasavales

di erencazassal. Innen addik a megolds:
!
qH

}Iogs m@:s s) }Iogs SCICEDRS 23 }Iogs st = H:

q m@ s)  dq C@ s q
Ezt a kifejezst samtjuk ki a hetedik f eiggwenyben adott ges s paraneterek mellett.
Mivel az elsh egyenheg csak aszimptotikusan teljeg gy a kifejezst a nyolcadik fegg-
\enyben tebb ges serek mellett is kisamtjuk,es az erednenyekatlagohsaval adunk

\egs) becskst H erelere.

A kilencedik faggvenyben megvizsaljuk az elpzd becsks eloszhsat adotH erek mellett.
Elszer is szimublunk 2000 darab 1000 hossai adotH paramneten frakcioralis Brown-
mozgas trajekbrat, majd ezekre visszabecsljuk az e)z) elpassal a paranetererelet.
Ezuan kiratjuk a becskesekatlagat, sopasat valamint 5%es 95%-o0s kvantiliseit, majd
milleszt mnk egy megfelelpen parameterezett normalis eloszhst. Megvizsaljuk az illeszes
minje et abakkal es Jarque-Bera teszttel is. A f mggwenyt lefuttatjuk 0 :1;0:5es 09
Hurst-paranetererekekre is.

1.4.6.abra. H = 0:1 paraneter becsenek eloszhsvizsglata
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H = 0:1 mellett hthaban pl illeszkedik az eloszbs a nornalisra (1.4.6abra). Ezrt a
Jarque-Bera teszt alappan a normalifist nem utastjuk el 0:51-esperek mellett.

1.4.7.abra. H = 0:5 paraneter becsknek eloszhsvizsglata

H = 0:5 mellett is hasonb meg gyekseink vannak, a teszt alappn a normaliast ekkor
sem elutastjuk el 0.6-osperekkel (1.4.7abra).

1.4.8.abra. H = 0:9 paraneter becsesnek eloszhsvizsglata

H = 0:9 mellett az eloszhs enylen ferde balra, valamint keskenyebb farokeloszhsal, gy
a normaliast elutastjuk nagyon kicsi perekkel (1.4.8 abra). Nem tahljuk el ponto-
san az elneleti Q9 \arhabereket sem. Azonban ez a paraneterezs az elhzd eszekbjl
kifolyolag nemerdekes samunkra, gy nem foglalkozunk vele a tovabbiakban. A becs-
bsatlagok, soasaikes a kvantilisek a k evetkezy abhzatbanabrzolt nodon alakultak

a mintafuttatsral:
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H 0.1 0.5 0.9
atlag 0.098 0.497 0.885
soas 0.021 0.021 0.031
5%, 95%-o0s kvantilisek|| 0.064, 0.131 0.462, 0.535 0.837, 0.938

Osszegezve tehat a becsksk eloszhsat normalisnak tekinthetj ek, melynek \arhaber-
teke a paraneter vabdiereke, sorlsa pedig 0 :021. Haszraljuk most a tiggwenyt arra,
hogy megbeasljek a Dow Jones index realialt varianciafolyamatnak elrmult 1000 nap
hossai szeleehez tartoo Hurst-egwtthabpt. Az eredneny 0 :172, amelynek nagysag-
rendje egybewvag az eddigi elnelettel. Ennek a pontossagat azonban le is kell teszteink
valamely nodon. A szkript harmadik eszben a tizedikes tizenegyedik figg\wenyek se-
gtegevel kisamtjuk m(q; = 1 nap)erelet, ahol q = f0:1;0:2;:::;59 az indexre,
valamint 100 100 darab megfelel) hossaisagu frakcioralis Brown-mozgas szimuhcora,
H =0:1;H =0:156H =0:172H = 0:5 paraneterekkel. A szimuhcokatugy skahz-
zuk, hogy azonos sorasiakesatlagiak legyenek, mint az indexfolyamat. Az erednmenyek
esszehasonlasalol bthab, hogy a H = 0:156 \alaszas jobban illeszked) @rket ered-
nmenyez (ezt azereket polalkoasokkal k ennyen meg lehet tahlni). Ezt tekintve a H
vabdi erelenek hthab, hogy az elpas nem teljesen pontos, azonban a \etett hiba

(0:016) a kombban samolt sorasnyi (0:021) tartomanyon belul van.

1.4.9.abra. m(q; ) k wmlenbez) H erekek mellett, valamint az indexfolyamat eseen

Most geneamljunk egy-egy 1000 hossaisaqu frakcioralises klasszikus Brown-mozaas tra-
jekorat. Ezeket megfelel) linaaris transzformaco segtegevel ismetugy alaktjuk, hogy

a realialt variancia logaritmusaval azonosatlagiakes sorasuak legyenek. Ezuan egy
aban rendre esszehasonltjuk ezeket, majd exponencalisukat, \egl pedig az exponenci-
alis utol® 300 hossai szeleket a megfelel) index idysor szelettel egyt. Az erednmenyek
szemmel Athab nodon ahamasztpk a koabban argyaltakat.
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1.4.10.abra. Skabzott H =0:1es H = 0:5 paraneteny FBM trajekbria
osszehasonltva a Dow Jones index historikus volatiliasfolyamatwval.
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2. fejezet

Erdes volatiliason alapub modellek

Az elhz) fejezetben bemutattuk a frakcioralis Brown-mozgs haszralahnak motiacogat
sztochasztikus volatilissal orend penz ugyi modellezs eseen. A levetkezpekben ilyen
tpuss modellre vizsagaljuk meg a legismertebb eldakat, ehszer [2] javaslast.

2.1. RFSV-modell

A koabban argyaltak szerint a logvolatiieks H  0:1 paraneten) frakcioralis Brown-

mozgshoz hasonb tulajdonsagokkal rendelkezik. Logikus tehat a modellezsrel

ds _ Az = exp(B{); t2[0;T]:

St

feltevest haszralni, mint az eldbbi vizscplatral is tett wk. Itt > 0; konstansok,S pedig

az alaptermek diszkonaltarfolyamata. Ennek jelenese az It6-formula alapgn
Z t YA t

S = SoE WdZ, = SE exp(B [dz,
0 0

2.1.1 Megjegyzs. Ha X N (0O; ), akkor E(X) = exp X %Eij2 azun. Wick-
exponencalis. Adott Z folyamat eseen asztochasztikus exponencaligolyamat E(Z;) =
expZ: Zo %[Z]t): Ha Z Gauss-folyamat, akkor a aveknenye esetben egybeesik a let
fogalom, peldaul Volterra-integalok eseen. Ha Z lolkalis martingal, akkor E(Z) szinen
az. HaZ teljesti a Novikov{ vagy a Kazamaki-feletelt, akkor E(Z) martingal.

Itt alljunk meg, es gondoljuk \egig, hogy a lepletben tablhab integal egyaltahn
ertelmes-e, hiszen az integrandus nem szemimartingal. Ez azonban nem probema, hiszen

az Itb-integalokat minden L-beli folyamatraertelmeztek, ahol
z t

L= "' :' progresszven nerheth,es mindent O-raP "Zds<1 =1
0

21



Ezeket a frakcioralis Brown-mozgs exponencalisa teljesti, amely progresszven nerhe-
©, pontonlent lognormalis eloszhsl. Sjt, az integrandus vabpban S-beli (de ncert
hsd 1.2.20). Ehhez a nemnegatv integrandusra vonatkozd Fubini-etelt felhaszralva

Z t Z t Z t 4 2juj2H

E exp(BM)?du = E exp2B|!) du= exp
0 0 0 2

du<1:
Tehat az integal regyzetesen integalhab martingal, vagyis az arfolyamat lokalis mar-
tinaal (Bsd 2.1.1). Azt azonban nem tudjuk, hogy ez vabdi martingal is-e. Meggondolha-
D, hogy a Novikov-feletel ebben az esetben nem teljes. Kespbb htni fogjuk, hogy nem
minden esetben martingal. Ez atbl is feigg, mekkora a korrehco a frakcioralis Brown-
mozgas Mandelbrot-reprezenaaicopban (1.2.16) szerepld integator Brown-mozgses a

eszenyarfolyamatot meghajb Brown-mozgs k ezett.

A modell ilyen formapban azonban nem ad staciorarius megoldast, hiszen az 1.2.5 meg-
jegyzs szerint ; gy lognormalis eloszhsi lesz (0;jtj?") parameterekkel. A stacionarias
szikeges, hogy a folyamat hossai w modellezsrel is haszralhab maradjon, ezrt
nodostjuk.

2.1.2 De nco. Frakcioralis Ornstein{Uhlenbeck-folyamatnak nevezk a lovetkez) szto-
chasztikus di erencalegyenlet staciorarius megoldasat:

dX;= dB (X; m)dt (2.1.1)
ahol BY frakcioralis Brown-mozas, valamint ; > 0;m 2 R.

2.1.3 Megjegyzs. Az ebbbi egy elterjedt jedes a szakirodalomban,es a é&vetkez) szto-
chasztikus di erencalegyenletetertjuk alatta:
YA t YA t YA t

Xi= Xo+ dB ! (Xs m)ds= Xo+ B+ mt X sds:
0 0 0

Az elhbbi jelbks az egyenlet di erencalalakja, ubbbi pedig ennek integalalakja.

2.1.4Allbs. Az ebhz) egyenletnek [10] szerint ktezik trajekbranlent egyertelmy, 1-
vabsznjsggel folytonos trajekbrap megoldasa a k evetkezd alakban:
YA t

Xi=e "Xo+ 1 e' m+ e ¢ 9dBL:
0

Az ubbbi integalt is ertelmezhetjuk trajekbrankenti Riemann{Stieltjes-integallent,
mivel az integrandus korhatos \altoasi, B" pedig majdnem mindeatt folytonos tra-

jekorap (Asd 1.2.13, 1.2.14). Ha a kezdeti feletel
VA 0
Xog=m+ e ® dB:|
1
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alaku, akkor
Z 0 Zt
Xi=e'! m+ e *dBf! + 1 e' m+ e ( 9dBY =
1 0

= e ¢ 9dBY + m;
1

es a megoldas (masodrendben gyengen) staciorarius is:

EX))=m;  D*(Xy)= ? ?"H(2H): (2.1.2)
2.1.5 Megjegyzs. Az elyz) alakotatrva kapjuk, hogy
Z t yA t
Xy = e "9dBY+m= Ble 9 tl +m BHd e 9 £
' Z t i t
4B 0+m Bide €9 = Bfem  Ble ©9s
1 1

(2.1.3)
Itt trajekbranlkent alkalmaztuk a parcalis integahsi elvet, a folytonosan di erencal-
hab fugg\weny szerinti integabsi lepletet, valamint, hogy

BHe 9 N(Oe2 92y 9 0 has! 1
A 2.1.3 egyenletatrhab a Riemann-integal k ezelt) oesszegere a &vetkezy nodon:
|

I)( 1 _ i +1 .
Xc=m+  lim lim Bfe th 172 1 pn
sl nl1 i= ns n n n

Mivel B" Gauss-folyamat, alkalmazhab az 1.2.16allas bizonyasaban elmondotterve-
ks, gy az X folyamat nemcsak staciorarius, hanem Gauss-folyamat is.

Haszraljuk ezt az immar staciorarius Gauss-folyamatot a logvolatiliis modellezshez:

dgs = dZy; t = exp(Xy); t2 [0 T]:
Ezt a meglezelest nevezzek &rdes frakcioralis sztochasztikus volatiliasmodellnek®,
vagy reviden RFSV-modellnek Rough Fractional Stochastic Volatility). A de ncolol
htszik, hogy = 0\alaszassal visszakapjuk a skabzott frakcioralis Brown-mozgast. Al-
tahnosabban formalialhab, hogy az X folyamat 'kicsi"  ( 1=T) \alaszaas mellett
(jelolje X ) lokalisan ([0; T] iddintervallumon) frakcioralis Brown-mozgaslent viselkedik:
2.1.6 Allas. I 0 eseen
" #
E supjX, X, Bfj! o
t2[0;T]
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Igy a folyamatnak megmaradnak a koabban vizsaalt kedvez) tapasztalati tulajdonsagai
a hossas aw kezelheyseghez sakseges stacionaribssal egwitt.

Bizonyss. A bizonyast [2] alappn, a eszleteket kifejtve dolgozzuk ki. A 2.1.3
egyenletbdl httuk, hogy

YA t
X, = Bf+m BHe (9ds;
1
)%
Z t YA 0
(X, X,) Bf= BY e ( 9ds BY (e ®9 eS)ds;
0 1
ahonnanB!! = sup, o, jBY] jelokssel
YA 0
sup j(X, X,) B! T BH+ BY (e e (T 9ds:
t2[0;T] 1
Amennyiben teljeal, hogy
EBM) dtj"; 8t2R (2.1.4)
valamely c 2 R esetn, akkor a fenti egyentlenseg \arhaberelet \eve kapjuk, hogy
n # Z
0
E supj(X, X,) Bfj ¢ TT "+ isi" (e5 e (T 9ds
t2[0;T] 1
Itt mar a jobb oldali kifejezs 0-hoz tart ! 0 eseen. Azesszeg els) tagpra ez nyihan-

vab, az integmaltatrvaes a Gamma eloszhs sjjegf eggwenyenek alakat felhaszralva
pedig
Z 1 Z 1
s (es e Nds= 1 e ) she Sds=
Z1 HilHg s °
(H+1) se ds= (1 e T)

T, T (HD)

(H+1)

H ’

= (1 e")

melyre mar szinen hthab. Maradt tehat a 2.1.4 egyentlenseg bizonyasa, melyhez
a [2] foras a [11] cikkben bizonytott 1:2-es etel egyenbtlenseget haszralja fel. Azonban
a etel feletele, mely szerint H > 0:5, vabpban nem teljesel, ezrt nas utat \alasztunk.
A frakcioralis Brown-mozgs enhasonbsaga (1.2.10) nyoman

EBM) = it"E@BT) dti" ¢ E@BY) ¢

valamely c konstansra, vagyis ekg haE(B\{') < 1 . Tudjuk, hogy B" Guass-folyamat,
valamint 1-vabsznjsggel folytonos trajekbrap, hiszen a frakcioralis Brown-mozgs
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folytonos trajekbraihoz a maximumfolyamatnak is folytonos trajekbraja tartozik. Az

is nyihanvab, hogy P(BY < 1) 6 0. Ebbdl pedig [12] alappn teljesul, hogy B} -nak
btezik veges exponencalis abszout momentuma, vagyis elsd) abszout momentuma is
\eges.

2.1.7 Kevetkezmeny. q>0;t> 0; > 0; ! 0Oeseen
E X X 91! 9%,

Ez mutatja, hogy megfelell \alaszas mellett a folyamat nevekneny slkabzodsa is
a tapasztalatilag meg gyeltekhez s a frakcioralis Brown-mozgashoz) hasonb marad
(Bsd 1.2.5 megjegyzs).

Bizonyks.  Szinen [2] alappn, eszletezve. A [13] cikk 24-es megjegyzEnek 2-es
egyenlete szerint teljesl a

) ijl 2H

Cov X, X, =K 24 X2

R

egyenhsgK = 2 (2 H +1)sin( H )=2 ) jelekssel. Nyihanvab tovabka, hogy
E (X X¢ )P = E (X )2 +E (X()® 2E Xy X, =
=2 E (X,)* E?[X,] 2E X,, X, E X, E[X/] = (2.1.5)
=2Cov(X;;X;) 2Cov(X., :X{);

ugyanis X nmasodrendben staciorarius folyamat,es gy E X,, = E[X, ], valamint
E (X,+ )? = E[(X,)?]. Osszevetve
Z iyil 2H Z iyvil 2H
E(Xe X )2=2k 1 &x¥ o 1 gx
R + X R X

e2rt az
7E Xy o X, ]

fugg\eny egyenletesen koratos. Raadasul azX,, X, \altood nornalis eloszhsl, gy
minden ¢-ra egyenletesen korhtos az

70E X, X
fuggweny is. Kevetkezteesleppen a

X X
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vabsznjsegi \altoo csahd egyenletesen integalhab. A 2.1.6allaskol I 0 eseen:
n #

E sup (X, X, BM) 1 09 X, X !'"* BN 8t2[0,T]=)
t2[0:T]

Z) X Xo) (X¢ X! BE B9 X, X 9B Bfj

A [2] cikk allasa szerint, mivel a vabsznjsgi \alton sorozat gyengen konvergal es
egyenletesen integalhab, a \arhab erekek is konvergalnak, gy a bizonytand all-

ast kapjuk meg. Ez azonban az eddigi tanulmanyaink alappn neg nem levetkezik.
Ekg lenne viszont megmutatni, hogy az utol® konvergencia 1 vabsznjsegy is, mivel
az egyenletes integalhabsag feletele mellett ezL ;-beli konvergencat erednenyez egy
koabban tanult etel alappn. Ebbdl mar k  evetkezne a \arhaberekek konvergencaja:

E X X % E 9Bg B/ j E Xy X¢j% 9B Bfj9 ! O

Az 1 vabsznjeg} konvergencia bizonyasahoz felhaszraljuk a [14] cikkben is megtahl-
hab etelt:

2.1.8 Tetel. (Skorokhod reprezentcos etel)

Legyen adott(S; d) teljes szeparbilis metrikus er. Tegwk fel, hogyP,;(n=1;2;:::)es
P vabsznjsgi nerekek (S;B)-nugy, hogy P/l ‘p (itt B azS Borel -algebagt jel oli).
Ekkor etezik ( ;F;P) vabsznjgi mez), melyen keteznek X es X,;(n =1;2;:::) S-
erek} vabsznjsgi \altook rendre  Pes P,;(n=1;2;:::) eloszhssalugy, hogyX, ! X
majdnem mindenutt.

Alkalmazzuk abtelt S = R;d= jjege:Pn= L jX74 X7 :P=L %BH  BFjo
\alasztaisokkal, ahol L(X) az X vabsznjsgi \altoo eloszhsat jel eoli. Ebbdl tudjuk,

hogy ktezik egy absztrakt vabsznjegi mezp es azon egy vabsznjsgialtood-sorozat
ugy, hogy ! 0 mellett

X X j9 mm qu‘:-':- Btqu;
ahol
iXu o XX X% %l BMeE 9Bl B
tehat ezen \altook is egyenletesen integalhabak. A fentiekbdl pedig
E X X j4 = Ehjxw thql ! Eh 9B, BtquI = 9K,

lathab, hogy ugyanez azerveksaltahnosan is haszralhabo a [2] cikk meglerd)jelezett
allasanak bizonyasara.
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2.1.9 Kevetkeznmeny. t> 0; > 0; ! Oeseen

looan, o(1):

Cov X, ; X, = D?X,] 5

Azallas szerint a modellben a logvolatilias autokovariancia-f ggwenye linearisan c®k-
kend 2" -ban.
Bizonyas. A 2.1.7 kevetkezneny szerintq = 2 esetben

E[(X..  X)2= E[(X. )+ E(X, )] 2EX,, X! 2K, 2= 2 2,
melyetatrendezve
EX,. X1 5 ElX. YI+E(X ) 2
Az X folyamat stacionarifsaloles 2.1.6-ol k evetkezik, hogy
EX,]1= EX,. 1! 0  E[X,)2=E[(X, 3! DIX,I
Osszegezve kapjuk, hogy

1
Cov X, iXy = ElX, X ]+ o1)= DX, ] 5 2 *+ o)

Vizsaljuk meg most a volatilins autokovariancia-feggwenyet is. Tudjuk, hogy
log( )= X, N(m;s),ahols = 2 2"H (2 H)a2.1.2 leplet alappn, ezrt

S

E()=E &+ ="z
Towaba X Gauss-folyamat, gy (X,, + X;) N(@2m;2s +2Cov X,;X,, ),es
E(w+ )=E X tXi = gZm+s +Cov [Xe Xeh ] 2m2s o 12 2n

a 2.1.9 levetkezneny miatt, ha ereke kicsi. Eszerint tehat az autokovariancia-feggweny
exponencalis sebessggel lecsengd. A [2] munka vizsgalatai alappn mind a let auto-
kovariancia-eigg\eny tulajdonsagai meg gyelhetyek az adatoklol samolt megfelel) ta-
pasztalati fuaggwenyeken, ami tovabbi fontos erv a modell mellett. Ez azrt is erdekes
eredneny, mert a volatiliasfolyamatun. hossa emekezet} tulajdonsagt jelenthetre a
polinomalis lecsenges, de ezt a meg gyeks @folja.
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(a) log( ) autokovariancia-fuggwenye (b)  autokovariancia-faggwenyenek logaritmusa

2.1.1.abra. A [?] cikk vizsgalatai szerinti tapasztalati autokovariancia-eigg\enyek.

2.2. Derivatvaaraas,erdes Bergomi-modell

Latni fogjuk [15]- ot kevetve, hogy a frakcioralis Brown-mozgas nem markovi jellege mi-
att to\abbi megfontohsokra van szekseg ahhoz, hogy a hagyomanyosarazasi elvet alkal-
mazhassuk. Vegwk az RFSV-modell specalis = 0 \alaszas melletti, nem staciorarius
alakgqt:

log + log (= B Bf

Az eldzd egyenletet a historikusP nerek alattertj wk a historikus volatilias koabban
vizsaalt tulajdonsagai miatt. A v, = 2 jelebssel a varianciafolyamat fejdcesere az 1.2.16
allastol  u t mellett a kevetkezjt kapjuk:

logv, logvi =2(log , log )=
z 0

=2 Cy w 9" (9" 1 9"z (9" T dBs+
Z, Z,

+2 Cy (u )" 2dBs (t 9" zdBs =
2, 0 Z,

=2 Cy u 9"z @t 9" zdBs+ (u 9" zZdBs =
1 t

=12 Cy fZi(u) + M(u)g;
ahol B (letoldali) Brown-mozaas a historikus P nerek alatt. Tehat

EpllogvyjFi] =log v; +2 Cy fEp[Z:(U)jF ]+ Ep[M((u)jF]g =

(2.2.6)
=log vt +2 CyZ(u);
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ugyanisZ{(u) F;-nmerhet), valamint M;(u) feggetlenF-Bl a Brown-mozgs markovit-
sa miatt. S§t, mivel az integrandus determinisztikus Volterra-magiggweny, gy M(u)
Volterra-folyamat, es az 1.2.16 allas bizonyasaral meggondoltak alapan 0 \arhab
erely normalis eloszbhsu \altod, melynek variancaja

Z, 2H u 2H
D2 M - E M2 izometria 2H 14e— (U S) — (U :
M= E M2 R e R

s=t
A 2.2.6 egyenletbdl hthaban felmerul egy probema. Nevezetesen, hogy a volatilias-
folyamat markoviasanak hanyaban htsolag sz wksges az azt meghajb Brown-mozgs
teljes nultpnak ismerete is a feleteles \arhab erek samashoz, vagyis az opctara-
ashoz is. Towabka ez nem csak erre a specalis modellre igaz, hanemaltabnos jelenseg

a frakcioralis Brown-mozgs, mint meghajo folyamat \alaszasa eseen. Legyen most
Y p Z
Bu(u)= 2H M(u= 21 (u s zdBs N O;(u t) ;

t

Gauss-folyamat, valamint
C
=2 p% =) 2CaM(u) = By(u): (2.2.7)

llyen jeloksekkel a koabbiaklol

N O (WiFy)

2
vy = viexp  Bi(u)+2 CnZi(u) ) logN  2ChZ(u); °E Bi(u)

t

ezrt a lognormalis eloszhs ismert \arhaberek leplete miatt
. 1 2
Ep[VujFt]=viexp 2CnZi(u)+ > ’E Bi(u)
Az eldzd) kettht osszevetve

2 2
Vo= viexp 2CnZ(U)+ = 2E Bi(u) + Biu) = ’E Bi(u) =
2 2 (2.2.8)
= Ep[wijFdE  Bi(u) ;

ahol E a Wick-exponencalis (asd 2.1.1). A 2.2.8 leplet alappn telat nem szkseges a
meghajb Brown-mozgs nultanak ismerete, mivel a v, \altoo feleteles eloszhsa az
F. -algebabl csak az Ep[vjF] kifejezsen, vagyis a variancia elrejelzseken keresitt

feigg.

A kombbiak alappn tetat a historikus nerek alatt a 2.2.8 leplet alappn megadott,
lognormalis varianciamodell visszaadja a meg gyelt variancia idysorok tulajdonsagait.
Towabla az Ep[v,jF] folyamat adaptlt a B (a letoldall Brown-mozgas integator)altal
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genealt ltacora is. Feletelezz wk, hogy ez egybeesik 8 altal genealt Itacoval,
ahol BQ Brown-mozags aQ kockazatsemleges nerek alatt. Tekintsek altabnosan a
nmerekcseet:

dBs = dBJ + ds;

aholf ¢:s>tginterpretilhab, mint a volatiliaskockazat piaciara . A 2.2.8 toabbr-
hab

Z
p_ ¢ 1
Vo = Ep[WjFJE By(u) =Ep[vjFJE ~2H (u 9" 2dBs =
IO—Zu 1 2 t
= Ep[wjF ] exp 2H (u 9)" 2dBs E(u t)yH =
IO—Ztu 1 2
= Ep[wiFdexp " 2H (u oM i(dBZ+ 9 S(u Y =
t
; p_Zu H 14pQ 2 2H p_Zu H L
= Ep[wjFi]exp 2H (u 9)" 2dBg E(u )+  2H s(u s)7 2ds
t 7 t

u

Er[VijF{E BX(U) exp oq S(u 9 zds

nodon, ahol a koabbihoz hasonban
Z

—_— u 1
B2(u) = sz (u s zdB2 ° N O (u H : (2.2.9)

t

lathab, hogy Q alatt v,altahban mar nem lognornalis eloszhsi az utolo tag miatt, de

az marad peldaul determinisztikus eseen. Tegwik fel, hogy determinisztikus, ekkor
Y Zy
Vo= Ep[WjFJE BR(u) exp  2H  J(u 9)" fds = EqjFJE BR(u) ;

t

mert a 2.2.8 leplethez veze®y gondolatmenet alkalmazhab & nerek alatt is. Ezrt
Z

. _ p__“u A
t(u) = Eq[vujF{] = Ep[wjFiexp ~ 2H s(u 9 2ds ; u t
t

alalu lesz azun. forwardvariancia-gerbe amely gy let tag szorzata: az egyik a meghajb
Brown-mozgs multabl f eggd sztochasztikus-, a masik pedig a kockazat piaci aabl
feggd determinisztikus mennyiseg.

2.2.1 Megjegy2s. A volatiliaskoclazat a megettes enzaigyi eszbz arfolyamaanak vo-
latilibsaban bealb hirtelen, ehre nem hthab meg\waltoaskol sarmazn veszteseg kocla-

zata. A volatilinskoclazat piaciara alattaltahban azt szolaserteni, hogy a befektepk
mekkora koclkazati pemiumot \arnak el a volatiliaskockazat egysgnyi mvekecesert. A
volatilias ma mar piacon kereskedhety mennyiseg, ezrt az ebbi is pl samszenysthe®.
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Ugyanezrt a jelenbeni forwardvariancia-grbe meg gyelhe® piaci adatoklol. Ehhez gya-
korlatban altabban a likviden kereskedettvariancia swapolarait haszralpk. Egy adott
alaptermekre vonatkoa variancia swap enyegben egy olyan forwampylet, mely esete-
ben a leesiar (vagy inlkabb k eesierek)es a ki zees viszonyasi alappt az alapternek
arfolyamat lepratig realialt variancaja adja a konketarfolyam helyett. Reszletesebb
leasert &sd peldul a [16] munkat. A felteves wnk, hogy determinisztikus, negettes
tartalmaban azt jelenti, hogy az ilyen jellegd befekte®yi preferencakat gondoljuk idjben
determinisztikusan \altoonak. A felteves jogossaga meglerddjelezheth), azonban ebben
az esetben tudunk (viszonylaghknyen allast megfogalmazni a variancia eloszhsara

vonatkozan.
A kombbiakol
p—Z“
Vo= EqWjFoJE BS(u) = oE 2H (u 9" 2dBQ ;
0
ezrt 0 Z,
EqlviF 1= o(WEq E ~ 2H (u 9" 2dBQ jF, =
z, °

P_— 1
= o(WE 2H (u 9 2dB? = (u):
0
Kennyen hthab, hogy a forwardvariancia-folyamat nem markov tulajdonsagu, vagyis

Eo[wujF] & Eg[wujvi]. Eljutottunk terat a k evetkez) modellhez Q jeloks elhagyasaval):
ds P p__ %t

S - (0dZ;  (u)= oWE 2H (u s)" zdBs ; (2.2.10)
0

P —— ,
aholdZ, = dB;+ 1 2dB/, korrehco paraneter,es B;B’ fuggetlen Brown-
mozgasok. Itt tipikusan < 0, mivel a volatilinses azarfolyam tapasztalatilag gyakran
mozdul ellenetes ianyban.

A modell jelenlegi alakpban az 1 faktoros Bergomi-modell nem markovialtahnostsa-
nak tekinthe®. Az 1 faktoros Bergomi-modell megtahlhab a [17] cikkben:

ds P ——
o 0w
Z, Z,
(u) = o(W)E e “9dB, = GUE e ©Y e (9B =
0 0
1 o
= WE e ©YY, = suexp e Uy, 5 2e 2 U YEjYj?

ahol Y klasszikus Ornstein{Uhlenbeck-folyamat, penmgyi folyamatok argykol is tanult

explicit leplettel:
Z t

Y,= e (9(dBq:
0

dYt = Ytdt+ dBt

|
N—r
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lathab, hogy vabpban a sztochasztikus exponencalis argumenturmaban szereplh expo-

nencalis magkigg\enyt cseeltek le Volterra-magliggwenyre:
2 Y __ 4 1
e U 9dB ! 2H (u )" 2dBs: (2.2.11)
0 0

Ezrt a modell azerdes Bergomi (rough Bergomi) vagy reviden rBergomi nevet kapta.

A modell feletelei melletti szimuhcohoz 2.2.10-bdl az Itd-formula szerint kapjuk, hogy
Z t
P Vadz,
0 d !

W= oWE "TZH (U 9" jdBs = JWE Bo(u)
0

(2.2.12)

Itt B = By, Volterra-folyamat. Ez a folyamat a frakcioralis Brown-mozgashoz hason-
ban slkabdik (1.2.5 megjegyzs, 2.2.9 leplet), valamint ubbbiml D?[B,] = u?". Az
osszadigeesi strukiaja azonban ele, hiszen v u mellett az 1.2.21 izometria miatt

h i oh i Z, L )
Cov B,;B, = E B,B, =2HE (u 9" 2dBs (v 9)" 2dBs =
ZU ZU 0 ZUO ZV
2H E  (u 9" 2dBs (v 9 dBs +E  (u 9 2dBs (v s)! zdBs
0 0 0 u
izometria ‘ . 1 1 s=ut z ! 1 Vv H 3
Z2H (u 9 (v o) 2ds+0°= ur2H @ Hf 2 oot dt =
0 0
Z
v H 1 1 u H 1
=u?2H - 7 @ Hfzo1 ot—  Cdt=
u 0 v
H3 LD(H+2 1 3
= u?M2H ! 2—( ) ( 3 2)2F1 = H;l;—"'H;E =
u (H+3) 2 2 v
H o 1 1 3 u
=uMoH Y T T R L: Hi D4 H -
u H + %2 72 "2 v

ahol ,F; az ugynevezett (Gauss) hipergeometrikus efggveny. A () jel} egyenihseg a
hipergeometrikus tiggweny Euler-integalreprezenacoplol k evetkezik:

Z 1
JFi(a;b;c;2d = ﬁ t° 11 t)° P11 tz) &t (c>b>0):
0
Az utolo egyenbsegrel kihaszraltuk, hogy (1)=1 ;( +1)= ( ), valamint
8
s n <1 han=0;
oFi(a;b;c;) = (a)”(b)”z—l = Fi(biaic;d;  ahol@n=. g,
a0 (On N - T, (g+i); han> o0

A hipergeometrikus tiggwennyel kapcsolatos toabbi eszletelert sd pl. a [18] cikket.
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A Z Brown-mozgses a Volterra-folyamat kovariancajav ~ u mellett

h i Ly . Z, Zup
E B,Z, = 2HE (v s)" 2dBs dB ¢ + 1 2B =
Z, ’ Poih i
— P H 1 — 2H Hel U _
= 2HE (v 9" 2dB]s +0= T (v s)"72 =
0 H+§ s=0
p__
_ 2|'1 NS (v u)H+% :
H+ 1
2
valamint hasonban
h i p_ Zu ) Zy Zup
E B,Z, = Z2HE (u 9" 2dBs dB ¢ + 1 2dB?
Z ° po
Po— ) H 1 2H H+1
= 2HE (u 9" zdB]s +0= ——u""z:
0 H+ 3
Osszevetve h i pm " | "
E B,Z, = o1 2 (v min(u;v))" "2

2

\egul Z Brown-mozas volalol fakacban E[Z,Z,] = min(u;V). Mivel Z es B Gauss-
folyamatok, melyeknek ismert az egyttes kovarianciamatrixa, leheteges a modell fele-
telezsei melletti Monte Carlo-szimuhcd. A folyamatok trajekbrainak esszefjz<vel
kapott vektor is tebbdimenzos normalis eloszhal, gy elallthabak leheteges trajekb-
raik az egyuttes kovarianciamatrix Cholesky-dekompozcopanak segtegevel (Asdujra
1.4.4). Itt n darab m hossa trajekbria szimubbsa eseen az egyettes kovarianciamat-
rx (2m 2m) dimenzos, melyet egy (2an  n) dimenzos \eletlen normalis matrixszal
kell szorozni. Mindenuj trajekbria genemhsahoz sz ekseges egy alolaromspg-natrix
es egy vektor szorasa, gy ez az elpas sajnos meglehehsen lasa. B trajekbrainak
ismereeben elllthab v a 2.2.10 leplet alapan, es gy megkaphab Z es v segteg-
vel S kezelese is, peldaul az Euler{Maruyama-nodszer alkalmazasaval. S trajekorait
haszralva kisamthab a megadott derivatva ki zeesf wuggwenyenek Q nerek melletti
tapasztalati diszkonalt \arhabereke, gy leheteges azaraas. Mindazoraltal a modell
ilyen elven torend kalibacbja nem e@lszeny a hossai fuasi id) miatt. Modellkalibiaco
alatt azt szolaserteni, hogy az implilalt volatilias fel sletes a modell implilalt volatili-
as felulet valamilyen metrika szerinti tivolsagat minimalialjuk a modell paraneterein.
Tulajdonlkeppen a piac allapoat legjobban leo modellparaneterezst akarjuk ekkor
megtahlni. Ennek fuisi ideje akar 20-ad eszre is cwkkenthe) peldaul varianciacsek-
kenesi nodszerek segtegevel, mint feleteles Monte Carlo-szimubco, illetve kontroll-,
es antitetikus \altook haszralata (hsd [19]-ben).
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Alternatv megk ezeleslent haszralhatjuk, hogy a nerekcsere soan a varianciafolyamat
diuzos egy wtthabja, valamint a Hurst-parameter nem \altozik meg, vagyis ugyanaz

es Hereke a Pes Q nerekek alatt. Towabla 2.2.7es 1.2.2 lepletek alappn
S

_ CH _ (3Q H) .
"2 P52 TArm@ M)

esaH, paraneterek becsilhethek a historikus varianciafolyamat alapgn is. A forward-

(2.2.13)

variancia-ggrbe meg gyelhet) piaci adatokml (hsd megint 2.2.1). Mivel a modell pa-
ranmeterlent fogadja a forwardvariancia-gertet ( o(t);t  0), gy alkalmas \alasztssal

a modelles a piaci implilalt volatilias fel wmletek ATM-rel vett keresztmetszete ponto-
san megegyezik. Ezen elzetesen becsksek segtegvel elegend) lehet a fennmarad
paraneter szerint kalibalni a modellt. A [15] munka szerzpi megvizsgalbk a fekletek
illeszkece et eldzetes megfontohsok alappan megtippelt paraneterekkel az S&P 500 in-
dex esetben let multbeli iddpontra. Erednenyeik alapgn jobb illeszkedeserhe®) el az
rBergomi, mint a hagyomanyos sztochasztikus volatilias modellek haszralataval.

2.3. A kapcsobd programlod magyaazata

A masodik fejezethez tartoo programlod kiemeksi az els) esz sznlodpt k evetik. A
program els) eszben a fejezethez implementltiggwenyek segtegevel reviden a 2.1.1
lepletaltal de nalt frakcioralis Ornstein{Uhlenbeck-folyamat paraneterbecsesvel fog-
lalkozunk. Tegwk fel ismet, hogy a meg gyelt idysorunk az 1.3 szekcbban lertak-
nak megfeleld, de ismeretlen s iddskahval, valamint hogy a logvolatilias frakcioralis
Ornstein{Uhlenbeck-folyamatot kevet. A fejezetben lertak alappn azt is feletelezzek,
hogy O 1=T. A Hurst-paraneter becseere meg gyelt logvolatilias idysorkol
mar adtunk egy leheteges egyszenj nodszert. Ez ebben az esetben is haszralhab ma-
rad a 2.1.7 levetkeznmeny miatt. Hasonban egyszen} elven szeretrenk beafnia ; ;m
paranetereket is. A 2.1.6allas miatt a logvolatilibsra teljes wl az 1.2.10enhasonbsagi
tulajdonsag. Ekkor nyihan tekinthetj mkugy, hogy a meg gyelt idysor skahja 1 egyeg
(eelcul nap), hiszen az id)atskabzasa ekvivalens a folyamatatskabzasaval:

Xy ere = i sifX{)er:
Ez egyererek} azzal, ha a folyamat es paranetereit skabhzzukat ugyangy. A

paraneter becseshez haszralhatjuk a 2.1.7 kvetkeznmenyben szereply explicit formuht
a neveknenyek g-adik momentumara (m(q;1)). Ekkor terat
S

m(q;1)
Kq

m(q;l) Kq qqaH :) A= d
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egy leheteges becsks a feletelezsek mellett. Tapasztalatilagelonbezd gerekekre
nagyon kezeli eredmenyt kapunk, de ezt is 6bb lehetegegjerekreatlagolva samtjuk
ki. Ebbdl az rBergomi-modell becslt ~ paranetere is kisamolhab a 2.2.13 leplet
szerint. Ha a logvolatilibsol feetelezz vk a stacionariist (vagyis > 0), akkor a 2.1.2

leplet alappn haszralhatjuk, hogy
s

~h 2 Y
sy(og( () ?* *HQ@EH)=) ~r=" SN'?IO(—QZ('?);;

ahol sy, a minta korricalt tapasztalati sm@asa, valamint

1 X
mi= o log( k) Eflog( ]:

k=1
Az paraneter becsesrel let ellenetes szempontot kell gyelembe venni. Ha azereke
ul kicsi, nemenenyes wl lokalisan a stacionarifs, ha pedig ul nagy, akkor a folyamatnak
lolalisan ele tulajdonsagai lesznek a frakcioralis Brown-mozgs skabzottgebl. Ezrt
itt remileg egymasnak ellentmond feletelezseket tett unk, ami megjelenhet lovetkeze-
tesen fenralb hikakban a becsksekrel. Enrel nyihan eteznek sokkal szo sztikaltabb
nodszerek is, melyekre most nem &unk ki (Bsd pelcaul [20]).

2.3.2.abra. Dow Jones logvolatiliasra illesztett paraneterezg) frakcioralis
Ornstein{Uhlenbeck-folyamatok szimubcbja kelenbezy erekek mellett.

Erdekes, hogy a paraneterbecskseket a Dow Jones index logaritmusara kisamtva kap-
juk, hogy < 0:006. A 2.3.2aban is hthab, hogy az indexbdl becsult paraneterek
mellett ez azerek jelenektelen, hiszen meg az = 10 paraneter sem \altoztatja meg
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jelentys nerekben a szimuhlt idysor strukuapt, vagyis 0. Ez is azt mutatja,

hogy a historikus logvolatilias inkabb az egyszen skabzott frakcioralis Brown-mozgs

tulajdonsagait mutatja, mintsem a frakcioralis Ornstein{Uhlenbeck-folyamagt. Emiatt

az es m paraneterek becsksei pontatlanok lehetnek a feletelezsek hikai miatt, de

ebben az esetben nem is samtanak. Towablaeszszeny az rBergomi-modellben haszralt
= 0 feltewes is.

A masodik eszben az rBergomi-modell 2.2.10 leplet szerinti szimubcbpt vabstjuk
meg. Ehhez elysar kelon implemenaltuk a szelkseges kovarianciafiggwenyeket. Erdekes
vetni egy pillanast a variancia egyenleeben haszralt B* Volterra-folyamates a frakci-
oralis Brown-mozgs kovarianciakiggwenye kezetti k mlonbsegre. Ahogy athab a 2.3.3
aban, eBbbi gyorsabban esikes 0-ba tuz, mg a masik y = 3s*! = 2 egyenesre simul
a.

2.3.3.abra. Cov(1t);t 2 [1;5] aBes frakcioralis Brown-mozgas folyamatokra

Az egyettes kovarianciamatrix kisamasat is k wlen faggwenybe szerveaik, gy a kelt-
gges Cholesky-dekompozcot nem kell szimuhconlent \egrehajtani. A szimubhcohoz
sakeges h i

1
E Bt = eXp( Bt E B t)

kisamasa, viszont nem tudjuk, hogy enenyes marad-e az Itd-kalkuluskol megismert
Brown-mozaas szerinti integalokra vonatkod kvadratikus kovaraco leplete.

2.3.1Allas. Determinisztikus, koratos \altozasi integrandusokraaltabnosthab az 1t6-
kalkulus kvadratikus kovaraco leplete:
Z t Z t z t

I t;sst; t;sst = "ts t;sds:
0 0 0
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Bizonyas. Az 1.2.21 lemma bizonyasanakervekst felhaszralva

Z t YA t w1
0 ' 0 ’ n'l i=0 Ly n n Gy n n
Z t Z t Z t
E l t;sst t;sst = " ts t;st;
0 0 0
valamint
yA t YA t w1 2!
D? 's0Bs; sdBs = D? Iim "1 .i Bia Bi =
0 ’ 0 ! n'l t’n t’n n n
i=0
w1 2 w1 +1 .2
= |lim "ol t.LDz Bi« Bj = lim "ol pl2 J !
n!l 'n 'n n n nil 'n 'n n n
j=0 j=0
supj' j lim x: I I sup |' j lim 2 =0:
> [O;EJ]J ts  ts) o n n > [OF;)t]J ts  ts) am :

j=0
Itt kihaszraltuk, hogy X N (O; ?2)esetn a normalis eloszhs momentumaira vonatkozo

lepletbdl
D?(X?) = E(X*% E(X?»?=3 4 “4=2 %

Ez isaltabnosthab nem determinisztikus esetre, koratos \altoasu integrandus mellett,

de erre nincs sekegenk. A formubt felhaszralva
h i p_Zt ) Z,
Bt: 2H 0(t s) 2dBg =2H 2 0(t s) lds=
. (t 5 ! = 2¢2H.
2H <=0 ’
vagyis

1
Vi = Q(t)E Bt = O(t)eXp Bt é 2t2H ;

es gy minden adott a trajekbrak szimuhcophoz. Ezt a 11 : feggwenyben vabstjuk
meg, melyet a 12altabnos szimuhcosarazasi f eggwenyben felhaszralhatunk tetszpleges
(alar trajekbriaf mggd) derivatvaarazasara.

A szimuhlt trajekbrat a 2.3.4 aban szem wugyre \eve hiheynek tnik, hogy az arfo-
lyamat martingal, hiszen nem htunk egyertelm} trendet a trajekbran. Towbka a
szimuhco soln az alapternmeket meghajb egyenletben nem haszralunk id} szerinti in-
tegalt. Haszraljuk a martingal tulajdonsag tapasztalati ellendrzsere az implementlt
altahnos szimuhcosaraod f uggwenyt. Ekkor So = 100; = 0:9 paraneterekkel, lapos
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2.3.4.abra. Sapt loddal genealt varianciaesarfolyamat trajekbria =  0:9 mellett.

forwardvariancia-gorlet feletelezve a bearazand ki zeesf uggweny Sy (most S;). Erre
10 000 szimuhcot \egrehajtva az eredmeny 99997. Ez telat megemsti a sejesenket,
hiszen martingal \arhab ereke a kezdetierek. Azonban egaltabn nem nyihanvab

a martingal tulajdonsag csak abhol kiindulva, hogy az alapternekarfolyamatban nem
szerepel drift. Vabban, mar a hagyomanyos sztochasztikus volatilias modellek eseeben
is kereltekingen kell elarni az ekvivalens nmerek kivalaszasaral, mert az erre alkalma-
zott bevett nodszerek gyakran szigouan lolalis martingalrereket erednenyeznek (hsd
peldaul [21]). Ez esetben viszont etezik T > 0, melyreE[St] < So. Sdt, a korrehcora is
megleeseket kell tenni, hogy etezzen a modellnek bizonyosaltanos ehaasoknak meg-
feleld megoldasa (hsd [22]). Az kennyen behthab, hogy azarfolyamat lokalis martingal,
ugyanis tudjuk, hogy

1 1
Vu= o(UE By = o(uyexp By > 2yH o(u) logN 5 224 . 22H
Towabla 2.2.12 alappan ~
t
Si=SE vz,

0
Itt az integrandusiol behtjuk, hogy S-beli (de nceert Asd 1.2.20). Ismet a nemnegatv
integrandusra vonatkod Fubini-etelbdl
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Z, Z,

1
E vydu =E oexp By 3 20" du =
Z(i ° 1 Z t
= olu)E exp By 5 2™ dus= o(udu< 1 ;
0 0

ha peldaul a forwardvariancia-gerbe folytonos. Vagyis az arfolyamat vabban lolkalis
martingal, Bsd megint 2.1.1. Ehhez egyeblent az integrandusL -beliege is ekg, ami
szikeges is az integal ertelmezshez. Azonban az is ellenjrizhe®), hogy az integal
nem teljesti a Novikov-feletelt, gy meg mindig nem tudjuk, hogy vabdi martingal-e.

A [23] cikk bizonytja a jelenlegirel altabnosabb esetben, hogy ez akkores csak akkor
igaz, ha a pararrgter, vagyis aB es Z Brown-mozgsok lezetti korreacd nempozitv
(ahol B, = pm J(u 9" 2dBs). Mar kombban emitett ek, hogy a gyakorlatban
meg gyelteknek megfelelpen a korrebco jellemzyen emsen negatv. Ez azonban a histo-
rikus nmerek alatt igaz, de a nerekwalais soaneppen a korrehcd paraneter \altozik
meg. Az eredrenybdl tudjuk, hogy ez aQ nerek alatt sem lesz pozitv. St t ebbet is
tudunk, mert ezek szerint etezik Q martingalmerek, gy az eszk ezarazs els) alapetele
miatt a modell arbitazsmentes piacot erednenyez. Towabbmenve minden  0-hoz tar-
tozik Q martingalirerek, gy a modell szerinti piac nem teljes az eszlk®wzarazas masodik
alapetele kevetkezeben. Ez azt jelenti, hogy nem minden ki zeestiggwenyallthab ey

on nanszroa replikab portblo segtegvel. A teljeseg hanya egyeblent viszonylag
altahnos jellemzdje a t ebbfaktoros, gy a sztochasztikus volatilias modelleknek. A pia-
cot megfeleen leo martingalnmerek megkeresese gyakorlatban a modell kalibacoaval
oldhab meg.

A fejezethez tartood lod utol eszben megmutatjuk mintalent az implementltarao
fuggweny haszralaat. A f mggwennyel kerekelj wk 10 000 szimubcoval egyK = 100
keesiarfolyamu euopai \eteli opco, valamint egyazsiai opcoerelet a martingal tu-
lajdonsag tesztebshez haszralt paraneterezs mellett. Ubbbiral a keesiarfolyam a
3 9 lbnapok napi eszlezarfolyamainakatlagalent van megllaptva. Ez demonstalja
a szimuhcos nodszer enyet, ugyanis karmilyen exotikus derivatva erelet meghat-
rozhatjuk gy rendkv ul egyszenj implementco mellett. A nodszer koabban is emltett
hatanya, hogy modell kalibecora nem pl alkalmazhab a hossa fuasi idd miatt.
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2.4. Erdes Heston-modell

A (klasszikus) Heston-modell [24] egy sztochasztikus volatilias modell, melyben a disz-
konaltarfolyamat ( S) a kevetkezd dinamilaval rendelkezik:

p
ds = Ve dW;
=S M b (2.4.14)
dvi= ( W)dt+ VidBy;
ahol ;; > OesdW, = dB;+ P 1  2dB/, vagy masleppen [dW;; dB,] = dt.

A modell mara ipari sztenderdde \alt samos kedvez) tulajdonsaga miatt. Viszonylag
pl reprodulalja az implilalt volatilias fel wletetes annak dinamilapt is, a volatilias
atlaghoz hum, es az araas k ennyen implemenalhab. Vizsagljuk meg [25] nyoman,
milyen erednenyre jutunk egy 2.2.11 leplethez hasonb jelleg} \altoztabssal ezen a
modellen. Vagyis adjuk hozza a 2.4.14 integralalakphoz szoroenyezlent egy Volterra-

folyamat skahrszorosat. Legyen telat = H + 1= jeloks mellett
p _
dS =S WdW;
Z Z
1 2t 1 4t p_ (2.4.15)
Vi=Vo+r ——= (t 5 ' ( Veds+ = (t s) ' = VB

() o () o

ahol ; ; ;V o> 0, Wes B Brown-mozgsok korrehco paraneterrel, valamint

= H+ 13 2 (32;1). A modellterdes Heston (rough Heston)modellnek nevezuk,
melybdl = 1 esetben kapjuk vissza a klasszikus verzot.

Vegyek eszre, hogy itt a Brown-mozas szerinti integalt mneg nem ertelmeztuk. Az
integrandus tartalmazza szoroenyezjlent a volatiliast, vagyis nem korhtos \altozasu
folyamat. Ezt tetat nem de nalhatjuk trajekbrankenti Riemann{Stieltjes-integallent.

Mivel Volterra-folyamatot is tartalmaz, az 1t6-Ele megkezeles sem alkalmazhab kezvet-
lenel. Megjegyzend), hogy maga a [25] cikk nem utal &, az integalt hogyanertelmezi.
Ez persze nem jelenti, hogy azt nem lehetertelmes nodon de nalni, azonban ennek
precz bevezeese meghaladja a dolgozat kereteit.

A sztochasztikus Volterra-integalok, valamint a frakcioralis Brown-mozgs szerinti in-
tegalok kalkulusa tebb leheteges nodon is feepthe®. Az egyik kiindubhslent az integ-
alt egyszen) integrandusokra de nalja a szolkasos nodon trajekbrankenti szorzatlent,
majd ablol epti fel az elneletet (asd pl. [26]). Ekkor az integal a Stratonovich-
Ele megkezeleshez hasonb tulajdonsagokkal rendelkezik, amely a penegyi modellezs
szempontplol kedvezdtlen. Egy masik megoldas a Malliavin-kalkulus [27] adta elne-
let felhaszrabsa (pl [28]). E meglozeleshez geretes erednenyek kapcsobdnak, ®bbek
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keozett egy altabnos Itd-formula is levezethe® [29]. Megjegyzend), hogy a frakcioralis
Brown-mozgsnak ktezik klasszikus Brown-mozgas szerinti Volterra-integial reprezenga-
coja is, vagyis 7

t

B = Ky (t;s)dBs;
0

ahol B klasszikus Brown-mozgasKy pedig alkalmas Volterra-integrandus, asd a esz-
letelert a [30] cikket. Ebbdl kifolyolag a Volterra-integal a frakcioralis Brown-mozgas
szerinti integal egyfajtaaltahnosasanak tekinthe®.

A kevetkezpekbermosszefoglaljuk azerdes Heston-modellel kapcsolatos legfontosabb ered-
nmenyeket, mivel nagy erdekijcesre tart samot a szakirodalomban. Azallasok bizo-
nybsara viszont az elneleti megalapozas hanya miatt csak referencat adunkes azok
kidolgozasat itt elhagyjuk. A klasszikus Heston-modellben zrt formula adhab azarfo-
lyam logaritmusanak karakterisztikus feiggwenyere. Ehhez a tiggwenyre felrt Feynman{
Kac-formula alkalmazasaval acbd parcalis di erencalegyenletet kell kifejteni, majd az
ebbdl acdbd Ricatti-tpusu di erencalegyenletet kell megoldani, hsd [24]. Ha a karakte-
risztikus feggwenyre ismert egy analitikus vagy szemianalitikus formula, akkor a tanult
inverzos formula alappn egy abszolt folytonos eloszhs sjysegriggwenye is samolha-
b, mint a karakterisztikus f eiggweny Fourier-transzformaltja. Gyakorlatban a Fourier-
transzformaco ehegezsre gyors algoritmusokallnak rendelkezsre, melyeket a szakiro-
dalom esszefoglaban gyors Fourier-transzformaconak Fast Fourier-transform) nevez.
Ezen algoritmusok lezvetlen alkalmazasa az opcbarazasi feladatra nelezegekbeitk o-
zik, melyek megoldasat a [31] cikk &rgyalja. Mindezek egyttes haszralaaval haeko-
nyan lehet a klasszikus modellt kalibalni is.

A [25] cikk alapan a modell erdes altabnostisa eseteben a klasszikus esettel anabg
formula kaphab a karakterisztikus feggwenyre. Ennek bizonyasa azonban alapjaiban
kelonbezik a klasszikus esethl. A nelezseget ujfent az jelenti, hogy karakterisztikus
fuggweny \arhab ereleben szereplp folyamat nem szemimartingal es nem is Markov-
folyamat. Viszont a modellaltal de naltarfolyamat logaritmusa megadhab, mint egy
alkalmasanesszalltott folyamatsorozat limesze. A folyamatsorozateptelemei letdi-
menzos, un. kezel instabil Hawkes-folyamatok. A karakterisztikusefgg\eny ezen folya-
matsorozat karakterisztikus tigg\wenyeibdlalb f eggwenysorozat haterekelent acddik:

[
E g?'od % =exp(gi(a;t) + Voge(a;t))) ;

ahol Z,

q(at) = h(a; s)ds; a(a;t) = | h(a;t):
0
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Itt a h faggweny a kevetkez) frakcioralis Ricatti-di erencalegyenlet megoldasa:

2
ahol 2 [0;1) eseenD ;| rendre frakcioralis di erencal-,es integalopeatorok:
1 Z
I f(t) = — t s) f(s)ds;
O=g7— 9 O
— 1 d7! _
D f(t) — ﬁa . (t S) f(S)dS,

amikor eteznek. A frakcioralis Ricatti-di erencalegyenlet megoldasa egyertelmjes foly-
tonos, de nem adhab meg explicit alakban. Leteznek viszont hatkony numerikus nod-
szerek ilyenek kisamasara, mint peldaul a [32] cikk javaslatai. Igy a karakterisztikus
feggwenyre adott egy szemianalitikus leplet, mely lehe®\e teszi az opcmarazast a klasszi-
kus esethez hasonb logikaval. Viszont a¥igg\eny kisamasa a klasszikus esethez lepest
hosszabb futsi id) alatt tehet) csak meg.
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3. fejezet

Erdes volatilias gepi tanulssal

Az eldzd fejezetben httuk, hogyerdes volatilibssal t eren) modellezs mellett azarazas
toebbnyire nem ul gyors. Az rBergomi-modellben Monte{Carlo-szimuhcos opctarazas-
ra szorulunk. Azerdes Heston-modellben numerikus nodszerekkeledzeges lozelte-
nenk azarfolyam logaritmusanak karakterisztikus feggwenyet, majd abhol jutunk el az
arhoz Fourier-transzformacod segtegvel. Vagyis mar egy adott paraneterezs mellett
is viszonylag lasa a teljes modell implilalt volatilies felwulet kisamasa. Ezt madasul
a kalibeco soan nagyon sok kelenbezd paranmeterezs mellett meg kell tenni az impli-
lalt volatilias fel wletek ivolsaganak minimalizahsahoz. Emiatt az elpas meg azerdes
Heston esetben is kifejezetten lassu lesz. Ez a koabban argyalt modellezsi elhai
ellerere csak nmerekelten teszi vonowa azerdes volatiliast ipari felhaszrahs szempont-
plol. Ez a probeEma azonban megkerilhe® a [33] cikkervekse alappn neualis rabk
alkalmazasaval. Miebtt az epbbi nodszer milentgnek eszletezsre aerrenk, j  ojjon
elhszr egy mvidattekines a neuamlis habk elneletvel kapcsolatosan.

3.1. Neusnlis labk

A fejezetben neurlis rab alatt annak egy specalis, legelterjedtebb \altozatt, a tebb-
etegl eBrecsatolt neualis lab modelltertj wk. Mas modellekkel itt nem foglalkozunk.
3.1.1 Denco. (Neualis lmb ) LegyenL 2 N, valamint (Ng;Ny;:::;Ny) 2 N-*2,
Legyen tovabtm A' 2 RN N1 g 2 RN valamint

w RV 1 RN x 7! Alx+ B;
aholl = 1;2;:::;L. Legyen' |, : R! R nerhe® fuggweny,esF =" w, (I =
1,2;:::;L), ahol a' | fuggwenyt komponensenlent alkalmazzuk. Ekkor &:= F, Fi1

kompozco lelepezs neualis hab.
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Elnevezsek: Legyenl 2 1;2;:::;Lg, ekkor

" L ahab etegeinek sama

" N, azl-edik eteg neuronjainak, vagy csonopontjainak sama
~ Az Al matrix elemei az |-edik eteghez tartoo sulyok.

"~ A b0 vektor az|-edik eteghez tartoo torzas .

"~ A, fuggweny azl-edik eteg aktiacos f eggwenye

3.1.1.abra. A neusrlis lab modellje. [34]abrapnakatdolgozott verzoja.
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A neualis lab tehat nem mas, mint egy lelepezs, melyet a bemeneten fehaltva al-
kalmazott a n es aktivacos f wmggwenyek alkalmazasaval kapunk meg. Az aktiacos
fuggwenyek jellemzden folytonosak, de nemlinearisak, mert a hab lkespbb argyalt alkal-
mazasa szempontpalol fontos, hogy a lab maga ne korhtomddjon a n lelepezse. A
szakirodalomban legbbbsar szigmoid tpusu (S alaku gra konnal rendelkezd) eloszhs-
fuggwenynek, esetleg ilyen linaris transzformaltpnak \alasztpk. Relda ilyen f eiggwenyre
a logisztikus tiggweny: ' (x) = ﬁ Jellemzy \alaszas neg ' |(x) = max(x; 0), melyet
ReLU (Recti ed Linear Unit ) fuggwenynek nevernk. A kimeneti etegben gyakori a
"L =id \alaszhs.

(a) ReLU fuggweny. (b) Logisztikus feiggweny.

3.1.2.abra. Szakirodalomban gyakran alkalmazott aktivacos tigg\enyek.

Ha az aktivacos feggwenyeket ere mgztettnek tekintj wk, akkor a rab kimenete (a
bemeneten kwil) csak a de ncoban szereply sulymatrixokes torzasvektorok elemeiwl
fugg. Ezrt a neualis hab jel eexben felteuntetjek a w rabsulyozast is:  F(w; ).

A neurlis habk ©§ alkalmazsi ter eletei a regresszosamases a klasszi kaco. Ubbbi-
val most nem foglalkozunk. EBbbi eseeben valamilyen ismeretlerufjg\eny habval t er-
end k ezelese a @l. Vagyis kicsit preczebben, jeblje B,, azR™ ! R" Borel-nerhe
fuggwenyek teet. Legyen adott egy : Bn,n, B ngn, ! R metrika, melyet krieri-
umfuggenynekneveazink. Ekkor egy ismeretlenf 2 By,.n, feggweny eseen @lunk aw
paraneterhalmaz megtabhsa, melyre

W =argmin (F(w);f):

Az f fuggwenymlaltahban csak feketedoboz jelleg) informaco adott, vagyis ismerjek
a fuggweny erednenyet bizonyos meghatarozott bemeneti halmazra. Ezen bemenet-
kimenet (x;f (x)) vektorprokiol alb halmazt nevezz wk tanbhalmaznak. A krieri-
umfeggweny ennek megfelelden csak ezen ismert erekekefg\enyelent kerelhet meg-
hatrozasra. Towbla ®Iszeny azt w szerint parcalisan di erencalhab f mggwenylent
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meg\alasztani. Ekkor az optimalis W aulyozas megtahlhab valamilyen t ebbdimenzi-
os szlgerek-keres) elpassal, mondjuk legmeredekebb gradiens szerinti ereszkedessel
(gradiens-nodszer) Ezt nevezik a habzat (ellendrzett) betanasanak . Ugyes aktivacbs
fuggweny \alaszassal (pl. szigmoid), a labzat szerkezetenek specalis jellecet kihaszral-
va a gradiens etegenlent visszafek haladva egyszen} iteratv elpassal samolhab, ezt
nevezazlk hiba-visszaterjeszesnek (error backpropagation)A habtantis soilan altah-
nosan felmeuly jelenseg, hogy a habzat (krieriumf eggveny minimalizabsiertelemben)
nagyon pl teljest a tanbhalmazon, azonban abba nem tartoo vektorok eseen egy-
altabn nem. Ezt a jelensget tltanuasnak , vagy tlilleszesnek nevezak. Intuitvan
ekkor a hab megtanulja a tanbhalmazra kizaolagosan jellemz) specalis osszediggsi
jellemzdket is,es emiatt nem, vagy csak rosszul kepesaltabnostani. Ennek megkere-
®re @lIszeny az adathalmazt 3 eszre bontani: tanb-, valicacos-es teszthalmazra. A
tanbhalmaz elemeit haszraljuk k ezvetlersl minimaliahsra a tantis soan. Ek ezben a
krieriumf mgg\enyt a valicacos halmazra is kisamtjuk,es meallunk, ha az ezen \etett
hiba (a krieriumf ugg\eny ereke) meghalad egy kesalereket. A tants learulaval

a teszthalmazt haszraljuk a habzat teljestnenyenek (tantsi algoritmusral haszralt
minabl f uggetlen) ellendyrzsere. A tanbs megllasara to\abbi tolerancia jellegy fel-
etelekre is szkseg lehet, hogy az elpas fusi idejeeszszeny maradjon. Celszen lehet
az adathalmazt elyzetesen egy adott intervallumba transzformalni, hogy a probema nu-
merikusan pl kezelhewe \aljon. Alkalmazhatunk elyzetes kikeeseket egyes aily-, vagy
torzias erekekre vonatkozman. Reldaul a habzat 'ritkhsa"altahban javt a habzat
teljestnmenyen. Ez azt jelenti, hogy megkeveteljpk a sulyok adott halmazanak eltjreset
a habzatban. A neualis rabzatokatfogpbbattekinesert bsd peldaul a [34] k enyvet.

Neurlis hab illeszese ett terat meghatrozand a etegek sama, az aktivacos f wgg-
\enyek halmaza, a betantsi elpias, a tanb-/valichcos-/teszthalmaz neretek aanya, a
krieriumf emgg\eny, a mealasi feletelek, az adattranszformacok, a paramneterkik eesek,
valamint a bemeneties rejtett etegek kimeneti dimenzoja. Ez ubbbi a kik eesekkel
egytt azt is meghatrozza, rany szabad paraneterrel rendelkezik a hab, vagyis mek-
kora a kezeles szabadsagi foka. Ezen @énkeseket ©sszefoglabanhabzatspeci kaconak
nevezalk. Nincsenaltahnos kjbe \esett szalaly arra, hogyanerdemes habzatot speci-
lkalni, ez nagyban fegg a megoldand probemabl. Azonban a fontos, hatkonysagot
szolgabaltabnos elvek megtablhabak szakirodalomban. K elen-kelon mindegyik szem-
pontra samos foras fellelheth. Elzetes feletelezsek rellell erdemes tobb kelonbezd
speci kacoval kipokalni a habzat tantisat, mert az eredneny nagyon emjsen f  egghet
a probema szempontplol helyes speci kaco megtabhsabl.
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Most kevetkezzen let fontos eredneny, amely ahbbmasztja a neurlis labzatok relevan-
capt regresszosamas szempontplol. A bizonyasok megtablhabak rendre a [35]es
a [36] cikkekben.

3.1.2 Tetel. LegyenNN 4,.q, azon neurlis labk halmaza, melyek aktiacos fuggwenye
minden etegben adott : R! R fuggweny, valamint bemeneti dimenzojad, 2 N, es
kimeneti dimenzoja d; 2 N. Ekkor ha nemkonstans folytonosefggveny, akkorN N g, .4,
sy LP( )-ben minden eges nerekre.

A etel miatt azt mondjuk, hogy a neunlis rab univeralis approximator. To\abbmenve
az is behthab, hogy larmely f 2C", f : R%® | R fuggwenyes 2 C" nemkonstans ak-
tiacos f egg\eny eseen az egyetlen rejtett eteg) neualis rabk halmaza tetszdlegesen
kezelti f-etes minden legfeljebbn-ed rend} derialtpt is. A @lf uggweny derialtjai-
nak kezeleshez tehat szwkeges megfelelden sima aktivacos #figg\enyt \alasztani. A
koabban emltett ReLU-f ugg\weny peldaul nem alkalmas e @lra. latni fogjuk, hogy ez
a most kevetkezd gyakorlati alkalmazs szempontphol kifejezetten fontos tulajdonsag.

3.2. Modellkalibaco neualis rabkkal

A neualis hab tehat egy hatekony eszk oze a tiggwenykezelesnek. A [33] cikk etlete
alappnaltahnosan arra is haszralhab, hogy a Eenz egyi modellek hosszadalmas kalib-
acopt felgyorstsuk. Ehhez viszont meggondoland, egyaltabn milyen (determiniszti-
kus!) fuggwenyt tudunk egy penzegyi modell eseeben habval kezelteni? Feltessaik,
hogy adott egyM arbitazsmentes penzeigyi modell R" paraneterhalmazzal, vala-
mint egy :R! R™ fuggweny, mely tulajdonleppen a bearazand penzegyi termekek
ki zeesf ugg\enyeibdl all vektorba rendezve. it telat n 2 N a modell paranetereinek
sama, m 2 N pedig a vizs@lt ternekek sama. Ekkor a vizsglt modellhez tartoo
arazasi f mggweny (pricing map) a

Pv : (R! R")! RM™

fuggweny, melyre 2 eseen Py (; )erekeeppen a altal meghatarozott m da-
rab penzegyi termek arbitazsmentesara az M modell paraneterezse mellett. Ez egy
determinisztikus figg\eny, gy a fenti lerdesre a \alasz terneszeteseneppen ez leszAlta-
hnos mellett ez persze ilyen formaban \egtelen dimenzos probema, mely megoldasara
a neurlis rab nem alkalmas. Gondoljuk meg telat isnmet, mit isert enk modellkalib-
|aco alatt. Meg akarjuk keresni a modellnek a piacot legjobban leo paraneterez<t.
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Pontostva, ismerjek bizonyos likvid penzegyi termekek P( ) 2 R™ piacon kereskedett
arfolyamait. Ekkor egy \alasztott metrikaval a koabbi jel eesek mellett kereaink egy
"2 paraneterezst, melyre

“=argmin (Pu (; );P()): (3.2.1)
2

Ez tehat isnmet egy t ebbdimenzos figg\enyen torend szlsjerek-keresesi elpas. Gya-
korlatban viszont ternmeszetesen nem tetszdleges fugg\eny eseere kalibalunk, hanem
eppen az implilalt volatilias fel wletet haszraljuk fel,es a modellt annak egy diszkretizalt
acsra illesztj wk &. Vagyis minden koordiragpban euopai \eteli opco n kellonbez)
likvid lepratraes n kelonbezd likvid relatv k eesiarra,es m=n n . Ebb3l viszont
mar acdbdik az etlet, miszerint elegend) ezen eupopai opcok esetben vett Py (; )
araasi fuggwenyt 'megtanuini"egy Fy. @ ! R™ neualis rabval. Ha mar rendel-
kezink ilyen habzattal, ez haszralhab arra, hogy a 3.2.1 kalibaecos feladatot sokkal
gyorsabban megoldhassuk a modell konket haszralata rei:

“=argmin (Fu; ( );P()): (32.2)
2

A let probema k ezetti fontos kelenbseg, hogy azFy . rab kerekekse jellemzjen
nagysgrendekkel gyorsabban megtehe®, mint 8y (; ) fuggwenye. Az Fy . determi-
nisztikus feggwenyen terend kalibaco gyakorlatilag pillanatok alatt megtehet), mely

a nodszert meg az egyeblent viszonylag hatkony arazasi elpassal rendelkez) erdes
Heston-modell esekeben is vonod\a teszi. Klenesen akkor jelentys a klonbseg, ha az
arazasral Monte Carlo-szimubcora szorulunk, mint azerdes Bergomi-modell eseeben
is. Ez esetben persze a labzat betantsa is hosszabb idyt vehet igenybe a tanbhalmaz
etrehozasanak plusz keltege miatt, azonban ez egy 'o ine"es csak egyszer megoldand
feladat, vagyis nem smkseges lozvetlerul a kalibacoval es araassal egyidepleg ehe-
gezni. A meglezeles fontos elhnye, hogy karmilyen arbitazsmentes penzegyi modell
eseeben pl mik edik, hiszen annak tulajdonsagailol semmit sem haszraltunk ki. To-
\abbi eldny rabzaepesi szempontkol, hogy a tanbhalmaz elneletben alarmekkoara
bdvtheh, gy mindig eerheth) a sz wkseges (a probema bonyolultsagaval aanyos) minta-
elemszam. Uj minta geneabsahoz nincs szlkseg piaci adatokra, csak to\abbi erekek
mellettiarazasra, ami minden toabbi relk ul megtehe. A meglezeles mellett sol az
is, hogy a neualis hab tanasaval implicit gyelembe vessz wk a diszkretialt implilalt
volatilias fel wlet acs jellegy strukuapt. Hiszen specalis logilat feletelezhet wnk ab-
ban, hogy a modellparaneterezs eltohsa milyen hatss a mcson szomszdos implilalt
volatilinserekek k ozetti rehcora. A habtantsi folyamat viszont e logikanak megta-
nubsat automatikusan magaba foglalja. Ez jelentysen moveli a nodszer hatkonysagat
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ahhoz lepest, mintha a es paraneterek kelon eszei lenrenek a lab bemeneenek.
Towabla a |acs jelleg) @If eggweny miatt azarazsi f eigg\eny nagyobb vabsznjeggel lesz
injektv, ami a tanas haekonysagahoz szinen kwnatos. Meggondolhab az is, hogy a
haszralt acs nomsagnak esetlegesen sakges revekse neg akkor sem klteges, ha
azaraasi fugg\eny kerekekese csak szimuhcosarazas segtegvel teheth) meg. Ehhez
mindessze kell lementesmk az egyes paraneterezsek mellett genealt szimuhcokhoz
tartod arfolyamat \ecpllapotokat. Mivel az euopai opco T-ternek, ebbdl armilyen

es eseen azonnal adbdnak az atlagoland ki zeesfeggweny-realizacok. Igy nincs
salkseg interpobcora vagy extrapohcora a felhaszralt mcspontokon ul.

A [33] cikk vizseplatai alapan a rabzatbetantsi elpas plaltanost tanbhalmazba

nem tartoo modellparaneterezsekre. Ez igaz legahbbis megfelely rabzatspeci kaco
mellett, ennek fontossaga a forasban is kihangaulyozott. Vagyis eerhe® @I, hogy a k-
zeles hilmja ilyen  eseen ugyanolyan nagysagrend} legyen, mint a betantasi elpasral

az araasi fuggweny kerekekshez haszralt numerikus nodszee. Maslepp megfogal-

mazva e numerikus modszerrel kapott By )arazsi f ugg\eny kezelesre

Pu(; )=Pu(; )+0O(")=) Fu, ()=Pu(; )+ O():

A numerikus teljestrenyvizsagalatok eszletei, valamint az alkalmazott labspeci kacok
esszehasonlasa szinen megtablhabvak a cikkben. Ezek az 1-faktoros Bergomi-, azer-
des Bergomi-es a klasszikus Heston-modellekre terjednek ki. Azerdes Bergomi eseeben
termeszetesen swkeges a forwardvariancia-grlet epcsds feuggwennyel kezelteni, hogy

a modell \eges sok paraneterrel rendelkezzen. A cikk szerzdi a Python programnyelv
kozkedvelt Kerases NumPy csomagjait haszralak fel a habzatspeci kaco implemen-
absahoz. Ennek k esmnheen a githubon (NN-StochVol-Calibrations) ekrhe® prog-
ramlod revides plertelmezhe). Erednenyeik alappn az elpas mindrarom modell
esekben kivab erednenyt nyjt. Hasonb vizsgalat ekrhet) a szakirodalomban [37] az
erdes Heston-modell remileg tovabb javtott \altozatra is. A nodszer erre a modellre

is hatekonyan alkalmazhab.

Az eredeti otletet a szerzpk a [38] cikkben argyalak towabb. Itt esszefoglalpk az el-
pras ebnyeit a szakirodalomban vizsalt masik, neualis habzattal t erend kalibacbs
nodszerrel szemben. Ez ubbbi az egyepcsds meg@kzeles, ahol kezvetlerul a piaci imp-
lilkalt volatilias fel wletes a kalibalt modellparaneterek k ezetti lelepezst tanulja meg
a hab. Azaltalunk is k ezelt nodszer letepcsds, hiszen a kalibaco a neualis hab-
zat betantisa uan t erenik masodik epeslent. A koabban felsorolt eldny ok mellett a
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letepcsds elpas lehee teszi a hatkony piaci-es modellkockazat-kezekst, valamint
fedezeti portblok etrehozasat. A rabzat kimenete plertelmezhe®, mint a megfeleld
modellparaneterek melletti opctarak halmaza. Ez tesztelhet) ugyanazon eszizokkel
(eeldaul ehartnak megfelely paraneterf mgges vizscalaaval), melyekkel az eredeti mo-
dell ellenyrz<t \egezrenk. Towabla az ez eszben emlitettekertelmeben azarazasi
fuggweny egyes modellparaneterek szerinti parcalis derialtjai is tetszylegesen pl bze-
ltheek habzattal. A parcalis derivaltakrat eobbek kozott a fedezett, vagy mas reven
hedge portblo ktrehozasakor is szkeg van. A Eenzegyi inezetek sanmara gyakorlat-
ban nem elegend) meghatarozni a kereskedett ternekekaiat. Ezen fel a biztonsagos
myjk eces erdeleben pl felfogotterdek ek es reguhtori k otelezettegk is a pozcoikhol
ered piaci koclazatok samszenjsesees fedezse. A samszensesaltahbaneppen a
modellparaneterek szerinti parcalis derialtak segtegvel t orenik. Ezek kezvetve meg-
mutatpk, hogyan \altozik a portblo vagy enz wgyi eszlezereke egyes piaci jellemzdk
elmozdubsa eseen. A felart koclazatok fedezhek ellenetes ebjely kockazattal ren-
delkezd ternekek portbloba vorasaval.

A habzatok derialt approximacos tulajdonsaga egyszersmind lehetyseget nyjt a kalib-
aco szlgerek-keresesi elpasahozaltabban sz wkseges Jacobi-nmatrix p k ozelesnek
elpllasara is. EQyeblent eteznek a Jacobi-matrix k  ezvetlen felhaszrabhsat melpzp
optimaliabsi technilak is, azonban az azon alapub algoritmusok jellemzjen gyorsab-
ban erednenyre vezetnek. Egy ilyen, szlesh) ipari felhaszrabssal rendelkez) algorit-
mus revid bemutatsara fog sor kerllni a dolgozat utol eszben. Azaraa feggweny-
Bl tehat feltesszek, hogy mar rendelkezsre all gyorsan kerekelhe® formaban, pontos
Jacobi-matrix k ezelessel egytt, peldaul egy ebzpek szerint betantott neurlis rabzat
formapban. A megoldand probema mind essze egyedbbdimenzos fuggwenyen torend
lolalis szlgjerek-kereses. Az itt bemutatott elpias a [38] cikkaltal is speci laltes al-
kalmazott Levenberg{Marquardt-algoritmus vagy reviden LM-algoritmus. Az eredetileg
[39]es [40] cikkekbdl smarmamd elpas alkalmas \alaszis, ha a volatilias fel wletek au-
lyozott regyzetes eleest \alasztjuk kalibacos metrikanak, vagyis sulyozott legkisebb
regyzetes lezelest kereseink.

3.2.1 Algoritmus. (Levenberg{Marquardt)
Bemenetek:

" P( ) piaci implilalt volatilias fel wlet,

~ Pu (; ) euopai opcok megfelel) halmazara vonatkooaraasi fuggweny lozelese.

50



Kimenet:

A

" kalibalt modellparaneter-halmaz, merreA argmin W P() Pu(; )

Egeb paraneterek:
" 02 R" kiindub paraneterhalmaz,

o 2 R kiindubsi Lagrange multiplikator erek,
W = diaglw ) 2 R™ ™ a penzegyi termekek sulyait tartalmaz diagoralis matrix,
Nmax 2 N maxinalis iteacosam,
"min 2 RT &m@s minimalis nornaja,

"~ 2R\ (0;1) denesi kesmbsam,

2 R\ (1;1 ) Lagrange multiplikator szoroenyez).

Elpas:

LegyenR( ) = P() Pu(; ) a rezidwlis fuggweny, valamint legyem =0, = o,
= o€es olyan, hogyk kz>" nin.

Amg Nn<npxesk Kky>"pin:

Legyenn = n+1,es J = % Jacobi-nmatrix.

Legyen a JTWJ+ | = JTWR( ) normalegyenlet-rendszer megoldasa.

Legyenc = k"RR(()L";k" RR(()+ 22 linearis modellhez lepesti relatv javas.

Ha c
ereket elutastjuk, legyen =
K ulenben:
ereket elfogadjuk, legyen = -es = +
Visszaer:
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