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1. Bevezetés

A Biztositasi és pénziigyi matematika képzés sordn hamar felkeltette az érdeklddésemet a
kiilonboz6 opciddrazdsi kérdések matematikai héttere, kiilonos tekintettel az egzotikus op-
ciOk drazdsdra, ezért szakdolgozatom tém4jaul is ehhez kapcsolddoé kérdést valasztottam,
a double barrier opcidk drazdsit. Manapsag nagyon népszertiek a barrier tipusd termékek
a kiilonb6zd derivativapiacokon, ennek egyik oka az aruk. A barrier opcidk felépitésébsl
konnyen latszik, hogy olcsébbak, mint az alapopcid, amibdl szarmaznak, viszont megfe-
leléen vélasztott paraméterekkel ugyanazt a hedge funkcidt be tudjak tolteni. Kiilondsen
gyakoriak ezek az opcidk a commodity piacokon, ahol az alaptermékek drai jellemz&en
nagyobb volatilitdssal birnak. A pénziigyi piacokon léteznek folytonos €s diszkrét moni-
torozdsu barrier termékek egyardnt, 4m az utobbiak joval elterjedtebbek. A dolgozatom
f6 célja a folytonos eset vizsgdlata, és erre az esetre vonatkozo formuldk levezetése, dm a
diszkrét monitorozdsu termékek népszertisége miatt kiilon figyelmet forditok a kiilonbozd
Monte Carlo szimuldcidk alkalmazdséra. A dolgozatban bizonyos angol kifejezéseket nem
forditok magyarra, mert azokra nehéz magyar megfelelGt taldlni, és széles korben elterjedt
az angol kifejezés (barrier opcid, monitorozdsi pont stb.).

A bevezetés végén most ismertetni fogom szakdolgozatom vazlatos felépitését. A 2. feje-
zetben bemutatom a diplomamunka targyat képez§ barrier opcidkat és azok valtozatait.
A 3. fejezetben roviden Osszefoglalom a felhasznalt matematikai hatteret. A szakdolgozat
legfontosabb része a 4. fejezet, ahol harom kiilonb6z6 mddszert mutatok be az drak ki-
szamitdsara. El16szor a tiikrozési elvet haszndlom, ezen rész megirdsdhoz nagy segitséget
nyyjtott [1], a masodik megkozelités a tiikorképek mddszere, amely megjelenik [2]-ben
és [3]-ban. Ezutan kiilonb6zé Monte Carlo szimuldciéos modszereket ismertetek, eldszor
az egyszer( Monte Carlo szimulaciot tekintem, majd ezt tovdbbfejlesztem az ugynevezett
Brown-hidas technikéval, amelynek single barrier esetre vonnatkoz6 formdja megjelenik
[5]-ben, &m ennek a joval komplikdltabb double barrier esetre valé alkalmazdsa és a
(4.7)-es tétel bizonyitdsa a sajat munkdam. A késSbbiekben ezt a médszert kombindlom az
ugynevezett rétegzett mintavételes technikdval, amelynek 6néll6 haszndlata megtaldlhat6
[9]-ben. A rétegzett mintavételezés megvaldsitdsa double barrier esetben €s a modszer
otvozése a Brown-hidas technikdval a sajat eredményem. A leirt algoritmusokat R nyelven
implementéltam, a szimuldciés futtatdsok eredményeit foglalja Ossze az 5. fejezet. A 6.

fejezetben kapott helyet az 6sszefoglalas.



2. Barrier opciok

2.1. Alapeset

Barrier opciok alatt olyan egzotikus opcidkat értiink, amelyeknek lejaratkori kifizetésfiigg-
vénye nem csak az alaptermék lejaratkori értékétdl fiigg, hanem az alaptermék értékének
alakuldsatol egy vagy tobb elSre meghatdrozott hatarfiiggvényhez képest, egy szintén
el6re meghatarozott idGintervallumon beliil. Ezeket a hatarfliggvényeket nevezziik bar-
riereknek. A hatértdl vald fiiggés tobbféle lehet, a két klasszikus eset a kovetkezs: az
elsében a szerz6dés megkotésekor a vasarlo fél kap egy T idSpontban lejaré opcidt, ame-
lyet azonban elveszit, ha lejarat elStt az alaptermékar eléri valamelyik barriert, az ilyen
tipust nevezziik knock-out tipusinak, a masodik esetben a vasarlé az opciét nem a szer-
z6dés megkotésekor kapja meg, hanem akkor, amikor az alaptermékar eléri valamelyik
barriert (ha létezik ilyen id6pont), 4m azt késébb mar nem veszitheti el, az ilyen tipust
nevezziik knock-in tipustnak. Ilyen értelemben a barrier elérése inaktivilja vagy aktivdlja
az opciot. A legegyszeriibb esetben csak egyetlen hatarfliggvény van a szerz6désben (ezt
az esetet nevezziik single barrier esetnek), ha ezen hatdrfiiggvény alatti zart félsik az,
amely aktival/inaktivdl, akkor alsé barriernek, ha a hatarfiiggvény felett 1évS zért félsik
tolt be ilyen funkciot, akkor felsd barriernek nevezziik ezt a hatarfiiggvényt. Tekintsiik az
egyik legegyszeribb esetet, a down-and-out call opciét (amelyet a késébbiek DOC-vel
fogok jeldlni), a megnevezés arra utal, hogy egyetlen alsé barrier van a szerz6désben,
amely alatt a szerz8désben foglalt call opci6 inaktivalédik. Amennyiben az alaptermékar
lejaratig végig az alsé barrier felett marad, akkor a vasarl6 fél lejaratkor megkapja a call
opcio kifizetését. A legegyszer(ibb esetben ezen hatérfiiggvény idében dllando, jeloljiik a

szintjét L-lel, ekkor a T lejératkori kifizetésfiiggvény a kovetkezd alakban irhat6 fel:

Lyvier x>} (X(T) = K)*,

ahol X (¢) jeloli az alaptermék arat a 7 idGpillanatban, K a kotési arfolyamot, (.)* a pozitiv
rész fiiggvényt, 14 pedig az A esemény indikatorfiiggvényét, amely w € A esetén 1-et
vesz fel, w ¢ A esetén pedig O-t. Ebben az esetben az el6z6 kifizetésfiiggvény azonosan 0,
amennyiben a szerz8dés megkotésekor az alaptermékar L-nél kisebb. Down-and-in call
esetben az als6 barrier elérése aktivdlja a call opciét, up-and-out call és up-and-in call

esetben egyetlen felsG barrier van a szerz&désben, amely feletti zart féltér elérése elGbbi



esetben inaktivélja, utébbi esetben aktivélja a call opciét. Az alabbi tabl4zat tartalmazza

a kiilonb6zd single barrier call opcidk kifizetésfiiggvényét.

Név Rovidités Kifizetésfiiggvény
down-and-out call | DOC Loveer x>0} (X(T) — K)*
down-and-in call DIC Lzier x, <y (X(T) = K)*
up-and-out call uoC Lpveerx, <0} (X(T) — K)*
up-and-in call UIC L@ier x>y (X(T) - K)*

Az eldbbiek természetes modon elmondhatéak call helyett put opcidra is, a megfeleld
véltoztatassal a kifizetésfliggvényekben. Hasonl6 indikétort természetesen kapcsolhatunk
mads eurdpai tipust opcio kifizetéstiiggvényéhez is, ezdltal megkapva a megfeleld barrier

opcidt, dm ebben a dolgozatban csak a call, illetve put opcidkra szoritkozunk.

2.2. Kiterjesztések

Az egyik legfontosabb kiilonbség az altaldnos esetben az eddigiekhez képest, hogy egy-
idejtleg lehetiink tekintettel als6, illetve fels§ hatarfiiggvényre. Ha egyszerre van alsé
és fels barrier a szerz6désben akkor double barrier opciérdl beszélhetiink, ekkor a két
barrieren kiviili rész (a felsd barrier feletti €s az alsé barrier alatti zart félsik) az, amely
aktival vagy inaktivdl. A mdsik jelentGs kiterjesztése az alapesetnek, ha megszabadu-
lunk a barrierek idében dllanddsdgatol, €s idSfiiggdként tekintiink rdjuk, &m tovébbra is
el6re meghatarozottak, tehat az id§ determinisztikus fiiggvényei. Ekkor U(7)-vel, illetve
L(1)-vel jelolhetjiik a felsd, illetve az alsé barrier ¢ idGpontkori értékét. A kapcsol6do
irodalomban a leggyakoribb az exponencidlis alaku i1d6filiggs barrier, amely esetben a

kovetkezSképp fejlédnek:

L(t) = Le™
U(t) = UeP

ahol L, U, a, B valos konstansok és L, U > 0, a és B el§jele hatdrozza meg hogy az
adott barrier id6ben novekedd vagy csokkend-e. Visszakapjuk a korabbi id&ben éllan-
do6 esetet, ha @ = 8 = 0, ez esetben L és U hatdrozza meg a két hatdrszintet. Tovabbi
lehetséges dltaldnositds, ha a vizsgdlt idGintervallumot megszoritjuk a szerz6dés élettarta-
mandl szlikebb idGszakra, igy az ezen intervallumon kiviili hatdratlépéseket nem vessziik

figyelembe. Ilyen eseteket is lefed§ gondolatmeneteket talalhatunk példaul [2]-ben. Az



eddigiekben az alaptermék lejaratkori értéke mellett, valamelyik barrier elsd elérésének
ideje hatdrozta meg a kifizetésfiiggvényt és az elsd elérés utdni viselkedésnek nem volt
hatdsa. A képletekben ez indikétorfiiggvény képében nyilvdnul meg, amely vagy 0 vagy 1
értéket vesz fel. Mds a helyezet "proportional double barrier step” opcidk esetében, ahol a
barrier elérésének nem ennyire végletes a hatdsa, nem 0-rél 1-re vagy 1-rél O-ra véltoztatja
a szorzo értékét a kifizetésfiiggvényben, hanem kisebb 1épésekben noveli vagy csokkenti
annak értékét, ezdltal nem az elérés puszta ténye, hanem az idShorizont alatt a barrieren

tul toltott idS hatarozza meg a lejaratkori kifizetésfiiggvényt, példaul a kovetkezSképp

T+t

O (X7) = (1 - )(X(T) -K)",

ahol
T
T—:/ H(L(t) - X(1)dt,
0
T
" :/ H(X (1) —U(t))dt,
0

ahol H(.) jeloli a Heaviside fiiggvényt. BGvebben olvashatunk a proportional double
barrier step opcidkrdl [7]-ben. A kapcsolddé szakirodalom nagy részéhez hasonldan
ebben a dolgozatban is feltételezziik, hogy az alaptermék ara geometriai Brown-mozgast
kovet, egy masik lehetséges vélasztds, amellyel sok cikk foglalkozik, a Heston-modell,
ehhez kapcsol6dd eredményeket taldlhatunk [10]-ben és [11]-ben. Ezen dolgozat {6 t€émadja
az exponencidlis alaki double barrier opcidk drazdsa, melyeknél a vizsgalt idShorizont
a szerzO0dés élettartamdnak teljes hossza. Az ehhez felhaszndlt legfontosabb eszkoz a
tiikkrozési elv, amely megjelenik mind [1]-ben, mind [2]-ben két kiilonb6zd médon. A
dolgozat egyik célja ezen két mddszer ismertetése és Osszehasonlitdsa kiilonbozd haladd
Monte Carlo szimuldciés mddszerekkel. Ahhoz, hogy eljussunk ide, el§szér meg kell

vizsgédlnunk a single barrier és az id6ben dllandé barrier esetét.



3. Felhasznalt matematikai hattér

3.1. Tiikrozési elv

A targyaldshoz sziikségiink lesz a tiikr6z€si elvre, melyet ebben az alfejezetben mutatok
be. A tiikrozési elv standard Brown-mozgasokra vonatkozé alakja szerepel a biztositasi és

pénziigyi matematika MSc tantervében a kovetkezd alakban.

3.1. Tétel. Legyen W Wiener-folyamat, T pedig megalldasi ido. Definidljuk az Y folyamatot
a kovetkezoképp:
Y = Wine = (W = Winr) =2Wipr = W,

ahol t A\ T jeloli t és T minimumdt. Ekkor Y is Wiener-folyamat.

2z

Az el6z6 tételnél a folyamat egy adott szint elérése utdni részét tiikdzziik erre a szintre. A
dolgozat késébbi részében a folyamatnak a szint elérése el6tti részét szeretnénk tiikrozni,

2 2

errdl szol a kovetkezd allitas.

3.1. Kovetkezmény. Legyen X olyan folyamat, amely eleget tesz a kovetkezd sztochasztikus

differencialegyenletnek
d(logX(t)) = cdW (1),

ahol o pozitiv konstans, W pedig Wiener-folyamat, és legyen X(0) = Xo. Legyen B egy
elore adott szint, T pedig ennek a szintnek az elérési ideje. Definidaljuk az Y folyamatot a

kovetkezoképp:

- :{ B2/X(t) hat >t
X (1) hat <t

Ekkor log(Y) is kielégiti a kordbban felirt differencidlegyenletet és Y (0) = B>/ X,

3.2. Modellkornyezet

A dolgozat sordn feltételezziik, hogy az alaptermék geometriai Brown-mozgdst kovet,
tehdt drdnak idébeli dinamikdja felirhat6 a kovetkezd sztochasztikus differencidlegyenlet
formdjaban:

dX(t) = (u—c)X()dt + o X (t)dW(t) (1)

ahol (W(t));>o standard Brown-mozgas az (Q, A, P) valoszinlségi mezdn, tehit W a

piaci mérték szerint drift nélkiili Brown-mozgés. Feltételezziik azt is, hogy u, ¢, o és

10



r konstansok, amik a varhaté hozamot, a folytonos osztalékhozamot, a volatilitdst és a
kockédzatmentes hozamot testesitik meg. Ekkor alkalmazva a Girsanov-tételt, atirhatjuk az
el6z§ egyenletet egy olyan alakra, amelyben mér egy 4j, az eredeti mérték szerint driftes,

4m az 1j, kockdzatsemleges mérték szerint standard W Brown-mozgds szerepel.
dX(t) = (r — o)X ()dt + o X (1)dW (1) (2)

A mértékcserével csak a drift tag fog megvéltozni, és ennek eredeti és 1j értékének
segitségével felirhatjuk a mértékcseréhez sziikséges Radon-Nikodym derivaltat. Jeloljiik
az 4j mértéket Q-val, ekkor

10

0 r—u 1
o5 = e | HEwo -5

r—,u)zlj

Alkalmazva az Itd-formulat X-re és az f(x) = log(x) fliggvényre, emellett bevezetve a
A=r—c—Z jelslést:
d(logX(t)) = Adt + cdW 3)

Amely egyenlet a késébbi szamoldsaink kiindul6pontjaul fog szolgdlni.

4. Arazasi modszerek

Ebben a fejezetben harom kiilonbozd mddszert vizsgidlunk meg a barrier opcidk drdnak
kiszdmit4sdra. Az elsd megkozelitésben a tiikrozési elvet fogjuk haszndlni, a misodikban
a probléma parcidlis differencidlegyenletekkel val leirdsabdl indulunk ki, a harmadikban

pedig kiilonb6z6 Monte Carlo szimuldciés mddszereket vizsgalunk meg.

4.1. Az ar kiszamitasa a trajektoriak tiikrozésével

4.1.1. Single Barrier Opcié

El6szor térjiink vissza (3)-hoz és vezessiik be a kovetkezd jelolést: legyen f(Xr; Xo) az

X(T) val6szintségi valtozé Q alatti feltételes strtségfiiggvénye az X (0) = X, feltételre

11



nézve az Xr helyen. Ezt (3) specialis alakja miatt konnyen ki tudjuk szdmolni:

x 2
~ | [os () - ]
f(Xr; Xo) = exp | —
\2nTo 20T

4)

Ha nem tekintiink semmilyen barriert, akkor ennek a feltételes stirségfiiggvénynek a se-
gitségével felirhatjuk egy altaldnos @ kifizetésfiiggvényd eurdpai tipusi opcid értékét egy
lejarat el6tti tetszGleges t idGpontban. Jelen esetben a kockdzatmentes kamatldb konstans,

igy a kockdzatmentes drazdsi formula szerint ez az ar a kovetkezd formaban kaphaté meg:

D(X7)
B(T)

B(t) [~

= ﬁ A @ (x) f (x; Xr)dx,

V(t.X) = B(E [

X(t) = Xt]

ahol V (¢, X;) a termék ¢ idGpontbeli dra, ha az aktudlis alaptermékar éppen X;, B(¢) a
bankbetét ¢ idSpontbeli értéke, amely az drmércefolyamat szerepét tolti be, O pedig a
hozza tartozé kockazatsemleges mérték, tehat a (B, 0) armércepart alkot, E g A O alatti
varhat6 érték operator. Erdemes megemliteni, hogy itt X (¢) egy valészintségi véltozo,
mig X; egy érték. Ha specidlisan a vanilla call opci6t tekintjiik valamilyen K kotési 4drral,
akkor ®(X7) = (X7 — K)* és a 0 idGpontbeli ar a kovetkezSképp szamolhat6 ki:

(o)

call(0, Xp) = /00 e T(x — K)* f(x, Xo)dx = / e T(x—K)f(x,Xo)dx  (5)
0

K

Barrier nélkiil tehat, (a feltételes strdségfiiggvény ismeretében) az drat meg tudjuk ha-
tarozni ennek az integrdlnak a kiszamitdsaval, 4m ez megvaltozik, ha egy barrierre is
tekintettel vagyunk. Ekkor ugyanis a stirtiség meghatdrozdsandl nem kezelhetiink minden
Xo-bdl indulé trajektoridt ugyanuigy, hiszen ezek koziil némelyek elérik a barriert az id6-
horizonton beliil, némelyek pedig nem. Ahhoz, hogy ezeket szepardlni tudjuk, vezessiik

be a kovetkezd jeloléseket. Legyen

7, =inf{¢t|X(¢t) = L}
Ty = inf{t|X(t) = U}

ahol U a fels§ barrier, L pedig az alsé barrier konstans szintje. Ebben a fejezetben olyan
szerzddéseket tekintlink, amelyekben csak az egyik szerepel, de a két esetet pAirhuzamosan

vizsgéljuk. Tegyiik fel tovdbbd, hogy teljesiil a L < Xy < U relacid. Definidljuk a

12



trajektoridk halmazait a kovetkezSképp:

—
Oy = {Xo,XﬂTU <T.Xp < U}

N
O, = {XO,XTm <T.Xp > L}

ahol X(),—XT> jeloli az X olyan trajektoridit, amelyekre teljesiil, hogy X (0) = Xo és X(T) =
Xr. Legyen tovdbba ©g az X folyamat X(-bdl indulé trajektéridinak halmaza. Ekkor Oy
tartalmazza azokat a trajektoridkat, amelyek Xo-bol indulnak, X7-be érkeznek és a kettd
kozott jarnak az U szinten, tehdt elérik a felsd barriert. Hasonl6képpen értelmezhets Oy .
Trivialis, hogy Oy, ®; C ©p. A most bevezetett definiciok segitségével meg akarjuk
vizsgélni, hogy mi lesz X(T) sir(iségfiiggvénye abban az esetben, ha amellett, hogy
X (0) = Xy feltessziik azt is, hogy az X folyamat T elétt jar legaldbb egyszer az L szinten.

Err6l az esetrdl a kovetkezd tételt tudjuk kimondani.

4.1. Tétel. Legyen fo(Xr; Xo) az X(T) valdsziniiségi viltozé X (0) = X feltétel melletti
feltételes stiriiségfiiggvénye Q alatt, feltéve, hogy csak ©-beli trajektoridkat tekintiink,
ahol ©® € {Oy; O }. Ekkor

Fou (Xr. Xo) = f(Xr, U/ X0) (U] Xo)*M”" 6)
o, (X7, Xo) = f(Xr, L2/ X0) (L] Xo)*Y"’ (7)

4.1. Bizonyitas. Tekintsiik (7)-t, tehat az also barrier esetét (a mdsik esetre teljesen analog

bizonyitas adhato). A korabban felirt (3) egyenlet jobb oldalabol o -t kiemelve:
A -
d(logX (1)) = 0'(—dt+dW) (8)
o

Ezutdn olyan Q mértéket szeretnénk konstrualni, amivel el tudjuk tiintetni ezt a ﬁ konstanst
a zarojelben 1évo kifejezésben. Ehhez a mértékcserével bele kell "olvasztanunk" a Brown-

mozgasba, ehhez a megfelelé Radon-Nikodym derivaltat a Girsanov-tétel biztositja.

a0 A ()
E = exp {—;W(T) - E (;) T}

Ekkor az iij Q mérték alatt W (1) = W(t) + g standard Brown-mozgds, igy a (8) dinamika
a kovetkezo alakba irhato:

d(logX (1)) = cdW (1) 9)

13



Definidljuk f-et és f@L—et f-nek és f@L -nek megfelelden (a megfeleld definicioban cserél-

jiik ki Q-t Q-ra). Ekkor alkalmazva a tiikrozési elvet:
fo.(Xr, Xo) = f(Xr, Xolt, < T) = f(Xr, L*/Xoltr, < T) = f(Xr, L*/Xo)

Az utolsé 1épésben azt haszndltuk ki, hogy L < Xy miatt L*|Xo < L, igy a feltétel mindig

teljesiil, ezért elhagyhatjuk. A bizonyitas befejezéséhez tekintsiik a kovetkezd lemmat.
A H a
4.1. Lemma. V« > 0-ra f(Xr, KXQ)% = f(Xr, kX0)k 7

4.1. Lemma bizonyitas. Kordbban felirtuk a Q-rél Q-ra viltdshoz tartozé Radon-
Nikodym deriviltat W segitségével, most irjuk fel a forditott iranyi kapcsolathoz tartozé

Radon-Nikodym deriviltat W segitségével.

dQ A 122

QL

Ide behelyettitve W (T)-t (9)-bél kapjuk, hogy

] 2
dg :exp{ilog (&) —l/l—T} (11)

Tovabbd a lemma bal oldaldn szerepld f(Xr, kXo)-t fel tudjuk irni (4) és (9) segitségével,
igy
f(Xr, kXo) =

1 1 xr \|?
- 1 12
VarTo exp{ 20°T [Og (KXO)] } (2
Igy (11) és (12) bal oldaldn megjelent a lemmdban szerepld kifejezés, amely tehdt egyenld

a jobb oldalak szorzataval. Amely teljes négyzetté alakitas utdan a kovetkezd alakba irhato
1 U [ rou [ X 2 oo [ Lo, (X)L 2,
eXpy ———== — Xp{ — —|-==T; =
\N2aT o P17 2021 |8 kX Ploz °8 Xo] 202
2
1 1 Xr A Xr 1 Xr
exp | — log| — | —AT| rexpy—slog|— | — —=log|—| AT
orTo p{ 20'2T[ g(KXQ) ] } p{az g(xo) 72T g(KXO) }

ennek a kifejezésnek az elején éppen f(Xr, kXo) jelenik meg. A maradék részt dtalakitva

exp ilog A —Llog Ar AT { = exp A log Xr — log Xr =
o2 Xo] o2T kX0 o2 Xo kXo

A A
exp {—zlog (K)} = K o2
o
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p ~ a4
Igy dsszerakva a jobb oldalon f(Xr, kXo)k «* jelenik meg és mi épp ezt akartuk.

Felhaszndlva az eddigi eredményeket, a tétel bizonyitdsdt is be tudjuk fejezni, induljunk ki
a tételben szerepld kifejezés bal oldaldabol és eldszor térjiink dt Q—ra, majd hasznaljuk a

tiikrozési elvet a korabban targyalt modon.

fo.(Xr. Xo) = fo,(Xr, Xo);lg = fo,(Xr, L*/Xo) jg
Ezutan a (4.1) lemmat alkalmazva k = }L(—g—re
- 22
fo (X1, L?/Xo) Zg = f(Xr: L*/Xo) (x%) i

és a tételben épp ezt akartuk bizonyitani.

A (4.1)-es tétel segitségével a barrier opcid drdnak kiszamitdsat is vissza tudtuk vezetni

egy Riemann-integral kiszdmitdsara, ugyanigy mint a barrier nélkiili esetben.

4.1.2. Példa: Down-and-In Call ara

Ebben a részben visszavezetjiik a down-and-in call opcid drat az ugyanilyen paraméter-
készletd vanilla call ardra idSben konstans barrier esetén. Tekintsiik azt az esetet, amikor

L < K, ekkor a lejaratkori kifizetésfiiggvény a kovetkezé alakot olti:

Xr—-K haX(T)>K,1, <T

O(Xp) =
(%z) {o egyébként

Ekkor az altaldnos draz6 formula szerint az opcid 4ra a 0 id6pontban

(o)

Vore (0, Xo) = /O 7 (x = K)* foy, (x, Xo)dx = /K 7 (x = K) fo, (x, Xo)dx

amelyre felhaszndlva a (4.1)-es tételt kapjuk, hogy

(XAO)UZ/K e T (x = K) f(x, L/ Xo)dx.
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Itt viszont a konstans tag utan (5) szerint egy masik kezdeti értékhez tartoz6 vanilla call

ar jelenik meg. Ezt behelyettesitve

2

L\o
Vpic(0, Xo) = (Yo) call (0, L*/X)

Azt kaptuk tehdt, hogy down-and-in call opcié drdt megkaphatjuk, mint egy vanilla call
opcid ardnak konstansszorosa, ahol a két opcié megfeleld paraméterei megegyeznek egy-
mdssal, kivéve a jelenlegi alaptermékdrat. Ha L > K, akkor két részre kell bontani a
problémat, az egyik olyan alaku lesz, mint az els§ esetben, a masikban pedig nem lesz

szerepe a barriernek. Teljesen hasonl6an szamolhat6 a felsd barrier esete is.

4.1.3. Paritas osszefiiggések

A kiilonb6z4 tipusu single barrier opcidk kozott konnyen taldlhatunk paritds osszefiiggé-
seket a megfeleld barrier nélkiili opci6 segitségével. Tekintsiink most egy adott barriert,
ekkor az alaptermék minden egyes trajektoridja az "In" és "Out" verzidk koziil pontosan
az egyikben lesz a barrier miatt elértéktelenedd. Igy a két barrier 4r 6sszegeként vissza

kell kapnunk a barrier nélkiili opci6 4rét.

Vopc(o’ XO) = VDI_OpC(O’ XO) + VDO_opc (0, XO)
Vopc(oa XO) = VUI_opC(Oa XO) + VUO_opc (O’ XO)

Ezen paritds Osszefliggések segitségével és az eddigiek felhaszndldsaval konnyen kisza-

molhaté a down-and-out call opci6 4ra is egy L szintd alsé barrier mellett:

I

It

1

L\&
Vpoc(0, Xo) = call(0, Xo) - (Yo) call(0, L*/ Xo)

9

4.1.4. Double Barrier Opcio

Az eddigiekben az alaptermék arfolyamatat egyszerre mindig csak egyetlen barrierhez
viszonyitottuk, ezt a megszoritast oldjuk fel ebben a fejezetben, ahol egyszerre fog szere-
pelni alsé és felsG barrier is, viszont azt tovabbra is feltessziik, hogy ezek id6ben dllanddak.
Az el6zGekhez hasonldan ki szeretnénk szamitani az X (7') strdségfiiggvényét abban az
esetben, ha feltételeziink valamit az X folyamat trajektoridjardl U és L viszonylatdban a

[0, T] idGintervallumon. Példdul knock-out esetben meg szeretnénk hatarozni X (7') fel-
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tételes eloszlasat, arra a két elemi feltételrendszerre nézve, hogy egyrészt X (0) = Xo,
masrészt, hogy az X folyamat nem éri el egyik barriert sem a [0, 7'] idSintervallumon. A

vizsgdlathoz a lehetséges trajektdridk djabb részhalmazait kell definidlnunk.

4.1. Definicié. Legyen L < Xo < U, ekkor egy Xo, Xy trajektoriarol azt mondjuk, hogy
"n keresztezése van felfelé kezdéssel”, ha 3n : 0 < t; < tp < --- < t, < T iddpont gy,

hogy

X;;, > U haiparatlan
X;, <L haiparos

Az ilyen trajektoridak halmazat jeloljiik ®,,-nel.

4.2. Definicio. Legyen L < X < U, ekkor egy Xy, Xt trajektoriarol azt mondjuk, hogy "n

keresztezése van lefelé kezdéssel", ha In : 0 <t} <ty < --- <t, < T idépont ugy, hogy

X;, > U haiparos
X;, < L haiparatlan

Az ilyen trajektoriak halmazat jeloljiik ®_,-nel.

4.1. Megjegyzés. A Oy halmaz tartalmazza az osszes Xo, Xt trajektoridat, igy ez a jelolés

osszhangban van az eddigiekkel.

Ezen jelolések segitségével a (4.1)-hez hasonlé tételt tudunk kimondani, amellyel vissza
tudjuk vezetni a Q alatti feltételes stirdségfiiggvényt feltétel nélkiilire, abban az esetben,

ha a feltétel az, hogy a lehetséges trajektdridk halmaza egy adott ®; (i € Z) halmaz.

4.2. Tétel. Legyen m € Z és fo, (Xr, Xo) jelolje X(T) stiriiségfiiggvényét X(0) = Xo
feltétel mellett Q alatt, ha feltessziik, hogy a lehetséges trajektéridk halmaza éppen ©,,.
Ekkor a kovetkezd egyenldségek igazak:

Jon (X1, X0) = F | Xr. X, 5) (5) i (13)
ot 0= [ ()Y (L (4) ) o
oo (X Xo) = T Xr.X, %)2 (%)_ 1s)
ot = 7 [ 2 () (£ (4)) o
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4.2. Megjegyzés. A kordbbiaknak megfeleléen f = fao,

4.2. Bizonyitas. Csak az elso két esetet bizonyitjuk, a mdsik kettd hasonlé médon meg-

kaphato. Nézziik el6szor (13)-et, tehat amikor a trajektoridknak 2n keresztezése van felfelé

induldssal. A ©,, trajektériahalmaz elemeit 2n-szer fogjuk tikrozni. Tekintsiik ijra a O

ekvivalens martingalmértéket és a (9)-at, amely leirja az X folyamat logaritmusanak dina-

mikdjdt, itt tehdt W standard Brown-mozgds Q szerint, igy log(X) Q-martingdl [0, T]-n.
. . é . pe L e .

Ha n > 0, akkor a tiikrozési elv szerint ¥(Xo, A, B, C) € @y, trajektoridhoz létezik egy

vele ugyanolyan valészintiségii (Q alatt) (U%/ Xy, A, B,C) € O_nyy1 trajektéria. Ebbdl

kovetkezden

. A U?
f®2n (XT’ XO) = f®—2n+] (XT’ ?)
0

Hasonloan kaphato, hogy

. U? N XoL?
f®,2n+1 (XT’ YO) = f@zn,z (XT9 F) .

Ezen lépéseket ismételve tovabbi 2n — 2-szer kapjuk, hogy

L 2n
Xr, Xo U

A

f@zn(XT’ XO) = f@o = f

L 2n
X7, Xo U

Eddig Q alatt dolgoztunk, most térjiink vissza Q ald felhaszndlva a megfelelé Radon-

Nikodym derivaltat, ezutan pedig alkalmazzuk az imént felirt atalakitdst:

~ A dQ~ ~ L 2” dQ
X7, Xo) = fo,, (Xr, Xo)—= = f | Xr, Xo | = .
fe,, (X1, Xo0) = fo,, (Xr O)dQ 1 Xr O(U) 0

Ezutan, ha alkalmazzuk a (4.1)-es lemmat k = (%)zn valasztassal, azt kapjuk, hogy:

2nl

2n ~ 2n =
A L dQ -~ L L)\ o2
X7, Xo | = — = X7, X0 | = —
T\ O(U) )dQ T\ O(U) (U)
és épp ezt akartuk belatni.
A (14) egyenlest hasonloképp igazolhato:
2n 2 2n
A A L A u- (U
f®2n+1(XTa XO) = f®1 XT» XO (5) = f@() XT, ?() (Z)
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itt is alkalmazva a (4.1)-os lemmat:

U2 (Uu\*"
XTa_ e
X, \ L

(YT

A (15) és (16) egyenletek teljesiilését hasonloképp lehet beldtni.

f®2n+l (X1, X0) = f

Térjiink at az drazdsra! Ehhez sziikséglink van a szita-formula kovetkez§ alakjara

f(Xr, Xo| min(r, 7)) > T) = Z fon, (Xr, Xo) — Z Jou (X7, X0)

n=—00

amelybe beirva a most kapott eredményeket kapjuk, hogy

S L2nL2<IT1_; o U2U2n UUn%

2.7 o (g) (o) -2, oo lz) & lz)) -
& L2(L\"\ (L (L\"\*
Yilegle) |&E) o

4.1.5. Példa: DBC ara
Példaként tekintsiik a knock-out double barrier call opciét, amelynek kifizetésfiiggvénye

Xr—K haX(T)>Ké min(ry,7y) >T

O(Xp) =
(%z) { 0 egyébként

Ennek 0 id6pontkori értéke a kordbban felirt dltaldnos drazasi formula szerint a kovetkezs

integrallal szdmolhato ki:
Vppc (0, Xo) = / e (x — K) f(x, Xo| min(7z, 7p) > T)dx
K

A (17)-es képlet alapjan a integrandusban szerepld feltételes strdségfiiggvényt fel tudjuk

bontani, ezt elvégezve €s az integrdlds szempontjdbol konstans tagok kiemelése utdn a
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kovetkez$ alakhoz jutunk:

< (UNE e U\
n;oo (Z) [( e (x-K)f|x,Xo (Z) dx—

2nAd 21
X U\ (U2 [ U (u\*"
Z — — / e Tx-K)flx,— |= dx—
L\ L Xo| Jx Xo \ L

2nd 21
& (L\o? (L\o? [ L2 (L\*"
Z(—) (—) / e_rT(x—K)f x,—(—) dx
ci\v) \x) Jk Xo \U

ahol az integrdlok épp a megfelelGen paraméterezett vanilla call arakat adjdk, igy a knock-
out double barrier call drat megkaptuk egy végtelen sor 0sszegeként, amelyben a tagok

vanilla call arak konstansszorosai.

4.2. Az ar kiszamitasa a tiikorképek modszerével

Az el6z6 részben a feltételes strtiségfiiggvények élltak a kozéppontban, és a barrierek
hatdsat a trajektoridk tiikkrozésével kezeltiik. Ebben a fejezetben egy kicsit tdvolabbrol
tekintiink a megoldand¢ feladatra és nem a konkrét trajektéridkat, hanem magat a prob-
1émat fogjuk "tiikrozni". Az el6bbi megkozelitésben a tiikrozési elv volt a {6 eszkoziink
amelyet felhasznéltunk, ennek szerepét most a tiikkorképek mddszere veszi at, amellyel
a megfeleld fiiggvényeket fogjuk transzformalni. A tiikorképek mddszerérdl részletes le-
irast taldlhatunk [2]-ban és [3]-ban, ezen fejezet megirdsakor leginkdbb erre a két cikkre
tdmaszkodtam. A kordbbiaknak megfelelGen jeloljiik V (¢, x)-vel az adott termék értékét a
t id6pontban (¢ < T), ha az alaptermék aktuélis ara épp x. Tudjuk, hogy ennek a V fligg-
vénynek az adott terméktdl fliggetlenil ki kell elégiteni a Black-Scholes egyenletet, €s
csak a peremfeltétel fog valtozni termékrdl termékre. Felirhat6 tehat a kovetkezd egyenlet

(az argumentumokat elhagyva):

Ennek segitségével definidlhatjuk a Black-Scholes operatort.

4.3. Definicio. A Black-Scholes operatort definialjuk a kovetkezdképp:

v v 1 0%’V
ZLV(t,x) = e rvV + rxa + Eazxzﬁ

A megfeleld Black-Scholes differencidlegyenlet: £V (t,x) = 0.
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Az el6z6 fejezethez hasonl6 visszavezetésekhez sziikségiink lesz az ugynevezett Gap opci-

Okra és ezek ardnak kiszamitdsara, igy el8szor vizsgaljuk meg az ilyen tipusi termékeket.

4.2.1. Gap opcio

A Gap opciok az eurdpai tipusu call illetve put opcidk dltaldnositdsai abban az értelemben,
hogy esetiikben elvélik egymastdl a kotési ar és a lehivasi ar. Megkiilonboztetiink fel-
, illetve le-tipusi Gap opciét. Fel-tipusi esetben akkor torténik lehivds, ha az opcid
lejartakor az alaptermék dra meghalad egy el6re meghatarozott & szintet, le-tipusu esetben
épp ellenkezdleg, akkor torténik lehivds ha a szint alatt van. Lehivas esetén mind a két
esetben a kifizetés értéke (X7 — K), ahol K jeloli a kotési drat. Ezek alapjan a fel-tipusi

esetben a lejaratkori kifizetésfiiggvény a kovetkezé alakot olti:

Xr—-K haXT>§

O(X7) = { o
0 egyébként

A tovabbiakban jeloljiik Qg (x, 7, K)-val a Gap opcid drat 7-val annak lejarta el&tt, ahol x
jeloli az aktualis alaptermékdrat, K a kotési arat, & a lehivasi aratés s € {+1, —1} hatdrozza
meg, hogy fel- vagy le- tipusu opcidrdl van sz6 (s esetében csak az elGjelet irjuk ki ebben

a jelolésben). Tudjuk, hogy lejdratkor G meg kell, hogy egyezzen ®-vel, igy

gg(x’ 0’ K) = (x - K)]l{sx>s§}

Konnyen latszik, hogy & = K esetén s-t4l fliiggden a vanilla call kifizetésfiiggvényét, illetve
a vanilla put kifizetésfiiggvényének ellentettjének kapjuk vissza, igy a korabbi értékeknek

is meg kell egyeznitik:

callk (0, Xo) = Gx (X0, T, K)
putg (0, Xo) = -G (Xo,T,K)

jeloltiik kiilon, mert nem volt szerepe). Konnyen beldthatd, hogy a klasszikus Black-
Scholes feltételrendszer keretei kozott a Gap opcid drdra ugyanolyan tipusu zart képlet

adhatd, mint a vanilla call és put opcidkra:

G:(x,7,K) = xN(sd) — Ke™"N(sdy)
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ahol

(dg, di) = [log (g) + (r + %2) | oVt

és N jeloli a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét. Ennek bizonyitdsa teljesen

analog a Black-Scholes képletével.

4.2.2. Single Barrier Opcié

A single barrier esetben a kovetkezGképpen definidlhatjuk a megoldandé problémét a
Black-Scholes operator segitségével. Tekintsiik a down-and-out esetet. Legyen L id6fiig-
g6 exponencidlis alsé barrier: L(t) = Le®, ahol « valds konstans és ®(x) tetszGleges
kifizetésfiiggvény.

LV(t,x)=0 hat<T,x > L(¢)

V(T,x) =®(x) hax > L(T)

V(t,x) =0 hax=L(t),t<T

Az els6 sor felel azért, hogy a lejarat elStt a barrier folott teljesiiljon a Black-Scholes
egyenlet, a masodik sor adja a lejaratkori peremfeltételt, a harmadik pedig a barrieren valé
elttinésért felelds. Erdemes megjegyezni, hogy az els6 és az utolsé sor fiiggetlen attdl,
hogy milyen opcidrdl beszéliink, csak a barrier jelenik meg benniik, a mésodik sor, tehit

a lejaratkori peremfeltétel az egyetlen, ahol szerepet jatszik az adott kifizetésfiiggvény.

4.2.3. A tiikorképek modszere single exponencialis barrierre

A kovetkezd szdmoldsokban kulcsszerepet fog jatszani a kovetkez$ definicid.

4.4. Definicié. Legyen Y (t,x) tetszéleges kétvaltozos fiiggvény, ekkor legyen Y tiikorkép-
fiiggvénye az alsé L(t) exponencidlis barrierre nézve I () {Y (¢, x)}, amelyet a kovetkezd
kifejezés definial:

Il (1,00} = (L() /%)Y (1, L* (1) /x)

ahol g, = 2(r — @) /o — 1 (r és o az alaptermék kockdzatsemleges egyenletének, mig «

az idofiiggd exponencidlis also barriernek a paramétere).

Ezt az .91 () operdtort az L(t)-re valo tiikrozési operdtornak nevezziik, és a Black-Scholes
egyenlet V (¢, x) megolddsara szeretnénk alkalmazni. A kapott 77, {V (¢, x)} fliggvényre

és magdra a tliikrozési operatorra a kdvetkezd tulajdonsagok igazak (7 jeldli az identitdst):

1. ﬂL‘(lt) = J1 (1) vagy mdsképp sz(t) =7
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2. Hax = L(t), akkor % (nV =V vagy masképp (I — I )V (t,L(1)) =0

3. Hax # L(t), akkor az eredeti x 4r és a kapott y = L?(¢) /x tiikr6zott ar a L(¢) barrier
ellenkezd oldaldn helyezkedik el.

Ezen hdrom éllitas igazsaga egyenes kovetkezik a kordbbi definiciokbol. Hasonlé médon
definidlhat6 a fels§ barrierre valé tiikrozési operator, amelyre ugyanilyen tipusd allita-
sok igazak. Az aldbbi lemma teremt kapcsolatot az eredeti problémank és a tiikrozési

operatorok kozott.

4.2. Lemma. Legyen T egy jovébeni lejarat, L(t) = Le® exponencidlis alsé barrier és
legyen adott a Black-Scholes egyenletnek a ®(x) peremfeltétel melletti V (t, x) megolddsa.
Ekkor ezen V megoldas képfiiggvénye az alsé L(t) barrierre nézve, tehat I n{V(t,x)}
szintén megoldasa a Black-Scholes egyenletnek, amellett a peremfeltétel mellett, amely

épp az eredeti peremfeltétel tiikorképfiiggvénye, tehdat 71 {P(x)}.

Fontos megjegyezni, hogy a tiikrozott peremfeltétel ugyanigy csak a 7' id6pontban ér-
telmezett, mint az eredeti peremfeltétel. A lemma bizonyitdsa inkdbb technikai, szerepel
[2]-ben és [3]-ban, az 4allitds érdekesebb, double barrier esetre vonatkozé parjanak bizo-
nyitdsa megtaldlhat6 a dolgozat késGbbi részében. A lemma kovetkezményeinek megér-

téséhez vezessiik be az ugynevezett Black-Scholes draz6 operdtorcsalddot.

4.5. Definicio. Legyen &7V, (t < T) egy operdtor, amely értelmezve van az alaptermékar
lejaratkori értékének minden @ fiiggvényén, és megadja ezen alaptermékre vonatkozo, ®

kifizetésfiiggvényii derivativa t idopontbeli arat a Black-Scholes dinamika alatt.

A (4.5)-0s definci6 szerint a ® kifizetésfiiggvény &2, szerinti képe egy fiiggvény, amely

a t id6pontbeli alaptermékar fiiggvényében megadja a termék ¢ idSpontbeli arat, tehat

V(t,y) = 2V {@x)}(y)

Az (4.5)-6s definiciot felhaszndlva felirhatjuk a (4.2)-es lemma egy kovetkezményét.

4.1. Kovetkezmény. Legyen adott egy © eurdpai tipusii kifizetésfiiggvény és egy L(t) =

Le® alsé barrier. Ekkor
PV AILLr{P(x)}} = I {2V {P(x)}}

A megfeleld operatorok felcserélhetoek, annyi kiilonbséggel, hogy megvaltozik a tiikrozés

helye. Az elsé esetben lejaratkor tiikrozziik a peremfeltételt és ennek az uj, tiikrozott
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peremfeltételii terméknek vessziik a t idopontbeli drat, a mdsodik esetben az eredeti termék

t iddépontbeli darat tiikrozziik a t iddpontban.

Ennyi eszk6zzel mar meg tudjuk oldani a fejezet elején felirt down-and-out problémat,
errdl szol a kordbban mér emlitett tiikorképek modszere, amellyel a barrier opcid drazdsat

vissza tudjuk vezetni gap opcidk arazdsara.

4.3. Tétel (Tiikorképek médszere single barrier). Legyen Z(t,x) a Black-Scholes egyenlet
megolddsa a Z(T,x) = ®(x)1p (1)) peremfeltétel mellett, ahol L(t) = Le™ iddfiiggd
alsé barrier. Ekkor a down-and-out probléma V megolddasa megkaphatoé a kovetkezd

alakban:

V(t,x) = Z(t,x) = Ir{Z(t,x)}, (18)

ahol 91 (1) a kordbban definidlt alsé barrierre vonatkozo tiikrozési operitor.

A tétel bizonyitdsa megtalalhat6 [2]-ben, ebben dolgozatban a double barrier esetrdl sz616
hasonld tételt bizonyitjuk. A tiikorképek médszerével a down-and-out call opcid drat vissza
tudjuk vezetni egy olyan termék dréra, ahol a barrier csak a lejarat pillanatdban aktiv. Ezen

Uj, mesterségesen eldéllitott termék lejaratkori kifizetése mar nem trajektoriafiiggd, csak

az alaptermék lejaratkori értékétdl fligg, ezaltal sokkal konnyebben kezelhets.

4.2.4. Tiikkorképek moédszere a DOC opciora

Ebben a részben a down-and-out call opcié 0 idSpontbeli arit szeretnénk meghatarozni a
tilkorképek modszerének segitségével. A (4.3)-es tétel szerint ehhez mindossze a Z (T, x) =
(x = K) ™1 (x> 1.(1)y kifizetésfiiggvényi derivativa drét kell tudnunk a 0 idSpontban. Jeloljiik
K’-vel L(T) és K maximumat (K’ = L(T) V K) és szabaduljunk meg a pozitiv rész
fliggvénytdl, igy a lejaratkori peremfeltétel a kovetkezSképp alakul:

Z(T,x) = (x = K)" Iy = (0 = K) Lk

ami épp egy Gap opcio kifizetésfiiggvénye, ha a kotési arat K-nak a lehivasi drat K’-nek
vélasztjuk, igy
Z(t,x) =9 (x,7,K),

ahol 7 = T —¢. Ezt az érat a Gap opcidra vonatkoz6 formula alapjéan ki tudjuk szamolni.

A (4.3)-es tétel szerint igy a keresett ar a kdvetkezd alakban szdmolhato ki.

Vboc(t,x) = 9 (x, 7, K) = (L(x) [x) G, (L* (1) /x, 7, K)
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Az ar két Gap opcio6 dranak kiilonbségeként adodik. A down-and-in eset a kordbbiakban

felirt paritdsosszefiiggések alapjan szamolhato.

4.2.5. Double Barrier Opcio

A double barrier esetben is definidlhatjuk a Black-Scholes operator segitségével a megol-

dand6 problémdt, tekintsiik most a knock-out esetet.

ZLV(t,x)=0 hat<T,L(t) <x<U(t)
V(T,x) =®(x) haL(T)<x<U(T)
V(t,x) =0 hax = L(t) vagyx=U(t),t <T

A sorok itt is hasonl6an értelmezhetSek, mint a single barrier esetben, az elsd felel a Black-
Scholes egyenlet teljesiiléséért a barrierek kozott lejarat elStt, a mdsodik a lejaratkori, a
harmadik pedig a barriereken 1évS peremfeltétel. Tekintsiik itt is egybdl az exponencidlis
esetet, ennek természetesen specidlis eseteként megkaphatjuk az idében konstans barrier
esetét is @« = [ = 0 vdlasztassal. A kordbbiaknak megfelel6en legyen a két barrier
L(t) = Le® és U(t) = UeP' (L, U, a, 8 valés konstansok).

4.2.6. A tiikorképek modszere double exponencialis barrierekre

A korabbiakhoz hasonléan ebben az esetben is sziikségiink lesz a Black-Scholes egyenlet
megoldasdnak tiikrozésére, 4m ezt most egymads utdn tobbszor is el kell majd végezniink,
igy ennek konnyebb kezelése érdekében vezessiink be néhany jelolést. Jelolje Sy az Sy

és a .1 operatorok kompozicidjat, igy hogy elGszor £y -t alkalmazzuk, tehat
JfV(t,x)} = L {Iu{V(1,x)}}

Hasonlban definidlhatjuk » darab tiikrozési operator kompozicigjat is. Fontos, hogy ezen
operatorok nem szabadon felcserélhetdek, igy szamit az alkalmazdsuk sorrendje. Jeldlje
%”;}) = I az identitds operdtor, €s jelolje 7} a ], operdtor inverzét. Indukci6val
beladthatd, hogy
-n _ n
Ky = L
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az allitas bizonyitasa megtaldlhato [3]-ben. Végiil definidljuk a %/LU operatort a kovetkezd

ekvivalens reprezentaciok egyikével:

U@ _ " O
'%/L(r) = = ILw) Z %(:)U(z) = = ILw) Z ’%ﬂU(t)L(t) -
n=—00

n=—oo

(= Auw) Z %J(t)L(Z) = - Suw) Z jan(t)U(t)
n=—oo n=—oo
A kifejezések egyezGsége kovezkezik abbdl, hogy ugyanazon operdtorok Osszege van
csoportositva kiilonbozSképpen. Ezen jelolések segitségével mar ki tudjuk mondani a
fejezet f6 tételét, amelyet ezutdn bizonyitunk is, €s megadjuk, hogy a tételben szerepld

kifejezés miként szdmolhato ki.

4.4. Tétel (Tiikorképek mddszere double exponencidlis barrierekre). A fejezet elején felirt
double barrier probléma V megoldasa megkaphato a kovetkezé alakban

V(t,x) = t%/LL([l()l) {Z(t’ )C)},

ahol Z(t,x) a kovetkezd probléma megolddsa:

LZ(t,x)=0,hat<T, x>0
Z(T,x) = ©(x) (1 (7)<x<U(T)}

A tétel allitdsa szerint az ar kiszdmolasdhoz, tjra egy olyan termék drdra van sziikségiink,

amely esetében a barrierek csak a lejarat pillanatdban aktivak.

4.3. Bizonyitas (Tiikorképek médszere double exponencidlis barrierekre). Ahhoz, hogy a
tételt bebizonyitsuk be kell latnunk, hogy ez a tételbeli V fiiggvény kielegiti a probléma
mindhdrom sordt. Az elsé feltétel, hogy a 'V kielégiti a Black-Scholes egyenletet, kovetkezik
a (4.2)-es lemmabdl és abbol, hogy Z maga is kielégiti a Black-Scholes egyenletet. A
harmadik, hogyV eltiinik a barriereken, kovetkezik a % -t definidlo reprezentdciokbol és az
FL(r)-re vonatkozo 2. tulajdonsdagbdl. A mdsodik feltétel, tehdt a lejdaratkori peremfeltétel,
pedig a kovetkezd datalakitasbol kovetkezik:

V(T,x) = A {Z(Tox)) = Z(T,x) = J{Z(T.x)}

ahol 7 tiikrézési operdtorok kompozicidinak dsszege. Z teljesiti a peremfeltételt a két

barrier kozott, az S )-re vonatkozo 3. tulajdonsdg miatt pedig, ha x € [L(T),U(T)],
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akkor a #{Z(T,x)} az [L(T),U(T)] intervallumon kiviil értékeli ki Z(T,-)-t, amely a

definicioja szerint ott 0-t vesz fel.

Az (4.4)-es tétel szerint a keresett megoldast megkaphatjuk egy mésik probléma megolda-
sénak elég bonyolult transzformécidjaként, dm ezt egyel6re még nem tudjuk kiszdmolni.

Ezen transzforméacid kezelhetébb alakra alakitasat célozzak a kovetkez§ allitasok.

4.3. Lemma. A 7"

LOUG) operdtor felbonthato két tiikrozési operator kompoziciojara a

kovetkezoképp:
’%ﬂLn(t)U(t) = Jur) - L ()0 (1) (19)

A lemma indukcidval bizonyithat6, a bizonyitdsa megtaldlhat6 [3]-ban.

4.4. Lemma. Legyen ¢#,(t) n db exponencidlis barrierre vonatkozo tiikrozési operdtor
kompozicidja (t < T). (Példaul 7,(t) = Fy,a,_,..a, ahol az a;-ik exponencidlis fiiggvé-
nyek.) Ekkor

PV In(D{P()}H = Zu(){ PV [DP(x)]}. (20)

A single barrier esethez hasonléan a tiikrozések és az drazo operdtor felcserélhetéek, csak

a tiikrozés helye valtozik meg.

4.2. Lemma bizonyitas. A lemma bizonyitasdhoz a tiikrozési operdtorok szdama szerinti
indukciot alkalmazunk. Az n = 1 esetben épp a (4.1)-es kovetkezményt kapjuk vissza,
igy ez esetben igaz az dllitas. Tegyiik fel most, hogy n-ig mar bizonyitottuk az allitast,

nézziik meg most (n + 1)-re. Legyen az n + 1 tagii kompozicio utolso tagja .7, ., ekkor

/’H'l = jﬂnﬂ /n

n+l1’

PV (D@} = PV i[Ia, In{P()}]
= T4y PV i Fn{®(0)}]
= Jap APV [ P(0)]}
= ({271 [ @)}

felhasznalva a (4.1)-es kovetkezményt és az indukcios feltevést. Ezzel bebizonyitottuk a

lemmat.

4.2. Kovetkezmény. Legyen adott egy tetszdleges ®(x) fiiggvénye az alaptermék daranak

és két exponencialis barrier: L(t), U(t), ekkor a Black-Scholes dinamika alatt fenndllnak
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a kovetkezd egyenldségek.

PV L(T)U(T) [©(x)]} = (,)U(,){yn//z[q)(x)]}
PV AL ALy OO = Ty Ko [PV [O()])

PV AT K00y [ PO} = T ALy APV [ @)}

4.5. Lemma. Legyen n(t) = % UepB=)t g két barrier hanyadosa az idé fiiggvényé-

ben, ekkor minden ¥ fiiggvényre és s = +1-re

jf(Z)U([){‘P(x)}]l(sxva(t)) = %H(Z)U(z){‘P(x)]l(sx>sn2"U(t))}

4.3. Lemma bizonyitas. A lemma bizonyitdsa a tiikrozési operdtor kovetkezd tulajdonsa-
gan miulik.

LAY () Ligeasuon} = fU(t){‘P(X)}]l LT
U(t)

Ez valoban igaz, mert elvégezve a két tiikrozést, ugyanahhoz az alakhoz jutunk. Felhasz-

nalva ezt az azonossagot és az (4.3)-as lemmat kapjuk azt, hogy

%(t)U(t){‘P(‘x)}]l{Sx>SU(t)} =
o {2 wm @y AP O} Lisxssunyy =
Ty {2 wm (000 0) (¥ O sx sty } =

T {f(Uw(z)/Ln(r)) {‘P(X)]l{sx>Y p2n20) }}} =

L2 (1)U (1)

A v YO (s vy }

Az elsd lépésben szétbontotiuk a 77 OU0) operatort, majd az indikdtort vittiik lépésenként
befelé a bizonyitas elején latott tulajdonsag szerint, amig kiviil vjra meg nem jelent a
I (U operator. Ezzel bizonyitottuk a lemma allitdasat.

A kovetkez6 lemma az utolsé 1épés, hogy a double barrierekre vonatkozé tiikorképek
modszerében szerepld kifejezést ki is tudjuk szdmolni, ez arrdl szdl, hogy hogyan tudjuk

meghatdrozni a .7 operatorok hatdsat.

4.6. Lemma. Legyen Y(t,x) tetszdleges fiiggvénye az idének és az alaptermékarnak,

u)

tovabba legyen n(t) = o)

a két exponencidlis barrier hanyadosa. Ekkor a ], és I
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operatorok hatdsa a kovetkezd explicit alakban kaphato meg.

n _ . NPn X o 2n
A (60} = (s | ¥ (1) e
— Pn+1 X o 2n
=n"P (m) Y(t,n x)
L Pn LZ
L oY (60} =7 (9) Y (f, Uznﬁ) (22)

(23)

n g (UM WU (1)
Tu A oY (X)) =" ‘(T) Y(t,n .

ahol

Pn=nqgg— (n—1)qq; gn =n(qg8 — qa)
do=2(r—a)/c*-1; qg=2(r-p)/c? -1

4.4. Lemma bizonyitas. Csak (21)-et és (22)-t bizonyitjuk, a mdsik két sor hasonloan
megkaphato. El8szor nézziik (21)-et! Felhaszndlva a (4.3)-as lemmdt és az 9 tiitkrozési

operatorok definiciojat kapjuk (elhagyva a barrierek argumentumait), hogy:

HAY (1,%)} = Iy Iy Y (1,%)}

e+l (n+1)qa—nqp
= fU ( I ) Y (l, U2n+2/(L2nx))
X

U qp Un+1 (n+1)qa—nqp
- (_) (L sz) ¥ (e (07/27) )
X n

U" ngg—(n-1)qa n(gs—qa)
=Tk

qn
— nnpn (%) Y (t, n2nx)

ami épp (21). Ezt felhasznalva (22)-hez:

L qda L2 qn
n — | = npn 2ny?2
ﬂ%ﬁﬂm»{) U(E)Y@nLM

X

L datdn
= nnpn (_) Y (l, nZnLZ/x)
X
L Pn
= nﬂl’n (;) Y (t, 772"L2/x)

ezzel a lemma bizonyitasdt befejeztiik.
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Az eddig felsorolt dllitdsok segitségével mar ki tudjuk mondani a tételt, amelyért ez iddig

dolgoztunk, hogy a tiikorképek médszerében szerepld kifejezést ki is tudjuk szamolni.

4.5. Tétel. Legyen Z(t,x) a Black-Scholes differencidlegyenlet megolddsa a kovetkezd
peremfeltétel mellett

Z(T,x) = ®(x) (1 (1)<x<v(T)}

(Tehat Z megoldja azt a problémat, amikor a barrierek csak lejaratkor aktivak.) Ek-
kor a fejezet elején felirt double barrier probléma megoldasa megkaphato egy végtelen

osszegkent, csupan Z felhasznalasaval.
(o]

v = 3| 2 ers) - (42) 2 o

n=—0oo

4.4. Bizonyitas. A bizonyitast lényegében mdr megcsindltuk, csak ossze kell rakni a

részeket. A (4.4)-es tétel szerint V felirhato a kovetkezé alakban:

V(t.x) = A {Z(1.0))

K definicioja szerint

0 _ N
<%/L(l) {Z(I,X)} - {(I - jL([)) _Z L(Z)U(Z)} {Z(f .X')}
felbontva a zdrojelet és felhaszndlva a (4.6)-es lemma dtalakitdsait a kovetkezd alakhoz
jutunk:
Z (‘%in(t)U(t) {Z(1. )} = ILiy 1y (21 x)})
© 4dn Pn
npn X Z(l 2n )_ L(t) Z(f L2 t 2n )
2. {(L@) ) = (Z2] 0z (6 Lo x)

amely éppen az dllitasban szerepld kifejezés. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik.

A képek modszerének alkalmazdsaval egy végtelen Osszegként tudtuk elGéllitani a double
barrier opcié drat. A kovetkez§ alfejezetben megvizsgaljuk a tétel mikodését egy konkrét

példan.
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4.2.7. A DBC opcidk aranak kiszamitasa a tiikkorképek modszerével

Az el6z6 fejezet végéhez hasonldan szeretnénk meghatarozni a knock-out double barrier
call opci6 0 idSpontbeli arat, de most a tiikorképek mddszerének segitségével. A (4.5)-es
tétel szerint, ehhez sziikségilink van egy masik probléma Z megolddséra, ahol a barrierek
csak a lejaratkor aktivak, tehdt a kifizetésfiiggvény, és igy a lejaratkori peremfeltétel a

kovetkez§ alakba irhato:

Z(T,x) = (x = K)"Lyp(r)<x<v(r)}

az indikatort szétbontva és bevezetve a K’ = K vV L(T) jelolést:

Z(T,x) = (x = K)[1sxy — Lisuery]

A kifizetésfiiggvény két Gap opcid kifizetésfiiggvényének a kiilonbsége, igy a vizsgdlt
segédtermék replikdlhat6 két Gap opcidval. Legyen 7 = T — ¢, ekkor

Z(t,x) = gl-;/(x, T, K) - gJ(T) (X, Ta K)'

Ezen két értéket ki tudjuk szadmitani, van rd képletiink a Black-Scholes dinamika alatt, igy
Z-t is meg tudjuk hatdrozni, a (4.5)-es tétel szerint, pedig csak ennyire van sziikségiink a

knock-out double barrier call opci6é dranak meghatdrozasahoz.

(o)

Vppc(t,x) = Z " {(ﬁ)qn [ P (nz"x,r, K) -0 (nznx, T, K)] -

n=—oo

(%)p (% (07" L2 (0 5.7 K) = Gy (7120 .7, K)]}

Az 0sszeg nem olyan egyszer( alaku, de minden tagot ki tudunk szdmolni.

4.3. Monte Carlo modszerek

A korabbi fejezetekben dltaldnos matematikai formuldkat vezettiink le a kiilonbo6z4 tipust
barrier opcidk drdnak meghatdrozasdra, double barrier opcié esetén az arra nem kaptunk
zért formulat, csupédn egy végtelen Osszegként tudtuk meghatarozni. Ebben a szakaszban
kiilonféle Monte Carlo szimuldciés médszerekkel probéljuk megbecsiilni a barrier opcid
arat, megvizsgalva, hogy az egyes mddszereknél milyen szamitasi problémakba iitkdziink.

ElsSként a legegyszertibb Monte Carlo szimulaciot vizsgédljuk, amikor csupédn egy diszkrét
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pontrendszeren értékeljiik ki az alaptermék folyamatot, és ezen realizaciokbol becsiiljiik
meg az drat. A késSbbiekben ezt azzal mddositjuk, hogy a szomszédos monitorozasi
pontok kozotti viselkedést is kezeljiik egy-egy Brown-hid segitségével. A médszer feldol-
gozasdnak alapjdul [4] és [S] szolgdlt, a (4.7)-es tétel bizonyitdsa a sajat munkdm. A kapott
modszert tovabb finomitom az tgynevezett rétegzett mintavételi technikédval, amely 6néllo
hasznélata megjelenik [9]-ban single barrier opcidkra, 4dm a jéval komplikaltabb double

barrier eset, illetve a Brown-hidas technikdval valé kombin4ci6 a sajat eredményem.

4.3.1. Egyszeri Monte Carlo szimulacio

Ebben az alfejezetben a legegyszertibb Monte Carlo szimuldciét mutatjuk be, ahol egy-
altalan nem prébaljuk meg kezelni a folytonos és a diszkrét monitorozas kozotti kiilonb-
ségeket. Ehhez legyen [0, T'] a vizsgalt idGintervallum és osszuk fel ezt ekvidisztansan N
egyenld részre. Ekkor minden kis idGintervallum hossza h = % €s az osztopontrendszert a
kovetkez$ alakban irhatjuk fel: 7; = ih,i = 0,1, ... N. Jelolje tovdbba X;,i =0,1...N az
X folyamat T;-kori értékét, tehat X; = X (7;). Ekkor X;,i < N és a (2)-as kockazatsemleges

dinamika ismeretében meg tudjuk mondani X;,; Q szerinti eloszldsét a kovetkezSképp:
d 1
Xis1 = X;exp {(r - 502) h+ a\/ﬁz}, (24)
ahol Z standard normalis eloszlast valszintiségi véltozé a @ mérték szerint. Jelen szi-
muldciés kornyezetben csak akkor aktivaljuk/inaktivaljuk az opciét, ha az alaptermék éara

egy ilyen diszkrét monitorozdsi pontban a barrier(ek)en kiviil helyezkedik el.

Egyszerti Monte Carlo szimulécié (normal MC):

1. Generdljuk le az alaptermék értékét a diszkrét monitorozasi pontokban (24) szerint

2. a) Ha van olyan monitorozasi pont, ahol az alaptermék értéke a barrieren kiviil

esik, legyen p =0

b) Ha minden monitorozdsi pontban a két barrier kozott van az alaptermék értéke,

akkor legyen p = 1
3. Legyen az adott trajektéridra a szimuldlt ar e 7 p®’(Xy), ahol @' (x) = (x — K)*

4. Atlagoljuk ki az egyes trajektoridkra kapott drakat
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Double knock-out call esetben ezzel a technikdval tdl fogjuk 4razni a terméket, hiszen
nem nulldzzuk ki a kifizetést azokon a trajektéridkon, amikor ugyan a diszkrét monitoro-
zasi pontokban a barriereken beliil vagyunk, 4m ezek kozott valahol 4tlépjiik valamelyik
barriert. A becslés igy nem lesz torzitatlan. Hasonl6 a helyzet a down-and-out call op-
ci6 esetében. Ezen tildrazas mértéke természetesen csokkenthet§ a monitorozasi pontok
stirdtisével, am ily médon nem tudunk tdle teljesen megszabadulni. Valamilyen médon
kezelniink kell a monitorozasi pontok kozotti viselkedést, erre egy lehetdség a kovetkezd

alfejezetben targyalt Brown-hidas technika.

4.3.2. Brown-hidas Monte Carlo szimulacio

Az el6z6 részben lattuk, hogy csupédn a diszkrét megfigyelési pontokra elvégzett Monte
Carlo szimuldcié nem elég ahhoz, hogy pontos becslést kapjunk a barrier opcié aréra.
Tudjuk azonban, hogy a folyamat két monitorozdsi pont kdozott geometriai Brown-mozgdst
kovet, és az el6z6 szimulécid értelmében ismerjiik a végpontokban felvett értéket. Ekkor
ha tekintjiik a diszkrét osztopontrendszer két szomszédos tagjat, T;-t €s T;,1-et, akkor az
alaptermék dralakuldsa egy geometriai Brown-hid a [T}, T4 ] intervallumon. Egy standard
Brown-hid maximuménak és minimumdnak eloszldsét ki tudjuk szdmolni, ebbdl pedig
meg tudjuk hatdrozni, hogy mennyi a valdszintisége annak, hogy a standard Brown-hid

2 4 2

atlép egy eldre meghatdrozott linedris hatart. Errdl sz6l a kdvetkezd tétel.

4.6. Tétel. Legyen B Brown-mozgas, definidljuk a [0, 1] intervallumon a H folyamatot a
kovetkezoképp:
Hl = B[ - tBl

Ekkor H Brown-hid, fiiggetlen B1-t6l és a, b > 0 esetén

P(3s € [0,1],Hy > bs+a(l —5)) = e~ 2@

A tétel és annak bizonyitdsa szerepel a képzés Sztochasztikus folyamatok cimd targya-
nak anyagaban. Az el6z§ allitds szerint ki tudjuk szdmolni, mi a valdszintisége, hogy
a Brown-hid a [0, 1] intervallumon &tlép egy linedris egyenest. Erre a tételre szeret-
nénk visszavezetni a kordbban felmeriilt geometriai Brown-hid problémat. Adottak tehat
a folyamatnak a diszkrét pontokban felvett értékei, €s ki szeretnénk szdmolni azokat a va-
16szintiségeket, hogy a folyamat 4tlépi a barriert az adott intervallumban. Ehhez tekintsiik

27 4 2

a kovetkezd tételt.
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4.7. Tétel. Legyen S geometria Brown-mozgds, amelyet a kovetkezd egyenlet definial

dSt = /lStdt + O-S[dWl

ahol u, o valés konstansok és W Wiener-folyamat. Ekkor

o2h

Pl max §; > U|Sy=A,S), = B) =exp {—2
te[0,h]

log (§) log (%) }

ahol A, B, U valos konstansok és U > max{A, B}

4.5. Bizonyitas. A bizonyitds sordn a 4.6 tételt szeretnénk felhaszndlni, ehhez az eredeti
S geometriai Brown-mozgast fogjuk standard Brown-hidda transzformalni. Az dtalakitas
5 lépésbdl fog dllni, amelyek kozben kovetniink kell hogyan valtozik az So = A, S, = B
feltétel és a kezdetben konstans U szint a transzformdciok hatdasdra, ehhez legyen Y; = U
Vt € [0, h]-ra.

1. Logaritmdlds: S,(D = logS; (t € [0, h]). A folyamat logaritmusa az Ité-formula

szerint kielégiti a
o2
dlogS; = (,u - 7) dt + odW,

egyenletet. A két feltétel transzformaltja:
Sél) =log(A), Sﬁll) = log(B)
A hatar transzformaltja: Yt(l) =logY; (t € [0, h]), ezért

Yél) = log(U),Y}EI) = log(U)

2. Eltolds: S = SV —log(A) (¢ € [0, h]). A két feltétel transzformdltja:

B
St? = 0,5 = log(B) - log(A) = log (Z)

A hatar transzformaltja: Y,(Z) = Yt(l) —log(A) (t € [0, h]), ezért

@ _ 100 [Y) v@ 100 (Y
Y,” =log (Z) ,Y,” =log (Z)
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§@_(y—a2),
3. Sztenderdizdlas: S( ) = # (t € [0, h]). Ekkor S©® mdr standard Brown-
mozgds. A két feltétel transzformaltja:

B a?
g(8)~(u-5)n
SO 20,5 =
o
@ 1)
A hatdr transzformaltja: Y,” = ———= (t € [0, h]),ezért

Uy (y-2
v® = log(%) Y(s)zlog(f‘) (’u 2)h

0 h

o g

4. Atskaldzas: S, @ - \}_SS) (t € [0, 1]). Az ismert onhasonlésagi tétel szerint, ekkor
S@ standard Brown-mozgds marad. Fontos, hogy ezzel a transzformdciéval a [0, h)
intervallumot széthiiztuk a [0, 1] intervallummd, igy a feltételeket és a hatdrt nem
a 0 és a h idopontokban kell vizsgalnunk, hanem a 0 és az 1 idopontokban. Ennek

megfelelden a két feltétel transzformaltja:

4 _ 0. @ =
sV =0,8 =

A hatar transzformaltja: Y,(4) \;_Y}S’) (t € [0,1]), ezért

Uy (-2
o _ log(%)’YM) i log (%) (u 2)h
0 0'\/% 1 O'\/Z

5. Brown-hid elkészitése: H; = St(4) - tS§4) (t € [0,1]), a 4.6 tétel szerint ez standard

Brown-hid, a két feltétel ennek megfeleloen:
Hy=0,H =1

A transzformdciot elvégezve a hatarra:

v® =y s = y®
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A hatarfolyamat végsé transzformaltjat kiértékelve a 0 és 1 idopontokban:

1 U
YO(S) _ Og(A)

e ) - (u—"z—z)h log(ﬁ)—(u—%)h_

ovh ovVh
_ log(U) —log(A) — log(B) +log(A) _log (%)
B ovh " ovh

Az el6z6 5 transzformdcioval az eredeti folyamatot standard Brown-hidda alakitottuk,

ennek az |0, 1] intervallumon felvett értékeit kell 0'sszehas0nlltanunk egy linearis korlattal,

g() g()

igy a keresett valo’szinuseg

log (§) log (%)
P S;>UlSo=A,S,=B]| = -2 .
max St > UlSo h ) exp { 2

amely a 0 iddpontban -t, mig az 1 idopontban -t vesz fel. A 4.6 tétel szerint

Ezzel a tétel bizonyitdsdt befejeztiik.

Hasonl6 képlet lathat6 be az alsé barrier esetére is. Visszatérve az eredeti problémadra,
legyen a felsG barrier id6ben allandé szintje U, és tegyiik fel, hogy a diszkrét monitoro-
z4si pontokban felvett értékek mind ez alatt vannak, ekkor (4.7)-es tétel szerint azok a
valészindségek, hogy két szomszédos monitorozasi pont kozott atlépjiik a felsg barriert,

a kovetkezGképp szamolhatdak:

p§-]+1 =P| max X;> U|XTj = Xj, X1}, = Xj+1) =

1€[T;.Tj+1
lo ()t )

=exp{ -2 25
p pys (25)
Hasonl6an egy L alsé barrier esetén:
L _ . _ —
Pjw =P i X< L|Xr, = X, X1y, = Xj+1) =
log ( ) log (Xi” )
—expl-2 (26)

o2h
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Ezen val6szindségek ismeretében két lehetGségiink van. Az elsd az, hogy szimulaljuk a
hatdratlépés megtortént-e, és ha igen, akkor az adott trajektoridn kinulldzzuk a kifizetést.
A masik az, hogy feljegyezziik, mi a valészintisége annak, hogy az adott idSintervallumon
nem tortént hatdrsértés, és a végén ezeket a valdszinliségeket osszeszorozzuk. Ekkor a
fliggetlen novekménytiség miatt megkapjuk annak a valdszintiségét, hogy az egész in-
tervallumon nem tortént hatdrsértés, €s ezzel silyozzuk a lejdratkori kifizetést az adott
trajektéridn. ElGszor tekintsiik az elsG megkozelitést megvaldsito algoritmust knock-out

dupla barrier call opci6 esetén:

Brown-hidas Monte Carlo szimulaci6 a hataratlépés generdlasaval (MC with BB1):

1. Generdljuk le az alaptermék értékét a diszkrét monitorozasi pontokban (24) szerint

2. a) Ha van olyan monitorozdasi pont, ahol az alaptermék értéke a barrieren kiviil
esik, legyen p =0

b) Ha minden monitoroz4si pontban a két barrier kozott van az alaptermék értéke,

akkor szdmoljuk ki a p]L. és pﬁ.] j=1,2,...,N értékeket (26) és (25) szerint

és generdljunk hozzdjuk y; [0, 1]-en egyenletes val6szinfiségi valtozokat,

amelyek fiiggetlenek egymdstol és az alaptermék értékfolyamatatdl és legyen

_ N
p =1, ]l{l—pf-—pﬁ-’w,}
3. Legyen az adott trajektéridra a szimuldlt ar e 7 p®’(Xy), ahol @' (x) = (x — K)*

4. Atlagoljuk ki az egyes trajektoridkra kapott drakat

Az algoritmus sorédn felhaszndltuk a kovetkezd approximdciot: legyen A a fels6, mig B az

als6 barrier elérését tartalmazé eseménye, ekkor:
1-P(AUB)=1-P(A)-P(B)+P(ANnB)~1-P(A) - P(B)

Ezen algoritmus eredménye sem lesz torzitatlan becslése a valddi drnak, hiszen a Brown-
hid egy intervallumon &tlépheti mindkét barriert, &m a numerikus eredmények alapjan az
elébbi approximdcié torzitdsdnak mértéke elhanyagolhaté. Vegyiik észre, hogy az atlago-
lasban nagyon sok 0 fog szerepelni. Egy adott trajektéria kifizetését kinulldzzuk egyrészt,
ha egy diszkrét monitorozdsi pontban az alaptermék dra a barriereken kiviil helyezkedik
el, masrészt ha két monitorozasi pont k6zott a Brown-hid szimulalt szélsGértéke atlépi a
megfeleld hatdrt. A masodik eset kezelésére tekintsiik az el6z8 algoritmus aldbbi médo-

sitasat:
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Brown-hidas Monte Carlo a hatdratlépés generdldsa nélkiil (MC with BB2):

1. Generaljuk le az alaptermék értékét a diszkrét monitorozasi pontokban (24) szerint

2. a) Ha van olyan monitorozdsi pont, ahol az alaptermék értéke a barrieren kiviil

esik, legyen p =0

b) Ha minden monitorozdsi pontban a két barrier kozott van az alaptermék értéke,
akkor szdmoljuk ki a p;] és p}L. értékeket (26) és (25) szerint és legyen p =
(1 =pY—phy

3. Legyen az adott trajektéridra a szimuldlt 4r e 7 p®’(Xy), ahol @' (x) = (x — K)*

4. Atlagoljuk ki az egyes trajektoridkra kapott drakat

Ezen mdédositassal a becslés tovabbra sem lesz torzitatlan becslése a valddi arnak, am az

atlagolando értékek kozott mar joval tobb nemnulla elem fog szerepelni.

4.3.3. Rétegzett mintavétel

2

Az el6z6 fejezetben részben kezeltiik azt a jelenséget, hogy a Monte Carlo szimulédcid
végén atlagolt mennyiségek kozott nagyon sok nullat taldlunk, a Brown-hid hataratlépé-
sének direkt szimuldldsat kikeriilve csokken a kinulldzott trajektéridk szama. A monito-
rozdsi pontokban azonban még mindig kaphatunk barrieren tili értéket, amely az adott
trajektoridhoz tartozé kifizetés azonnali kinulldzdsat jelenti. Ennek elkertilésére szolgal
az ugynevezett rétegzett mintavétel. A téma feldolgozasanak alapjaul [9] szolgalt, ebben
a cikkben a single barrier esetet vizsgéljdk a szerzok, ezen gondolotot iiltettem 4t a do-
uble barrier esetre és kombindltam a Brown-hidas technikaval. A médszer szerint mindig
olyan novekményeket szeretnénk kapni az alaptermék aralakuldsa sordn, hogy a vizsgalt
id6horizonton a monitorozasi pontokban mindig a két barrier kozott legyen az alaptermék
ara. Ezzel azonban megszoritottuk a lehetséges tartomanyt, ahonnan mintat vesziink, igy
valamilyen korrekciot kell eszkozolniink. A alapotlet azon alapszik, hogy az altalanos

arazasi formuldban szerepl$ védrhato érték felbonthat6 a teljes varhato érték tétel alapjan
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a kovetkezSképp:

V(0. Xo) =B(0)E5 q;(()g) X(0) = Xo] —
BOEG | S| X(0) = X0, X1 € (L.0)| §X(0) € L.O)IX(O = X0
BOEG | S| X(0) = X0, X(0) ¢ (L.0)| G(X(0) # (LO)IXO) = Yo

ahol 71 € (0,T). Itt a masodik 6sszeadandé 0 a knock-out double barrier opcié kifize-
tésfiiggvényének struktirdja miatt, hiszen #;-ben kiléptiink a barrierek kozil. Az elsd
Osszeadanddéban a masodik tényezdt ki tudjuk szdmolni, az elsd tényezdre pedig, ugyan-
ilyen alaku felbontdst tudunk felirni. Az emlitett valoszintiség kiszamoldsdahoz vezessiik

be a kovetkezd jeloléseket. Legyen

i) -~ 4)s
oVh

és Cp-t is definidljuk ennek megfeleléen. Ekkor (24) szerint

Cy =

{U > X(t1) > L|IX(0) =Xo} ={Cy >Z>Cr}

ahol Z Q szerint standard normalis eloszl4su valészintiségi valtozo. A keresett valdszind-

z

ség
O(X(11) € (L, U)|X(0) = Xo) = Fz(Cy) ~ Fz(CL)
ahol F a Z val6szinGségi viltozé Q szerinti eloszlasfiiggvénye. A médszer megval6si-
tasdhoz sziikségiink van olyan X (¢1) realizdcidk generaldsara, amelyek a (L, U) interval-
lumba esnek, tehat meg kell szoritanunk a val6szintiségi véaltozot erre az intervallumra. Ez
természetesen egyenértékd a Z valdszinlségi valtozé (Cy, Cp) intervallumra vett meg-
szoritdsdval. Ebbdl a megszoritott eloszldsbdl kellene mintdkat generdlnunk. Ismeretes,
hogy Z-t beirva a sajat eloszlasfiiggvényébe [0, 1]-en egyenletes eloszldst valészintiségi
valtozét kapunk, tehat
Fz(Z) ~ U0, 1],

Hasonl6an, ha a megszoritott valdszintiségi valtozot irjuk be az eredeti eloszlasfiiggvény-

be, djra egyenletes eloszldsd valdszinliségi valtozot kapunk, dm ez nem tolti ki a teljes
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[0, 1] intervallumot:

F7(Z|cy>z>c,) ~ U [Fz(Cr), Fz(Cy)],

errdl szol a kovetkezd tétel.

4.8. Tétel. Legyen U* egyeneletes eloszlasi valosziniiségi valtozo a [Fz(CL), Fz(Cy)]
intervallumon, és legyen Z abszoliit folytonos eloszldsu valosziniiségi valtozo, ekkor a
korabbi jelolésekkel

F;'(U") 2 Zlcysz>cy,

4.6. Bizonyitas. Tekintsiik el6szor a jobb oldalt, legyen Y olyan valdsziniiségi valtozo,
amelynek eloszldasa megegyezik Z-nek a tételben lévo intervallumra vett megszoritottjanak
eloszlasaval, tehat

d
Y = Z|CU>Z>CL

Ekkor Y eloszlasfiiggvénye a kovetkezo alakban irhato fel.

1 hay > Cy
Fr() =P(Y <y)=P(Z<y|Cy > Z > Cp) =4 £zW=Fzlh 4, ¢ C
Yy =Yy s yiLy L Fz(U)—Fz(L) aCy>y>_CL

0 hay < Cp
Most a bal oldalon szerepld valosziniiségi valtozo eloszldsfiiggvényét felirva:

1 hay > Cy
Fp- = P(F;'(U") <y)=P(U*<F _ ] FE2W)-F () e c
F () = P(F7 (U7) <y) = P(U” < Fz(y)) e haCu>y>Cr
0 hay < Cp

kihasznalva, hogy Fz szigoriian monoton novekedd. Ezalapjan F, YU és Y eloszlds-

fiiggvénye megegyezik, igy
— sy d d
FZI(U ) = Y = ZlCU>Z>CL

és épp ez szerepel a tétel dllitasaban.

27 L2

Az el6z6 tétel szerint a megfelel§ megszoritott valdszintiségi valtozo eloszldsabdl vald
minta generdldsdhoz elegendd egy, a [0, 1] intevallum egy részintervalluman egyenletes
valdszintségi véltoz6. Ezen ismeretek felhaszndldsdval szeretnénk az alaptermék értékét

szimuldlni a diszkrét monitorozasi pontokban, (amelyek igy a két barrier kozé fognak
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esni) ezutdn pedig a kapott diszkrét pontrendszerre szeretnénk alkalmazni a Brown-hidas

technikat. Ehhez tekintsiik a kovetkez§ algoritmust.

Rétegzett mintavételes Brown-hidas Monte Carlo szimulécié:

1. Legyenp =1

2. Legyen a kovetkez§ diszkrét monitorozasi pont Ty

lo
Legyen Cy =

el -
ovh

Legyen u egy véletlen érték az U[Fz(CL), Fz(Cy)] eloszlasbol

Legyen Cr =

Legyen X; = Xi_jexp{(r — o2)h + U\/EFZ_I(M)}
Frissitsiik p-t: p = p - [Fz(Cy) — Fz(CL)]
Amig k < N ismételjiik 2.-t

3. A kapott diszkrét pontrendszerre szamoljuk ki a py és p]L. értékeket (26) és (25)
szerint és legyen p = p - ]_[?7:1(1 - p;] - pJL.)

4. Legyen az adott trajektéridra a szimuldlt ar e 7 p®’(Xy), ahol @' (x) = (x — K)*

5. Atlagoljuk ki az egyes trajektériakra kapott drakat

Ezzel kezeltiik, hogy a Monte Carlo szimuldcié végén nagyon sok 0 érték szerepelt az
atlagolando értékek kozott, hiszen a fenti eljardssal minden trajektéria eljut a lejaratig a

barrierek érintése nélkiil. Ennek hatdsét a p szorzéval korrigaljuk.

5. Szimulacios eredmények

Ebben a fejezetben megvizsgéljuk és Osszehasonlitjuk a kordbban felirt egyenletekbdl és
algoritmusokbdl szdrmazé konkrét eredményeket. A Monte Carlo szimuldcidk esetében
tobbszor futtattam le az algoritmusokat, €s a kapott eredmények atlagat €s szordsat vizsgal-
tam. Ezen futdsokhoz felhaszndlt trajektéridkra kotegekként hivatkozok a tovabbiakban.
Single barrier opci6 esetén két kiilonbozé explicit formulat is kaptunk az 4rra, ebben az

esetben nem litkdzlink semmilyen szdmitdsi nehézségbe, viszont le tudjuk ellendrizni,
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- &
-

n=-1 T n=0 : n=1 = n=2 : n=3 =

n=-3 n=-2
1.082038e-57 3.276984e-26 3.509732e-07 859165831 129.8770576 4.111271e+02 1043.9396

6.517452e-35 1.575952e-11 169151402 129, 4111271e+02  1043.9396
6.244905e-68 3.476378e-33 6.024657e-11 095388333 &7, 579  3.149396e+02 8275177
2.573113e-82 4.768921e-43 2.123392e-16 0.03195249 868053555 3.14939%e+02 B27.5177

1.639203e-59 2.006324e-2 .682925e- 625880299  -0.E900779 -3.875212e-12 0.0000

1. dbra. Gap tagok lecsengése

hogy a két ut ugyanahhoz az 4rhoz vezet-e. Ehhez tekintsiik a down-and-out call opciét

és a kovetkezd paraméterkészletet:

Xo=100 K=100 L =90
r=005 oc=0,15 T=1

A 1. tablazat tartalmazza a kapott eredményeket, eszerint a két 4r legalabb 6 tizedesjegyes

pontossdggal megegyezik. Double barrier esetben tekintsiik a knock-out call esetet idSben

’ Opcid \ Moédszer \ Ar ‘
DOC | Trajektdriak tiikrozése | 7.928089
DOC Képek modszere 7.928089

1. tdbldzat. Single barrier drak

allandé barrierek mellett és az eddigi paramétereket egészitsiik ki a kovetkezSkkel:

U=135 a=8=0

A el6z6 fejezet eredményei alapjan az opcid dra a (24)-as képlet szerint szaimolhato ki.
Ez egy bonyolultnak ting végtelen 0sszeg, dm megvizsgilva nagyon kedvezd tulajdonsa-
got vehetiink észre: a benne szerepld gap opcid drak silyozott 0sszegei nagyon gyorsan
lecsengenek, igy az Osszeg nagyon gyorsan konvergdl. Ezt l4thatjuk az 1. dbrdn, ahol
az elsG négy sor tartalmazza az adott tagban szerepl$ gap arakat, az 6todik pedig ezek
megfelelGen sulyozott 0sszege. Lathatjuk, hogy ezen paraméterek mellett csak az n = 0
és az n = 1 tagoknak van szignifikdns hatdsa. Kiszamolva és 0sszeadva a 0 koriili tagok
értékét n = —k-tél n = k-ig, a 2. tdblazat eredményeit kapjuk. Eszerint a tdblazat szerint a
kozépsd 3 tag 0sszege mar nagyon kozel van a pontos értékhez. Az egyszerti Monte Carlo
szimulaci6 haszndlata esetén a down-and-out call, illetve a double-out-call opcidk esetén
a valddi 4r feliilbecslését vartuk, amely meg is valosul. Egy-egy single, illetve double

barrier esetre vonatkozé szimuldcié eredményét lathatjuk a 2. és 3. dbran N = 100 és
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| k| Erték |
6.258803

k
0
1 | 5.368725
2
3

5.368725
5.368725

2. tdblazat. A double barrier opci6 arat kozelitd részletdsszegek

DOC egyszeru MC
—— Ar I~
o0 4= 5idError
- Pontos ar
u - 4
8.5
R 75
o C e I—— * - @000 =
-2
751 %
\ 1
n
\l u
7.0 | n =
1 1 1 \ 1
0 2500 5000 7500 10000

Trajektoriak szama

2. abra. Az egyszer( Monte Carlo tilarazdsa DOC esetben

20 koteg vdlasztds mellett (a tobbi paraméter megegyezik a kordbban felirtakkal), annak
fliggvényében, hogy kotegenként hany trajektdriat hasznaltam. A szaggatott vonal jelzi a
pontos drat. Az dbrdkrol leolvashatd, hogy a sztenderd hiba ugyan lecsokken, de az el-
jaras konzisztensen tularazza a terméket. Ezt a feliilbecslést Brown-hidak alkalmazasdval
kezeltiik kétféleképp: eldszor a hataratlépési esemény direkt szimuldldsdval, majd késGbb
csak annak valdszintségének haszndlataval. A két algoritmus teljesitményét 4. €s 5. dbran
lathatjuk, kiilonboz8 kotegenkénti trajektériaszdm mellett. Ezekben a szimuldcidkban is
20 koteget haszndltam, minden més paraméter a kordbbiakkal megegyezs, a szaggatott
vonal jelzi a pontos drat. Az dbrakrol leolvashatd, hogy a Brown-hiddal kiegészitett Monte
Carlo szimulédcié mdr viszonylag kevés trajektodria felhasznéldsdval elég pontos eredményt
ad alacsony sztenderd hiba mellett. Késébb a szimuléciot kiegészitettiik a rétegezett min-
tavételi technikdval. Az algoritmussal kapott eredmények lathatéak a 6. dbrdn. A becslés
tovabbra is torzitott, de az eredmények alapjan a torzitds mértéke elhanyagolhato, a szten-

derd hiba lecseng. A 7. dbra foglalja 0ssze a kiilonboz§ algoritmusok eredményét. Errdl
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DBC egyszeru MC
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3. dbra. Az egyszert Monte Carlo tuldrazdsa DBC esetben

DBC MC+BH1
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4. dbra. "Brown-hidas Monte Carlo a hatdratlépés generdldsdval" algoritmus teljesitménye
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DBC MC+BH2
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5. dbra. "Brown-hidas Monte Carlo a hataratlépés generdldsa nélkiil" algoritmus teljesit-
ménye

DBC Rétegzett MC+BH2
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6. dbra. A rétegzett mintavételes algoritmus eredménye

45



Pomtos T MCO T MCI - MC3 =

Erték 5368725 575205246 537940285 5372393130 5371122954

Eftérés  0.000000 038332730 001067769 O0.003667974 0.002397798

Std 0.000000 009045022 008033480 0.0751685971 0.061408723

7. dbra. A Monte Carlo szimuldciok Osszehasonlitdsa, az oszlopok sorrendben: pontos
érték, egyszerd MC, Brown-hidas MC a hatdratlép generdldsdval, Brown-hidas MC a
hatéaratlépés generdldsa nélkiil, Rétegzett mintavételes MC

a tablazatrdl leolvashatjuk, hogy az egyszer Monte Carlo szimul4cién kiviil mindharom
algoritmus elég pontos eredményt ad. A kordbbi dbrdk alapjan az is elmondhatd, hogy
nagy pontossigu kozelités eléréséhez nem volt sziikségiink sok trajektoria felhasznaldséra.
A legnagyobb felhaszndlt kotegenkénti trajektoriaszam 10000 volt, de ennek tizedének

felhaszndldsakor is mar nagyon kozel voltunk a pontos eredményhez.

6. Osszefoglalas

Szakdolgozatomban tobbféle mddszert mutattam be barrier opcidk drazdsdra. Az els6
megkozelitésben a kockdzatmentes drazasi formuldbodl indultam ki és a trajektoriak tlikro-
zésével alakitottam 4t a megjelend feltételes strtségfiiggvényeket olyan alakira, amelyet
madr tudunk kezelni. Single barrier esetben egy egyszertinek mondhaté képletet vezettem
le, amely szerint a down-and-in barrier call opci6é dra megkaphat6 egy vanilla call dranak
konstansszorosaként. Double barrier esetben komplikéltabb, végtelen 0sszeget tartalmazé
formuldkhoz jutottam. A mdasodik esetben a problémét parcidlis differencidlegyenletek-
kel fogalmaztam meg és a keresett a megoldast visszavezettem egy hasonld felépitési
feladatra, amelyet mar meg tudunk oldani. Ebben a megkozelitésben gap opcidk araival
tudtuk felirni a keresett barrier opcié drakat, single barrier esetben véges, mig double
barrier esetben végtelen 0sszeg formdjaban. A harmadik, és egyben utolsé megkozelités
szerint kiilonboz4 felépitésti Monte Carlo szimuldcidkat alkalmaztam az ar kozelitésére.
LegelGszor az egyszerd Monte Carlo szimuldcidt tekintettiink, ahol a varakozasainknak
megfelelGen a pontos értéknél nagyobb arat kaptunk. A feliilbecslést el6szor Brown-hidak
alkalmazdasaval kezeltiik, kétféle algoritmust is adtunk ennek segitéségével. Ezek az algo-
ritmusok mar kezelték az alaptermék aranak lehetséges hataratlépéseit két monitorozasi
pont kozott is. Ezen Monte Carlo szimulaciok végén sok olyan szimulalt trajektoriat kap-
tunk, amelyhez tartozé kifizetés 0, ezen észrevétel indokolta a rétegzett mintavételezés

alkalmazasat. Ezen mddszer révén minden monitorozdsi pontban olyan értéket kaptunk,
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amely a két barrier kozott helyezkedik el, ezen megszoritas hatdsit egy szorzéval korri-
géltuk.

A kapott eredményeket 0sszefoglalva azt lathatjuk, hogy single barrier esetben tobbféle
uton is zart képleteket kaphatunk a megfelel6 barrier opciok drara, az ezekbdl kapott
arak természetesen megegyeznek. Double barrier esetben mar komplikaltabb, végtelen
Osszegeket tartalmazo formuldkhoz juthatunk, &m ezek jol kezelhet6nek bizonyulnak, az
elsd par tagot 0sszegezve mar nagyon kozel keriiliink a pontos eredményhez. A késGbbi
eredmények alapjan a probléma jol kezelhet6 Monte Carlo szimuldciokkal, amelyeknek
tobb verzigjat alkalmazva is nagyon pontos eredményeket kaptunk. Ezen algoritmusok
koziil a legjobb eredményt a legutolsénak bemutatott adta, amelyben egyszerre haszndl-
tuk a Brown-hidas €s a rétegzett mintavételes technikat.

A szakdolgozat soran végig azt tételeztiik fel az alaptermékar folyamatrdl, hogy geometri-
ai Brown-mozgast kovet, a késébbiekben érdekes tovabblépés lehet, ha ezen feltételezést

lecseréljiik egy masik folyamatosztalyra.
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