EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

BUDAPESTI CORVINUS EGYETEM
KOZGAZDASAGTUDOMANYI KAR

TOBB-ALLAPOTU FRAKCIONALIS
MODELLEK A BIZTOSITASBAN

— Szakdolgozat —
Témavezets: Készitette:
DR. MICHALETZKY GYORGY BODOLAI ELOD ISTVAN
egyetemi tanar Biztositasi és pénziigyi matematika MSc.
Valdszintségszamitasi és Statisztika Tanszék aktuérius specializacié

ELTE ﬁ CORVINUS

TUDOMANVEGYETEN EGYETEM

Budapest, 2022



Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt szeretném eztton kifejezni halamat témavezetémnek, Dr. Michaletzky
Gyo6rgy tandr urnak, hogy mérhetetlen gondossagaval és pontosségaval segitett e szakdol-
gozat megirasdban. Koszonom neki a ram szant idejét, e lapok gondos atolvasasat, az
épit6 tanacsait és legféképpen a szakmai beszélgetéseket.

Ko6szondém tovabbra is a csalddomnak, hogy az egyetemi éveim alatt szilard tamaszt
nytjtottak. E dolgozat megirasaért is halaval tartozom nekik; édesanyamnak és hiigom-
nak, akik anyanyelviink teriiletén oly jartasak, illetve édesapamnak a legmesszebb mends
precizitaseért.

Ko6szondém tovabbéa bardtaimnak, szaktarsaimnak, hogy mindig szadmithattam rajuk,
segitségiikre.

Es halas vagyok a Gondviselésnek, amiért eljuthattam e mondatok megirasaig. Szol-
galjak ezek is az Igazsagot...
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Bevezetd

Altalanos tapasztalatok

A pénziigyek teriiletén kiemelt feladat az adott pénziigyi instrumentumokban rejl§ kocka-
zatok felmérése, értékelése és monitorozasa. A kockazatértékeléshez mind a banki, mind
a biztositéasi teriileten klasszikus modellek allnak rendelkezésiinkre, gondolva itt példaul
az europai opci6 arfolyam-alakulasat leird Black—Scholes-modellre vagy a biztositointé-
zet cs6dvaloszintiségére vonatkozd Cramér—Lundberg-modellre. Ami kozds e két modell-
ben, hogy hattérben egy stacionarius, fiiggetlen novekményd sztochasztikus folyamatot
feltételeznek: a részvényar geometriai Brown-mozgast kdvet, a karszamfolyamat pedig
Poisson-folyamat.

De mi torténik akkor, amikor 1j piaci informéciok hatasara panikszeriien felgyorsulnak
a piaci tranzakciok (2022. 4prilis 5-én az Europai Bizottsag jogallamisagi eljaras ala vonta,
Magyarorszagot, aminek hatasara az eur6 371 forintos szintrdl kdzel 377 forintos szintre
er6sodott a bankkozi piacon kozel 2 o6ra alattED, vagy amikor az erds szél miatt tobb
kar torténik (a 2022. januar 30-i szélvihar kapcesan egy napra harmadannyi karbejelentés
tortént, mint a 2021-es négyhonapos Viharszezonraﬂ)?

Els6 esetben a valos adatok is azt mutatjak, — kiilonGsen egy részvényar alakulédsanal
— hogy vannak olyan id&szakok, amikor a jegyzések kis eltérést mutatnak, vagy egyéltalan
nem valtoznak, [8]. Az alapmodellek ezeket a megfigyeléseket nem kezelik megfelelGen.
Els6 megoldasi dtlet a paraméterek altalanosabb leirdsaban rejlik. Ennek egy lehetséges
megvaldsitasa, amikor a Brown-mozgas id6paraméterét egy masik sztochasztikus folya-
mattal helyettesitjiik, egy inverz a-stabilis Lévy-szubordinacios folyamattal, [12]. Az em-
litett id6-atskalazassal elériink olyan id&szakokat, ahol a Brown-mozgas megall, viszont
a Markov-tulajdonsagot és a szemimartingalitast elveszitjiikk vele. A konstrukciot szo-
kas frakciondlis Brown-mozgdsnak is nevezni, maga a konstrukcié pedig manapsag egyre
népszer(ibb a pénziigyi teriileten.

A biztositointézet szemszogébdl egy adott biztositasi szerzédés alatti karfolyamat leg-
alabb ennyire fontos. A klasszikus Poisson-folyamat azonban itt sem tud eleget tenni
néhany — szintén valos adatokon nyugvo — megfigyelt viselkedésnek. Az ugrasok kozott
eltelt idgk itt fiiggetlen exponencidlis eloszlasu véaltozok, ami a fenti szélvihar esetén el-
lentmond az intuiciéonknak. Sok esetben a karok kozott eltelt idG jellemzéen vastagabb
farki, szubexponencialis eloszlast kovet. Ezt demonstralja az R-ben elkészitett [I abra.
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Az [l]a) grafikont a dan tlizkirok 1980. januar 1. és 1990. december 31. kozotti adat-
bézisara alapozva készitettiik, és az id6ben szomszédos tiizesetek kézott eltelt idGhosszak
tulélésfiiggvényét adbrazolja logaritmikus skilan. Az vizsgalt évtizedben mintegy 2167
megfigyeléssel tudtunk szamolni. A referenciaegyenes egy exponencialis eloszlas tulélés-
fliggvénye, ehhez mérten az adatsornél a Poisson-folyamat feltételezés teljesen helytallo-
nak bizonyul.

Az .b) elkészitéséhez a chicagoi aut()balesetekﬂ 2015. szeptember 1. és 2022. aprilis
9. kozotti karokat tekintettiik a nappali idGszakban 9:00 és 17:00 kozott (291 803 megfigye-
léssel). Ugyantgy a balesetek kozott eltelt id6 tulélésfiiggvényét abrazoltuk logaritmikus
skalan, itt az eloszlas jellege inkdbb szubexponencidlisnak mondhato.
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1. dbra. A a) ddn tizkdrok és a b) chicagdi autcbalesetek szomszédos kdriddpontjai kozétt eltelt iddk
logaritmikus tulélésfiigguényei (dsszehasonlitva az exponencidlis eloszlds tilélésfiggvényével)

Ez utobbi megfigyelést szintén kovetné a méar ismertetett modszer, ha a Poisson-
folyamatot at-idéskalazzuk egy inverz stabilis Lévy-szubordindtorral. Ezzel kézelebb kerii-
liink a valosaghoz: lesznek olyan idGszakok, amikor "megall az id6", és amikor felgyorsul,
tobb kar kovetkezik be. Az ugrasok kozott eltelt id6 Mittag—Leffler-eloszlasn lesz, ami az
exponencialisnal vastagabb farokeloszlassal bir. A frakciondlis Poisson-folyamattal és a
biztositasi alkalmazhatosaggal, a rizikofolyamattal részletesen foglalkozik [11].

Az igy megalkotott duplan sztochasztikus rendszerek frakciondlis altalanos elnevezése
gyakorlatilag a sztochasztikat leird frakcionalis differencidlegyenletekkel magyarazhatok,
amely reprezentaciokban megjelennek nem csak egész rendi derivaltak is.

Egészségbiztositasi szerzddések

Most vizsgaljuk specidlisan az egészségbiztositasi szerzédések csoportjat. Ezen termé-
kek aktuariusi arazasanak egyik kozponti eleme a biztositottak egészségiigyi allapotanak
felmérése, és az allapotok kozotti atmenetek (megbetegedés, gyogyulés, rokkantsag, el-
haldlozas) modellezése. Ehhez egy természetes megkozelitést adhatnak a folytonos ideji,

3https://data.cityofchicago.org
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véges allapotterti homogén Markov-lancok, amennyiben az &allapotokat a biztositott —
szerzddésben is megkiilonboztetett — egészségiigyi allapotaival feleltetjiik meg.

Bar az emlitett tulajdonsagti Markov-lancoknak széleskord irodalma van, analitikailag
leirhatok, mégis az egészségbiztositasi teriileten ezek a viselkedések furcsanak, irreélis-
nak bizonyulnak. Gondolunk itt arra, hogy — egyes biztositottak esetén — a valésagban a
megbetegedés valoszintisége nagyban fiigg az életkortol, a rehabilitacio pedig mind az élet-
kortol, mind a betegségben addig eltoltott id6tsl. Ezt a jelenséget egy Markov-lanc nem
tudja helyén kezelni, éppen a Markov-tulajdonsag miatt az allapotvaltozasok kézott eltelt
id6k fiiggetlen exponenciélis eloszlast kévetnek, igy a modell csak az aktualis allapotot
veszi figyelembe, a betegen eltoltétt id6t mar nem.

Masik észszerii felételezés, hogy amennyiben a biztositott egészségiigyi allapota lerom-
lik, a kezelése soran felszinre keriilhet t6bb — kordbban még nem diagnosztizalt — beteg-
sége, amire a szerzGdés fedezetet nyijt, és amit a diagnozistol szamitott rovid idGszakon
beliil ellaitndnak. Ezzel parhuzamban ha az egy allapotban eltéltott id6t exponencialis
eloszlés helyett olyan eloszlastinak tekintenénk, mely a farkakra nagyobb hangsilyt he-
lyez, az modellként szolgdlna mindazon egyénekre, akik szokatlanul gyorsan, vagy lassan
haladnak at az allapotokon. Ebbe implicit beleérthetjiik a biztosito szemszogében egyik
legrelevansabb hosszuélet-kockazatot.

A problémat 3 allapotra (egészséges, rokkant, elhalalozott) targyalja [7]. Megoldasként
itt egy harom-allapotti nem-homogén szemi-Markov-modellt vizsgalnak. A konstrukcidhoz
egy homogén Markov-lanc allapotterét novelik meg, ezzel szabalyozva a varianciat. A
halalozas eloszlasa ekkor fazis-tipusi eloszlast kovet.

E szakdolgozat keretében egy méasik modellt mutatunk be, mely kezelni képes az em-
litett jelenségeket. Nevezetesen a mar kozolt gondolatmenet segitségével azt a duplan
sztochasztikus rendszert tekintjiik, ahol magdnak a Markov-lancnak az id6paraméterét
feleltetjiik meg egy a-stabilis Lévy-szubordinator inverzfolyamatanak. Az igy nyert konst-
rukcioval az id6 telését befolyasoljuk a Markov-modell esetén is bizonyos szakaszokon
megéallitva, illetve felgyorsitva azt.

A modell részletében fellelhetd a 2021-es [6] cikkben, e dolgozat lapjain erésen té-
maszkodunk az ott lefrtakra. Mint latni fogjuk részleteiben is, az igy megalkotott modell
valoban visszatiikrozi a fent leirt elvarasokat.

A dolgozat célja

A dolgozat célja, hogy részleteiben fogalmazzuk meg, mutassuk be a fent nevezett frakcio-
nalis egészségbiztositasi modellt, adott paraméterek mentén beédrazzuk, illetve aktuériusi
szemszogbdl értékeljiik azt tetszoleges idGpontban (vagyis matematikai tartalékot haté-
rozzunk meg).

Mint mar emlitettiik, a sztochasztikus atskaldzas hatranya az, hogy a Markov- és
szemimartingal-tulajdonsagok csak a kezdeti megkéotési id6pontban teljesiilnek, késébbi
idépontokban nem all rendelkezésiinkre zart képlet az értékeléshez. Matematikailag drazni
ezért csupan a kétvény alairasanak idGpontjaban tudunk.



A kés6bbi id6pontokra megoldast jelenthet a Monte-Carlo-szimulacio, azonban az
Osszetett sztochasztika kétszeresen Osszetett szimulacidhoz vezetne, ami rendkiviil sza-
molasigényes. Ezt a problémat e dolgozat lapjain beliil tgy kivanjuk orvosolni, hogy
a frakcionalis Markov-lanc folyamatot feltételesen nézziik a szubordinacio filtracidjara.
Mint szintén latni fogjuk, ezekkel az eredményekkel a tartalék szimulacioja leredukéalodik
egy szimulacios agra, a Lévy-folyamatéra, ezzel nem csak fair dijat, hanem a biztosi-
tasi szerz6dések tetszdleges idGpontbeli értékét (matematikai tartalékot) is meg tudjuk
becsiilni.

A szakdolgozat 1. fejezetében az ehhez kacsolod6 matematikat allitjuk fGszerepbe, a
folytonos paraméterid véges allapotterti homogén Markov-lancok és az a-stabilis Lévy-
szubordinatorok elméletét, valamint kiszdmoljuk az Osszetett sztochasztikus folyamatra
vonatkoz6 azon feltételes varhato értékeket, melyek a késgbbi tartalék felirdsanal el§jon-
nek. Kitércként megnézziik, hogyan kapcsolodnak a frakcionalis differencidlegyenletek a
felirt modellhez, illetve a frakcionalis fazis tipusi eloszlasok keretében vizsgéljuk azt az
esetet, amikor a halél-4llapot bevezetésével egy elnyels allapotot definidlunk a rendszer-
ben.

A 2. fejezetben a klasszikus Markov-lancon nyugvo alapmodell vizsgalata utan defi-
nidljuk a tobb-allapotu frakcionalis modellt, majd egyszertibb képletet adunk a kezdeti
dijra, illetve a tetszGleges idGpontban vett feltételes tartalékra. Ezekre épitve Monte-
Carlo-szimulaljuk a tartalékot egy adott szerzGdéskonstrukciora a 3. fejezetben, érzékeny-
ségvizsgalatot végziink, végiil 6sszefoglaljuk a kritikdkat és lehetséges altalanositasokat az
utolso oldalakon.



Alkalmazott jelolések

A dolgozatban a kovetkez§ jeloléseket hasznaljuk.

N

R
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Rez
Imz
alNb
aVb
X2y
X, 5y
X ~

Ly

S(a, 8,7,9)
PH (m, Q)

a természetes szamok halmaza

a valos szamok halmaza

a komplex szamok halmaza

a z komplex szam valos része

a z komplex szam képzetes része

min(a, b)

max(a, b)

az X és Y valoszintiségi valtozok eloszlasban megegyeznek
az X, valoszintiségi valtozok hatareloszlédsa Y

az X valosziniiségi valtozo eloszlasa

a H mérheté halmaz indikatorfiiggvénye

(e, B,7,0)-paraméterti stabilis eloszlas

(7, Q)-paramétert fazis tipusi eloszlas

az n-elemid csupa 1 vektor

az i-edik komponensében 1, a tobbiben 0 vektor (adott vektortér-

ben)
az n X n méretd egységmatrix
a di,ds,...,d, elemekbsl képzett n x n méretd diagonalmatrix

az M matrix spektruma

az M matrix spektralsugara

A és B azonos méretii matrixok Hadamard- (elemenkénti) szorzata
a H halmaz elemeinek szama

a skalar illetve matrix értékid Mittag—Leffler-fliggvény

az [ fliggvény tartoja

a Caputo-féle frakciondlis derivaltoperator az x valtozoban

a megfelel§ hatardtmenetben létezik C' > 0 konstans, amire
f(2)] < Cg(x)

a megfelel§ hataratmenetben f(z) = O(g(x)), és % — 0

g
a megfelel§ hatardtmenetben % —1



1. fejezet

Frakcionalis sztochasztikus folyamatok

Els6 fejezetiinkben egyfajta megkdzelitésben bevezetjiik a frakciondlis sztochasztikus fo-
lyamatok elméletét, és explicite kiszamoljuk néhany jellemzé tulajdonsagukat. Az ide
vonatkoz6 matematikai fogalmak, Osszefiiggések azonban megkdvetelik, hogy megjeloljiik
mindazon alapokat, amikre épithetiink, azokat az elveket, amik mentén el tudunk indulni
a bevezetGben targyalt cél felé.

1.1. Folytonos paraméterti Markov-lancok

Mindenekel6tt egy specilis sztochasztikus folyamatot tekintiink 4t a maga egyszertiségé-
ben: a Markov-folyamatot. Remek Gsszefoglaloja megtalalhato az [9] és |[10] konyvekben,
részletekbe mendgen pedig [4] foglalkozik vele. Jelolésekben kivetkezetesen mi az elGbbi-
ekben foglaltakat alkalmazzuk.

Tekintsiik az (6;):>0 sztochasztikus folyamatot az (2,4, P) valoszintségi mezén, te-
hat 6,: Q — X egy valosziniiségi valtozé barmely ¢ > 0 mellett. (Itt az X absztrakt
halmazt dllapottérnek, vagy fdzistérnek nevezziik, a tovibbiakban R-rel illetve annak bi-
zonyos részhalmazaval fogjuk azonositani.) A folyamat természetes filtracidjat (Gi)i>o
jeloli, vagyis Gy = 0{0s: 0 < s < t} szigma-algebra (ez kdzismerten a "t id6pontig rendel-
kezésiinkre 4ll6 informacio" analogidja, egy boviils szigma-algebrasorozat).

1.1.1. Definici6. A fenti jelélések mellett (8;)i>0 Markov-folyamat az (Gi)e>o filtrdcidban,
ha 0 adaptadlt G-hez és tetszdleges 0 < s <t, A C R esetén

PO, € A|Gs) =P(6: € A|6,) =: P(s,x;t, A).

Megjegyezziik, hogy a definicio tetszéleges filtracioban értelmezi a tulajdonsagot, nem
csupan a természetes filtracioban. Maga a tulajdonsig praktikusan azt jelenti, hogy a
folyamat jovébeli alakulasa csak "az aktudlis &llapoton keresztiil fiigg a multtol". A
definialt P(s,xz;t, A) fliggvényeket a Markov-folyamat démenetvaldszinidség-figgvényeinek
nevezziik.

A fogalomkor meglehetGsen éaltalanos, egyéb megkotések mellett ismertebb példak
a Poisson- és Wiener-folyamatok. Az elkévetkezendGkben a folytonos ideji homogén



Markov-lancokat, és az ahhoz kapcsolodo valoszintiségi valtozokat, Osszefiiggéseket ismer-
tetjiik.

1.1.2. Definicié. A diszkrét dllapotterd Markov-folyamatokat Markov-lincoknak nevez-

1.1.3. Definici6é. Amennyiben a Markov-folyamat dtmenetvaldszindség-fiigguényére fenn-
all minden lehetséges h érték mellett az

P(s,x;t,A) = P(s+ h,z;t + h, A) = P(0,z;t — s, A)
egyenldség, gy azt staciondrius, vagy (idd)homogén Markov-folyamatnak nevezzik.

Amennyiben egy homogén Markov-lanc allapottere az I = {0,1,2,...} (esetleg véges)
indexhalmaz, az atmenetvaloszintiség-fiiggvény egyszertibb jelolésére van lehetGségiink:

pij(t) = P(0,4;t,{j}), (L.1)

(annak a valoszintisége, hogy az i allapotbol indulva ¢ id6 alatt j-be ériink).

A tovabbiakban mi csakis olyan homogén Markov-lancokrol fogunk targyalni, melyek
allapottere véges, legyen I = {0,1,2,...,n}. Ezen feltételezés sok "szép" tulajdonsagot
magaval rant szdmunkra a késGbbiekben. E szerint a terminolégia szerint allast foglalunk
amellett, hogy egyvaltozos fliggvényt jobbrol folytonos, balrol hatarértékkel rendel-
kez$ (tovabbiakban cadlag tulajdonsagn) fliggvényekként értelmezziik. Ezekbdl kiindulva

elkészithetjiik a folyamat dtmenetvaldszintiség-mdatrizat:

P(t) = [pi;(t)] Z;n:o,o'

A matrixrol megkoveteljiik a tovabbiakban, hogy teljesitse a

_ 1, hai=j
Pi,j(o)ztl_l}g}rpi,j(t)— 0. hais (1.2)

limesztulajdonsagot, vagyis Markov-lanc legyen standard.

1.1.4. Allitas. A Markov-linc P(t) dtmenetvaldszintiség-mdtrizdnak elemeire fenndllnak
az aldabbi tulajdonsdgok:

(a) pij(t) >0, Vt>0;
(b) S opi(t) =1, Vt>0;

(c) teljesiilnek az in. Cha,pmaanolmogomv—egyenletekﬂ:

pik(s+t)= me(s)pj,k(t), Vs, t > 0;
=0

LAz egyenlGség teljes altalanossagban megfogalmazhaté Markov-folyamatokra, hogyha az allapotteret
I C R jeldli, akkor minden 0 < s <t <wu és A C I esetén:

P(s,z;u, A) = /P(t,y;u,A)P(s,m;t,dy).
I



(d) tetszdleges t,h > 0 szdmok és i,j € I dllapotok esetén
[pij(t +h) = pi(t)] < 1 —pia(t).

Az dtmenetvaloszintség-fiiggvény cadlag tipusabol kifolydlag megfogalmazhato az alab-
bi tétel.

1.1.5. Tétel. Létezik P(t)-nek 0-beli (elemenkénti) derivdltja, vagyis a

. P(h)— P(0) nn
/ . — ’

P'(0) = hlif& n = Q= [C]z‘,jL,j:o,o

mdtriz, tovdbbd a fodtlon kivili derivdltak nemnegativak és végesek, a fddtloban levdk pedig

nempozitivak és nem feltétlendil végesek.

Az[1.1.5] Tételhez flizziik azt a kiegészitést, hogy a benne foglalt Q méatrixot a Markov-
lanc intenzitdsmdtrizdnak nevezziik, valamint elemeire

teljesiilése esetén — az Allitas (b) részébol kifolyolag — fennall tetszéleges i € I
mellett, hogy ¢, == —¢;; = Z'j “¢i,; nemnegativ. Csupan tautologia, de szamitdsaink

J#i
soran hasznosabb lesz szamunkra az

pij(h) = ¢ ;h + o(h), h — 0+ (1.4)

feliras. A kovetkezdkben a Markov-lancoknal beleértjiik a (1.3)) feltételt is. Az eredményt
kardltve a|l1.1.40 Allitas (c) részével az alabbi kijelentést fogalmazzuk meg.

1.1.6. Tétel (Kolmogorov-féle el6rehalado és hatralo differencidlegyenletek). Egy Markov-
ldnc P(t) dtmenetvaldsziniiség-figgvénye és Q intenzitdsmdtriza a kielégitik az aldbbi dif-

ferencidlegyenleteket:
P(t)=Pt)Q, és P'(t)=QP(), vt > 0. (1.5)

Tulajdonképpen azt latjuk, hogy minden ¢ > 0 mellett P(t) és Q matrixok felcse-
rélhetdk, valamint az (1.5) differencidlegyenlet megoldésa a P(0) = I, kezdeti feltétel
mellett explicite meghatarozott:

Pt)=e¥  Vt>0, (1.6)
ahol egy tetszdleges M matrix esetén eM = > l\g—f, vagyis Q egyértelmiien meghata-

rozza az atmenetvaloszintségeket.
Az (1.6) matrixreprezentacio praktikus kévetkezménye, hogy a h — 04 hataratmenet-
ben tetszéleges i, 5 € I indexekre

pi,j(h) — 51'7]' — Qi,jhf = [P(h) — In+1 — Qh] ij = O(h2), (17)
ahol 0, ; a Kronecker-delta fiiggvény, illetve I, jeloli az (n+1) x (n+1)-es egységmatrixot.
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1.1.7. Megjegyzés. Véges dllapottér, illetve diagonalizalohato Q mdtriz esetén legegysze-

ribb eljdrds a P(t) mdtrizok elddllitisdra a kévetkezd. Jeloljék Mo, M1, ..., N\, a Q mdtriz
sajdtértékeit, valamint g, uy, ..., a, a hozzdjuk tartozo jobboldali sajdtvektorokat. A
A(t) = diag (e’\ot, et ,eA"t) és U= (uo | u; ’ . ’ un)

mdtrizok mellett ekkor P(t) = UA(t)U.

Ez az elddllitds csupdn a Q mdtriz spektrdalfelbontdsdn mailik, ami pontosan akkor
létezik, ha a sajatvektorok az egész tér bdzisdat alkotjdk.

Azt is észrevehetjik, hogy az (1.6 egyenlet szerint P(t) mdtriz-logaritmdldsdval kap-
hatjuk a Q intenzitdsmdtrizot. Véges (valds) mdtrizok esetén a wvalds logaritmus léte-
zésének €s eqyértelmiiségének feltételer ismertek. Eqyrészt a logaritmdlando mdtriznak
requldrisnak kell lennie, mdsrészt a Jordan-normdlalakban a negativ sajdtértékhez tartozo
Jordan-blokkoknak pdros szami alkalommal kell eldfordulniuk, [5].

Tetsz6leges ¢ € I allapotra jeldlje T; az ott t6ltélt 1dd valdsziniliségi valtozojat, vagyis
T, =inf{r > 0: 0, #1i,00 = i}. (1.8)

A homogenitas miatt az adott allapotban toltott hatralevs id6 eloszlasa nem fligg at-
t6l, melyik id6pontban keriiliink az ¢ allapotba. Alabb e valtozo ismert tulajdonsagat
elevenitjiik fel.

1.1.8. Allitas. A Markov-ldnc vdrakozdsi idejeire tetszéleges i € I dllapotban q; paramé-

tert exponencidlis eloszldst kdvet, pontosabban
P(T; > h) = e %"

Az allitds mogotti heurisztika a homogenitasbol nyert un. orokifja tulajdonsag, ered-
ménye Osszhangban van a Poisson-folyamatok virakozasi idG-eloszldsdnak exponenciali-
tasaval. Alabb egy 0j valosziniiségi valtozot vezetiink be, a szamlalofolyamatot, amire a
késGbbiekben nagy sziikségiink lesz.

1.1.9. Definicid. Tetszdleges i # j dllapotokra az

Ny =#{u e (s,1]: 0- =10, =j}, és N()s(,t] = #{u € (s,t]: O,— # 0,}
jelolések mellett eqy Markov-ldnc i-j-szamldldofolyamatdn az Nf’j = N(i(’)j;t}, datmenet-szdam-
ldléfolyamatdn pedig az N;X = N()é’t] t-folyamatot értjik.

A szamlalofolyamat fogalméanak ismeretében az ([1.4]) egyenlethez hasonlo sszefiigge-
sek fogalmazhatok meg az |1.1.8] Allitas kovetkezményeként.

1.1.10. Kovetkezmény.
P (NS =0]6=1i)=1-gqh+o(h),
P (N =16y =1i) =qh+o(h),
P (NS > 2] 60 =1i) = o(h).
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1.1.11. Allitas. Az (01)i>0 Markov-lanc i-j-szamldldfolyamatdra teljesil az aldbbi dssze-

Jiggés . .
o BV, - N 1)
h—0+ h

= ¢i,j L{o,=i}-

Bizonyitds. Atalakitasok utan felhasznaljuk a Markov-tulajdonsagot, majd kifejtjiik a
diszkrét valtozo varhato értékét.

_ E(N, -N7lg) . E (Nétﬁ+h M)
lim = lim =
h—0+ h h—0+ h
) ZZ:O ( (tt+h |0t—k> Lig,— k}
= lim
h—0+ h
P (N =1100=1) = 0P (NG =C]0 =i
. (t,t+R] t (t,t+h] t
- hli}& h /+ z_: 3 Lig—iy+
A — ~~ 4
B
n o O (N =] 0= )
g 3|3
@ |2 /

C

El6szor a B kifejezést becsiiljiik. Rogzitett ¢ > 2-re az események tartalmazasban
feliilrél becsiilhetok az allapotban eltoltott idokkel, megpedig ha T, és T\ egymastol
fiiggetlen - és j-varakozasi idGket jeldlnek, akkor

06 =iy c TV, 1?1 < by es TV, T T Y <

Y Y I3

{N (Zt]t+h

A valoszintiségekre igy fennall

< s < h)!
BESS

o

= 1_6 " Z€ — ek (1—e*qjh)y*1:

—— 1
S (N ) )
h (Q*(Qi+q]’)h — Q_Qih — e*th)

midén h — 04. Igy persze B >0 miatt B — 0 is teljesiil. (Az utols6 egyenlGségnél
felhasznaltuk a > o, fz*~! = -1+ = )2 azonossagot. )
A C értékénél hasonloképpen szamolhatunk, a nagysagrend annak esetén is o(h) lesz.
Attérhetiink végiil az A értékének vizsgalatara. A G = {Né(Hh =1,0, =104 = j}
eseményhalmazt bevezetve egyszertien megtehetjiik a becslést, hiszen ekkor

Gc{ (Mh]_l\et:z‘}cGu{N{t{tWZQ}, (1.9)

12



Tegyiik fel, hogy a G esemény esetén az egyetlen allapotvaltozas (természetesen i-
bél j-be) a 7 € (t,t + h| id6pontban torténik. Ekkor az intervallumot n* egyenld részre

felosztva talalunk olyan 0 < m < n* egész szdmot, amire 7 € (t+ 2h,t+ ”::,[1 h]. Vezessiik
be a

n*—1

1
G = | {03:2', E<s<t+-—h; 6,=] t+%hgugt+h},

~ n n

eseményhalmazokat. Ekkor nyilvanvaloan teljesiilni fog
hm 1nf G, C G C limsup G+,

amivel igy lim,« o, P(G,+) = P(G). A G, halmaz diszjunkt unioként all elg, igy az | Al-
litds eredményeit felhasznalva

n*—1

m h n*—m-—1

P(G) = Z CXp <—qz' ' —*h) Pi;j (—) eXp (—qj ' —*h) =

— n n n
n*—1 h

m .\ Pij ;= n*—m-—1 h

e () ) (L )

m=0 n n* " "

Vegyiik észre, hogy a fenti egyenlet jobb oldala egy Riemann-integral kozelitGosszege,
ez pontosan azt fogja jelenteni az n* — oo hataratmenetben, hogy
t
P(G) = Jim B(Gy) = [ e Mg ety — gue Mot ofh). (110)
n*—o0o t—h

Visszatérve A értékének meghatarozasédhoz induljunk ki az (1.9) tartalmazéasokbol,
amire immar az [1.1.10] Kévetkezmény szerint teljesiilni fog

P(G) <A< P(G) + o(h)'
h — = h
Itt a A — 0+ limeszt véve az (1.10) egyenlet és a renddr-elv szerint megkapjuk az
allitasunkat. O

1.1.12. Megjegyzés. Az|1.1.11 Allitds tikrében dttérink eqy mdsfajta jelolésre, i # j
dllapotok és s <t esetén

E (N — N7 1Gs) dp

lim t+h

_ 1,J
h—0-+ h Cdt B (N7 1G)-

Csupdn jelzésértékd megdllapitds, hogy az i-j-szamldlofolyamat t-beli jobb oldali derival-

hatosagdrol van szo.
A toronyszabdly szerint a fonti képletet tovdbb irhatjuk,

doivid (o) — 1 EEDT =N 1G) 19:) _
= N 16:) = lim, h N
2] ,J
:E(lim E (N 19) ‘g) —
h—0+ h

=i E(Lig=iy | 6s) =

=qij Y prilt —5) Lig,—y.
k=0
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A levezetés soran a Markov-tulajdonsdgon til a Lebesgue-tételt haszndltuk, ahol az in-
tegrdlhato majordns vdltozo kiolvashato az eldzd bizonyitdsdban foglalt felsd becslésekbdl.

Ennek a kifejezésnek a késobbi alapmodelliink egy specidlis pénzdramdndl lesz kulcsszerepe.

1.2. a-stabilis Lévy-szubordinatorok

A tovabbiakban attériink egy masik Markov-tipust folyamat vizsgalatara, a Lévy-folyama-
tokéra. Mar 6nmagukban a Lévy-folyamatokkal valé6 modellezés nem egy idegen elképzelés
a pénziigyi teriileteken (példaul az dkonometridban), ugyanis segitségiikkel rugalmasan
lekezelhet6k az empirikus stilizalt tények, historikus adatok. Célunkként azonban a Be-
vezet&ben targyalt sztochasztikus ora értelmezését, és matematikai vizsgalodasat tiizziik
ki.

Az alfejezet alaptémajaval Lévy-folyamatokrol, szubordinatorokrol részletekbe mend-
en foglalkozik [16], a szamunkra legfontosabb ismeretanyagot pedig [2] konyv foglalja
ossze. A stabilis eloszlasok tartalmas ismertetGje [15] irodalom. Az frasok mindegyik mas
aspektusban kozeliti meg a dolgozatunk eszkozeit. Aldbb csak a legfontosabb ismereteket,

Osszefiiggéseket gytjtjiik Ossze.
1.2.1. Definici6. Egy (X;)i>o folyamatot Lévy-folyamatnak hivunk, ha
(1) Xo=0;
(2) figgetlen névekményd folyamat, vagyis 0 <ty < t; < ... < t, idépontokra
Xigy Xy — Xy, oy Xy, — X4,
fuiggetlen valdsziniségi valtozok;
(3) staciondrius folyamat, tehdt 0 < s < t-re valamint tetszdleges h > 0-ra

d
Xt+h - Xs+h = Xt - Xs;

(4) és sztochasztikusan folytonos, ennélfogua minden € > 0 esetén
hmP(‘X,H,h - Xt‘ Z 8) =0.
h—0
A definici6 (2) tulajdonsagabol latszik, hogy egy Lévy-folyamat Markov-folyamat is

egyben, atmenetvaloszintiség-fiiggvényére pedig — az id6homogenitason til — teljesiil a
térhomogenitasi tulajdonsag is, vagyis

P(s,x;t, A) =P(0,0;t — s, A — z).

(Formulankban A — z a szokasos Minkowski-Gsszeget jeloli.)
A klasszikus Markov-tulajdonsagon feliil 1ényegesebbet is allithatunk. Egy Lévy-
folyamatra teljesiil az erds Markov-tulajdonsdg is, vagyis ha (F;),s, jeloli a folyamat
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< ,e .

akkor tetszdleges s > 0-ra
P<X7-+s € A | .FT) :P<XT+S < A ‘ XT)

Trajektoriak szempontjabol is lényeges tulajdonsig, hogy minden Lévy-folyamatnak
létezik cadlag tipust modifikacioja.

Most ratériink egy specidlis Lévy-folyamat leirasara egy kézenfekvs feltétel megko-
vetelése mellett, amit dnhasonlosagnak neveziink. E tulajdonsag a pénziigyi modellezés
teriiletén teljesen altalanos, rengeteg egyszerisitést hordoz magaban.

1.2.2. Definicié. Az (X;)i>0 folyamatot dnhasonlénak nevezzik, ha létezik olyan H > 0
kitevd, amire tetszdleges 0 < t] <ty < ... <t, felosztds és a > 0 mellett

d
(Xat17Xat27 e 7Xatn> = (G/Hth, aHXtQ, e ,aHth) .

Nagyobb altalanossagban a” helyett szokas egy b(a) fiiggvénnyel hivatkozni az 6nha-
sonlésig rendjére. Azonban némi szamolassal beldthatd, hogy e mogott hatvany lépték
rejlik. Ezt a H-val jelolt hatvanykitevét szokas az dnhasonldsdg exponensének, speci-
alisabb korokben a folyamat Hurst-indexének nevezni. Utodbbi elnevezés hasznalatos a
hosszti emlékezetii idgsoros modellek teriiletén (gondolva itt példaul az ARIMA tipusi

modellekre), illetve a Wiener-folyamatnal (ahol specidlisan H = 3).

1.2.3. Definicidé. Az Y wvaldsziniségi valtozo stabilis eloszldsi, amennyiben régzitett n-re
az Y1,Ys, ..., Y, Y-nal azonos eloszldsi, tdle és eqymdstol is fliggetlen vdltozokhoz léteznek

olyan c(n) és d(n) szdmok, melyekre
YVi+ Y+ .. +Y, L)Y +dn).
Amennyiben d(n) = 0 minden n esetén, gy Y szigorian stabilis eloszlasi.

Az el6z6 definicioban szerepld c(n) normalod konstansra tobb is igaz (a stabilis és
szigortan stabilis eloszlasoknal egyarant), tudniillik alkalmas a € (0, 2] esetén értéke

c(n) = nl/e.

Itt az a-t a stablis eloszlas stabilitasi indexének hivjuk, vagy a rovidség kedvéért az
eloszlast a-stabilisnak.

Ennek tiikrében az (X;),., Lévy-folyamatot stabilis (szigorian stabilis) folyamatnak
nevezziik, amennyiben X, eloszlasa stabilis (szigorian stabilis). A fent nevezett két ob-
jektum kozott szoros kapcsolat all fenn.

1.2.4. Allitas. Az (X¢)i>0 Lévy-folyamat pontosan akkor énhasonld a H exponenssel, ha
szigorian stabilis « stabilitdsi indexszel. Tovdbba teljesil o = 1/H.
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Ertelemszertien kivetkezik, hogy egy énhasonlo Lévy-folyamat esetén H > % sziikséges
feltétel.

Visszatérve az eloszlasokhoz, amennyiben X a-stabilis eloszlédscsaladbol szarmazik,
ugy annak karakterisztikus fiiggvénye felirhato négy paraméter segitségével, nevezetesen

exp (—Ja]t|a (1 —ifBsgn(t)tg %) + zpt) , haa#1

¢ :E itX —
PO =BT = xp (ol 1+ 182 s n ) 4 ipt) . b= 1

alakban, ahol

a € (0,2]  a mar ismertetett stabilitasi index,
f € [—1,1] a csucsossagi paraméter,

c>0 skalaparaméter és

peR az eltolasparameéter.

Ezt a tovabbiakban egyszertien X ~ S(«, 3,0, u)-val fogjuk jelolni.

Meg kell emlitsiik még azt a lényeges tulajdonsigot is, miszerint minden stabilis el-
oszlasu valtozé abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve, igy létezik azoknak sii-
riiségfiiggvénye (habar nem feltétleniil tudjuk zart formaban felirni — néhany kivételtsl
eltekintve). A paraméterezés 6nmagéban rengeteg informaciot hordoz magaban az el-
oszlast illetGen, ezek koziil a szamunkra legsziikségesebbeket az alabbi allitdsban fogjuk
egybe.

1.2.5. Allitas. (1) Ha X; ~ S(o, Bi, 04, 115), i = 1,2 fiiggetlen valdsziniségi vdltozdk,
akkor X1 + Xy ~ S(a, 8,0, 1), ahol

_ Bot + Baof
ol + oy

1/

B , o= (oT+03)"",  p=pt e

(2) Ho X ~ S(a,B,0,p) ésce R\ {0}, d € R konstansok, igy

S(a, sgn(c)B, o, cp), haa # 1

X+d~ S(a, 8,0, u+d), X ~ :
( S (1,sgn(c)B, o, cp — 2c(In|c))oB), haa=1

(3) Az eloszlds pontosan akkor szigorian stabilis, ha o # 1 és =0, vagy ha o =1 és

g =0.
(4) Az eloszlds pontosan akkor szimmetrikus (a 0 pontra), ha = p = 0.
(5) a <1 és B =1 értékek mellett a siriségfiggvény tartdja a [, 00) félegyenes.

(6) Az abszolit momentumokra teljesiilnek a kivetkezdk:

<oo, O<p<a
E|X P .
=00, a<p
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Eloszlas 6] o 0
Normaélis eloszlas, N'(u,20%) | 2 0 (0,00) R
Cauchy-eloszlas 0 (0,00) R
Lévy-eloszlas 1/2 1 (0,00) R
Stabilis szubordindtor (0,1) 1 (0,00) O

1. tabldizat. Példdk stabilis eloszldsokra, paramétereik szerint.

Az (1] tablazatban Osszegytjtottiik néhany ismertebb stabilis eloszlas paraméterét. Itt
fontos megjegyezniink, hogy a stabilis szubordin&tor most eloszlast jelent szemben a szub-
ordinator folyamattal, melyet hamarosan szintén definidlunk. Ezt az eloszlascsaladot
azonban elGtte részletesebben attekintjiik.

1.2.6. Allitas. Legyen X ~ S(a, 1,0, 0) stabilis szubordindtor eloszldsi, és jeldlje annak
sdriségfiggvényét fx(x). Ekkor igazak az aldbbiak.

(1) supp fx = [0,00), és igy P(X < 0) = 0;

(2) A tarto végpontjaiban igazak az aldbbi aszimptotikdk ([13]):

_1-a/2
z 11—« ,%ﬂ
fx (@) ~ %6_(1_0‘)(@) o amint v — 0+
ma(l — «
fx(x) ~ ﬁxal, amint x — oo.
3) Létezik a vdltozo Laplace-transzformdltja, ami o = (cos T Ve osetén
( P ja, .

E (6_”\X) =e .

1.2.7. Definici6. Egy 1-valdsziniséggel monoton névekedd Lévy-folyamatot (Lévy-)szub-
ordindtornak hivunk. Tovdbbd ha a folyamat dnhasonlo is, akkor az «-stabilis Lévy-
szubordindtor.

E definiciéval immar teljessé valik a fogalomkor. A korabbi megjegyzéseinket 6tvozve
tehat amennyiben (Uy),., a-6nhasonlé Lévy-szubordinator, ugy tetszéleges 0 < s < t
esetén annak névekményére fennall

U,— U, < (t — s)/°Uy, (1.11)

vagyis a novekmények stabilis szubordinator eloszlastak. A tovabbiakban a szubordinator
kifejezést kovetkezetesen a folyamatra fogjuk hasznédlni, nem az eloszlasra.

Az (L.11)) alakbol, valamint az Allitas (1) és (2) pontjabol az is latszik, hogy egy
szoba jov6 a-stabilis Lévy-szubordinator folyamatot at tudunk paraméterezni tgy, hogy

1/a
Uy~S8 (a, 1, (cos %) ,O) (1.12)
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fennélljon. Ez az eljaréds a kés6bbiekben rendkiviil hasznos lesz szamunkra, a Laplace-
transzformaltakra ekkor ugyanis teljesiil tetszéleges t > 0 mellett, hogy

E (e) = e, (1.13)

Tekintve ezt a folyamatot az U; valtozo eloszlas- és striiségfiiggvényét jeldlje rendre
Fy,(x), illetve fi(x). Az (1.11)) eloszlas-egyenlet segitségével az a-6nhasonlosag felirhatod
az eloszlas- és siiriiségfiiggvények segitségével, nevezetesen tetszGleges t,s > 0-ra

Fu(a) = Fu, ((2)77"2),  ebbélpedig  filx) = ()7 £ ()7 "2). (119)

1.2.8. Megjegyzés. Az alszakasz utolsé megjeqyzéseként dllitjuk, hogy — a karakteriszti-
kus fiigguény konvergencidjdabol kifolyolag — az o — 1— limesszel Uy — 1 1-valdsziniiséggel.
Eszerint a késdbbi o = 1 jeldléssel a nem dt-iddskdldzott folyamatra kivinunk utalni.

1.3. Inverz stabilis szubordinatorok

Kovetkez§ alszakaszunkban a mar korabban latottak segitségével bevezetiink egy 1j szub-
ordinaciés folyamatot. Maradjunk tovabbra is az altal meghatarozott (U)o a-
stabilis Lévy-szubordinatornal, és a kordbban felvezetett jelolésrendszerénél, illetve jel6l-
jiik a természetes filtraciojat (F;),.,-val. A jelzett folyamat inverzfolyamata alatt azt az
(St)e>0 folyamatot értjiik, amit az B

Sy =inf{r > 0: U, > t}. (1.15)

szintelérési id6k hataroznak meg.

Két ilyen folyamat trajektoriajat szemlélteti a2 abra, pirossal a Lévy-szubordinatorét,
kékkel annak inverzét. A bal oldalin észrevehetjiik azt, hogy az [1.5,3.5] intervallumon a
folyamat megall. Az ilyen véletlen szakaszokat késébb az id6 megallasaval fogjuk azono-

sitani.

2. dbra. a-stabilis Lévy-szubordindtor és inverzfolyamata, a) o« = 0.5, b) o = 0.95.
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Definiciobol kovetkezGen az (j mozgas valoban szubordindtor marad, trajektoridja O-
bol indul, 4&m a trajektoridk balrol folytonosak, jobbrol hatarértékkel rendelkeznek, ezéltal

{St S T} = {UT Z t}v (116)

minden s > 0-re s < Ug,, tovabba az inverzfolyamat nem feltétleniil lesz Lévy-folyamat
tobbé: a fiiggetlen névekménytiség és stacionaritas — igy a markovitas is — kivész beldle.

Nem szabad szem el6l téveszteniink tovabbra sem, a szakdolgozat célja a bevezetés
alatt allo modszerek biztositasi teriileten valé megszolaltatasa. Egy €16 szerzddés ese-
tében ugyanis elengedhetetlen, hogy azt a tartama alatt barmely idépontban értékelni
tudjuk pénziigyi, kockdzati szempontbol (nem csak a megkotés idépontjaban). Ez indo-
kolja, hogy ebben a részben kiemelt hangsilyt fektetiink olyan feltételes vizsgalatokra,
melyek kell§ id6beli rugalmassagot biztositanak, illetve pétoljak a kordbban megemlitett
hidnyosségokat.

Mindez technikailag azt jelenti, hogy tulajdonképpen feltételesen vagyunk kivancsi-
ak az (S;),s, folyamat névekményeire. Formalizalva valamely ¢g: Ry — Ry fliggvényre
minden 0 i s <t mellett szeretnénk kiszamolni az

E (g (St —Ss) | Fs,)

feltételes varhato értéket (ahol ez létezik). A kovetkezd allitasok soran a [0] logikai gon-
dolatmenetét fogjuk alkalmazni, néhany helyen kiegészitve, illetve masfajta bizonyitast
adva.

mint 1-valoszintséggel véges, tehat F-megallasi id6. Nyilvan az erés Markov-tulajdonsagot
kihasznalva a feltételes eloszlasfiiggvény felirhato, mint

P(St -5, <7 | fgs) :P(St <745, | -FSS> :P(UT+SS >t | -FSS>
Mivel az egyenlGtlenség bal oldalan allo kifejezés — a novekmények fiiggetlensége miatt —
fiiggetlen a feltételt6l, a jobb oldal pedig mérhetd arra nézve, igy alkalmas h fliggvényre

teljesiil
P(S; =S <7 [ Fs,) = h(Us,),

ami a stacionaritas alapjan pedig
hu) =P (Us,4r —Us, 2t —u) =P (U, >t —u).

A fenti alakbol u és ¢ nagysagrendje szerinti eseteket kiilonboztethetiink meg (ami
természetesen Fg -mérhets). Igy ha a feltételbé] kiolvashato t < u = Ug, teljesiil, akkor
P (U, >t—u) = 1. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a {t < Ug,} eseményhalmazokon
az inverzfolyamat megall az s és t idépillanatok kozott.
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Az u <t tartoméanyon (|1.14)) azonossaghol kiindulva atirhatjuk més alakra a valoszi-
niiséget, ha elvégezziik az y = (t’T“)a helyettesitést:

(e 9]

]P’(UTZt—u):/ fi(x) dz =

(t—u)T—1/

_ / LSt (- wy ) dy = / - ) ay.
0

@ o ay

Ez pontosan azt jelenti, hogy {Us, < t} eseményhalmazokon az S; — Ss-nek Fg -ra vo-
natkozo feltételes eloszlasanak létezik regularis valtozata, létezik a g (7 | Ug,)-sel jelolt
feltételes stirtségfiiggvény és értéke 7 > 0-ra

t—Us,

aT

9:(7 | Us,) Lqug, <ty = fr (t = Us,) s, <t (1.17)

Osszefoglalva az eddig szamoltakat:

1.3.1. Allitas. Az S, — S, Fs,-re vonatkozo feltételes eloszldsa felirhatd, mint
P(S;—Ss <7 | Fs,) =P (S — S <7 Us,) Lwg, <ty + Li<vs, )
és amennyiben u < t, ugy
P(S;—Ss<7|Us,=u)=PU, >t—u).

Az el6zményekbdl latszik, hogy sok esetben a feltételes varhatd értékek abban az
esetben lesznek érdekesek nekiink, amikor a kiolvashato 0 < s < Ug, < t nagysagrendi eset
all fenn. A tovabbiakban ratériink ezen kifejezések szamolasara, melyben segitségiinkre
lesz a kovetkezd segédallitas.

1.3.2. Lemma. Az (1.17) egyenletben foglalt feltételes siriségfigguény dnhasonld a ko-
vetkezd értelemben, tetszdleges x > 0-ra

t—Us \ t—Ug, \
9:(7 | Us,) Lqug, <ty = ( SS) 9Us, +a <T< SS) ‘ Usg) Livg, <ty-

T T

Bizonyitds. Az (1.14) és (1.17)) egyenldségek egymas utani alkalmazésaval:

t—Usg
“f(t—Ug) 1 =
T f ( Ss) {Us, <t}

_t—1Us, (Z>_1/a 2 <(t —Us,) (9_1/&) s, <y =

aT T

9:(17 | Us,) Lug, <ty =

—if CYxILsSSt:
ar () 1) sz

t—Us,

t—Us, \ t—Us, \ “
() e ((S5) )

amivel az igazolando6 egyenl&séget kaptuk vissza. O]
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1.3.3. Allitas. Tetszdleges p > 0 esetén S; — Sy-nek létezik Fg, -re vett feltételes p-edik
momentuma, ams

I'(p+1)
F(pa+1)

Bizonyitds. Legyen v > Ug, = u, és induljunk ki U, _,, Laplace-transzformaltjabol, ami az
(1.13) azonossag alapjan felirhato, mint

o (v—w)x* —E( —,\U,J_u) :/ e_”fv_u(x) da.
0

Vélasszunk egy rogzitett ¢ > Us, = u szamot. Hasznalva az (1.17) és (1.3.2) index-
attéréseket, az egyenlGséget tovabb folytathatjuk:

E((S = S | Fs,) = (t = Us)™ Lug,<ty-

e—(v—u))\a _ / €_>\xwgu+z (U —Uu | USS = u) de =
0 T

o0 v—u x \ ¢ x \ ¢
= a/o e—>\:v " <t—u> Gt ((U—u) (t—u) ‘ USS :u> dzx.

Szorozva az egyenlet két oldalat (v — u)”~'-gyel, majd integralva azt v szerint az [u, 00)

intervallumon a jobb oldal éppen

/ (v—u)P e WA qy = / P e doy = )\po‘/ wP~le™™ dw = \7PT(p).
u 0 0

A bal oldal nagyon hasonléan — helyettesitésekkel, és a Fubini-tétellel —

a/uoo/oooe—xx(v—xu)i’ (tfu)_agt <(v—u) (tfu)_a ‘USS:U) dr dv =
L) () o)

-b- z \ ° . z \ “
_Oé/ / D <y<t—u) ) gt<y<t—u> USS:u) do dy =
a(p—1)-1 0 —a\ o
B e X x x B B
_a/o e —(t—u)a(pl)/o (y(t_u) ) gt(‘y(t—u) Uss—u> dy dx =
= -z bl > p dy d
—a/o e m/o 2Pgi(z | Ug, = u) dy do =
=a(t—u)""E((S;— S5 | Us, = u)/ e Mgl dg =
0
=a(t—u) ""E((S;— S5)" | Us, = u) \"°T'(par).
Osszevetve az eddig szamoltakat
() I'lp+1)
E S_SSP Us = = (t — po = (t — pa — LT T
(5= S0 | Us, =) = (¢ = ™ -0 — gy DL

ha u < t. Egyszertien ellendrizhetd az is, hogy E ((S; — S5)” | Fs,) Lpi<vs,} = 0, amivel
allitasunkat belattuk. O
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Az imént szamolt feltételes momentumok Osszefiiggésben allnak a stabilis eloszlast U
valtozok negativ momentumaival, habar ez magaban az Allitasban nem tiikrozédik.
Ezt a kapcsolatot alabb fogalmazzuk, és indokoljuk meg.

1.3.4. Allitas. Az S, — S,-nek Fg_ -re vonatkozd p > 0-edik feltételes momentumdra tet-

szdleges T > 0 mellett fenndll az alabbi dsszefiiggés:
E((S: = 8:)" | Fs,) = (t = Us, )" 7"E (U;) L, <sy-
A bizonyitashoz az alabbi lemmaét fogjuk felhasznélni.

1.3.5. Lemma. Legyen X: Q — R, valo’szz’nﬁségi vdltozo’ és & R+ — R, fiiggvény,
mely alkalmas ¢: Ry — Ry fiigguénnyel eldall ®(x) )+ fo ) dt integrdlalakban.
Ekkor

E(®oX) = /‘¢ P(X > ) dt

Eszrevehetjiik, hogy derivalhato fiiggvény esetén magaval a derivalttal teljesiil az els-
allitas. Az[1.3.5| Lemma segitségével konnytiszerrel igazolhatjuk az Allitasban fog-
laltakat.

Bizonyitds. Korabban lattuk, hogy az {t < Ug,} eseményeken a momentumok értéke 0,
szoritkozzunk hat az {Us, < t} halmazokra.

Az S;— S pozitiv értéki valoszintiségi valtozo és a (t) = t? fiiggvénynek minden p > 0
mellett 1étezik a fenti integral-elgallitdsa (¢(z) = pxP~!), igy alkalmazhat6 az Lem-
ma. Ezen kiviil szdmolunk az (1.17), egyenletekkel és a Fubini-tétellel.

E((S — 5 | Us, = u) = /¢ 8> | Us, = u) do —
//qs Ry )”“ff(@—u)(%)”“) dy di =
-/ o />>> fr(2) dz da =
- [ re / o(z) do ds —

[ 5 21 -

:@—mmﬁ/)zmﬂ@ﬁb:@—wmﬂEWﬁﬂ,
0
és ezzel allitdsunk bizonyitast nyert. O]

Egy lépést téve a momentumok segitségével kiszamoljuk a szoban forgd eloszlas felté-
teles Laplace-transzformaltjat.

1.3.6. Allitas. Az S,—S,-nek Fs,-re vonatkozdan létezik feltételes Laplace-transzformdltja,
€s az
E ( —A(St—

) = Ean (=Mt = Us,)®) L, <ty + Lcus,}-
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Itt o, € C, Rea, Re8 > 0 szamokra E, g jeloli a Mittag—Leffler-figgvényt, mely
C — C egész fiiggvény, és

n

Z I'(na+ 8)

=0

3

Bizonyitds. A {t < Us,} esetben az E (e~
meggondolhato, igy elegendd {Us, < t}—re Vlzsgalodnunk. Fejtsiik Taylor-sorba az ex-

) Ti<vs,y = 1 egyenlSség konnyen

ponencilis részt. Mivel az [1.3.3] Allitasban kiszamoltuk a feltételes momentumokat, a
konvergencia teljesiilése mellett igazolhaté az allitas. Es valoéban a Fubini-tétel miatt:

) (A — S,
E (o= MSi— — W) =F ( t s ’ _ _
( =) (M NS G
_ i E ((St —S)" | Us, = u) (=\)F _
prd [(k+1)
(A —0)?)
=D oo = Bar (FA(E—u)?),
kZ:O (ko +1) !
ami pedig éppen a bizonyftand6 formulat adja vissza. O

A Laplace-transzformalt és az a-stabilis Lévy-szubordinator és inverzfolyamatanak
az [1.3.4] Allitasbeli kapcsolata lehetéséget ad annak az ismert ténynek egy alternativ
belatésara, miszerint U; * Laplace-transzformaltja

E (ﬂ’f?“) = B, (-?) . (1.18)

Erdemes még arra is kitérniink, hogy a Laplace-transzformaltra adott képlet matrixok
esetén is érvényben marad. Tetsz6leges M € R™ ™ métrixra

E (eM(St Ss)

) = Ea,l (M (t - USS)a) ]l{USSSt} + In ]1{15<USS}7

ahol E, (M) =372, F(%il) a mdtriz Mittag—Leffler-fligguény.

A kés6bbiekben megnézziik, hogy viselkedik tébb dimenziéban az eloszlasfiiggvény.
Ezt esetek szerint kezelve alabb adjuk meg, a bizonyitasa hasonlatos a mér kiszdmolt
egydimenzios Allitas eloszlasfiiggvényéhez.

1.3.7. Allitas. A 0 < s <t, <ty indexelés esetén (S;, — S, Sy, — Ss)-nek Fs,-re vonat-
kozo feltételes eloszldsa 7,79 > 0-ra

P(Stl_SSSlestg_SSSTQ|‘FSS):
- ]P(Sh - Ss S 71, Stg - Ss S T2 ’ USS) ]]-{Ussgtlﬁtg}_’—
+ ]P) (Stz - SS S T2 | USS) ]l{t1<USS§t2} + Jl{151§152<USS}'

Itt @ mdsodik tag az|1.5.1 Allitdsbdl kifolydlag t, < u < ty-re
P(St2 —SS STQ | Uss :U) :P(UTQ Z tg—u),
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az elsd tagndl pedig 7 €s T nagysdgrendje szerinti tovabbi esetszétvdlaszidssal élve u < tq-
re

P (S, = Ss < 71,8, =S <7 | Us, =u) =

P(U, >t —u,U, >ty —u), ha 1 <7
P (U, >ty —u), hCLTz<7’1.

Végill a 0 < s < t; < ty nagysagrendek mellett az egylittes eloszlasok segitségével
(Si, — Sty ) két fiiggvényének feltételes varhatd értékét szeretnénk kiszdmolni, amikre a
késGbbiekben erdsen tamaszkodunk. Egyrészt a Laplace-transzforméaltjat, masrészt pe-
dig a masodik momentumét. Mindkét levezetésnél alkalmazni fogjuk az [[.3.5] Lemma
tobbdimenzios megfelelgjét, mely a kovetkezd.

1.3.8. Lemma. Legyenck X,Y: Q — Ry valdszinidségi vdltozok, és ®: R2 — R2 olyan
kétvdltozos figguény, mely alkalmas ¢y, ¢y, ¢zy: Ry — Ry fligguényekkel elddll a

O(x,y) = ®(0,0) + /033 ¢z (u,0) du + /Oy ¢, (0,v) dv + /017 /Oy Gay(u,v) dv du

integrdalalakban. Fkkor teljesiil, hogy
E(®o(X,Y)) = &(0,0) +/ b1, 0)P(X > u) du +/ 6,(0, V)P(Y > v) dot
0 0
+/ / Gay(u, V)P(X > u,Y > v) du dv.
o Jo

1.3.9. Allitéas. Tetszileges 0 < s < t; < ty és A € R értékek mellett fenndll az aldbbi
eqyenldség,

B0 | 73 =8 (A5 [0 s

+ E <6)\(St2_ss) ‘ US;) :[I-{t1<USs§t2} + :n'{t2<USS} =

—al f1=Us, .
=T T Ean (\(ty = Us, —2)) dz 1
F(a+1)/0 . 1 (At = Us, —2)%) do Liyg, <uy+

+ Eop (At — Us,)") Liug, <to} + Lta<us,}-

Bizonyitas. A {ts < Ug,} eseményeken trividlis az allitas, a {t; < Us, < to} halmazok
esetén pedig vegyiik észre, hogy Sy, — Ss = 0 miatt

E (eA(Stz—S“) \fss> Lin<vs, <2y = E (eA(%_SS) |7 SS) Hu<us, <t

1.3.6] Allitas szerint pedig ez a bizonyitandé formulat indukalja.
Az {Us, < t;} esetben alkalmazzuk az Lemmét a ®(z,y) = @Y fiiggvényre,
ami eleget tesz az

x Yy z Yy
Moy — 1 4 / AeM du + / e ™ dv + / / —\2M) Qg du
0 0 o Jo
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formanak, valamint az X = S, — S5 és Y = Sy, — S, valtozokra Fg -re valo feltételes
varhato értéket véve. Igy nyerjitk az

E (e/\(St2—St1) | Ug, = u) -1 +/ NP (S, — Sy > 1 | Us, = u) dry —
0

J

A
—/ /\B_ATI]P)(Stl — SS > T1 ‘ USS = U) d’l’l —
0

J/

B
— / / NP (S, — S > 7,8, — S, > 1 | Us, =u) dry dry
0 0

J/

<
egyenletet. Az integralok kiszamol&saval haladunk tovabb. Vegyiik észre, hogy az(1.3.5] Lem-
ma, illetve az [1.3.6] Allitasban foglalt Laplace-transzformalt alapjan az A és B értékek

kénnyen szamolhatok, mivel
A=E (e)‘<st2*55) | Us, = u) —1=FEy1 A(ta—w)*) =1 és

B=E (6—/\(&1—55) ‘ Us, = u) —1=Eu1 (=X (ti — u)®) — 1.

A C szamolasat két esetben fogjuk vizsgalni az|1.3.7 Allitas szerint a 7, és 75 viszonya

szerint.

[e'e] T2
C=— / / NP (S, — S >, S, — S, > 7| Us, =u) dry dr —
0 0

J/

¢
—/ / NP (S, — S >, S, — S, > | Us, =u) dry dry.
0 T2

J/

-~

Cy

Elgszor a Cs-t hatarozzuk meg nagyban tamaszkodva az Allitasra. Ttt 7 > 7
és t; < t miatt igaz lesz, hogy majdnem minden vizsgalt {Us, < ¢} halmazokon teljesiil,
hogy a tulélésfiiggvény

{50 =8> 7,8, = S >m | Us, =up ={S, =8> 7| Us, =u},
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ezaltal a Fubini-tétellel, valamint a kordbbi képletekbdl kifolyolag
Cy = —/ / )\QGA(TQ_Tl)IP’(Stl —Ss>mn | Us, =u) drp dny =
0 T2
0 T1
= —)\/ e P (S, — Sy > 7 | Us, = u)/ e 2 dry dry =
0 0

dTl =

— _)\/ e P (S, — Sy > 7 | Us, = u) [6”2}220
0

—)\/ P(Sy, —Ss>m|Us, =u) dn—
0
—/ —)\e”\“IP’(St1 —Ss>mn | Us, =u) drp =
0

— \E(S,, — S, | Us, = u) — (E <e_>‘(st1_55> | Us, = u) _ 1) _

- Ea,l (—)\ (tl - U)a) + 1.

A C esetén hosszasabb szamoléassal jarunk el. ElGszor Az Allitasban foglalt
egyiittes eloszlasfiiggvénybdl 0 < 7 < my-re az egyiittes tulélésfiiggvényt meghatarozva:

P(Sy, —Ss>1,8, —Ss>m|Us, =u) =P U, <t; —u,U,, <ty —u)=
:]P(Uvq—1 <t1—U,U7—2—U7—1 <t2—u—UTl):

t1—u
= / P (UTQ—Tl <ty—u-— 37) dF’UT1 (x) = (119)
Otl—u
= / P(Sty—0o —Ss > 1 —11 | Us, = u) dFUT1 ().
0

Itt az egyenl6ségek U,, és U,, — U, fiiggetlensége valamint a stacionaritas alapjan nyil-
vanvaléak. Az U, eloszlas abszolut folytonossagéat kihasznalva visszairva, w = 75 — 7y-et
helyettesitve, majd az integral-sorrendek felcserélésével:

) [e%e] t1—u
C, = —/ / )\26A“’/ fr(@)P(Sy,—x —Ss >w | Ug, =u) de dwdn =
o Jo 0
t1—u [e'e] [e'e]
= —/ / MM P(S, o — Se>w | Us, = u)/ fr(z) dr dw dz.
0 0 0
Hasznalva az (1.14) egyenletet s = 1l-re, majd az y = fol/a helyettesitést 7 integ-
racios valtoz6 szerint megjelenik U;-nek —a-adik momentuma, amire alkalmazhatjuk
az [1.3.4] Allitast, vagyis
t1—u o0 (%)
C) = —/ / Maz® e P (S, — S >w | Us, = u)/ y “fi(y) dy dw do =
0 0 0

t1—u [e%¢]
= —\aE (U7 %) / x‘)‘_l/ A P (S, _y— Sy >w | Ug, =u) dwda =
0 0

ot o B =) )
0
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Legutoljara az Lemma szerint jartunk el. A Laplace-transzformaltra vonatkozo
Osszefliggést beirva

Ao o Aa il R
_ R Nty — 7 —w)®) dr + —2 || =
S el S L e 1
A o Aty —u)”
e - Ea1(A(ta —u—2)")d
r(a+1)/0 v BaaOltz —u—a)) v+ 5o

Osszegyiijtve az Gsszes eddig szamolt tagokat az 1 + A + B 4 C) + C, 6sszeg éppen a
bizonyitand6 formula jobb oldalat adja vissza. O]

Megjegyezziik, hogy az el6bbi allitas akkor is érvényben marad A € R helyett tetszd-
leges M € R"*"-es matrixszal és a matrix Mittag—Leffler fiiggvénnyel.
Utoljara pedig a masodik momentumot szadmoljuk.

1.3.10. Allitas. Tetszdleges 0 < s <t < ty értékek mellett fenndll az aldbbi egyenldséy,

2 «
E ((St2 - St1)2 | .FSS) = —F(Qa T 1) (tg — USS)Q ]l{t1<UsSSt2}+
20 tzz;ﬁ
2a t2=Usg a—1 .«
+ m (tg — USS) /0 (1 — :L‘) 1$ dx H{USSSH}'

Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan a {to < Ug, } eseményeken trividlis az allitas,

{t; < Us, < ty}-n pedig az [1.3.3] Allitast kapjuk vissza.
Az {Us, < t;} halmazon az Lemma feltételeinek eleget tesz az

(x—y)Q:/m2udu+/y20dv—/x/y2dudv
0 0 o Jo
integralelGallitas, és igy
E ((Si, — Si)* | Us, = u) = /Ooo 21 P (Sy, — Sy > 7 | Us, = u) drp+
+/00271 P (S — S0 > 7 | Us, = u) dri—
0
—/OO/TZQIP’(S]&1 —Sg>1,8, — 8> 1| Us, =u) dry dro—
o Jo
—/000/002]?(&1 —Ss>1,8, —Ss > 1| Us, =u) dny dme.
2
Mivel az utolsé kettds integral Fubini-tétellel
/OO/OOQ]P’(Stl —Se>1,8, =S > 1| Us, =u) dnp dmy =
0 Jr
:/OO/HZIP’(St1 —Ss>m, |Us, =u) drpdmy =
o Jo

—/ 27'1 P(Stl - Ss > 71, | Uss - u) dTl?
0

27



ezért egyszertsitések utan azt kapjuk, hogy

E ((Stz - St1)2 | Us, = u) =E ((St2 - 58)2 | Us, = u) -
—/ / 2P (S, = Ss > 1,8, —Ss > 1| Us, =u) dry drsy.

A
Az A értéke az (1.19) egyenlet alapjan, a w = 7o — 71 helyettesitéssel valamint az el6z6
bizonyitasban latottakat ide citdlva végeredményben az alabbi format olti.

/ / / le St2 —x Ss >w | USS == U/) dl‘ dw dTl =
t1—u
_ a 1 —
- —F(a+1>/o E (S0 — S | Us, = u) da.

to—u—=x
to—u

helyettesitéssel jelenitsiik meg a teljes béta-fiiggvényt. (A vizsgalt halmazokon ekkor
y € [0, 1] teljesiil.)

A keresett masodik momentumhoz irjuk be az _ 3l Allitas képletét, majd az y =

E ((Stz - St1)2 | Us, = U) =

') 2 2a e T(2) o g
(ta — u) ——)/ x F(—(tg—:c—u) dz =

T T(2a+1) T(a+1 a+1)
2 2 20 1
= ———(ty —u)™ — (ty — y*ly® dy =
NEEEST A v yR k) / Y Y
2 2 - o
« « 2c ta—u a—1 a
= (=) —————(ty — B 1) — 1— d
oy (=0 = gy () ( o+ = [Ty y>
Utolso 1épésben kihasznélva az ismert B(z,y) = Fr(a)ig) azonossagot éppen a bizonyitando
kifejezést kapjuk vissza a vizsgalt tartomanyon. O]

1.3.11. Kovetkezmény. Az s <t nagysdgrendek esetén

1 2
hli}r(l]l_‘_ E E ((St+h — St) | ]:Ss) = 0.
Bizonyitds. Ismét elegend6 csak az {Us, < t} eseményekre szoritkoznunk. Ekkor az|1.3.10, Al-

litas eredményével

—E ((St+h - St)2 | Us, = u) - ﬁ
2a
FQ(a +1)
Q(t — U) a
m ’

tT+h—u
(t+h— )™ / (1— )ty dy <
0

h
1 Fh—u
(t — u)a’lﬁ(t +h —u)**! / y* dy =
0

ahol a h — 0+ hatardtmenetben tobb is igaz, E ((Sps — S)? | Us, = u) =0 (h'te). O
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1.4. Frakcionalis derivaltak

Mint a bevezet6ben irtuk, a sztochasztikus folyamatok hatterében gyakorta az eloszla-
sokra vonatkozd, azok "fejlédését" leir6 parcialis differencidlegyenletek allnak. Ebben az
aspektusban szemlélgdve egyfajta altalanositasra nyilik lehet&ségiink, amennyiben értel-
meznénk a deriviltakat nem csak egész rendekben is. A kiterjesztési lehetGséget mar a
XIX. szazadban vizsgaltdk neves matematikusok (Laplace, Fourier, Riemann, Liouville,
Heaviside). Ezen a vonalon jutunk el a frakcionalis differencidlegyenletek elméletéhez,
amiket részletekbe menGen numerikus példakon keresztiil mutat be [14].

A dolgozat ezen pontjan megemlitiink egy maésik lehetséges derivalt-kiterjesztést, és
ravilagitunk a mar definialt Mittag—Leffler-fiiggvény kapcsolatara a frakcionélis differen-
cidlegyenletekkel.

1.4.1. Definici6. Legyen 0 < n —1 < a < n, ahol n € N. Ekkor definidljuk a DS

Caputo-derivdlt operdtort a kovetkezdképpen, tetszdleges f fligguényre

D2 f(x) = ;) / - syl g g

['(n—a dsm
ahol létezik.

A definiciobol latszik, hogy példaul a C™([0,00)) fiiggvényekre létezik az a-rendi
Caputo-derivalt. Az operator tovabbi tulajdonsagait alabb fejtjiik ki, kozvetleniil a defi-
niciobol levezethetnénk.

1.4.2. Allitas. Legyen n — 1 < a < n, n € N, valamint tegyiik fel, hogy léteznek az aldbb
szerepld Caputo-derivdltak. Ekkor

(1) egész n-ekre a szokdsos derivdltat adja vissza, vagyis D" f(x) = f(z);
(2) linedris, vagyis minden X € R-re, és f, g figgvényekre

Di(Mf +9)(x) = ADZ f(x) + Dig(x);
(3) « szerint egész helyeken "szakad" a kovetkezd értelemben,

lim DYf(z) = Dif(x), és = lim Dif(z) =Dy f(x) = Dy f(0);

a—n— a—n—1
dltaldban nem kommutativ, vagyis ha m € N, akkor
gy

DDy f(x) = D7 f(x) # Dy Dy f(x);
(5) létezik egyfajta sor szerinti elddllitisa a kovetkezdk szerint,

% )
D?f(fﬁ)ZZ—f O e,



Tekintsiik a kdvetkezd specialis Cauchy-feladatot:
D3 f(x) = Af(x) =0
f (k)(o) =

aholz >0,n—1<a<néaeR k=0,1,2,....,n—1.
Ennek explicit megoldasat tudjuk felirni a Mittag—Leffler-fliggvény segitségével:

(1.20)

n—1

f(z) = Z ap" Eo g1 (M%) .
k=0
1.4.3. Kévetkezmény. Amennyiben o € (0, 1], gy a Caputo-derivdlt operdtor sajdtfiigg-
vénye a Mittag-Leffler-fiigguény (o = 1 esetben specidlisan az exponencidlis fiigguény).

1.4.4. Megjegyzés. A Caputo-derivdlt értelmezhetd mdtriz értékd fligguények esetén is,
mint elemenkénti Caputo-derivdlt. Ezdltal az[1.20, differencidlegyenlet-rendszerre vonat-
kozo megoldds akkor is érvényben marad, hogy ha \ helyett tetszdleges M mdtrizot tekin-
tink. Specidlisan értjik ezalatt, hogy

D?Ea’l (MIQ> = MEa’l (an) = Ea,l (an) M

1.4.5. Példa. Ismert példa Einstein 1905-0s eredménye, vagy kb’zvetlegdl a Fokker—Planck-
egyenletek alapjdn, hogy a (Bi),s, Brown-mozgds p(z,t) = ﬁe’% striségfigguényei

kielégitik a hdvezelési eqyenletet:

d 1 d?

P ) =gl t),  p,0) = d).

Amennyiben pedig tekintjik — a dolgozat bevezetdjében mdr emlitett — (1.15) folyamattal
dt-iddskdldzott (Bs,),s, Brown-mozgdst, tgy annak p,(z,t) siriségfiggvényei kielégitik az
aldbbi frakciondlis differencidlegyenletet, [13]:

2

1
Dipo(z,t) =

5@%(%”7 ps(x,0) = do().

1.5. Duplan sztochasztikus rendszerek

A dolgozat ezen pontjan az eddig részletesen vizsgélt két sztochasztikus folyamatot il-
lesztjiik Ossze. Legyen (S;),s, az (Up),s, a-stabilis Lévy-szubordinator inverzfolyamata,
(F),>o pedig tovabbra is az utobbi természetes filtracioja. A (0¢),50 olyan Markov-lanc,
mely_fﬁggetlen az el6z6 folyamatoktol, valamint teljesiti az és_ feltételezéseket.
Allapotterét jeldlje I = {0,1,2,...,n}, természetes filtraciojat (Gt);>, illetve — marad-
va az 1.1. alfejezet jeloléseinél — dtmenetvaloszintség-matrixat P(t),_intenzitésmétrixét
pedig Q.

Ekkor tekintsiik a (fs,),-, sztochasztikusan idg-atskalazott folyamatot. A tovabbiak-
ban e folyamat analitikai tuiajdonségait vizsgaljuk.

ElGszor is szeretnénk e mellett a szubordinacié mellett "értelmesen" definidlni az &t-

menetvaloszintiségeket. Ehhez segitségiinkre valik a kdvetkezo allitas.
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1.5.1. Allitas. Legyen pu > v > 7 hdrom megdlldsi idd az (Ft)yso filtraciban. Ekkor
tetszdleges 5 € I dllapotra

PO, =j|FrG)=> Lp—y E(pij(n—v) | F).
=0

Bizonyitds. A bizonyitas egy részén felhasznéljuk a kovetkezs lemmaét.

1.5. 2 Lemma. Legyen (X,),cy valdsziniségi vdltozok sorozata, melyekre teljesiil az

X, — X konvergencia. Legyen tovdbbd H, 2 Hp,i1 — H o-algebrdk egy csékkend
sorozata. Ekkor

E (X, | H,) = E(X | H).

A bizonyitas els6 részében nézziik azt az esetet, amikor a megallasi id6k diszkrét
értékkészlettel rendelkeznek:

[LG{OZ.CE0<.CE1<...}
V€{0:y0<y1<...}
Te{l=2 <z <...}.

Ekkor a vizsgélt feltételes varhato értékre

PO,=31FG) =Y >, POu=3ilFe:Gy) Lrmspmy) =

k £:ye>zy
k L:yp>zk m: Tm>Yye
T T 5 e P 3160 [ 7 )t
k L yp>zk m: Tm>Yye

a teljes varhato érték tétel miatt, és mert 1y,—, 1 és F,, fiiggetlenek a 1y, _; és G,
mennyiségektsl. A Markov-tulajdonsag alapjan tovabb szamolhatunk

]P)<9 :j“FT)gV):

k £ y[>2k

= Z > D Le,-aE (ﬂ{uzye} Pij (1= ye) ‘ Fep gyz) Lr=zi =y} =

=0 k 0:yp>zg

=> 3 ) 1p,-E (Mzm P (1t = ye) ‘ fzk) Lir—ziw=ye}>

=0 k £:y;>zp

rendre a G,,-mérhetGség, és a téle valo fiiggetlenség miatt. Végezetiil pedig

P@0,=3|F,G) —Zzﬂ{e —2}E<pw( —v) ‘ﬂ) Lirezy =

=0 k

= Lp=iy Epig(n—v) | o).
i=0
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Az &ltalanos esetben tekintsiik a tetszéleges p > v > 7 megallasi id6k mellé a (j1,,),,cp
(Un)nen €8 (Tn),en diszkrét kozelitd sorozatokat a kovetkezd modon:

{tn =} ={5 <p< 5}
o= k)= {5 <ve s

{m=sr={% <7<%}.

Ekkor nyilvanvaloan teljesiil tetsz6leges n mellett u,, > v, > 7,, illetve az n — oo limesszel
az [[.5.21 Lemma értelmében

POy, =71 Fn, Gu.) = Z Lo, =iy E (pij(pn — va) | Fr,) =
=Y L=y E(pijlp—v) | Fr).
=0

Itt kihasznaltuk még az Allitas (d) becslését, ezzel igazoltuk az allitasunkat. O

A felirasban észrevehetjiik, hogy az F filtraciora feltételesen és annak megallési idejéig
nézve Markov-lancot kaptunk. Azonban az|1.3.9] Allitas miatt az el6z6 feliras még tovabb
folytathato.

1.5.3. Kovetkezmény. Az s < t; < ty iddpontokban tetszdleges j € I dllapotra

P (0, =7 | Fs.. Gs,) =D Lios, =iy B (pij(Sr, = Su) | Fs,) =
=0
fss> =

—a t1-Us,
= Z 10s,, =1} ([ T( / xa_lEa,l (Q(t2 — Us, — x)%) dx} ]1{U55§m}+

a+1) ij

- Z Ligs, iy E ([P (Sto = St)li
1=0
_ i ]l{estl —i) E ([GQ(StQ —Sz1>:| '

/1’7.]'

+ [Ea,l (Q (tz - USs)a)]i,j IL{Ussétz} + [ITH-I]Z',J‘ ]l{t2<Uss})'

A korabbiak tekintetében igy tetszéleges s < t; < t, id6pontokra vezessiik be a —
mar értelmes — P, (ty, 1 | Fg,)-sel jelolt frakciondlis atmenetvaloszintség-matrixot, mely

eleget tesz az
P, (t1,ty | Fs,) == (P (0s, = j | s, =i, Fs,)) (1.21)

definicionak. Ezt az alakot latva felfedezhetjiik az Definicioban megalkotott at-
menetvaloszintiség-fiiggvényekkel kapcsolatos analogiat, az ottani jeldlés szerint csupan a
P (St 1551, {7}) = pij (S, — Sy, ) fiiggvények feltételes varhato értékét nézziik. Szeret-
nénk jelezni tovabba, a P, fliggvény (t1,t2) kettds idGargumentuma azt kivanja hang-
stlyozni, hogy a szubordinélt esetben a (fs,),., Markov-lanc a t-id6paraméter szerinti
stacionaritasat is elvesziti, igynevezett inhomoéén "rejtett” Markov-lanchoz jutunk.
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1.5.4. Megjegyzés. Az 1.4. alfejezetben érintett frakciondlis differencidlegyenletek té-
makdre itt keril szoba, ugyanis az 1dd-dtskdldzott Markov-lancokndl az Kolmogorov-
féle differencidlegyenlethez hasonlo — immdr frakciondlis — differencidlegyenletet tudunk
megjeldlni, melynek alapjdul datmenetvaloszintség-matrizdsszefiiggés szolgdl. Le-
gyen ugyanis tetszéleges s,x > 0 szamok mellett f(x) = P, (s,Us, +x | Fs,), amire

az[1.4.4 Megjeqyzés szerint teljesiil
D3 f(z) = Qf(z).

Ezt a DS f(x) kifejezést értelmezhetjik gy, mint az intenzitdsmdtriz frakciondlis analo-
gonjdt.

Erdemes sz6t aldozni az adott allapotban toltott idékrél. Jelolje T, a feltételes i € 1
allapotban eltoltott id6 eloszlasat a szubordinalt esetbenﬂ, formalizalva

T;; =inf{r>0:0s, #i0s, =i}.

Ezt az 1) valoszintiségi valtozot az idG-atskalazas oldalarol is megfoghatjuk. Legyen
T, az Fg,-t6l és a Gg, -t6l is fiiggetlen g;-paraméteri exponencialis eloszlasi valosziniségi
valtozo. Ekkor az Allitas miatt

15, = inf{r >0: 5, =5, > T;}.
1.5.5. Allitas. A T, vdltozo Fg,-re vonatkozd feltételes eloszldsa Mittag—Leffler.

Bizonyitds. Ha Sts  — S < T; teljesiil, akkor St= < T; + S, s igy Ur,vs, > T,
Ha pedig tekintiink tetsz6leges y > T3 -t, arra S, — Sy > Tj, és igy Urys, < y.
Osszességében azt kaptuk, hogy Ty = Urys,, ezzel tovibbmenve

P(T5, <t|Fs,) =P U <t—Us, |Us,) L, <y-
Az {Us, <t} eseményhalmazokon ez Usg, fiiggvénye, mégpedig
P(T;; <t|Us,=u) =1-PUg, >t—u|Us, =u) =
=1- /Ooqie_q” PU,>t—u) de =1— /OO gie 1" IP’(U1 > (t— u)x_l/a) dr =
0 0
=1- /OO qe Gt p (U >y)(t—u)ay *1dy=1—-E (e*qi(t*“)aUl_a> =
0
=1—= Eq1(—q(t —u)?),
felhasznalva az Osszefliggést. 0

Hasonléan értelmezhetjiik a frakcionéalis Markov-lancok (N éf ) >0 Atmenet- és (N;t] ) >0

1-j-szamlalofolyamatat. Ezekhez kapcsoloddan beldtunk egy — a késébbiekben hasznos —

lemmat.

*Definidlhatnank T} ;-ként a nem szubordinalt Markov-lanc ¢ allapotban eltéltétt idejét, de ezt mar
(1.8) alatt megtettiik. Maradunk ebben az esetben tovabbra is a T; jel6lésnél, ahol a stacionaritas miatt
elhagyjuk az s id6pontra vett feltételt.
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1.5.6. Lemma. Tetszdleges s > 0 és h > 0 szdmok esetén az (s,s + h| intervallumon
bekovetkezd ugrdsszamra h — 0+ hatdrdlmenetben

P (Néi% ~N¥>2 fss,gss) = o(h).

Bizonyitds. Ismét elegendd azokat az eseményeket tekinteni, ahol {Us, < s+h}, ellenkezs
esetben az id6 megallasa miatt trividlisan teljesiil az egyenlGség. Tegyiik fel, hogy fg, =1
és az elsG ugrés (s,s + h]-n j-be tortént. Ekkor az el6z6 bizonyitasban alkalmazott gon-
dolatmenetet kovetve legyenek T; és T rendre g; és g; paraméter( fliggetlen exponenciélis

eloszlasi valtozok, ekkor a

TS

a;?,j

=inf{r >0: S, —S; > T, + T;}
valoszintiségi valtozot bevezetve

P(NS,, ~ NE>2|Us, = ubs, =i) =

= Z}P’ (N§i+h — N& > 2, el6szor i — j ugras kovetkezett be | Ug, = u, 05, = z) =
0

]:
J#
n
= P(T5,; <s+h|Us, =ubs =i).
=0
JF
Es mivel itt Tyi; = Us.irty, ezért

P(NZ,, — NE22|Us =ubs =i) =

= P (Usisrr, <s+h|Us, =u,0s, =i) =
j=0
J#i

n_h h—a
= / R / gje” " P (Us yary <5+ h | Us, = u) dy dz <
J#i

n h
< Zqz’,jqj/ (h —z) dz = O(h?)

=0 0
J#

a megfelel§ hataratmenetben. O]

Végiil pedig a tartozkodasi idsk nagysagrendjének segitsegével az|1.1.11] Allitas tartal-
maéanak megfelel§ azonossagot mutatunk meg, ami segitségiinkre valik az - j-szamlalofolyamat
Lebesgue-Stieltjes-féle integral értelmezésénél.

1.5.7. Allitas. Tetszileges i # j dllapotokra az (N§5>t>0
s <t helyen vett feltételes vdarhato értékére a hatdrértékek létezése esetén fenndll

]-"53>) .

szdmldldfolyamat névekményei

1 .
lim - E <N”

NI _
h—0-+ h St+h NSt | gSs"FSs>

= 1 _ _
Z :H‘{GSS:k} (hli%l_i_ E E ([eQ(Sz Ss)] i [GQ(SH—h St)} .
k=0
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Bizonyitds. A novekmények hatarértékének vizsgalatakor az Lemma értelmében
kifejezetten elegendd azokat az eseményeket tekinteni, ahol fg, = i esetén egyetlen i — j
ugras kovetkezik be a (¢,¢ + h] intervallumon, ezaltal hatarértékben

R A 1

Jm - B (stM — N/ | gss7fss) = Him K (1{9st:i} Lyos, =i ‘ gssafss> =
. 1

= lim - E (E (E <1{95t=i} N — ‘ gs“]:sw,,) ‘ gssa}"sw) ) gssaf&-) =
. 1

= lim = E (B (Vg = Pi (Suon — 80 | 5. Fon) | Gon Fs.) =

1 -
= lim - E (Z Ligs. =k} Pri (St — Ss) Pij (Sean — St) ‘ Gs,, ]:Ss> =
k=0

h—0+
-’TSS)) :

ami éppen az allitasban szerepl§ kifejezés. O

- o1 - -
=S s —n) (Jﬂ%ﬁ ~E ({eQ(sf, S9],  [eWem=s0]
k=0

1.6. Fazis tipusu eloszlasok

Utolso alszakaszunkban egy — a Markov-lancokhoz szervesen kapcsolodo — eloszlascsaladot
tekintiink at, a fazis tipusi eloszlédsok csaladjat, majd vissziik at a szubordinélt esetre. Ez
utobbi irodalma tobb-dimenzids altalanositassal megtalalhato [I] cikkben, ennek ellenére
mi csak az egyvaltozos esetre szoritkozunk.

E kis kitérében azt fogjuk megmutatni, hogy a szubordinatorral sztochasztikusan idG-
atskalazott folyamatban egy elnyel§ allapot definidlasa esetén az elnyelGdésig eltelt id6
felirhato a Mittag—Leffler-fliggvénnyel.

Legyen tehat (6;),-, Markov-lanc, mely kielégiti az és feltételeket. A folya-
mat allapottere tovabbra is T = {0,1,2,...,n}. Feltessziik tovabba, hogy a 0-dik allapot
elnyels allapot, vagyis poo(t) = 1, minden ¢ > O-ra, a tobbi n allapot pedig tranziens.
Ekkor a folyamat intenzitasmatrixa a kovetkezd specialis format oOlti:

0 07
Q= (q @) , (1.22)

ahol 0 az n-hosszu nullvektor, Q € R™ ™ részmétrix, és q = —an pedig szintén n hosszi
vektor (1,, jeloli az n-elemt csupa 1 vektort).
Tetsz6leges 6y kezdGallapot esetén jeldlje ¢ az elnyelGdésig eltelt id&t, vagyis

¢ =inf{r >0: 0, =0}.

A 6y kezdGallapot diszkrét eloszlasanak a {1,2,...,n} halmazra koncentralt részét jelolje
am € R, ahol m, = P(0, = k), k = 1,2,...,n. Ekkor feltessziik, hogy w'1, < 1.
Ezen jelolések mellett ¢ eloszlasat (r, Q)—paraméterﬁ fazis-tipusa eloszlasnak nevezziik,
az eloszlast pedig PH(mr, Q)—ként jeloljiik.
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Az FPH(n,Q) fazis tipusu eloszlas- és stiriségfiiggvénye ismert,
8
Fonra) ) =P <t)=1—7"e¥1,,

és ez alapjan nyilvanvaloan fpy . ) (t) = wTthq. Megjegyezziik, hogy a PH(mr, Q) el-
oszlasokat keverve, illetve Osszegezve ugyanilyen eloszlast kapunk.

Az 1.5 alfejezetben latott sztochasztikus éraval idGskaldzott Markov-lanc esetében is
hasonloan definidlhatjuk a fazis tipusi eloszlasok frakcionélis megfelelGjét.

Maradva a jelolésrendszernél legyen

(o =inf{t >0: 05, =0} .

Ha Q a Q intenzitasmatrix szerinti blokkmétrixa, akkor (, eloszlasat a-rendd,
(W,Q)—paraméterﬁ frakcionalis fazis tipusu eloszlasnak nevezziik, és az eloszlast pedig
PH,(m, Q)—Vel jeloljiik (7 ugyantgy 0y eloszlasanak egy része).

Az (1.21)) A&tmenetvalosziniiség-matrix segitségével konnyen belathatjuk az alabbi alli-
tast.

1.6.1. Allitas. A ¢, PH,(m, Q)-beli valdsziniségi valtozo Fg,-re vonatkozo feltételes el-
oszlasdra fenndll

P(Ca <t—s | FSSaeesS = 77) = ]P)(Coc <t—s ‘ USsveGSS = 71') H{Ussgt} -
= (1 ~n'E,, (@ (t— U&)‘”) 1n) L, <ty-

A fenti megfelelés egy specidlis kovetkezménye, hogy

P(Ca<t—5|Gs.Fs) = (1- el Bay (QU-Us)") 1) L. (1.23)

Erdekességképpen megemlitjiik tovabba, hogy ha, (Ut) >0 a-stabilis Lévy-szubordinétor,
mely fiiggetlen (-to6l, akkor teljesiil, hogy

Coe i Cl/a Ul-
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2. fejezet

Frakcionalis biztositasi modellek

Az idaig targyalt matematikai apparatus immar lehetévé teszi a bevezetGben emlitett
lehetséges egészségbiztositasi modell felépitését. Ebben a fejezetben két modellt vizs-
galunk: az els6 egyszeriibb séman keresztiil megalkotjuk azt a modellt, ahol a vizsgalt
duplan sztochasztikus rendszerek fontos szerephez jutnak.

2.1. Az alapmodell

Az egyszeriisitett modellben a biztositottak egészségiigyi allapotat reprezentaljuk a (6;):>0
homogén Markov-lanccal, ahol az allapottér az I = {0,1,2,...,n} halmaz, valamint tel-
jesiilnek ([1.2)) és (|1.3]) kényelmi feltevéseink. Az atmenetvaloszintiség-matrix

P(t) = [pi()]; 200 = [P0 = | 60 = )i 200 -

Legyenek az {eg, ey, ...,e,} vektorok az R"™ tér azon bazisvektorai, ahol e; i-edik
komponense 1, a tobbi 0, 1,, pedig tovabbra is az n-elemii csupa 1 vektor.

Az alapmodelliinkben haromféle pénzaramot fogunk megkiilonboztetni tgy, hogy a
Markov-lanc allapotai pontosan e harom pénzcsoport mértékében fog kiilonb6zni egymaés-
tol. Fontos feltételiink tovabbéa, hogy kifizetések idében folytonosan teljesiilnek. Tegyiik
fel, hogy a biztosito ¢; dijat szed, és a; jaradékot fizet (példaul korhazi napi ellatasra) az
i € I allapotu biztositottaknak, tovabba az i — j (i # j) allapotatmenet esetén d; ; mér-
teki egyszeri kifizetést nytjt (példaul egy miitét elvégzéséhez). Igy persze d;; = 0 minden
1 € I esetén, amit a késGbbi szdmolasainkban erGsen ki fogunk hasznélni. Vezessiik be az
alabbi méatrixokat:

)T

) a= (QOaala--wan)Tv D= [divj]n’n

c=(co,C1y-.-,0n i 500"

Legyen most is (G),~, @ Markov-lanc generalta filtracio. Tegyiik fel, hogy a biztositéast
a t = 0 id6pontban kotjiik, a tartama pedig legyen 7" > 0. A biztosito koltségeit6l
tekintsiink el. Igy amennyiben a folytonos idébeli hozam allando r > 0, akkor a kezdeti
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t = 0 idgpillanatban az ekvivalencia elvvel kalkulalt nett6 dijra fennall:

T T
E(/e’”STcds’Q>:E</e”Tads’g>+
0 0

ahol [ AN az i-j-szamlalofolyamat megvéltozasabol ereds Lebesgue—Stieltjes-integral.
Az egyenlet bal oldala a varhaté bevételt, jobb oldala pedig a varhato kiadasokat jelenti.
Hasonloan felirhatjuk tetszéleges 0 < t < T id6pontban a prospektiv médon szadmolt
VT tartalékot, ami
gt) +

0= 3B ([ ety an
=0 (2.1)

=0 7=0
T T
+E (/ e_T(s_t)e(;rsa ds gt) —-E (/ e_T(s_t)e(;rsc ds Qt> :
t t

vagyis a t id6pontban még varhato szolgaltatasok és bevételek jelenértékének kiilonbségét.

Az igy definialt tartalékra numerikusan kezelhets explicit formula 4ll rendelkezésiinkre,
melyet a kovetkez§ allitasban fogalmazunk meg.

2.1.1. Allitds. A definidlt egészségbiztositdsi modell 2.1) tartaléka a Q — rl, ., mdtriz
sajdatértékei valos részének negativitdsa esetén a kévetkezd formdaban irhato tetszdleges T' <
oo tartam és 0 <t < T-re

VIt) = ey (Q—rLyy) "t (™)@ 1) ((a—c¢) + (QOD)1,41),
ahol ® jeldli két azonos méretd mdtriz Hadamard-szorzatdt. Ha pedig T' = oo, akkor

Ve(t) = eg, (1T — Q) ((a—¢) + (QOD)1,11) .

Bizonyitds. A (2.1)) tartalék tagjait kiilon-kiilon tudjuk szdmolni. A Fubini-tétellel,

T T
E (/ e—r(s—t)egS ds ‘ gt) :/ e TR (eg
t t
T
:/ e " e] P(s —t) ds =
t

T
_ / o] e@TTni)(s0) .
t

)ds:

Itt kihasznaltuk, hogy 0 <t < s-re a Markov-tulajdonsagbdl kifolyolag a Markov-lanc
feltételes varhato értékére fennall

E (e;r

n

) =E (e, | 6:) Z 1io,=i} Ze P(ep, =€; | 0, =1) Z lgg,—iye; P(s—1).

1=0
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A feltételbsl Q — rl,; métrix invertdlhatd, igy az integral tovabb irhaté a primitiv
fiiggvény segitségével:

T
E (/ e—r(s—t)egs ds } gt) = eeTt (Q - T1n+1)71 (e(Q—rIn+1)(T—t) — In+1) )
t

Amennyiben a biztosité egy hatarozatlan tartamu szerzédést ajanl az iigyfélnek, azt
a T — oo hataratmenettel tudjuk értelmezni. Ebben az esetben

E ( [ ereeg as| gt) — el (T — Q)
t

ugyancsak a Q — rl, . sajatértéke valos részének negativitasabol.
A tartalék méasik tagjara alkalmazhatjuk az[1.1.12] Megjegyzésben foglaltakat, vagyis
az integralok megcserélését kdvetGen megjelenik a szamlalofolyamat formalis derivaltja:

T . T d .
E( / e "0, s AN gt) = / e g, e (N2
t t €z

T
_ / e "D d; - pg,a(s —t) iy ds.
t

G)

=S

Osszegezve ezt a tartalék formulaja szerint minden lehetséges i # j allapotokra, valamint

G,) -

T
. / (@10 (Q & D1, ds =

t

— e; (Q — rIn+1)_l (e(Q_"’InJrl)(T_t) _ In+1) (Q @ D) 1n+1‘

kihasznalva, hogy d,; = 0 megkapjuk

i z”: k (/ T e d;; AN
t

i=0 j=0
J#i

Es hasonloan az el6z§ taghoz, T'— oo esetén

i=0 j=0
J#i

gt) = eeTt (rLoy1 — Q)il (QeD) 1,4,

amivel allitasunkat igazoltuk. 0

2.1.2. Megjegyzés. A Gersgorin-tétel ismeretében eqy sztochasztikus mdtrixz spektrdlsu-
gara 1. Igy specidlisan ha a Q intenzitdsmdtriz sajdatértékei a P(t) sajdtértékeinek (valds)
logaritmusaként dllnak eld, vgy Sp(Q — rI,11) C {z € C: Rez < 0} teljesil.

A Allitasbol egyszertien kiolvashatjuk, hogy a
c=a+(QoD)1,

képlettel meghatarozott dij megfelel a nett6 varhato érték elvvel kalkulalt dijnak barmely
tartam esetén (VT(0) = 0, V°°(0) = 0), viszont a szerzGdés tetsz6leges idépontjaban 0
tartalékot ad. Ez Markov-lanc homogenitasabol fakadéan nem meglepé eredmény.
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Kiilon kiemeljiik azt az esetet is, amikor maga a szerzddés csak az n-edik allapotban
kothetd, és dij is csak ekkor folyik be (példaul csak egészséges iigyfeleket kivanunk biz-
tositani). A dij ezaltal ¢ = c e, alaktu valamely ¢ > 0-val. Az ekvivalenciaegyenletek
megoldésa c-re véges illetve végtelen esetben

T eg (Q - rIn-i-l)il (e(QirLLH)T - In+1> (a + (Q © D)ln-i-l)

= 9
e;zr (Q - TIn-i-l)il (e(Q_rIn-H)T - In-‘rl) €,
o el (M —Q) ' (a+ (Q@D)1,41)

€y (TITH-l - Q)_l €n

(2.2)

Ezeket behelyettesitve a Allitas egyenleteibe megkapjuk a tartalékra vonatkozo
specialis formuléat.

2.2. Frakcionalis modell

A frakcionélis megkozelitésben az el6z6 modelliinket médositjuk annyiban, hogy a deter-
minisztikus idGskalat az 1.5. alfejezet szerint az a-stabilis Lévy-szubordinator inverzfolya-
matara cseréljiik. A jeldlések megtartasa mellett észrevehetjiik, hogy a ¢ > 0 id6pontig
rendelkezésiinkre all6 informécié a Markov-lanchol és a szubordinéciobol fakad, vagyis a
feltételiink a (Gs,, Fs,) o-algebra-rendszerekre vonatkozik. Ez alapjén ebben az esetben
az tartalékképlet az alabbiak szerint modosul:

ZZE (/ e r(57t)di,j ngsj ‘ gSmFSt> +

=0 7=0
J#i
T T
+ E </ efr(s*t)e;rssa ds ‘ gst,fst> —E (/ e*T(sft)egSSC ds gSNFSt> ,
t t
(2.3)

A tagokat a nem-frakcionélis esethez hasonléan egy allitasba szedve szamoljuk T' < oo
tartam esetén, majd kiterjesztjiik azt hatarozatlan tartamra. Ehhez azonban sziikségiink

van az alsé nem-teljes gamma-fiigguényre definicio szinten, ami tetszdéleges pozitiv s, w-ra

v(s,w) :/ ¥ e du.
0
2.2.1. Allitas. A tartalék tagjaira teljesiil eqyrészt

T
E (/ er—De] ds ‘ Qst,fst> _
t

T

s, —r(Us, ATt r(Us,~t) g Q"y (ka +1,7 (T = Us,))
- r <1 € ( ° )> + > Sf Z Tka-‘,—lr ko + 1) ]]'{UStST}>
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mdsrészt pedig

33 cm( [ ereasang

=0 5=0
JFi

Gs,, ]:st) =

Ust—t Z Q*y (ka+ a,r (T — Us,))
est rkatol(ka + «)

(Q® D) L1 1y, <1y.

Bizonyitds. Az elsé formulat a Fubini-tétellel, illetve az (1.21) &tmenetvalosziniiség-mat-
rixok ismeretében szamolhatjuk:

T
E </ eTNe] ds ’ gS“]-“St) _
t

Ust/\T T
_ / e E (o] | G Fs,) ds+ / eV E (o], | G Fs.) ds Lig,<ry =
t Us
Ug, AT
t

T
+ e (U] / e U B, (Q(s - Us,)®) ds L <ry-
Us

t

t

A Mittag—Leffler-fiiggvény definici6jat, majd az y = r (s — Ug, ) helyettesitést beirva

T
E (/ e—T‘(S_t)e;—SS dS ‘ gSt?“FSt> fy
t
T

r
_ _ - QF r U
4 r(Usi—t) el o7(s-Us,) (s — Ug,)* ds 1y, <r
st kZ:O I'(ka+1) Jus, {Us, =T}
-
_ e@st (1 e_r(USt/\T_t)> +
T

oo k r(T-Us,)
e (Usiel S T T = )7“_’““‘1 / e My dy Ly, <1y =
0

T
_ s, —r(Us, ATt —r(Us,— kY (ka+1,r(T'—Us,))
— . <1 —e ( S )) + e ( S )eQSt Z Q Tka+1F<kOé n 1) l{UStST}7

ezzel megkaptuk az azonossag jobb oldalat.

A masodik formulat elegends az {Us, < s} halmazokon szamolni, hiszen {s < Ug, }-
n a folyamat &ll, nincs atlépés mas allapotba, az integrandus igy 0. Tetsz6leges i # j
allapotokra a szamlalofolyamat névekménye szerinti Lebesgue-Stieltjes-integrallal illetve
az[L.5.7 Allitasban foglaltakkal szamolhatunk, miszerint

T
E (\/t G_T(S_t)di7j ngz

T

1

— / e—T(S—t)diJ (hli}/gl_’_ E E (eérst 6Q(Ss—st)ele;reQ(Sb+h_Ss)ej ‘ ‘FSt>) ds
t

T
d -
Qsﬁ}"st> = / e " 0d, e (Ng’ | Gs,, Fs,)
t

=S
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Az[1.5.7. Allitas alkalmazhatosagat onnan kapjuk, hogy bar az atmenet véletlen idépontja
silyozodik az exponencialis kifejezéssel, mégis annak hatasa figyelmen kiviil hagyhato,

mivel
1 " —rz —rh
— sup (1—6 )dyzl—e — 0.
h Jo o<e<n

Tetszoleges i, j € I (nem feltétleniil kiilonbo6zd) allapotokra teljesiil

Q(Ss+n—5Ss) _ _ _
. [6 + L. Q (Ss+h SS)]i,j . (Ss+h _ 55)2

(Ss+h - Ss>2 h

.Fsi — 0,

hiszen az (1.7) egyenlet miatt az elsg tort korlatos, és [1.3.11] Koévetkezmény szerint a
méasodik tort feltételes varhato értéke h — 0+ limeszt véve 0-hoz tart Ezaltal
TGQ(Ssth*Ss) — I

lim E (e(;r eQ%—=S)g e;e; - ) =

h—0+
Q(SS+}’L_SS) _ I
—]E( Tt Q5= (hm elTe n+1ej> ’fst) =

n+1

h—0+ h
_]E( g, € 5e (hm eT—Q( ot )ej) ‘}“St).
St h—0+ h

Végezziik el az Osszegzést az i # j indexek szerint egyarant, majd hasznaljuk ki, hogy
di,i = 0, amivel

Dy ( lim % E (egSt (A5 -S0g 6T (@150 T, ) e,

]—"St>) di; =

h—0+
i=0 j=0
JFi
- u s— St . Q (Ss h — Ss)
(S e (i LI )0, |7 -
i—0 j—=0
Sepn — S
T Ss— . s+h s
— 5 (o, @ (P E2Qe DL ) | £).

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor 1étezik Q! inverz matrix. Ekkor az el6z6t folytatva

E (egsteQ(SsSt) ( lim M (Q ® D) 1n+1> ‘ —FSz) —

h—0+ h
T Se5) et [ 1 Q(Ssyn —Ss)
= e E <€Q( Q (hli%h S ) | Fa ) (QOD) L =
Q(SS_St) _ I
1 Ss—5, . € n+1 .
G e e I LI
. . eQ(Ss1n=5t) _ oQ(Ss—5t)
— e, Q'E (hlga - ‘ ]—"St) (Q®D)1,1.

A bizonyitas ezen pontjan tériink at az {Us, < s} tartomanyon vald szamolasra. Ismétel-
ten a Lebesgue-tétellel valamint az [1.3.6] Allitas segitségével megjelenik a Mittag-leffer-

42



fiiggvény derivaltja, ami

GQ(Ss+h75t) _ eQ(Ss*St)
h—0+

- ’Ust :u)) (QO D)1, =

E (eQS++h=50 | Ug, = u) — E (eQS:=50) | Us, = u)

e, Q" ( lim E

—egStQ 1;}5& 3 (QoeD)1,, =
E,i(Q(s+h—u)")—E,1 (Q(s—u)
_e;—StQ lhligl—i_ 1( ( )f)L 1( ( ) )(QQD)ln—H:

Q O] D)1n+1 =

LEZS—’U,<

—e, S LY oDy,
k=1

i, d o
= ey, Q 1515%1 (Qz®) |

(ko)

Ezt pedig visszairva az integralba, majd ismét az y = r (s — Ug, ) helyettesitéssel kap-
juk, hogy

n n

S5 E( [ e any | g7 =
, t

T *© Qkfl _— T U -
— e@ Z e_r( St ) / 6_7’(5— St) (S — USt) & dS (Q @ D) 1n+1 :H'{UStST} e

Us,

(U517 on_ Q71 )
—r\vs; — - -y a— d D ]_n :[]_ _

_ o(Usi=t) T i "y (ka,r (T = Us,))

T (ka) (QoD) 1,41 Ly, <1y,

ami éppen az igazolando6 formula jobb oldala.
Ha pedig a Q métrix szingularis, a bizonyitast métrixapproximacioval tehetjiik teljessé.
A szamolasban ugyanis attérhetiink egy (Q(”))neN regularis matrixsorozatra, amire

HQ—Q(")H—H), ha n — oo

teljesiil valamely || - || matrixnormaval. Ekkor mivel a bizonyitandé formula Q-ban foly-
tonos, azonnal kovetkezik az allitas. O

Hasonloéan a nem-frakcionalis modellhez, itt is meg tudjuk hatarozni a tartalékban
el6fordulo tagok értékeit hatarozatlan tartami szerz6dések esetén. A T' — oo hataratme-
netben P (U, < T) — 1, igy az integralok létezése mellett

E (/ e’T(s’t)egss ds
t

gSzJ‘FSt> =

1—¢e - e
T T
=—e, —— +e
0s, r 0s,
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illetve ugyanekkor

ZZE (/ NS?t)divj ng’j ‘ gSta*FSt) =

=0 7=0
J#i

(Ust _t>

TO&

(In+1 - Qr_a)il (Q O] D) 1n+1-

— eﬁst

2.2.2. Megjegyzés. Az integrdlok létezésének feltétele, hogy p (Qr—®) < 1 teljesiljon,
ahol p(M) jeloli az M mdtriz spektrdlsugardt. Ekkor ugyanis

o) = (- Q)
k=0
a Carl Neumann-tétel értelmében.
Ez valgjaban dsszhangban dll az x — E, 1 (Qx®) mdtriz értékd Mittag—Leffler-figgvény
Laplace-transzformdlthatosdgdval, amirdl tudjuk, hogy létezik azon A € C szdmokra, me-
lyekre Re(A) >0 és p(QA™*) < 1

2.2.3. Kovetkezmény. A frakciondlis modell esetén definidlt (2.3) tartalék az aldbbi
alakba irhato tetszdleges T < oo tartam és 0 <t < T esetén
1— efr(USt/\Tft)

VIt) = . e(;rst (a—c)+

*7"<U5t*t)eg i Qk"y (kOé + 17 r (T B USt)) (a

te rke 1l (ka + 1)

¢) Livs,<ry+

k=0

fr<U5t7t) T - kY (k’O{ + a,Tr (T - USt))
te eest Z Q TkOH_O‘F(k’CY + O./)

(QOD) 1o Liyg, <1}
k=0

Ha pedig Qr— spektrdlsugara 1-nél kisebb, gy a T = oo szerzddések tartaléka

- 1 o e_r(USt_t)
Ve = L e ()
e—’r‘(USt—t)

ey, (L~ Q) @)
.

69 _
+ sz (In+1 - Qria) ' (QeD)1,41.

Amennyiben a kezdeti dijat netté varhato érték elvvel szamoljuk, Uy = Sy = 0 és
a Allitas miatt teljesiil véges T < oo id6horizonton, akkor

_ p Y (ka+1, T’T) w7V (ka+a,rT)
0= eeoZQ rka 1T (ko —l—l) +e902Q rhatal (ko + )(QQD)1n+1-

Ennek az egyenletnek egy lehetséges megoldasa a dijra

-1
_ 0 ’V(k‘a—l—l,rT) oo . ’y(kja+a’rT)
e (k:o rketil(ka +1) kz:% @ rketel(ka + a) (QOD) 1n4.
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Tegyiik fel most is, hogy a szerz6désbefogadas és dijelGiras csak a biztositott egészséges
n-edik allapotéaban torténik (0 = n). Ezaltal az el6z6 dij csak az n-edik komponensében
nem 0 (¢ = ¢, e,), pontosabban megegyezik

(ka+1,r (ka+a,r
oF (i Qi ) o + ol (S @' i) QD) b
c,6 = . .

T e Y(kat1,rT)
€, (Zk 0 %" FFaF T (kat1) ) ©n

Egy T = oo szerz6désre hasonldéan szamolhatunk dijat, egyik kézenfekvsé megoldasra

0=ej (M1 —Qr' ) (a—c)+ep (T — Q) (QeD) 1,1,

egyenletbdl adodik, hogy
c=a+r"*(QoOD) 1.

Igy ha megint feltessziik, hogy szerzédésbefogadas és dijbevétel az n-edik allapotban tor-
ténik, akkor hasonl6 képletethez jutunk c,-ra:
w_ e (1-Qr™)tate ("1-Q) ' (QOD) L

> =2 n . 2.5
° ol (- Qri—=) le, (25)

Nyilvan . Allitas megfelel§ egyenletiben kezelve ezeket az értékeket felirtuk a kapcso-
lodo tartalékokat.

Ezen a ponton ravilagitunk arra a tényre, hogy az imént szamolt és értékek
a = 1-re visszaadjak a nem-frakcionélis modellben hasonléan megadott dijatﬂ

!Ennek ténye csupan a mar kdzvetetten szamolt

Q- T'In+1)71 (e(QJI"“ _ In—',—l) Z QF~(k+1,7T)

rk“k'

azonossagra tamaszkodik. Azonban a T — oo aszimptotika e két kifejezés k6zott pontosan akkor nyujt
egyezést, ha p (Qr~') < 1 teljesiil, a jobb sz7umma ugyanis csak ekkor létezik.
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3. fejezet

Modellezés, eredmények

3.1. Paraméterbecslés

E dolgozat utols6 lapjain bemutatjuk a 2. fejezetbeli frakcionalis modell numerikus ered-
ményeit. MindenekelGtt azonban réviden szot ejtiink a paraméterek természetérsl, becslési
eljarasukrol, amit [6] is javasol.

A szerz6désben rogzitett pénziramok és a piaci hozamon tulmenden a legnagyobb
kihivast itt a kettds sztochasztikat meghajté o (mint a rejtett sztochasztikus ora) illetve
Q (mint az allapotok kozotti Atmenetvaloszintiségek reprezentansa) paraméterek kijelolése
jelenti.

A biztositonak azonban rendelkezésre allnak a biztositottak idébeli karigényei. Ezaltal
elegendd csupan aktudriusi modszerekkel megbecsiilni a P, (0, s | Fy) atmenetvaloszint-
ségeket adott s id6pontokban. Az eljaras alatt itt gondolunk olyan jogilag megengedett
eszkozokre, mint a kor, életmod, egészségi allapot szerinti differencidlasra. Persze, itt a
kihivast a P, (0, s | Fy) fiiggvény megbecslése jelenti a duplan sztochasztikus rendszerben.

Amennyiben rendelkezésiinkre allna P, (0,s | Fy), ugy a egyenletbdl kiindulva
a keresett paraméterértékek mar a legkisebb négyzetek modszerével becsiilheték a kovet-
kez6k szerint. Ha

A(s | o, Q) = P,(0,s | Fo) — En1 (QsY),

akkor az &, Q paramétereket az
<d, Q) = arg mgl tr (A(s |, Q)T A(s | o, Q))

minimum adja meg.

3.2. Szimulacidok

Mas megkozelitésben szeretnénk illusztralni a modszert a dijmeghatérozasra és a tartalék
szimulalasara egy olyan biztositasi szerz6dés esetén, mely feltételei kozott pénziigyileg 4
allapotot kiilonboztet meg egyméastol. Mindekozben érzékenységvizsgalatot is végziink az
id6-atskalazast biztositdé o paraméter szerint.
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Tehét tegyiik fel, hogy a szerzédés kétféle betegségre nyujt fedezetet (1. és 2. allapot),
valamint halal esetén (0. allapot) egyszeri kifizetést nyujt. A megkotés pillanatdban a
biztositott "egészségesnek" (3. allapot) mindsiil, dijat csak ebben az allapotban fizet. A
Markov-lanc atmenetvaloszintség- illetve intenzitdsméatrixa alakuljon az aldbbiak szerint:

1 0 0 0 0.00 0.00 0.00 0.00

P(1) = 0.1 05 0.06 0.35 ey Q = 0.1362 —0.7160 0.0460  0.5338
0.05 0.1 0.7 0.15 0.0495 0.1653 —0.3728 0.1580
0.01 0.04 0.1 0.85 0.0047 0.0505  0.1298 —0.1850

Ezekbdl kiindulva a tilélési valoszintiség formulabol adodik (a kezdeti allapot a
3. allapot), ennek logaritmusat pedig kiilonb6z6 o paraméterszintek mellett a .a) abran
rajzoljuk ki. Ahogy a képen is latszik, nagyobb « érték mellett a tulélés esélye csokken.
Azt is megfigyelhetjiik, hogy az ilyen atmenetvaldszintiségekre a nem atskalazott eset
(v = 1) fézis tipusu eloszlasa exponencidlisnal gyorsabban lecsengs farokeloszlassal bir,
ami a tényleges haldlozasi adatokon[] megfigyelhetd (a[3|b) dbra).

t (év)

t (6v)

30 35 40 45 50 55 60

0.00 0.00 | | | | | |
-0.05 — -0.05 — Sziiletési év
— 1950
= _ B — 1951
~ 010 2010 4 e
-
= =
T £ 1953
8 -015 g -015 - e
- : 1955
1956
- - — a=05
0.20 3:0.7 -0.20 - 1957
— 0=0.9 —— 1958
0.25 o=l — 1959
. -0.25 -~ —— 1960

3. dbra. a) A négydllapoti frakciondlis egészségbiztositdsi modell logaritmikus tilélésfiggvénye, valamint
b) az 1950-1960 kizott sziletett 30 éves korukat megélé magyar lakossdg tulélésfigguénye a T tartam
fiigguényében kilonbdzd o szintek mellett.

a [p(Qr)
0.5 4.196
0.7 8.461
0.9 17.060
1 24.226

2. tablazat. A spektrilsugarak értéke kilonbozé o szintek mellett a vizsgalt példdban.

A kovetkez6kben tekintsiik a kockdzatmentes piaci hozamgorbét r = 3%-on vizszin-

«

tesnek. Ez alapjan kiszamoljuk a konkrét példidban Qr— spektralsugarat kiillonb6z6 o

Thttps:/ /www.mortality.org/
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értékek mellett . tablazat). Mivel ezek rendre 1 {616tt alakulnak, el6fordulhat, hogy a

hatarozatlan tartamra adott Kovetkezménybeli egyenlGség nem teljesiil (nem létezik

az integral), igy nem alkalmazhatjuk kivetkezetesen a tartalékra és igy a dijakra vonatkozd

aszimptotikus szimulaciokat végtelen id6horizonton a frakcionéalis modellek esetén.
Tegyiik fel, hogy a biztositasi szerzdésben foglalt pénzdramok a kovetkezdk:

0 0 000
1

o | o p_|0000
2 10 50 0
0 10 50 0

Itt a szamok valamely monetaris egységeknek feleltethet6k meg.

A feltételiink miatt a dij ¢ = (0,0,0,c) alakt, ahol ¢ pontos értékét képlet
szerint szamolhatjuk. Az eredményeket a 4l abran jelenitjiik meg kiilonb6z6 o szintek és
T € [1,20] tartamok mellett.

2.0 4
— a=05
0=0.7
— 0=0.9
a=1
1.5
I
= 1.0 1
a
F
0.5 4
0.0 T T T T T 1
1 5 10 15 20 25 30

T (év)

4. dbra. a) A négydllapoti frakciondlis egészségbiztositdsi modell dija a T tartam fiigguényében kilonbozd
a szintek mellett.

o} T=1 T=5 T'=10 T=20 T=30 T=o00
0.5 0.715 0.642 0.654 0.678 0.693 -

0.7 0.662 0.820 0.904 0.967 0.991 -

0.9 0.591 1.039 1.248 1.379 1.418 -

1 0.551 1.166 1.467 1.652 1.711 1.761

3. tabldazat. A netté dijok szamszeri adatai a vizsgdlt példdban.

A korabbi aszimptotikara tett megjegyzésiink ezen abra esetén éppen azt jelenti, hogy
a dijszintek T — oo esetén o < 1 értékekre nem feltétleniil konvergalnak. Azonban tet-
sz6leges véges T' érték mellett a dijszintek meghatarozhatok. A kalkulalt dijak szamszaki
értékeit a 3| tdblazatban mutatjuk ki. Megfigyelhetjiik, hogy magasabb « szint mellett
magasabb dijat kér a biztositdé. FEz a lecstkkent tulélési valosziniiséggel magyarazhato,
valamint az elhaldlozassal jar6 magas kifizetésekkel.
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500
250 —
400 —
200 4
2 2 300
8 150 ki
S S
s s
& 100 & 2007
50 < 100
0 1 1 \ \ 1 1 0 \ \ T T \ 1
4 5 6 7 8 9 10 3 4 5 6 7 8 9 10
Tartalék, 6s,,=1, a=0.7 Tartalék, 6s,,=1, a=0.9
250 o 300
250 —
200 —
2 2 200 -
£ 150 2
© ©
> >
O 100 o
100 —
50 50 -
0 -4 0
11 12 13 14 15 16 17 18 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Tartalék, 6s,,=2, a=0.7 Tartalék, 6s,,=2, a=0.9

5. dabra. Egy T = 20 tartamu szerzddés szimuldlt tartalékai t = 10-ben kilénbozd o szinteken és dllapo-

tokban.

Végiil szemléltetjiik egy T' = 20 évre sz0l6 biztositasi szerz6dés t = 10 évre vonat-
kozo tartalékat a Kovetkezmény vonatkozé formulédja szerint. Ehhez az R program
stabledist programcsomagjanak segitségével 1000 a-stabilis Lévy-szubordinator inverz-
folyamatot szimuldltunk kiilonb6z6 o értékek mellett, valamint megnéztiik a kiilonbséget
azok kozott az esetek kozott, amikor a biztositott ¢ = 10 id6pontban az 1. illetve 2.
"beteg" allapotokban van.

A [l abra négy szimulacio hisztogramjat mutatja o = 0.7 és 0.9 értékek mellett akkor,
amikor 0g,, = 1, illetve Og,, = 2.

Mint lathatjuk mind a négy esetben, az eloszlas bimodélis. Amikor fg,, = 1, akkor az
egyik cstcs 8.64 értéknél alakul, ami azon szimulaciok soran jon létre, amikor Ug,, > 20,
vagyis amikor a t € [10,20) intervallumon megall az id8, a pénzaram igy csak a megfelel
komponense jaradék formaban. A masik eloszlascsics magabol az Ug, folyamat véletlen
trajektoriajabol fakad akkor, amikor Ug,, < 20.

0s,, = 2 feltétel esetén hasonlé megallapitast tehetiink, az egyik csiics a 17.28 érték,
mig a masik hasonloan a tiszta véletlen folyamat szarmazéka.
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Atlag/ Spord Kvantilis

) ZOT4s

Erték 5% 95%
0.5 7.582 1.438 4.998 8.639

0.7 6.190 1.888 4.232 8.639

0510 «Q

! 0.9 4.205 1.645 3.343 8.639
1 2.804 - - -
0.5 15.817 1.984 12.284 17.279
5 0.7 14.061 2.674 11.040 17.280

0.9 10.932 2.536 9.550 17.279
1 8.624 - - -

4. tablazat. A tartalékszimuldciok eredmény-elemzése kilonbozd o szintek és 0g,, kezdddllapotok mellett.

A [ tablazatban szamszertien foglaljuk 6ssze még t6bb a érték mellett a szimulaciok
eredményeit (atlag, szoras, 5%-os és 95%-o0s kvantilisek). Kiolvashatjuk, hogy a 95%-os
kvantilisek is tobbnyire a Ug,, > 20 szimulacios esetekben kapott specidlis tartalékértékek
koriil alakulnak. Jelezziik tovabba azt is, hogy a = 1 esetben a tartalék értékét . Al-
litds megfelels formuldja szolgaltatja, amit konkrét érték lévén nem szimuldlunk, igy a
szorast és kvantiliseket ott nem értelmezziik.

a | Ug, > 20 gyakorisaga
0.5 49.7%
0.7 26.2%
0.9 6.3%

5. tdbldzat. A [10,20] intervallumon valé "idémegdllisnak” relativ gyakorisiga 10000 trajektoria-
szimuldciobol kilonbozé o szintek mellett.

Erdemes arra is kitérniink az . abra kapcsan, hogy kiilonboz6 « értékek mellett a
szimulaciok mekkora részében fordult az eld, hogy a trajektoridk esetén Ug,, > 20 egyen-
16tlenséget tapasztaltuk. E vizsgalat eredményeit tablazatban foglaljuk &ssze, ahol lat-
hatjuk 10000 folyamat-szimulaciobol, hogy az a érték novekedtével csdkken a varhato
el6forduldsa az folyamat orajanak tartos megallasanak. A [0l abran pedig két o érték
mellett rajzoltunk ki 100 trajektoriat, ezek koziil pirossal emeltiik ki azokat, ahol a vizs-
galt Ug,, > 20 esemény all fenn. Itt azt is lathatjuk, hogy @ — 1— tartassal a folyamat
jobban kozeliti a 45°-0s egyenest, ami persze korabbi megallapitasunkkal all 6sszhangban,

miszerint a determinisztikus id§ szerinti folyamatot kozelitjiik.
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6. abra. Az (Us,);>, folyamat trajektoria-szimuldcidi a) o = 0.7 és b) o= 0.9 értékekre.

Végiil megemlitjiik, hogy a modell felépitésébdl fakadodan alkalmas a klasszikus egész-
ségbiztositasi termékek arazasara. Ebben az esetben a dijkalkulacié "josaga" csupéan a
halanddsagi valoszintiség kozelitésével ekvivalens. Més aspektusban arra vagyunk kivan-
csiak, hogy a frakciondlis fazis tipust eloszlasok (és igy Mittag—Leffler-fiiggvény) hogyan
kozelitik a tapasztalati talélési valosziniiséget.

Reflektalva a [3|b) dbrara a hatés ellentétes, a frakcionalis modell a tiszta halalozést
nem tudja leirni, igy ebben az esetben tovabbi javitdsok sziikségesek a modellt illet&en.
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Osszefoglalas

Osszegzés

Visszautalva e szakdolgozat bevezet§jében foglaltakra, célunk egy olyan egészségbizto-
sitasi modell felépitése volt, mely szerkezetébdl fakaddan képes a valosdgban tapasztalt
tényeket visszaadni. Itt jeloltiik meg elvarasként elsGsorban a tulélésfiiggvény szubexpo-
nencialis jellegét, a milttol valo részbeni fliggést és a kell6 rugalmassagot egy biztositasi
szerzGdésben foglalt modellparaméterekre vonatkozoan (gondolva itt az egészségi allapo-
tokra, és a biztosito véllalt kotelezettségeire egyarant).

Mindezen varakozasainkat sikeriilt kielégiteniink egy a-stabilis Lévy-folyamat inverz-
folyamataval at-id6paraméterezett Markov-lanccal. Az 4j sztochasztikus éra ismert tu-
lajdonsagaira tamaszkodva lattuk, hogy elnyel6 allapottal rendelkezé rendszer esetén a
frakcionalis fazis tipusu eloszlas Mittag-Leffler-eloszlas, az 0j rendszer pedig kielégiti
a frakcionalis Kolmogorov-féle differencidlegyenletet. Hasonl6 megfontolassal jutottunk
arra, hogy a dij meghatarozasaban lényeges szerepet tolt be a biztositott egészségiigyi
allapotéanak legpontosabb meghatarozasa mar a szerz6déskotés pillanataban (ezzel Gssze-
fiiggésben a megfelel§ paraméterek megallapitéasa). Mégis feltételesen vizsgalodva az id6-
és allapotvaltozasra, valamint az a-stabilis folyamatokra a biztositasi szemponthol leglé-
nyegesebb informaciok adaptalhatok maradtak a késgbbi id6kre.

Ez tette lehetévé szamunkra, hogy az arazason til tetszéleges idépontban értékelni
tudjuk az adott szerzddést. A nem megfigyelhets sztochasztikus oraval kapcsolatos is-
meretek hianyaban akar Monte-Carlo-szimulacioval helyettesitve megkaphatjuk az adott
id6pontbeli tartalék varhato eloszlasat.

Kritikak, lehetséges altalaAnositasok

Bar a felépitett modellt vizsgaltuk olyan szempontokboél, mint paraméterérzékenység, tar-
talékszimuléacio, mégis a gyakorlati alkalmazhatosig teriiletén gatakba {itkoziink.

Egyik korlatjat jelenti ugyanis a duplan sztochasztikus rendszer dtmenetvalosziniisé-
geinek meghecslése egy adott szerz6dd esetén, ahogy ezt a 3.1. alfejezetben irtuk. Ennek
megbecsiilése valés adatsorokon sarkalatos pont, a modell szempontjabol fontos paramé-
terek becsléséhez elengedhetetlen. E kihivas feloldasara egyel6re nem ismeriink altalanos
modszert.

Mint azt a 3. fejezet végén lattuk, a modell az életbiztositast jelentd specidlis esetét
nem tudja megfelelGen kezelni. Ennek a probléménak javitasara [3] cikk vallalkozik azt
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a gondolatmenetet kovetve, hogy a sztochasztikusan at-idéskélazott folyamatot extran
at-idéskélazzuk egy determinisztikus fiiggvénnyel. Ennek koszonhet&en nyeriink még egy
szabadsagi fokot rugalmassag terén, igy a tuléléstiiggvény farokeloszlasa kezelhetGvé valik.

Ez a gondolatmenet az altalanos tobb-allapoti frakcionélis modell esetén is kézenfekvd
lenne, bar a képletek szdmolhatosidga ekkor nagyban bonyolodik. Ezen elképzelés vizs-
galatara az egészségiigyi adatok bizalmas jellegébdl fakaddan sajnos nem tudunk valds
tamasztékokat nytjtani, ezzel az egészségiigyi kockdzatok szubexponencidlis ideologiaja is
megalapozatlan marad.

Mas jellegii kitekintést nyujt magiban a Lévy-folyamatban rejlé matematikai tulaj-
donsaghalmaz. A felépitett modellben specidlisan Lévy-szubordinatorokat tekintettiink,
vagyis amikor a < 1. Felmeriil a kérdés, mi torténne akkor, ha a folyamat stabilitési
indexe 1 f6lotti lenne, esetleg tetszGleges Lévy-folyamat szintelérési idejét tekintenénk a
Markov-lanc sztochasztikus 6rajanak?

Ezekben az esetekben mar nem tudnank a dolgozatban oly stirtin kihasznalt gondolat-
menetet kovetni, nem teljesiilne tobbek kozott a halmazegyenlet, nem is beszélve
arr6l, hogy az 4j Laplace-exponens is némi kényelmetlenséget hordozhat magaban.
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