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1. fejezet

Bevezetés

A biztositasban az onrész alkalmazésa egy régi, jol bevalt modszer. Szamos
termékkel talalkozhatunk, amik az onrészek kiilonbo6z6 fajtait tartalmazzak.
Ez a modszer alapvetGen mindkét fél szamara szamos el6nnyel jar. A biz-
tositd esetében csokken a kockazat, csokken a csalas valoszintisége, hiszen a
szerz6ddre is harul a felmeriils karbol. A szerzddé esetében pedig alacso-
nyabb dijrol beszélhetiink. Az Onrész bevezetésével csokken a kockazat, ami
a dijban is megmutatkozik.

Habar az 6nrész megjelenése a biztositasban nem ma tortént, a kirszami-
tasra, karmodellekre gyakorolt hatasa nem a legkutatottabb teriilet. Termé-
szetesen {gy is sziiletett szdmos érdekes tanulmany. Douglas G. Chapman [1]
példaul mar 1956-ban vizsgalta a csonkitott gamma eloszlast, és a paramé-
terbecslésre gyakorolt hatast. A dolgozatomban az dnrészes adatok esetében
szintén csonkitott mintavételezést alkalmaztam.

Munkam soran kiilon vizsgiltam az onrész kargyakorisagra és karnagy-
sagra gyakorolt hatasat. Klugman, Panjer és Willmot kényvében [3] kiilon
fejezet van az dnrésznek szentelve, amiben egyszertibb példakkal is szemlél-
tetik a valtozasokat.

A dolgozat elején bemutatom az alapvets karnagysag eloszlasokat, majd
kiilonb6z6 Onrész tipusok esetében a megvaltozott eloszlas- és siirtiségfiigg-
vényeket. Utdna bemutatom az Osszetett kdrmodellt, és hozza kapcsolodoan

bemutatok par mutatoszamot, amivel az dnrész hatasat lehet vizsgalni. Az



elméleti fejezet végén ismertetem a pszeudo maximum likelihood (réviditve:
pszeudo-MLE) [2] becslést, ami az 6nrészes biztositasok esetén egy hasznos
eszkoz.

Az elméleti bevezet§ utan altalam generalt adatokon és valos adatokon
Osszehasonlitom a kiilonb6z§ karszam- és karnagysag modellek eredményeit.
Végiil egyfajta kitekintésképp megvizsgdlom, hogy az altalam generalt ada-
tok esetében - ahol ismert a hattéreloszlas - mi torténik "félremodellezés"

esetén.



2. fejezet

Onrészmodellek

Az Onrész a biztositasi szerzédés fontos eleme. Hatéssal van nemcsak a ka-
rok szamara és nagysagara, de a szerz6dé viselkedését is tiikrozheti. Az ilyen
tipust biztositasokhoz kapcsolodd megfigyeléseink cenzoralasnak és csonki-
tasnak lehetnek kitéve. Ezt mindenképpen figyelembe kell venni, amikor egy
ilyen termék arat szeretnénk meghatarozni. Az alabbi fejezet Gee Y. Lee [4]
cikkén alapul és bemutatja az onrészes biztositasokhoz kapcsolodo alapfogal-

makat.

2.1. Onrészes biztositasok fajtai

Amikor 6nrészes biztositasrol beszéliink, akkor tobbféle konstrukcioval is ta-
lalkozhatunk. A tovabbiakban a levonasos 6nrésszel fogunk alaposabban fog-
lalkozni, de a teljesség igénye miatt roviden Gsszefoglalom a piacon is fellel-
het6 tipusokat.

Levonésos onrész esetében adott d konstans és Y karnagysag. A bizto-
sito6 akkor fizet, ha a kir meghaladja az onrész (d) nagysagat, és ekkor a
biztosito a kar és onrész kiilonbozetét tériti meg. A biztositd szemszogébdl a

kovetkezGképpen irhatjuk fel:

0 Y <d

Yi,d) =
93 d) {Y—d,d<Y<m



Mivel a levonasos 6nrész az egyik legelterjedtebb tipus, ezért vizsgaljuk
meg kicsit alaposabban is. Nézziik meg, hogy milyen alakot 6lt az elosz-
lasfiiggvény ebben az esetben és a leggyakoribb eloszlas-tipusok esetében.
Termeészetesen mivel biztositasrol beszéliink, igy az eloszlas- és stirtiségfiige-
vények mind a nemnegativ félegyenesen értelmezettek. A levezetésben ki-

hasznaltuk, hogy a feltételezéseink szerint a kareloszlasok folytonosak.

Pd<Y <z+d) Fe(z+d) — Fr(d)

Fr(o) =PY —d<alY >d) = ——r— 0 — =~ 1 -FRr @

Exponencialis-eloszlas: Y ~ Exp(\)

(1 _ e—A(x—i—d)) _ (1 _ e—/\d) e~ _ e—)\(:c—I—d) )
FA = — -1 — T
v.(@) 1= (1— e ) e ‘

fr.(x) = Ae™™

Az exponencialis-eloszlas esetében az 1j eloszlas is exponencialis ugyanazzal
a paraméterrel. Ez az eloszlas "orokifju" tulajdonsiganak kdszonhetd.

Gamma-eloszlas: Y ~ I'(a, 8)

v(a, fz)

Fy. () iy - V(@ Bz +d)) — ﬁ e, Bd) (o, Bz + d)) — y(a, Bd)
" ey (@ Bd) [(a) — (o, pd)

e—ﬁ:pﬁaxa—l

SR S TENET)

Lognormalis-eloszlas: log(Y) ~ N (i, o)

Fi(z) = (I)(log(w;rd)*u) _ @(log(;l)fu)
Ya B 1 — (I)(log(d)*u)

g

1 _ (log(z+d)—p)?
fY* = -e 202

(1 — o)) (2 + d)o/2

I(a) = v(a, 5d)



Pareto-eloszlas: Y ~ Par(a, 3)

o 1— (M%er)a— (1- (%)a) B (%)a_ (B—I-i-l-d)a — pt+d ..
Y 1—(1— (L) B B )a N (ﬁ+d+if)
( (5+d> ) <B+d>
. a(ﬁiji_ix)a
fY*(l’)—m

A Pareto-eloszlas esetében Y, eloszlasa is ugyanugy Pareto, csak a [ para-
méterhez hozzdadodik az 6nrész.
Weibull-eloszlas: Y ~ Weibull(a, \)
L W R e Gl

(1 )\ o__ Jo
Fy, = = =1 ((z+d)*—d=)
Ya 1— (1 —e ) e—Ade €

fy.(z) = a\(d + x)o"lef’\((ﬂd)a*da)

A Weibull-eloszlas esetében is az eredetihez nagyon hasonlé eloszlas- és

stirtiségfiiggvényeket kapunk.

Szazalékos nrészrél beszéliink, amikor a kir egy bizonyos szazalékat tériti
meg a biztosito az iigyfél részére, mésképpen megfogalmazva a kir egy adott
p szazaléka a szerz&ddre harul. Ekkor a biztosito részére a kovetkez6 fiiggvény
adja meg kifizetést:

g(Vip)=(1—-p) Y

A fent emlitett két 6nrésztipus kombinécidja talan a leggyakoribb ma a
piacon. Ha megvizsgaljuk a legnagyobb hazai biztositok kinalatat példaul
CASCO termékbdl, akkor a legtobb esetben egy ilyen kevert onrésszel taldl-
kozunk. Vagyis az Onrész értéke alapvetGen a kar egy adott p szazaléka, de
van egy minimum d érték, ami mindenképpen a szerzédére harul. Képlettel

megfogalmazva:

0 , Y <d
g(Yipid) =4
min((1—p)-Y;Y —d) ,d<Y <



A kombinélt O6nrész esetében is irjuk fel az eloszlasfiiggvényt és nézziik

meg a nevezetes eloszlastipusokat is.

Fy,(x) =P(min((1 —p)Y;Y —d) < z|Y > d) = (2.1)
_ Pmin((1 -p)Y;Y —d) <2,Y >d) (2.2)
B P(Y > d) B '
- P(Y >d) - P(min((1-p)Y;Y —d) >x) (2.3)
B P(Y > d) B '
Fy (z+d)—Fy (d) 1-
_ ] Th@ o O<wsdah 04
Ty A(EE)-Fr() Jl=r (2.4)
T rR@ 4 ST

Hasonléan a levonasos onrészhez, itt is nézziik meg a gyakoribb eloszlés-
tipusokat. A levonasos Onrész nagysaga legyen d, mig a szazalékos Onrész
esetében legyen p a szerz6dére esd rész.

Exponencialis-eloszlas: Y ~ Exp()\)

P B 1—e ,O<x§d%
v.(e) = 1—e 59 gle < g
’ P

(& _d _
2e (570l < g
—p P

Ae M ,0<x < d=e
fy.(z) = { P

Az exponencidlis-eloszlas esetében a levonasos onrésszel ellentétben itt mar
nem beszélhetiink exponencialis eloszlasrol.

Gamma-eloszlas: Y ~ I'(a, 8)

Fy.(z) = D(a)—y(apd) 7 O<z=<d p
Lle)=y(e,Bd) 7 7 p
e*ﬂzﬂarafl ﬂ
T(@)—(a,5d) y0<z=d7
fr@) =9 e
d(p—1)+= 1;p
o) e 045 <7



Lognormalis-eloszlas: log(Y) ~ N (i, o)

B( log(w;r@*# )—( loy(i)*u)

1-p
17(I>(log(d)7p‘) ’ 0 <z S d P
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Pareto-eloszlas: Y ~ Par(a, 3)

B+d+z
fr.(x) = p—l)(ﬁ+%))a
Blp—D—= 1-p
B(1—p)+z , d <

Weibull-eloszlas: Y ~ Weibull(a, \)

| — e N @ =) < < gl
Fr.= A giep
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—Dp

1—
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A fentieken tul beszélhetiink még meghaladasos onrészrél is. Ez nem tul
elterjedt tipusa az onrészeknek és kizarolag akkor élnek vele a biztositok, ha
a csalas lehetdsége teljesen kizarhato. A meghaladasos 6nrész lényege, hogy
a biztosito akkor fizet, ha a kir meghaladja az onrész értékét, és ekkor a teljes

kar 6sszegét megtériti. A kovetkezs alakban irhatjuk fel:



0 ,Y<d

Y.d) =
9l ) {Y,d<Y<oo

A négy tipus viselkedését a karnagysag fliggvényében egy abra illusztralja.
A fenti paramétereket d = 20000, illetve p = 0.3 -nak valasztottam. Jol

kivehetd, hogy a kevert onrész a levonasos és szazalékos 6nrészb6l adodik. A

meghaladéasos Onrész okozza a biztositonak a nagyobb kifizetéseket.

2.1.
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abra. Kiilonbozs onrésztipusok a kirnagysag fliggvényében

2.2. Elméleti alapok

Legyen N a karok szdma és Y, a kirnagysag (j = 1,2,..., N). Ezekrdl fel-

tessziik, hogy fiiggetlenek és utobbiak azonos eloszlasiak is. Jeloljiik d-vel

az Onrész nagysagat, igy a kovetkezo fliggvényeket definidlhatjuk a kockézat

megosztas szempontjabol:



0 Y, <d
9(Yj;d) = ’
Yj—d d<Yj<oo

Legyen a karszam az onrész figyelembevételével:

Ny(d) =) 1(d <))

J=1

A kdrnagysag a cenzoralt megfigyelésekre:

=] ti=d
P Y —d d<Y; < oo

Es a "csonkitott" megfigyelésekre:
Vo)=Y, —d|d<Y,

A tovabbiakban "csonkitott" megfigyelésekkel fogunk dolgozni. A gyakor-
latban is az a jellemzGbb, hogy ezek az alacsony Gsszegii karok nem jutnak a
biztositd tudomasara.

A fentiek alapjan az aggregélt karra a kovetkezd képletet irhatjuk fel:

Szeretném kihangstlyozni ezen a ponton, hogy a vizsgalt eloszlas és az
onrész nagysaganak valasztasa kozel sem lényegtelen kérdés. Ennek bemuta-
tasara generaltam 100000 elem( mintékat lognormélis, gamma és (amerikai
tipust) Pareto eloszlasokbol, melyek varhato értéke és szorasnégyzete meg-
egyezik. A kovetkez§ abrék és tabldzatok alapjan jol latszik, hogy az Onrész
novelésével mennyire kiilonboz§ az egyes eloszlasok viselkedése. Mind az
abrak és mind a tablazatok értékei a "csonkitott" mintabol lettek szamitva.

Ahogy a 2.2 abréan is lathatjuk, mind harom eloszlas jobbra ferde, de a
kareloszlasoktol pont ezt is varjuk el. Mivel azonos az els6 és a méasodik

momentumuk, igy nagyon hasonlé alakot vesznek fel a tapasztalati strtiség-
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2.2. dbra. Tapasztalati stirtiségfiiggvények, ha nincs onrész

fiiggvényeik. Az els§ két momentummal ellentétben a harmadik és negyedik
momentum, az ugynevezett ferdeség és csiicsossag esetében mar szemmel is
jol lathato kiilonbségeket tapasztalhatunk. A cstcsossag tekintetében a leg-
szembetingbb ez a kiilonbség, a gamma eloszlasbol generalt minta lényegesen
kiilonbozik a masik kett6tsl, sokkal csucsosabb naluk.

Ha bevezetiink egy a varhato értéktsl nem sokkal kisebb énrészt, akkor a
kovetkeztetések levondsaban a 2.3 abra lesz a segitségiinkre.

A jobbra ferdeség természetesen megmaradt, azonban a fenti allapothoz
képest © = 1 -be "tolodott" az abra. Ez az 6nrésznek koszonhets. A cstcsos-
sadg esetében tortént a legtobb és legszembetinébb valtozas. Az eloszlasok
tulajdonképpen sorba rendez6dtek, a csticspontjaikat gyakorlatilag azonos
helyen veszik fel, viszont a kiindulési allapottél eltéréen ezittal a gamma

eloszlas csticsossaganak értéke a legkisebb.

11
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2.3. abra. Tapasztalati stirtiségfiiggvények onrésszel (d = 1)

Ha az onrész értéke a varhato érték harmadaval egyezik meg, akkor a 2.4

abrahoz hasonlokat tapasztalunk:

L
o — Pareto
i — Lognormélis
o 7 Gamma
w
g
< |
2 3
o
o 2 4
™
o
prg
o
i T T T T T T
0 2 4 6 8 10

Karnagysag

2.4. dbra. Tapasztalati strtiségfiiggvények onrésszel (d = 0.5)
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Kisebb onrész esetében csiicsosabbak a vizsgélt eloszldsok. A varhato
érték és variancia valtozésat az onrész fliggvényében a kovetkezs tablazatban
lathatjuk.

d=0 d=05 d=1
EY.) Var(Y,) | E(Y.) Var(Y.) | E(Y.) Var(Y.)
Gamma 1491 3.939 | 2415 4.612 | 3.042  4.870
Lognormdlis | 1.497  3.888 | 1.969  4.624 | 2.673  5.865
Pareto 1.502  3.902 | 2.143  4.631 | 2.784  5.408

2.1. tablazat. Kiilonbozs (kér)eloszlasok onrésztdl valo fliggése (tapasztalati
értékek)

A szamok is jol mutatjak, hogy mig Onrész nélkiili esetben a varhato
érték és a variancia kozel megegyezik mindharom esetben (szdndékosan igy
valasztottuk a paramétereket), addig az onrész bevezetésével mar jelentds
kiilénbségek alakulnak ki. A legnagyobb eltérést a gamma eloszlas esetében
lathatjuk, a lognormélis és a Pareto hasonldéan viselkedik. A ferdeség és
cstcsossag mérdszamai mar az onrész nélkiili esetben is nagyon kiilénbozéek,
de az 6nrész bevezetése okozta valtozasokat a kdvetkezs tablazat segitségével

nyomon koévethetjiik.

d=20 d=10.5 d=1
(V) RV | (Ve (V2 | fa(Ve)  A(YV2)
Gamma 2.611 12.951 2.303 10.852 2.206 10.225
Lognormalis 5.504 68.818 5.318 62.832 5.016 54.804
Pareto 4.195 36.883 | 4.067 33.920 3.943 31.288

2.2. tablazat. Kiilonbozs (kéar)eloszlasok onrésztl valo fliggése (tapasztalati
értékek)

Az eloszlasok ferdesége és "vastag farkuséga" a tablazatban lathato ada-
tokon is nyomon kévethetd. A lognormalis eloszlas ezen paraméterek mellett
a legferdébb, legcsicsosabb és ez is kozelit a leggyorsabban a nulldhoz. A
gamma varhaté értéke lesz a legnagyobb, mikdzben a variancidja messze el-
marad a masik kettGtol.

Az aggregalt kiar azonban nem csak a karnagysagon milik. Keveset be-

széltiink eddig magarol a karszamrol. A munkam soran alapvetGen az egy-

13



szeriiség kedvéért Poisson-eloszlést tételezek fel, de természetesen egyéb le-
hetéségek is vannak. A Poisson-eloszlas feltételezését annak tulajdonsigai
indokoljak. Amikor onrészes biztositasokat vizsgalunk, és "csonkitott" min-
takkal dolgozunk, akkor a kezdeti feltételezéseinket sokszor tjra kell gondolni.

A Poisson-eloszlasnak van egy olyan szép tulajdonsiga, hogy onrész be-
vezetése mellett is Poisson marad az eloszlés, csak a paraméter valtozik meg.
Ennek levezetését a generatorfiiggvény segitségével mutatom meg, ugyanis
a generatorfiiggvény és az eloszlas kolcsonosen meghatarozzak egymast. El-
s6 lépésben belatjuk, hogy Gn,a)(2) = GN(Gra<y)(2)). A levezetés soran
kihasznaljuk, hogy Y1,Y5, ... iid és N-tGl is fiiggetlenek.

G, (a)(2) = Ez2s=1 1<) = ZE TS| N = ) P(N = i) =

—ZE Ejm 1Y)y . p Z Bz PN =) =
= Gn(Gra<y)(2))

A kovetkez6 1épés Gracyy(2) meghatarozasa. Legyen p = P(Y > d).

Gra<y)(z) =zp+1-(1—p)

Végiil a fenti két képlethdl és a Poisson-eloszlas generatorfiiggvényébdl
(Gn(2) = D) mar kozvetleniil adodik:

Gy (2) = Gn(Grey)(2)) = Gn(2p + (1 — p)) = AE#TIPI7L = ol=—D)

Tehat az 6nrész bevezetése utan Ny(d) ~ Poi(Ap).

Hasonlo levezetéssel élhetiink a negativ binomialis eloszlés esetében. Ahogy
a Nem-élet biztositasmatematika cimi konyvben [5] is lathatjuk, a negativ
binomialis eloszlast el§ tudjuk allitani gamma és Poisson eloszlasok keveréke-
ként. Legyen v gamma eloszlast (A, a) paraméterekkel, és legyen n rogzitett
v mellett Poisson. Vagyis njv ~ Poi(vt). Ekkor n negativ binomiélis elosz-
paraméterekkel. Az Onrész bevezetése itt sem valtoztatja meg

last (o, 75)
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az eloszlas tipusat. Ahogy a kdnyvben is olvashatjuk, ilyen feltételek mel-
lett az (6nrész nélkiili) eloszlas generatorfiiggvénye a kovetkezs alakot olti:

Gy(z) = (m)a Ezt felhasznalva:

Gn,(a)(2) = Gn(Gra<y)(2)) = Gy(zp+ (1 —p)) =

= : 1 = ()
A+t =(zp+1-p)  A+tp(l—2)
Ez pedig a negativ binomialis eloszlas generatorfiiggvénye («, #ptp) para-

méterekkel.

2.3. Onrész "meérése"

A kovetkez6 mutatok, mérGszamok szintén a mar fent is emlitett Gee Y. Lee
|4] cikkén alapulnak.

Kiilénb6z6 mérészamokat hasznalhatunk, ha 6nrészes biztositéasokkal dolgo-
zunk. A LER (loss elimination ratio) megmutatja, hogy a varhato kar mek-
kora hanyada harul a szerz6dére. Ha a kareloszlas sirtségfiiggvénye fy (y),

akkor a LER értéke az onrész fliggvényében:

Sy fy(y)dy + d ;7 fy(y)dy
LER(d) = 17 ufy (y)dy

Az el6z6 alfejezetben mar bemutatott eloszlasok és a bel6liik generalt
minta segitségével nézziik meg, hogy miként fiige a LER értéke az onrész
nagysagatol és az eloszlas tipusatol.

A harom kiilonb6z6 eloszlas nagyon hasonléan viselkedik, a LER értéke
szigorian monoton ndévs fiiggvénye az onrésznek a vizsgalt intervallumban.
A 16 kiilonbséget itt is az eloszlasok ferdesége okozza. A lognormalis eloszlas
adja a legmagasabb értékeket, és ez tulajdonképpen az el6z6 alfejezetben tett

megfigyelések kozvetlen kovetkezménye. Ehhez nyujt segitséget a 2.5 abra.
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2.5. dbra. LER értéke az onrész fliggvényében

Ehhez hasonlé az tgynevezett indicated deductible relativity, ami a cen-
zoralt és a norméal megfigyelések varhato értékének hanyadosa (vagyis a karok
mekkora része harul a biztositora). Ez az arany a fenti LER segitségével is
kifejezhetd:

. - E(Y.(d))
indicated deductable relativity = ———+ = 1 — LER(d)
E(Y (d))
Az aggregalt karokra definidljuk a REL (relativity of aggregate loss) mu-
tatot, ami megmutatja, hogy az onrész értékének megvaltoztatasa hogyan
befolyasolja az aggregalt kart az tigynevezett béazis 6nrészhez (dy) képest:

REL(dy,d) = E[Sy(d)] _ E[N] fdoo<1 — Fy(y))dy _ fdoo(l — Fy(y))dy

E[Sy(do)] — E[N] [;"(1—Fy(y)dy  [,> (1= Fy(y))dy
(2.5)

A 2.6 abra szemlélteti a REL értékének valtozasat az onrész fliggvényé-

ben. A béazis onrész értékének dy = 0.2 -t valasztottam, ezen a helyen lesz
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1 a fiiggvény értéke. Minél magasabb az 6nrész a bazis onrészhez képest, az
aggregalt kar értéke annal alacsonyabb lesz. A harom vizsgalt eloszlas ese-
tében a csokkenés mértéke kiilonb6z6. Ez a mar fentebb is emlitett okokra

vezethetd vissza.
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2.6. 4bra. REL értéke az onrész fliggvényében

Mind a karszam, mind a kadrnagysag esetében GLM modellel dolgozunk.
Ha a biztositas tartalmaz onrészt, akkor az Onrész nagysaga is magyarazo
valtozo lesz a modellben. Legyen Y, a megfigyelt kar, x; a magyarazé valtozok
és B a modell segitségével kapott egyiitthatok vektora. A modellben vegyiik

az Onrész logaritmusat, mint magyaraz6 valtozot. Ekkor:

E(Y.(d;)) = exp(x;8) = exp(x'sB + Balog(d;)),

ahol 3, az 6nrész, mint magyarazo valtozo egyiitthatoja. Hasonlo egyenletet

tudunk felirni a karszam esetében is:

E(Ny(d;)) = exp(xiy) = exp(X'yy + valog(d;)),
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ahol v a magyarazo valtozokhoz tartozo egyiitthatok vektora, és v, pedig az
onrészhez, mint magyarazo6 valtozohoz tartozo egyiitthato.
A 2.5 képletet vizsgaljuk meg ebben az esetben is. A karnagysagot és

karszamot a fent lathaté modon felhasznalhatjuk, és igy adodik a kdvetkezs:

REL(dy, d) = exp(x'B + Balog(d))exp(x'y + yalog(d)) _ ( d )ﬁd“r"fd |

exp(x'B + Balog(dy))exp(x'y + valog(dy)) d_o

(2.6)

ahol feltessziik, hogy 5, + 74 < 0.

2.4. Az onrész hatasa a becslésre

Az aktuarius irodalomban nem kap elég figyelmet az 6nrész bevezetésének ha-
tasa. Jostein Paulsen és Knut Stubg [6] tanulmanyukban erre vilagitanak ra.
Mint irjak, egy teljes maximum likelihood becslésben az 0sszes paramétert
kell egyidejtileg megbecsiilni. Ehhez képest a pszeudo-maximum likelihood
becslésben el6szor megbecsiiljiik a karnagysagot, szamitasba vessziik az on-
részt, és utana az igy kapott becsiilt paraméterek segitségével vizsgalhatjuk a
karszamot is. Ez a modszer kevésbé hatékony, de ha figyelembe vessziik a fel-
adat komplexitasat, idGigényét, akkor a pszeudo-maximum likelihood becslés
egy jO alternativ megoldés lehet.

A fent emlitett cikkben az 6nrészt is valdsziniiségi valtozoként vizsgaltak.
A munkam soran én ettdl eltekintettem, de a teljesség igénye miatt szeretném
bemutatni, hogy ebben az esetben mi a teends. Fontos kiillonbség még, hogy
a tanulmanyban meghaladasos onrésszel dolgoznak.

Roviden szeretném oOsszefoglalni, hogy a fenti feltételek mellett hogyan
alakul a pszeudo-maximum likelihood becslés. Legyen D, az i. szerz6déshez
tartoz6 onrész, mint valoszintségi valtozo. Ekkor a karnagysagra meghala-

dasos o6nrész mellett adodik:

Ay (2) { 0 Y <D
Vo\T) = Fy(2:0)-Fy(Ds:)
Yl—FY(DYi§9) y Dy <Y <00
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A karszam eloszlasa legyen:
P(N; = m|D;) = pi(m; (0, ), D;),

ahol 6 egy ismeretlen s dimenzios paramétervektor és A\ egy t dimenzids
paraméter. Legyen F; a kdrnagysaghoz tartozd eloszlasfiiggvény, és G; az
onrészhez tartozo eloszlasfiiggvény, és a strtiségfiiggvények legyenek ennek
megfelelGen f; és g;. Ekkor a a likelihood fiiggvény a kovetkez6 alakot 6lti az
eddig ismertetett feltételek mellett:

L(n)(OaA)ZH(Pi( H L Zjb@g) ng i) (27)

i=1

Ez a likelihood fliggvény konnyen atvezethets az &ltalam vizsgalt esetre,
ahol az onrész konstans és meghaladasos helyett levonasos onrészt alkalma-

zunk:

Ly (0.2 =[] ( H fil Y” *d, 9) > (2.8)

=1

A kovetkezd 1épésben induljunk ki a kdrnagysaghol és tegyiik fel, hogy a
karszam és az onrész ismertek. Ekkor a likelihood a kovetkez§ alakra egysze-

riisodik:

2370
HH A (29)

Legyen 6, ami maximalizélja (2.9)-et. Térjiink vissza az eredeti likeli-
hood fiiggvényre, és keressiik A,-t, ami maximalizalja (2.7)-et. A feladat a

kovetkez§ alakra egyszertsodik:
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=1

Az igy kapott (én; 5\) becslést hivjuk pszeudo-maximum likelihood becs-
lésnek.

A becslés aszimptotikus viselkedésének vizsgalatahoz tekintsiik az ARE
(asymptotic relative efficiency) mutatot, amely a kovetkezs alakban irhato
fel:

ARE(H(E: X)) = T

ahol h (é, 5\) fiiggvénye és feltessziik tovabbé, hogy:

A pszeudo becslést hasznosnak tekinthetjiik, ha az ARFE érték megkozeliti
az egyet. A mér emlitett tanulmanyban lathatjuk, hogy konkrét eloszlasok
esetén hogyan szamolhaté ki ez az érték. Legyen az Onrész nagysaga D;
~ FEzxp(a), a kirnagysag Y ~ Exp(f) és a karszam pedig N ~ Poi(\)
eloszlasu. Ekkor [6] alapjan:

ARE(0) =1 — (2.11)
1+ (1+ 550)?
1
ARE(\) =1— =1-(1—-ARE(0))? (2.12)
(1+(1+ 25>
2
1 d
(1 ety + IE(Y*))
ARE(ma(6,)) = 1 — (2.13)
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Ahol my(0,\) = E(S,(d)) a levonasos 6nrész alapjan szamolt varhato
nettd kara a biztositonak.

Ugyanezen feltételezések mellett a pszeudo-MLE és az MLE becslést fo-
gom bemutatni. Elgszor nézziik a pszeudo esetét, ehhez induljunk ki (2.9)-
bol:

H H
DZ, 0)
Ebbdl a loglikelihood egyszertien megkaphato:

n NS

ZZ log(f(Y5:0)) — log(1 — Fi(Di;9))) =

=1 j=1

3
%

=3~ | Yo tog(F(¥i:0)) | = Nilog(L = Fi(D:6)) =

i=1 \ j=1
= Z Z log(8e=%ii) | — Nilog(e ") =
i=1 \ j=1
n [N
— > log(6) — 6Yi; | + N;OD;
i=1 \ j=1

Ezutan a szokasos modon nézziik a 6 szerinti derivaltjat:

Y Z 0 Yij | + N/ D =

=1 7j=1

n n

SIL S D NS e

=1 j=1

Veégiil, ha a kapott eredményt egyenl6vé tessziik nullaval, akkor 6 becs-

léssel készen vagyunk, és a kovetkez§ eredményt kapjuk:
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- Z?:l Ny
Zz‘:1 Zj:l Y;j - Zi:1 Ni D;

Miutan az elsé paraméterre felirtuk a becslést, térjiink 4t a masik para-

méterre, ehhez (2.10)-et hasznaljuk (emlékeztetdiil, Poisson eloszlas esetében

az Onrész megjelenése utan az eloszlas Poisson marad, a paraméter valtozik):

. o . (A1 = F(D; O o pd
Loy (0n; A) = sz‘(Nz'; (0n:0), Di) = H Gl ( ) e MI=FDf) —
i=1 ‘

*|
Pl N}
n _ *
— ()\6 PPN Ae=0Di
N}
i=1 ¢

Ebbdl kifejezve a loglikelihood:

n ()\e—éDi)N;

logn) (O3 ) = Zlog(—Nﬂ e M) = Z N7 (log(\) — 6D;) — log(N71) — e P
' v i=1

A X szerinti derivaltat véve jelentGsen egyszertisdik a képlet:

8[0_ - i —6D;
ﬁ_;A ¢

A mar megszokott médon a fenti egyenletet nullaval egyenlévé téve, a kovet-

kez6 megoldast kapjuk X becslésre:

A= i Nf* - 2 NV
Z?:l - - ( N*Ezzl Ng > D;
Z?:l € k=1 z:j:k1 Yj;—X0_, NiDy,
Az MLE becsléshez vegyiik a (2.7) likelihood fiiggvényt, és helyettesitsiik be a

megfelel§ eloszlas-, illetve strtségfiiggvényeket. Ekkor a likelihood fiiggvény

az alabbi modon fog kinézni:
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2 . . e 0D —aD;
Ln(0; ) = H ¢ H —=5 Hae
Ebbdl a loglikelihood:

L(0; ) = | Ni(log(A) — 0D;) — log(N;1) — Ae P + Z log(0) — 0Yy; +0D; | +
=1

n

+ Z log(a) — aD; =

=1
=D | Nilog(h) = log(N;1) = Ae™®P 43 " log(0) — 0 | +
i=1 j=1
+ Z log(a) — aD;
=1

A kapott loglikelihoodnak vegyiik a A és 0 szerinti parcialis derivaltjait.

al Zz 1N* - —0D;
e o

Ebbé6l méar kapunk egy részeredményt )\ -ra:

5\ Zz 1‘]\7>|<
Zz 16 —0Di

Most nézziik a 6 szerinti derivaltat, és hasznaljuk a kapott (2.14) eredményt.

(2.14)

A n Ni*
= ADee P 4 Z 5~ Yi = (2.15)
=1 Jj=1
)3 SN Ry
- ZD e it vy o (216)
=1 i=1 j=1

Osszefoglalva az eredményeket, 0 becslésre az alabbi egyenletet kell megol-
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dani 0 -ra:

N* n N/

Tl Spem ELN SS s e
i=1 =1 j5=1

Majd az igy kapott 6 segitségével mar felirhato A is:

5\ Zz 1‘]\[)’<
Zz 16 €D

Az itt bemutatott eredmények prezentalasahoz generaltam kiilonb6z6 mé-

(2.18)

ret véletlen mintdkat. A kirszam esetében a Poisson eloszlas paraméterét
0.05 -nek, az exponencialis eloszlasok esetében pedig a karnagysaghoz tarto-
z6 paramétert 0.1 -nek, mig az onrészét 1 -nek valasztottam. Ezen feltételek

mellett a kovetkez6 eredményeket kaptam:

0 A 9 A ARE(0) ARE())
n = 500 0.0941 0.0459 | 0.0915 0.0458 | 0.9941 1.0000
n = 1000 | 0.1212 0.0347 | 0.1238 0.0348 | 0.9903 0.9999
n =05000 | 0.1028 0.0535 | 0.1037 0.0535 | 0.9924 0.9999
n = 10000 | 0.1004 0.0489 | 0.1007 0.0489 | 0.9929 0.9999

2.3. tablazat. Kiilonb6z6 mintaelemszémra a pszeudo-MLE és MLE kiilonb-
sége

A )\ paraméter esetében a becslések lényegében azonosak a mintaelem-
szamtol fliggetleniil. A 6 paraméter esetében figyelheté meg eltérés, de az
elemszam novekedésével ez a kiilonbség megsziinik. Mivel egyparaméteres
eloszlasokbdl generaltam mintat, ezért a pszeudo-MLE és MLE kozti kii-
16nbség nem jelenik meg élesen. Minél komplexebb eloszlasokat vizsgalunk,
annal jobban megjelenik a kiilonbség a két becslés kozott. Ez egy érdekes
kutatasi feladat lehetne, ha nem csak ezekre az igymond egyszertibb elosz-
lastipusokra vizsgalndnk a becsléseket, hanem tobbparaméteres eloszlasokat

vennénk mind a kdrszdm, mind a kadrnagységra.
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Most nézziik meg, hogy mi toérténik abban az esetben, ha a mintaelem-

szam azonos, de kiilonb6z6 paraméter exponencidlis eloszlasokat vizsgalok.

0 A 0 A ARE(0) ARE())
6 =05]04809 0.1054 | 0.4782 0.1052 | 0.9326  0.9955
6 =0.3|0.3281 0.0981 | 0.3233 0.0977 | 0.9585  0.9983
0 =0.20.2059 0.0926 | 0.2058 0.0926 | 0.9790  0.9996
0 =0.1]0.0995 0.0997 | 0.1000 0.0998 | 0.9931  1.0000

2.4. tablazat. Kiilonb6z6 paraméterid kirnagysag-eloszlasok esetén a pszeudo-
MLE és MLE kiilonbsége

Az Onrész paraméterének l-et valasztottam, és jol kivehets, hogy minél

kozelebb van az onrész és a karnagysag paramétere egymashoz, a pszeudo-

MLE becslés annal gyengébb hatasfokt. Itt azonban még szintén apré elté-

résrél beszélhetiink, hiszen az ARE értéke minden esetben 0.93 felett van.
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3. fejezet

Modellek

3.1. Az adatok bemutatasa

Az el6z6 fejezetben ismertetett elméleti alapokat vizsgaljuk meg szimulalt
adatok segitségével. A karszamot generaljuk Poisson eloszlasbol és az el-
oszlas paramétere legyen alapesetben (.07, azonban minden egyes szerzddés
esetében ezt az értéket befolyasoljuk kiilonb6z6 valtozok figyelembevételével.
Magyarazé valtozonak a jarmi szinét és teljesitményét, valamint a szerz6dé
korat és lakohelyét (lakohelyének tipusat) valasztottam. A lakohely esetében
4 csoportot allapitottam meg, és a legkisebb sorszamut tekintettem a legkoc-
kazatosabbnak (pl. Budapest). A teljesitménnyel egyenes aranyban néveltem
a kockazatossdgot. Az életkor esetében a fiatalabb és az idGsebb korosztalyt
tekintettem kockazatosnak. Négyféle szint valasztottam magyarazo valtozo-
nak, melyek pozitiv vagy negativ hatassal voltak a kockazatossagra.

A kédrnagysag esetében a mar fent ismertetett modszert ismételtem meg.
Harom kiilonb6z6 eloszlasbol generaltam a mintdmat, melyek paramétereit
gy valasztottam meg, hogy a magyarazo valtozok befolyésa nélkiil azonos
varhato értéket és szorast vegyenek fel. A harom vizsgalt karnagysag eloszlas
pedig a gamma, a lognormélis és a Pareto.

Végiil az igy kapott mintakbol 1étrehoztam "csonkitott" megfigyeléseket,
kivalasztottam kiilonb6z6 nagysagi onrészeket és az egyes 6nrész nagysagok-

hoz rendeltem a "csonkitott" megfigyeléseket.
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A kovetkezs tablazatokban bemutatom, hogy a kiilonb6z6 eloszlasokbol
generalt mintak esetén hogyan néznek ki a minta alapstatisztikai a karoko-

zokra sziikitve (250000 nagysidgi minta esetén).

EY) Var(Y) p(Y) w(Y) N

Gamma 51426.7 1.03 -10'Y | 3.81  23.60 | 19519
Lognormalis | 62632.7 1.52 -10'° | 9.23  165.22 | 19519
Pareto 45952.1 8.48 -10% | 10.62 200.77 | 19519

3.1. tablazat. A kiilonbo6z6 eloszlasokbodl generalt karnagysagok néhany jel-
lemzGje

Es ugyanez a tablazat az onrész bevezetése utan:

E(Y,)  Var(Yy) fs(Y.) x(Y.) N

Gamma 121437.0 1.73 -10" | 2.67  13.29 | 8077
Lognormalis | 97430.5 2.23 -101° | 7.98  120.33 | 11946
Pareto 76906.6 1.35 -10'° | 8.94  135.69 | 10826

3.2. tablazat. A kiilonboz6 eloszlasokbol generalt karnagysagok néhany jel-
lemzGje Onrész mellett

A legszembetiinébb valtozas az &nrész bevezetésével az atlagkarban fi-
gyelhet§ meg, ezen beliil is a legnagyobb véltozas a Gamma-eloszlas eseté-
ben lathaté. A karszam jelent&s mértékben csokken, mikozben az atlagkar
tobb, mint kétszeresére n6. Ez jol illeszkedik az elméleti bevezetében latott
2.2 abrara is, ahol a Gamma-eloszlas volt a legesicsosabb, és a leginkabb
O-ra koncentralt. Ennek kovetkeztében az Onrész bevezetése ezt érintette a
leginkabb érzékenyen, ahogy a karok darabszaméanak csékkenésében is lat-
szik. A szorasnégyzet esetében mindegyik eloszlasra novekedést latunk, mig
a ferdeség és csicsossag kiilonb6z6 mértékben, de mindenhol cstkken.

Az RStudio insuranceData' elnevezést csomagjabol a dataOhlsson adat-
fajlt valasztottam elemzésre. Kell§ nagysagii a minta - 64548 megfigyelést
tartalmaz - és nincs onrész a karokon, vagyis nem csonkitott a minta. Rovi-
den bemutatom a tiszta adatokat, majd egy altalam bevezetett énrész utan

a csonkitott megfigyeléseket is.

lhttps://cran.r-project.org/web/packages/insuranceData/insuranceData.
pdf
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Az adat kilenc valtozot tartalmaz, melyek koziil a kirszam és a karnagy-
sag a célvaltozo, a maradék hét pedig a magyarazé valtozok. A tulajdonos
életkora szerepel szamként és faktorként is, mi csak a faktorral fogunk dol-
gozni. Ezen kiviil szerepel még a jarmii életkora, teriileti besorolas, bonusz-
malusz besorolas, a szerzédés tartama, és egy dgynevezett MCClass elne-
vezésii valtozo, amit a jarmud teljesitményébdl és tomegébdl szamoltak. Az
onrész nagysaganak négy kiilonbozé lehet&ségbdl generdltam véletlenszert-
en mintat, amelyet hozzarendeltem minden szerz6déshez. A karnagysagok
alapstatisztikai a kovetkezdképpen néznek (a karokozokra megszoritva). Az
onrészes esetben az a tablazat értékeit a levonas el6tt szamoltuk.

E(Y) Var(Y) ji(Y) s() N
Onrész nélkiil | 24450.2 1.49 -10° | 3.10 17.57 | 697
Onrésszel 40928.8 1.68 -10° | 1.96  8.02 | 383

3.3. tablazat. A karnagysag néhéany jellemz&je onrésszel és onrész nélkiil

Leginkdbb a gamma eloszlast kadrnagysighoz lehetne hasonlitani, hiszen
az atlagkar majdnem a kétszeresére nétt (a gamma eloszlas esetében még na-
gyobb volt a névekedés), a karszam pedig ekozben majdnem a felére csokkent.
A szorasnégyzet kis mértékben nétt, a ferdeség és csicsossag pedig csokkent,

ahogy az alacsony karokat az onrész bevezetésével kivettiik a rendszerbdl.

3.2. Onrész nélkiil

Az Onrész bevezetése el6tt készitettem az els§ modellt, hogy az onrész okoz-
ta probléméak kénnyebben kévethetGek/felismerhetGek legyenek. Munkam
soran az altalanositott linearis modellt hasznaltam mind a karszadm, mind a
karnagysag modellezésére.

El6szor bemutatom a karszam modellezésére kapott eredményeket. Mi-
vel Poisson eloszlasbél generaltam a mintat, igy logikusan a modellben is
ezt allitottam be hattéreloszlasnak. A modellezés soran tizszeres keresztva-
lidaciot alkalmaztam, és a mintaelemszam hetven szazalékat vettem tanito
halmaznak. Az egyes validaciok soran kétféle értékkel kovettem a modellek

"josagat". Egyrészt feljegyeztem minden validaciora az abszolut eltérést a
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prediktalt és valos érték kozott (absolut error = AE), masrészt vettem az

eltérések négyzetosszegének egyfajta "norméalasat". Képlettel kifejezve:

AE = Zyi - Z.@z‘ (3.1)
=1 =1
n A2
b= Zi:l(yz yl) (32)

(Z?:l Yi)?

Ezen feliil a r-ben szamolt modell megadja az RMSFE és MAFE értéket
is. Ezen mutatoszamok valtozasat a mintanagysag fiiggvényében lathatjuk a

kovetkez6 tablazatban:

RMSE MAE  AFE b
n = 1000 0.2595 0.1236 | 4.3855 0.0469
n=10000 | 0.2750 0.1406 | 9.5284  0.0043
n=25000 | 0.2887 0.1509 | 29.5260 0.0016
n=250000 | 0.2790 0.1416 | 16.2110 0.0009
n = 100000 | 0.2839 0.1466 | 68.1606 0.0004
n = 250000 | 0.2801 0.1446 | 97.0074 0.0002

3.4. tablazat. A karszam modellezése kiilonb6zG mintanagysagok mellett

A mintanagysag novelésével azt figyelhetjiik meg, hogy az RMSFE és
M AE értékek tulajdonképpen konvergalnak. Az AF a mintanagysaggal par-
huzamosan ng, de n = 50000 esetén kiugréan alacsony értéket vesz fel. Ez
a novekedés teljesen természetes, hiszen ez a mutato az abszolut eltérést ad-
ja meg, ami nagyobb elemszam esetén magatol értet6dGen nagyobb hibat
eredményez. Végiil a b 4ltal mutatott értékekrsl azt mondhatjuk el, hogy
a mintaelemszam novelésével ezek az értékek folyamatosan csékkennek. A
kés6bbiekben ezt a mutatot fogjuk elsGsorban figyelemmel kisérni az onrész
bevezetése utan, mert ez ad egy jo Osszehasonlitasi alapot a kiilonb6z6 mo-
dellek esetén.

A Gamma-eloszlasbol késziilt modellek esetében alacsony minatelemszam-

ra nem kaptunk eredményt. Az eredményeket a karszamhoz hasonlé tabla-
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zatban foglaltam Ossze.

RMSE  MAE AFE b
n=25000 | 107791.4 66490.96 | 3.64 -10% 0.0297
n = 50000 | 108471.4 66460.41 | 7.85 -10° 0.0162
n = 100000 | 106981.2 64985.03 | 1.48 -10° 0.0069
n = 250000 | 101708.7 62035.06 | 3.58 -10° 0.0029

3.5. tablazat. A karnagysag modellezése kiilonb6z6 mintanagysagok mellett
(Gamma-eloszlas)

Itt is hasonlo észrevételeket tehetiink, mint a karszam esetében. Az egyes
mutatok nagyon hasonléan viselkednek, viszont mas nagysagrendekben moz-
gunk. Itt is az utolsé oszlopot, a b értéket érdemes figyelni, ami a szamités
modja (a "normdlds”) miatt mar hasonl6 nagysagrendben mozog, mint a
karszam. A kirnagysag esetében is ugyanaz mondhato el, hogy a mintaelem-
szam novelésével parhuzamosan, ez a mutatd folyamatosan csokken.

A Lognormalis-eloszlasbél késziilt modellek esetében az alabbi eredmé-

nyeket kaptam az 6nrész bevezetése el6tt.

RMSE  MAE AE b
n = 1000 338978.3 200462.7 | 4.92 -107 3569.3250
n = 10000 | 132289.1 69633.8 | 1.83 -10°  0.0801
n = 25000 | 147139.7 63375.61 | 4.03 -10®  0.0308
n = 50000 | 113101.9 59334.48 | 7.86 -10°  0.0142
n = 100000 | 113839.2 58408.41 | 1.59 -10°  0.0064
n = 250000 | 117303.1 58891.16 | 3.98 -10°  0.0027

3.6. tablazat. A karnagysag modellezése kiilonb6z6 mintanagysédgok mellett
(Lognormaélis-eloszlas)

Lognormalis-eloszlas esetén mindegyik mintaelemszadmra kaptunk ered-
ményt, azonban n = 1000 esetében elég kirivo értékeket kaptunk, til kicsi az
elemszam ahhoz, hogy j6 modellt lehessen késziteni. A tobbi esetben tulaj-
donképpen nagyon hasonlé eredményeket kaptunk a Gamma-eloszas megfe-
lel6 eredményeihez.

Térjiink at a dataOhlsson adatra, és el6szor nézziik meg, hogy a modellek

milyen eredményt adnak az onrész bevezetése elétt. Itt 6ssze tudjuk hason-
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litani, hogy a gamma vagy a lognormalis eloszldson alapulé modell ad-e jobb

eredményt.
RMSE MAE AFE b
Karszam
Poisson | 0.1055  0.0212 | 10.4792 0.0052
Karnagysag
Gamma 31340.2 22601.6 | 3.80 -10° 0.3528
Lognormalis | 32347.5 21575.4 | 2.74 -108 0.2697

3.7. tablazat. Karszam- és karnagysag modellek az 6nrész bevezetése elGtt

Az eredmények alapjan a karnagysag modellezésére egyértelmtiien jobb
valasztasnak tiinik a lognormalis eloszlds. Bar az RMSE értékek nagyon
hasonloak, de a tébbi mutatoban egyértelmiien jobban néz ki a lognormalis

modell.

3.3. Onrészmodellek

Az el6z6 alfejezet eredményeit vessiik Ossze azzal, hogy mi torténik az 6nrész
megjelenésével. Az adatok bemutatasanal mar lattuk, hogy karnagyséag el-
oszlastol fiiggben az "adatvesztés" kiillonboz6 mértékben érinti az adatokat.
A Gamma-eloszlas esetében "veszitettiik" a legtobbet, a legnagyobb min-
taelemszam esetében mar majdnem masfélszeres a kiilénbség a karszamok

esetében.

RMSE MAE  AFE b
n = 1000 0.1583 0.0558 | 4.0729 0.1338
n=10000 | 0.1927 0.0656 | 12.6491 0.0107
n=25000 | 0.1991 0.0700 | 20.0646 0.0042
n = 50000 | 0.1978 0.0691 | 20.6040 0.0022
n = 100000 | 0.1987 0.0687 | 31.3466 0.0011
n = 250000 | 0.1919 0.0646 | 72.0454 0.0005

3.8. tablazat. A karszam modellezése kiilonb6z6 mintanagysagok mellett az
onrész bevezetése utan (Gamma eloszlasu kirnagysag)

Lognormalis-eloszlasi karok mellett nagyon hasonld értékeket latunk, a
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legnagyobb eltérések az RMSFE értékekben vannak. Ennek magyarazata,
hogy a gamma-eloszlas esetében az onrész bevezetésével 1ényegesen tobb ada-
tot "veszitiink", emiatt kisebb értékeket latunk az RMSE oszlopban (keve-
sebb karszamot kell prediktalni, emiatt kisebb a hibalehetdség)

RMSE MAE AE b
n = 1000 0.2629 0.0956 | 3.5114 0.1046
n=10000 | 0.2371 0.0959 | 12.8416 0.0067
n=25000 | 0.2342 0.0950 | 17.2355 0.0029
n=50000 | 0.2281 0.0926 | 28.1035 0.0015
n = 100000 | 0.2317 0.0950 | 38.8642 0.0007
n = 250000 | 0.2295 0.0933 | 55.6214 0.0003

3.9. tablazat. A karszam modellezése kiilonb6z6 mintanagysagok mellett az
onrész bevezetése utan (Lognormalis eloszlasu karnagysag)

Ha 0sszevetjiik a fenti tablazatok szamait az 6nrész nélkiili esettel, akkor
egészen hasonld eredményeket lathatunk. Ennek els6dleges oka az elméleti
részben mar bemutatott viselkedése a Poisson-eloszldsnak, mégpedig hogy
az onrész megjelenésével is megmarad az eloszlas tipusa, csak a paraméter
valtozik. Emiatt a modell kittinGen miikodik a karszam esetében, hiszen na-
gyon egyszeriien fogalmazva csak kevesebb kirdarabszamot kell modellezni,
de minden més ugyanigy mikodik, mint az onrész bevezetése elGtt.

A karnagysag ebbdl a szempontbol egy sokkal izgalmasabb kérdés, hiszen
itt nem mondhato6 el ugyanez, igy itt mar eltér§ eredményeket varunk az
onrész nélkiili esethez viszonyitva. A gamma eloszlasbol generalt minta itt

sem adott eredményt a kisebb mintanagysagokra.

RMSE MAE AE b
n = 25000 | 135667.8 93831.0 [ 8.78 -10° 0.1488
n = 50000 | 134685.7 91943.1 | 1.74 -10° 0.0626
n = 100000 | 133757.0 90898.3 | 3.52 -10° 0.0361
n = 250000 | 131449.5 89502.1 | 8.63 -10° 0.0152

3.10. tablazat. A karnagysig modellezése kiilonhb6z6 mintanagysagok mellett
az Onrész bevezetése utan (Gamma-eloszlas)

Ha 6sszevetjiik ezeket az értékeket az onrész nélkiili eset értékeivel, akkor

elmondhatjuk, hogy itt mér lathato az eltérés. Az RM S E mutaté esetében is
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szembeting a novekedés, de a b értékek gyakorlatilag az 6tszorosére néttek. A
M AFE novekedés hétterében az atlagkar novekedést lehet megemliteni, amit
az adatok bemutatasanal lattunk, hogy a gamma eloszlas esetében kimagaslo
volt.

A lognormalis eloszlas esetén kis mintaelemszémra (n = 1000) szintén
nagyon eltérg eredményt ad, a modell tanitasadhoz itt sem volt elegend meg-
figyelés, mint ahogy az onrész nélkiili esetben is lattuk. Ezen kiviil még az
n = 25000 mintaelemszam adott eltéré eredményeket, elsGsorban az RMSE

volt kiugroan magas.

RMSE  MAE AE b
n = 1000 513329.7 359662.8 | 1.74 -10° 4840405.0
n = 10000 | 160597.1 90621.9 | 2.78 -10®  0.2596
n = 25000 | 283939.6 109580.5 | 6.39 -10°  0.0790
n = 50000 | 123770.0 69726.7 | 1.22-10°  0.0309
n = 100000 | 128693.9 72613.9 | 2.54 -10°  0.0154
n = 250000 | 147877.5 76243.5 | 6.47 -10°  0.0067

3.11. tablazat. A kadrnagysag modellezése kiilonb6z6 mintanagysagok mellett
az Onrész bevezetése utan (Lognormaélis-eloszlas)

A gamma eloszlastt modell eredményeivel Osszevetve azt mondhatjuk,
hogy nagyobb elemszamok esetében alapvet&en a lognormélis modell pro-
dukal kisebb értékeket mind az RM SE, mind pedig a b értékek esetében. Az
eltérés nem tul nagy, de ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy egy lognormé-
lis mintara illesztett lognormalis modell megbizhatobbnak tiinik, mint egy
gamma eloszlast mintara illesztett gamma modell, de ezt majd bévebben
megvizsgaljuk a fejezet végén.

Osszehasonlitva az 6nrész nélkiili esettel itt is elmondhatjuk, hogy alapve-
t6en magasabb értékeket kaptunk, de nagysagrendileg nem akkora az eltérés.
Az adatok bemutatasanal és az elméleti bevezetében lattuk, hogy a lognor-
malis eloszlast kevésbé érinti érzékenyen az onrész bevezetése, mint a gamma
eloszlast. Itt a b érték esetében két-haromszoros eltérésekrsl beszélhetiink,
és az RMSE értékek is tobbnyire kozelebb vannak egymashoz.

Hasonloan az onrész nélkiili esethez nézziik meg a dataOhlsson mintéara

az Onrész megjelenése utani eredményeket.
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RMSE MAFE AE b

Kérszam
Poisson ‘ 0.0804  0.0110 ‘ 8.9403  0.0100
Karnagysag
Gamma 38858.6  27997.1 | 4.87 -10% 1.2190
Lognormaélis | 36771.7 24913.6 | 5.66 -108 0.9730

3.12. tablazat. Karszam- és karnagysidg modellek az dnrész bevezetése utan

A karszam esetében hasonlé eredményeket kapunk, mint a generalt min-
tara. Ugyanazt mondhatjuk el itt is, a Poisson-eloszlas jol viseli az Onrész
megjelenését, a modell tovabbra is jol miikodik. A kirnagysag esetében vi-
szont - hasonléan a generdlt adatokhoz - mar lényegesen rosszabb eredmé-
nyeket latunk. Ezen feliil a gamma és lognormélis modell kozti kiilonbség is
tovabb ng, az 6nrész megjelenésével a lognormalis modell az 6sszes altalunk

vizsgalt mutatéban jobbnak bizonyul.

3.4. Eloszlasok illeszkedése

A fentieken tdl megvizsgaltam még azt, hogy mi torténik "félremodellezés"
esetén. Azaz ha ismerem a héattéreloszlast, akkor biztosan ki lehet-e jelente-
ni, hogy a modell paraméterének valasztott ugyanaz az eloszlas minden eset-
ben a legjobb eredményt fogja produkalni. A kdrnagysagot fogom vizsgélni,
és az altalam generalt mintaban rendelkezésre all gamma- és lognormalis-
eloszlasbol generalt karnagysag, aminek a paramétereit minden egyes szerz6-
dés esetén a fejezet elején ismertetett médon négy valtozoval befolyasoltam.

ElGszor nézziik meg az dnrész nélkiili esetet, azon beliil is a gamma elosz-
lasbol generalt kdrnagysagra ezittal lognormalis eloszlason alapulé modellt
illesztettem. Mivel az el6z6 alfejezetekben latott gamma modell nem adott
eredményt, igy itt is csak azokat az eseteket vizsgalom, ami Osszevethetd a
megfelel6 gamma modellel.

Ha 0Osszehasonlitjuk a tablazat értékeit a gamma eloszlasi modell érté-
keivel, akkor olyan érzésiink lehet, mintha ugyanazt a tablazatot néznénk.

Gyakorlatilag az Osszes mutaté mindegyik mintaelemszam esetében kozel
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RMSE MAE AE b
n=25000 | 110817.0 65577.8 | 3.67 -10° 0.0285
n=50000 | 112292.5 68475.1 | 7.78 -10° 0.0153
n = 100000 | 104534.4 64648.1 | 1.47 -10° 0.0070
n = 250000 | 101805.9 62222.2 | 3.58 -10° 0.0029

3.13. tablazat. A gamma eloszlésu karnagysag modellezése kiilonb6z6 minta-
nagysagok mellett lognormélis eloszlast modellel

ugyanazt az eredményt adja. Itt kiilonosen érdekes lesz megfigyelni, hogy
mi térténik az onrész megjelenésével, melyik irdnyba billen el az egyenstly,
vagy elbillen-e egyaltalan.

A lognormélis eloszlasboél szarmazé adatokra illesztett gamma alapd mo-
dell mar csak a harom legnagyobb elemszami mintira adott eredményt. Ez
még a konkrét szamok Osszevetése elGtt azt mutatja, hogy a gamma eloszlast
modell még kevésbé tud eredményt adni a lognormalis eloszlasi karnagysag

esetében.

RMSE MAE AE b
n=>50000 [ 111161.4 59465.0 [ 7.91 -10° 0.0136
n = 100000 | 117419.2 60149.0 | 1.59 -10° 0.0062
n = 250000 | 119944.4 59175.7 | 4.01 -10° 0.0027

3.14. tablazat. A lognormalis eloszlasi karnagysig modellezése kiilonbo6zé
mintanagysagok mellett gamma eloszlasi modellel

Itt is vessiik Ossze az eredményeket a lognormaélis eloszlason alapulé mo-
dellével. Tulajdonképpen ugyanazt mondhatjuk el, mint az imént. Gyakor-
latilag nem tudjuk eldonteni, hogy melyik modell a jobb, hiszen az egyes
tablazatok alig térnek el egyméastol. Ez igy elsére meglepd eredmény, de em-
lékezziink, hogy minden szerzédés esetén befolyéasoltuk kiilonbo6z6 valtozokkal
az egyes eloszlasok paramétereit, ezért nem beszélhetiink igymond "tiszta"
eloszlasokrol. Habar a generdlas az egyes esetekben azonos eloszlasbol tor-
tént, de minden rekordra mas és mas paraméterekkel, és ennek kévetkeztében
méar nehezebb dolga van a modelleknek.

Valtozik-e vajon valami, ha megjelenik az 6nrész a rendszerben? Hasonl6-

an végezziik el a "félremodellezést" és vessiik Ossze az eredményeket az eddig
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tapasztaltakkal. Kezdjiik itt is a gamma eloszlasbol szarmaz6 karnagysaggal

és nézziik meg, hogy mi valtozik.

RMSE MAE AFE b
n=25000 | 147688.9 98742.2 | 8.77 -10° 0.1543
n = 50000 | 138960.1 93651.3 | 1.76 -10° 0.0721
n = 100000 | 141607.6 95556.2 | 3.50 -10° 0.0360
n = 250000 | 130237.1 89837.3 | 8.63 -10° 0.0150

3.15. tablazat. A gamma eloszlasu karnagysag modellezése kiilonb6z6 minta-
nagysagok mellett lognormalis eloszlast modellel az 6nrész bevezetése utan

Gyakorlatilag pontosan azt latjuk, mint az 6nrész nélkiili esetben, vagyis
nem tudunk donteni, az eredmények gyakorlatilag itt is megegyeznek. Az
RMSE és MAFE értékek alapvet&en alacsonyabbak, ha a sajat eloszlasaval
modellezziik az adatokat, de itt is akad kivételével (n = 250000 és RMSE).
Tulajdonképpen az 6nrész nélkiili esetben latottak utan ez egy teljesen érthe-
t6 eredmény, hiszen ha méar ott sem sikeriilt egyértelmiien valasztani, akkor
az Oonrész bevezetésével ez csak még nehezebbé valik.

Es végiil nézziik meg a lognormalis eloszlasbol generalt kirokat az énrész

bevezetése utan, ugy hogy gamma eloszlasti modellt illesztiink ra.

RMSE MAE AFE b
n = 50000 | 131019.6 71900.6 | 1.25 -10° 0.0336
n = 100000 | 125923.0 72137.9 | 2.53 -10° 0.0149
n = 250000 | 146753.4 75864.3 | 6.43 -10° 0.0065

3.16. tablazat. A lognormalis eloszldsu karnagysiag modellezése kiilonbozé
mintanagysiagok mellett gamma eloszlast modellel az 6nrész bevezetése utan

Az eddig elhangzottakhoz semmi ijdonsagot nem lehet hozzaftizni. Pon-
tosan azt latjuk, mint az Osszes eddigi esetben. Az értékek itt is megfe-
leltethetGk egymasnak, nem lehet egyértelmiien allast foglalni. Az egyetlen
dimenzid, ahol a kiilonbség mindig egyértelmi volt, és még nem beszéltiink
rola, az a mintaelemszam. Mint lattuk, gamma eloszlasi modell esetén a ki-
sebb elemszamokra nem kapunk eredményt, mig a lognormalis modell minden
esetben mtikodott. Es bar ez nem igazan kapcsolodik szorosan a "félremo-

dellezéshez", de tekinthetjiik gy, hogy a lognormalis és gamma eloszlast
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modellek ilyen feltételezések mellett 1ényegében nem kiilénboztetheték meg.
Vagy az altaluk adott eredmények gyakorlatilag azonosak, azonban a lognor-
malis modell miikddése stabilabb, kisebb elemszamra is miikédik, ezért ebbél
a szempontbol egy jobb valasztasnak tinik. Ez a vizsgalat csak felszinesen
érintette magat a problémat, éppen ezért még sok lehetGség rejlik a tovabbi

kutatasokban.
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4. fejezet

Osszefoglalas

A szakdolgozat célja az onrészmodellek vizsgélata volt. ElGszor az elméleti
bevezetében lathattuk egyszertibb példakon, hogy az 6nrész hogyan befolyé-
solja a kiilonb6z6 eloszlasokbol szarmazo karokat. Kiilonb6z§ onrésztipusok
esetén levezettiik nevezetes eloszlasokra az eloszlas- és siirtiségfiiggvényeket.
Harom karnagyséag eloszlas esetében (gamma, lognormalis és Pareto) pedig
alaposabban megismerhettiik az 6nrész okozta valtozasokat. A tapasztalatok
alapjan azt lattuk, hogy a gamma eloszlast érintette a "legérzékenyebben"
az Oonrész megjelenése, aranyaiban az 6 esetében torténtek a legnagyobb val-
tozasok a kiilonb6z6 mutatok tekintetében.

Komplexebb adatokon az altalanositott linearis modell segitségével ké-
szitettiink kiilonb6z6 modelleket. Az 6nrész bevezetése el6tt készitettiik az
els6 modelleket generalt és valds adatokra egyardnt. A generélt minta eseté-
ben a gamma és lognormalis modellek hasonlé eredményekre vezettek, a leg-
szembetiinébb kiilonbség a mintaelemszam esetében volt megfigyelhets. A
lognormaélis eloszlas alapt modell kis mintaelemszamra is adott eredményt,
mint a gamma modellnek nagyobb mintéra volt "sziiksége". Valés adatokon
méar a lognormaélis modell jobbnak bizonyult.

Az Onrész bevezetése utan minden esetben csdkkent a megfigyeléseink
szama, csonkitott mintaval dolgoztunk. Hasonl6 tapasztalatokat szereztiink,
mint az elméleti bevezetSben egyszeri esetekre. A generadlt adatokra is a

gamma eloszlast érintette a legérzékenyebben az onrész megjelenése. Hason-
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16 modellekkel vizsgaltuk az énrészes mintakat, mint az eredeti adatokat. A
karszdmokat Poisson-eloszlasbol generaltuk, és mint ahogy az elméleti rész-
ben lattuk, az onrész megjelenésével csak a paraméter valtozott meg. Emiatt
az Onrész megjelenése utan a karszam modellezésével nem adoédott probléma,
nagyon hasonlé eredményeket kaptunk, mint az 6nrész bevezetése el6tt. A
kairnagysag esetében ugyanez mar nem mondhato el, az eredményeink 1énye-
gesen rosszabbak lettek, de igazabol ezt is vartuk, hiszen gamma és lognor-
maélis eloszlas esetében az 6nrész megjelenésével megvaltozik az eloszlas (nem
gy, mint a Poisson-eloszlasnal).

Végiil megnéztiik, hogy mit lehet mondani "félremodellezés" esetében.
Ehhez a gamma- és lognormalis eloszlasbol generalt mintakat tulajdonkép-
pen egyméassal modelleztiik. Itt is kiilén néztiik az onrész nélkiili és onrészes
adatokat. Az altalunk hasznalt mutatok segitségével nem lehetett egyértel-
miien gyGztest valasztani, ami tovabbi kutatasi kérdésekre ad lehetdséget.
Erdekes lehetne t6bb, kiilonfale mutato alapjan az Gsszehasonlitast elvégezni
(pl. logisztikus score).

Munkam soran azt lattam, hogy az onrész megjelenésével felmeriil6 kii-
16nb6z6 problémaknak tulajdonképpen csak egy kis szegletébe nyertem be-
tekintést, és rengeteg kutatasi lehetdséget rejt a téma. Mind a statisztika,
mind a valoszintiségszamitas terén rengeteg iranyban lehet vizsgalni az 6nrész
okozta kihivasokat. Mint emlitettem, akar 4j mutatok /mérdszamok beveze-
tésével, akar tobb, kiilonb6z6 modellel megvizsgilni az eredményeket tovabbi

kutatasra ad lehetdséget.
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