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Els6sorban témavezetGimnek, Bérczi-Kovacs Erikanak és Cseh Agnesnek szeretném megkoszonni a
témat, a cikkeket, a mindig tanité szandéki egyiitt munkalkodéast és hogy a legnagyobb tiirelem-
mel és rugalmassaggal a rendelkezésemre alltak. Emellett koszonom cikkiré tarsunknak, Malyusz
Attilanak a téma mély megértését és ebbdl fakado egyértelmisité kérdéseit.

Koszonettel tartozom tarsamnak, tamogatomnak, Katay Tamasnak. Hélas vagyok az ELTE Bolyai
Kollégium tagjainak, hogy egy motivald, Osszetarté kozosség részeként tanulhattam, dolgozhattam
az elmult 6t évben.
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1. Felépités, bevezetés

1.1. A dolgozat felépitése

Jelen dolgozat igyekszik egy logikailag egybefiiggs, egymasra épiilé sorrendben bemutatni a szigora
preferencialistas grafok parositasaira vonatkozo relevians eredményeket, illetve ezek alkalmazasat.
Az [1.2] szakasz szolgél a téma grafelméleti fogalmakkal valé megagyazasara, majd a 2. fejezet 2.]]
szakaszaban olvashatjuk az operaciokutatési szemszogbdl érdekesebb linearis optimalizélasi beveze-
t6t. Ezutan a vizsgalt parositastulajdonsagot atiiltetjiik a grafelméleti kornyezetbdl optimalizélasi
feladatba a szakaszban. A 2. fejezet és szakaszaban keriil sor a szakirodalom jelen
dolgozatban vizsgalt f6bb eredményeinek bemutatasara, Osszefoglalasara, amely segitségével a 2.5
szakaszban egy 1j, a népszertiség eldontésére tett algoritmikus kisérletet ismerhetiink meg. Ebben
a szakaszban azért is vannak b&vebben kifejtve az algoritmus 1épései és a bizonyitasok, mint a meg-
el6z6 szakaszok esetében, mert nincs hivatkozhaté szakirodalom, ezen dolgozatban jelennek meg
ezek az eredmények elGszor. A szakaszban ehhez szorosan kapcsolodva megismerhetiink egy, a
népszertiséget eldonté algoritmus segitségével konnyen megtalalhaté dualis optimumot, vagyis tantt
a parositdshoz annak népszertisége esetén.

Végiil, de nem utolsésorban a 3. fejezetben olvashatunk a témakor szertedgazd problémafelvetései-
rél, illetve alkalmazasi lehetGségeirdl.

A felhasznalt forrasok kozott ugyanugy szerepel tavalyi cikk, mint 1965-6s eredmények, amibdl
egyrészt lathatjuk, hogy korantsem egy lezart, jol behatarolt kutatési tertiletrsl van sz6, masrészt
viszont fontos kiemelni, hogy a kiilonbo6z§ grafelméleti kérdések irodalma joval régebbre nytilik vissza
(Euler konigsbergi hidak problémaéaja, 1735), mégis fiatal tudoményteriiletrsl beszélhetiink (féleg a
parositasok vizsgalatat eltérbe helyezve).



1.2. Alapvets fogalmak, megfigyelések

Ebben a szakaszban bevezetjiik a dolgozat elméleti részében hasznalt fogalmakat, jeloléseket, illetve
ezek segitségével megfogalmazunk a késébbiekben hasznos allitasokat, megfigyeléseket.

1.1. Definici6. Adott egy G = (V; E) graf, melyben a csiucsoknak szigort preferencialistaja van
a szomszédaikon. Azt mondjuk, hogy egy u € V csics jobban preferdlja az M péarositast M’
parositassal szemben, ha u parositott M-ben és parositatlan M’-ben vagy ha M(u) (vagyis az u
csiucs M-beli parja) elérébb van u preferencialistajan, mint M’ (u).

1.2. Jelolés. Jelolje ®(M, M') azon cstucsok szamét G-ben, melyek az M pérositast preferaljak az
M’ pérositassal szemben (M és M’ is G-beli parositas). Ha A(M, M') = (M, M')—d(M', M) > 0,
akkor azt mondjuk, hogy M népszeriibb parositds G-ben, mint M’.

1.3. Definicié. Egy M parositas népszert, ha nincs G-ben néala népszertibb parositas, vagyis
(M, M) > &(M’', M) minden G-beli M’ pérositasra.

1.1. Allitas. Az a reldcid, hogy eqy pdrositds népszertbb egy mdsik pdrositdsndl, nem tranzitiv,
vagyis létezik 3 olyan pdrositds megfeleld grifban, melyek korbeverik eqgymdst a népszeriségi 0ssze-
hasonlitasban. (Ezt a késébbi példdban is ldthatjuk majd, ott valdban dltaldnos grifra.)

1.4. Példa. Az alabbi grafban a zold parositas népszeriibb, mint a piros, a piros népszertibb, mint
a kék, és a kék népszertibb, mint a zold.

aq a9 as
ay: by, by, b3 bi: ar,ag, a3
N az: by,ba,b3 by ay,az, a3
bl b2 b3 as: bl,bg bgi ag, g

1.5. Definicid. Egy e € E'\ M él blokkol6 él az M tetsz6leges G-beli parositasra nézve, ha mindkét
végén 1évs cstics jobban preferdlja a masikat, mint M-beli parjat.

1.6. Definici6. A G grafban egy M parositas stabil, ha nincs ra nézve blokkol6 él.

1.2. Allitas. [0, Lemma 3/

Altaldnos grdafban minden stabil pdrositds népszert, €s barmely népszeri pdrositds fedi barmely stabil
pdrositds csiucsait.

1.3. Kovetkezmény. Az[1.3 dllitds kivetkezményeként adodik, hogy minden stabil pdrositds mini-
malis méretd népszerd, és ugyanazon csucsokat fedi.

1.7. Példa. Az alabbi példa mutatja, hogy nem minden népszeri péarositas stabil, és hogy altalanos
grafok esetében nem is feltétlen létezik stabil parositas (mint ahogy az paros grafok esetén teljesiilt),
s6t azt is latni fogjuk, hogy népszerd parositds sem mindig talalhato.

a
a: b,c,d

d b: c,a,d

/ c: a,b,d
b c d: a,b,c



Lathatjuk, hogy M; = {(a,b),(c,d)} (piros) parositast a (b,c) él, az My = {(a,c),(b,d)} (kék)
péarositast az (a,b) él, és az Mz = {(a,d), (b,c)} (z0ld) parositast az (a,c) él blokkolja, igy egyik
sem stabil (kisebb parositas pedig pont ezen élek miatt szintén nem lehet stabil). Viszont M; és
M3 pérositasok népszertiek, hiszen egyiknél sem népszertibb a masik két felsorolt parositas.
Amennyiben kitoroljiik ebbdl a grafbol a d csicsot, gy egy olyan garfot kapunk, melyben mér
népszeri parositas sem irhato fel, hiszen (a, b), (b, ¢) és (a, c) élek mint parositasok ilyen sorrendben
kikapnak egymastol a népszertiségi versenyen, magyaran korbeverik egymast.

1.8. Jelolés. Jeldlje G azt a grafot, melyet ugy kapunk, hogy G minden cstcséra illesztiink egy
hurokélt, és minden csticshoz sajat magat a preferencialista utolsd helyére tessziik.

1.9. Jelolés. Jelolje tovabba M azt a (teljes) parositast é—ben, melyet M-b6l az M altal parosi-
tatlanul hagyott csicsokhoz rendelt hurokélek hozzavételével kapunk.

1.10. Jeldlés. Tetszoleges u € V-re és z, y G-beli szomszédaira jelélje vote,(x,y) az u preferenciajat
x-re y-nal szemben, vagyis

1 ha u z-et preferalja y-nal szemben
vote,(z,y) = ¢ —1 ha u y-t preferélja x-szel szemben
0 egyébként, vagyis ha z =y

Ha u parositatlan M-ben, akkor tehat vote, (v, M(u)) = 1 az u minden v szomszédjéra. Ezek utan
legyen M tetszleges péarositasra és e = (a,b) € E élre (a, B.) = (vote,(b, M (a)), votey(a, M (D))).
lgy M-re nézve pontosan az (1,1) élek lesznek blokkolok.

1.11. Jelblés. Jelolje Gy a G azon részgrafjat, melyet az M-re nézve (—1,—1) élek torlésével
kapunk.

A késébbiek soran legtobbszor ebben a Gy grafban vizsgalodunk majd, mert ha egy M’ paro-
sitast véve, van benne (—1,—1) él M-re nézve, akkor azt torolve, a két cstcs szavazata M és M’
kozott nem valtozik (senki nem szeretne egyediil lenni, és igy a két parositas osszehasonlitasa soran
ezen élek figyelembe vétele nem valtoztat a két péarositas népszertiségi viszonyéan). Igaz tehat, hogy
M pontosan akkor népszert GG-ben, amikor Gp;-ben.

1.12. Jel6lés. Adott M parositas mellett legyen minden (a, b) élre
wirr(a,b) = agap) + Blap)s

illetve legyen minden u cstcsra wty(u, u) = 0, ha u parja sajat maga ]T/[/—ban, és —1, ha u parositott
az M-ben. (Minden M-beli (a,b) élre wty(a,b) = 0.) Ez lesz az adott él/hurokél M szerinti sulya.

1.13. Megjegyzés. A fenti definiciok alapjan A(M,M') =" vote, (M (u), M'(u)), és igy
AM, M) =) wtyp(e) = =AM, M) = = > wtyl(e).
eeM eeM’

A graf azon élei esetében, melyeket nem vesziink figyelembe az 0sszegzésnél, azért nem érdekes
az él sulya, mert azok az élek vagy egyik parositasban sincsenek benne, igy nem befolyasoljak a két



pérositas kozotti szavazést, vagy a megfelels parositdsban vannak, igy arra a pérositésra nézve a
silyuk 0.

A tovabbiakban, amikor két parositas népszertiségi parbaja keriil teritékre, akkor altalaban ez
az egyenlGség vezet a leggyorsabb eredményre.

1.4. Allitas. Egy G grdfban M pdrositds pontosan akkor népszert, ha a hozzd tartozé wty, silyo-
zdsra nézve a maximdlis sulyd pdrositds sulya 0 (és igy M maga mazimdlis sulyd pdrositds).

Bizonyitds. Az megjegyzésben felirt alakot felhasznalva M parositas pontosan akkor népszert,
ha minden M’ péarositéasra

AM, M) ==Y wiy(e) > 0.

Ha tehét lenne olyan M parositas, melynek M szerinti stlya pozitiv, akkor ez a kifejezés erre az
M'-re negativ lenne, vagyis M’ népszertibb lenne M-nél. Hasonl6an lathato, hogy ha M’ népszertibb
M-nél, akkor a fenti kifejezés negativ, igy M’ éleinek M szerinti 6sszstilya pozitiv.

Az M pérositas sajat silyozasa szerinti stlya 0, igy pontosan akkor népszert, ha a sajat stlyozésa
szerint maximalis stlyd parositds G-ben. [

Latjuk tehat, hogy a népszertd parositasok egyik karakterizacidja egy optimalizalasi feladatra
vezet minket vissza. Hogy precizen fel tudjuk irni ezt a feladatot, a 2. fejezet elején fogjuk megala-
pozni a lineéris optimalizalasban valé gondolkodést.

Egy masik karakterizacié kombinatorikusan leirhato, és ez megalapozza az algoritmikus gondolko-
dast a népszertiség eldontésére, kezelésére vonatkozoan, melyet a 2. fejezet végén fogunk alkalmazni.

1.5. Tétel. [3, Theorem 1]
Egy M pdrositas akkor és csak akkor népszeri, ha teljesiilnek az alabbiak a Gy részgrdafra:

a) Nincs (1,1) €élt tartalmazd alterndld kor M-re nézve.

b) Nincs (1,1) €élt tartalmazo alterndlo it M-re nézve, mely M dltal pdrositatlanul hagyott csicsbdl
indul.

¢) Nincs kettd vagy tobb (1,1) €lt tartalmazo alterndlé ut M-re nézve.

Ezt az eredményt, illetve a alfejezetben szereplé optimalizalasi felirasokat, eredményeket
fogjuk alkalmazni majd az Edmonds-alogritmus népszertiséget eldonté modositéasahoz a alfeje-
zetben.



2. Népszerii parositasok altalanos grafban

Ez a fejezet adja a diplomamunka gerincét. Az elsG par alfejezet arra szolgal, hogy betekintést
nyerjiink a targyalt kutatési teriilet alapjaiba, majd a késGbbi szakaszokban népszert parositésok
keresésére és a maximalitas, illetve (hasonloan) a népszertiség eldontésére szolgalo algoritmusokat
fogunk megismerni.

2.1. Bevezetés a linearis optimalizalasba

Ahhoz, hogy fel tudjuk irni egy adott élstulyozés szerinti maximalis parositas feladatot, és az op-
timalis megoldas jellegzetességeit, sziikségiink lesz néhany alapvetd optimalizaléasi fogalomra, meg-
allapitasra. Ahogy latni fogjuk, a linearis algebraban vald jartassag lényegesen konnyebbé teszi a
linearis optimalizalas alapfogalmainak megértését, atlatasat.

2.1. Definicié. Egy poliéder egy linearis egyenlGtlenség-rendszer megoldashalmaza, vagyis véges
sok féltér metszete: R = {z : Qx < b}, ahol Q@ € R™*" b € R™. Az {Azx = b,z > 0} egyenlGtlenség-
rendszert standard alakiinak nevezziik.

2.2. Definicié. Az R = {z : Qx < b} poliéder egy z elemére nézve a ) matrix valamely sora
z-aktiv (vagy csak aktiv), ha az egyenl6tlenség-rendszer ennek a sornak megfelel§ egyenlGtlenségét
z egyenl@séggel teljesiti. A () matrix z-aktiv sorai alkotjak a () z-aktiv részmatrixat, melyet ()7 -vel
jeloliink.

2.3. Definici6. Egy R = {z : Qz < b} poliéder z elemének szintje: o(z) = r(Q) —r(Q7), ahol r az
adott matrix rangjat (vagyis a linearisan fiiggetlen oszlopainak/sorainak maximalis szamat) jeldli.

2.4. Definicié. A Qz < b linearis rendszer egy z megoldéasa bazismegoldas, ha o(z) = 0. Ha egy =
béazismegoldas nem 0 komponenseinek megfelels Q)-beli oszlopok linedrisan fiiggetlenek, akkor a z
erds bazismegoldas. (Ha ) oszlopai linearisan fiiggetlenek, akkor minden bazismegoldés erds.)

A fenti definiciok az olvasas megszakitasara is késztethetnének minket, hiszen rogton a mélyvizbe
vezetnek. Eltesse az intuicié szint megértés halovany reményét, hogy csupan ahhoz kellettek, hogy
a most kovetkez§ allitdsok ne a levegében logjanak, és igy a késébbiek soran fel tudjuk ket hasznélni
ugy, hogy a lelkesebb olvasok végigkovethessék a gondolatmenetet a kezdetektdl.

2.1. Allitas. [1, 3.5.10. Tétel
Egy linedris egyenldtlienség-rendszer bazismegolddsai kozil a mazximdlisan sok 0 komponenst tartal-
mazo meqgoldds erds bdzismegoldds.

2.2. Allitas. [1, 3.3.10. Tétel/
Minden megoldhato linedris egyenldtlenség-rendszernek létezik bdazismegolddsa, és igy a allitdas
alapjan erds bdzismegolddsa is.

2.3. Allitas. [1, 3.3.11. Tétel]

A Qr < b rendszer eqy z megolddsa pontosan akkor erds bdzismegoldds, ha létezik QQ-nak olyan
r(Q) xr(Q)-as nem szinguldris Q' részmdtriza (tehdt melynek sorai/oszlopai linedrisan figgetlenek),
melyre z a Q' = egyértelmi x' megolddsdbol dll elé 0 komponensek hozzdvételével, ahol V' a b
vektor Q' sorainak megfeleld komponenseibdl dll.



2.4. Kovetkezmeény. A[2.3 dllitdsbdl az kovetkezik, hogy tetszdleges linedris eqyenldtlenség-rendszernek
legfeljebb véges sok erds bdazismegolddsa van.

2.5. Definicié. Egy linearis programozasi (LP) feladat soran azt vizsgaljuk, hogy egy adott linearis
egyenlGtlenség-rendszernek van-e megoldasa, és ha igen, akkor egy adott célfiiggvény mellett mi az
optimélis megoldas/optimum. Pl. max{cr : Qx < b}, ahol Q € R™*™ b € R™ és ¢ € R" adott,
x € R" optimalis megoldast keressiik (amennyiben van).

2.5. Tétel. [1, 4.1.2. Tétell
Tegyiik fel, hogy az R = {z : Qx < b} poliéder nem iires (tehdt a rendszernek van megolddsa) és
c € R" adott. Ekkor ekvivalensek a kévetkezdk:

1) A {cz} linedris fiiggvény R-en felilrdl korldtos.

2) Minden z € R elemre létezik Qz < b rendszernek olyan x* erds bazismegolddsa, melyre cx* > cz.
3) Nem létezik olyan q vektor, melyre cq > 0 és Qq < 0.

4) Létezik olyan y > 0 vektor, melyre y@Q = c.

2.6. Kovetkezmény. A tétel kovetkezménye, hogy ha R = {x : Qx < b} poliéder nem tires
és {cx : © € R} felilrdl korldtos, akkor létezik max{cx : © € R}, és az optimum valamelyik erds
bdazismegolddson is felvétetik.

2.7. Tétel. [1, 4.2.3. Tétel]

Tegyiik fel, hogy R = {x : Qz < b} poliéder nem iires, {cx : x € R} felilrdl korldtos (és igy a dudlis
R ={y:y>0,yQ = c} sem tres a tétel szerint).

Ekkor max{cx : Qr < b} = min{by : y > 0,yQ = c}.

2.8. Tétel. [1, 4.2.1. Tétell
Tekintsiik a[2.5 tétel feltételeit, illetve vegyiink egy x* € R megolddst. Erre a kovetkezdk ekvivalensek:

1) Az x* mazimalizdlja a cx célfiggvényt R-en.
2) Nem létezik c-noveld irany, vagyis x, melyre Q.x < 0 és cx > 0.

3) Létezik y* > 0 vektor, mely teljesiti a dudlis feltételt, vagyis y*@Q = c, illetve melyre yF > 0 esetén
(Qx*); = b; teljesil (optimalitdsi vagy mds néven komplementaritasi kritérium).

Most jojjenek azok a fogalmak, amik atvezetnek minket a grafelméletbdl az optimalizalas terii-
letére (a lineéris algebrat is segitségiil hivva), és amelyek hasznalatéval alkalmazni tudjuk a fenti
eredményeket grafbeli kérdések vizsgélatara is.

2.6. Definicio. Egy = € {0,1}" vektor egy n elemi halmaz H részhalmazénak incidenciavektora,
ha az n elemd halmaz elemeit egy megadott sorrend szerint felsorolva, az x azon koordinéatai lesznek
1-ek, amelyeknek megfelel§ sorszamu elemei az eredeti halmaznak benne vannak a H-ban, és azon
koordinatai lesznek 0-k, melyeknek megfelels elemek nincsenek benne H-ban.




2.7. Definicio. Egy iranyitatlan graf incidenciamatrixan (illeszkedési métrixan) azt a Q € {0, 1}**™
matrixot értjik (n a graf csicsainak, m a graf éleinek szama), melynek sorai a graf csicsainak, osz-
lopai a graf éleinek felelnek meg, és egy eleme akkor 1, ha a megfelel§ él illeszkedik a megfelels
csucsra, méaskiilénben 0.

Igy példaul egy egyszerd graf incidenciamétrixanak minden oszlopaban pontosan két l-es sze-
repel. (Ha a graf iranyitott, akkor gy modosul a definicio, hogy a matrix egy eleme 1, ha a
megfelels élnek végpontja a megfelel§ csics, —1, ha kezdSpontja a megfelel§ cstcs, és 0, ha az él
nem illeszkedik a cstcsra.)

2.8. Jelolés. Legyen = egy parositas incidenciavektora, d, : V' — N a cstcsok x incidenciavek-
tornak megfelels fokfiiggvénye. Jeloljiikk B-vel a V' paratlan, legalabb 3 méretd részhalmazainak
halmazat. Legyen tovabbé i, : B — N az a fliggvény, mely megadja, hogy x incidenciavektor esetén
hany (parositasbeli) él esik bele B halmazaiba (ez a fiiggvény az esetleges hurokéleket nem veszi
figyelembe).

2.9. Definicié. Egy halmazrendszer laminéris, ha barmely két elemére (vagyis barmely két hal-
mazra a rendszerben) teljesiil, hogy az egyik halmaz tartalmazza a masikat vagy a két halmaz
diszjunkt.

Az el6bbiek segitségével fel tudjuk irni egy graf parositasainak poliéderét, és egy élsilyozasra
kereshetjiik a maximalis sulyu parositast egy ezzel a poliéderrel felirt LP-feladat megoldasaként.

2.10. Definicié. Egy linearis programozasi egyenlStlenségrendszer teljesen dualisan egészértéki
(TDI - totally dual integral), ha barmely egész célfiiggvényre, mely mellett a feladatnak létezik
korlatos megoldésa, a dual feladatnak létezik egészértéki optimalis megoldasa.

2.9. Tétel. [J, 2.2.1. Tétel
A G = (V,E) grdf parositds poliéderét leird {z > 0,d,(v) <1 Vv e V)i, (Z) < (|Z|—1)/2VZ € B}
rendszer TDI, vagyis tetszdleges egész ¢ : E — 7 sulyfigguényre a grdaf maximdlis silyd parositdsanak

sulya megegqyezik a
min(Zﬂ +Zy (1Z] —1)/2)

értékével, ahol m:V — Z,,y : B — Z, nemnegativ egészértékd, és minden (u,v) € E élre

+Zy ) > c(u,v).

u,vEZ

Rdaddsul létezik olyan y optimdlis dudlis megoldds is, amelyre B, = {Z € B,y(Z) > 0} halmaz-
rendszer lamindris (ldsd a[2.9 definiciot).

Ennek a tételnek a segitségével fogjuk felirni, hogy milyen parositas-incidenciavektorok teljesitik
a népszertiség definicidjat.
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2.2. Poliéderes feliras

Ebben a szakaszban jutunk el odéig, hogy az eddigi fogalmak, kérdések Osszeérnek, és megadjuk
azt a poliéderes felirast, melyet megvizsgalva konnyen adodik az allitas eredménye, amivel pedig
eljutunk a tant fogalmahoz, melyre dual optimumként egyszertd feltételt irhatunk fel a silyvektor
optimalitaséara, igy a parositas népszertiségére vonatkozodan.

2.11. Jeldlés. Felhasznalva a tételben szerepld felirast, a wty, sulyvektorra is felirhatjuk a
megfelel§ LP feladatokat (G grafra):

LP1
max wity(e) - x,
e€E(GQ)
subject to
dy(u)=1 YueV
i.(Z2)<(|Z]-1)/2 VZeB,
ahol x incidenciavektor G minden élére, tehat a hurokélekre is vonatkozik
LP2

min <Z au+ Y (121 -1)/2- y(2)>

ueV ZeB

subject to
auton+ Y y(Z) = wty(u,v) Y(uv) € E(G)

uweZ,Z€B
ay, > wty(u,u) YueV
y(Z)>0 VZeB

2.10. Allitas. Egy M pdrositds pontosan akkor népszeri G-ben, ha létezik az elébbi dudl LP fel-
adatra olyan (v, y) megoldds, melyre Y .\, o + > ,c5(|Z] = 1)/2-y(Z) = 0.

Bizonyitds. A tétel alapjéan a primal feladat optimuma megegyezik a dual feladat optimumaval,
amennyiben ez az optimum létezik, vagyis ha mindkét feladatnak van megoldasa (ebben az esetben
barmilyen péarositas megoldésa a primal feladatnak, illetve létezik hozza egy lefogd ponthalmaz,
nevezetesen a blokkolo élek végpontjai és a parositasbeli élek egyik végpontja). Mivel egy parositas
pontosan akkor népszert, ha minden M’ parositasra A(M', M) = 3 i wty(e) < 0, ahol M teljes
pérositasa G-nek, és > eeni wia(e) = 0, igy a maximalis silyt teljes parositasok silya legfeljebb 0
lehet wty; stlyozasra nézve, ha M népszerti. Kapjuk tehét, hogy a dual optimum is 0 kell legyen. [

2.12. Definicid. Az éllitasban szerepls (a, y) vektor a népszert parositas tanija.

2.11. Tétel. [10, Lemma 7]
Ha M népszeri pdrositdis G-ben, akkor a jelolésben felirt dudl feladatnak van olyan optimuma
(valdjdban minden egészértéki optimum ilyen), melyre a € {0, 41} ésy € {0,1,2}E.
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Bizonyitds. Lattuk a [2.10] allitas bizonyitasaban, hogy barmely M népszerd parositas (hurokélekkel
bévitett) incidenciavektora optimélis megoldasa a felirasban szereplé primal feladatnak. A
felirt parositaspoliéder TDI, vagyis létezik egészértéki optimalis megoldasa a dual feladatnak is
a tétel alapjan. Vegylink most egy ilyen optimalis dudl megoldast. Tudjuk a dudl korlatokbol,
hogy avn, > wipy(u,u) > —1 Yu € V, illetve ha (u,u) € M, akkor a komplementaritasi feltételek
miatt o, = wty(u,u) = 0. Hasonloan egy M-ben is parositott u cstcsra (ha M(u) = v)
ay + oy + Y ez zen¥(Z) = wiy(u,v) = 0. Mivel y(Z) > 0 minden Z € B halmazra, igy
ay, + o, <0, vagyis a, < —a, < 1. Kapjuk tehat, hogy a € {0, £1}".

Legyen Z € B olyan, hogy y(Z) > 0. Ekkor ismét a komplementaritési feltételeket felhasznalva
>een(z e = (|Z] —1)/2. Mivel minden Z € B halmazra [Z] > 3, igy minden y(Z) > 0-t
teljesits ilyen halmazban van legalabb 1 parositasbeli él. Legyen (u,v) € M N E(Z), ekkor y(Z)
nemnegativitasa és a parositasbeli élekre felirt komplementaritasi feltétel alapjan y(Z) < —(a, +
) < 2. Igy y € {0,1,2}B O

2.13. Definicié. Egy (a,b) él pontos a népszert parositashoz tartozé tanira nézve, ha teljesiil ré,
hogy a, + ap, = wtp(a,b), és egy u csics pontos a tantra nézve, ha o, = wty(u, u).

A komplementaritasi feltételnek megfelelen minden parositasbeli él pontos él.
2.12. Allitas. Bdrmely stabil pdrositds tanija vdlaszthatd csupa 0 értéki vektornak.

Bizonyitds. Mivel egy stabil péarositasra nézve nincsen blokkolo, vagyis (1,1) él, ezért minden él
silya legfeljebb 0, igy mindkét végén &allhat 0 értékd csics. Illetve a péaratlan halmazok silya is
maradhat 0. Ha igy valasztjuk a cstcsok és paratlan halmazok értékét, akkor minden egyenlGtlenség
teljesiil (a hurokélekre is), és az Osszes suly Gsszege valoban 0 lesz, vagyis tényleg tantut kapunk. [

2.3. Népszertl parositas keresés

Annak eldontése, hogy egy altalanos, szigora preferencialistas grafban létezik-e stabil parosités, po-
linomialis idében kivitelezhet (lasd példaul Irving algoritmusat [5]). Annak eldéntése viszont, hogy
népszertd parositas talalhato-e, mar NP-nehéz ([I1]). A kévetkezs részben latni fogjuk Kavitha egy
eredményét, mely gyors exponencidlis algoritmus alkalmazasat teszi lehetévé ezen kérdés eldontésé-
re. A [12] cikkiinkben pedig nagy fokszamu, paratlan csticsu grafok esetén adunk egy polinomialis
idejd algoritmust annak eldontésére, hogy létezik-e népszerd parositas. Lassuk ezen két eldontési
algoritmust, illetve elGtte egy kis elméleti bevezetst.

2.14. Definicié. Egy p € RTZ”J " vektor egy (teljes) tortparositas vektora, ha teljesiil ra, hogy
minden v € V cstics esetén ) 5wy Pe = 1, ahol o' fiiggvény jeloli az adott csticsbol induld élek
halmazat, beleértve a hurokélt.

2.15. Jelolés. Egy egész M pérositas és egy p tortparositas kozotti népszertiségi eréviszonyt az
alabbi modon irhatjuk fel:

A(p, M) = Zvoteu(p, M) = Z Z D(u,w) - VOtey, (v, M(u))

ueV u€V (y0)eE(G)

2.16. Definicio. Egy M (egész) parositas népszerd tortparositas, ha minden p tortparositéasra
A(p, M) <0.
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2.17. Megjegyzés. Egy népszerii parositas nem feltétleniil népszert tortparositas is egyben (lasd
[10] cikkben a méasodik példat).

2.18. Definicio. Egy M (egész) parositas igazan népszerd, ha népszeri tortparositas.

Mivel népszerd parositas sem feltétlentil létezik egy G altaldnos grafban, igy természetesen iga-
zén népszerd parositas sem. Van olyan graf is, melyben népszert parositas van, igazan népszeri
viszont nincsen. Annak eldontése, hogy egy altalanos grafban talalhato-e igazén népszerd parositas,
ugyanugy NP-nehéz, mint a népszert parositas létének eldontése, hiszen adott grafban az igazan
népszerd parositasok a népszerd parositédsok egy részhalmazat képezik.

2.13. Tétel. [10, Theorem 8/
Egy M parositds pontosan akkor igazdn népszerd, ha létezik (o, y) tanija, melyre o € {0, £1}" és
y = 0, tehdt minden pdratlan halmaz sulya 0.

2.14. Tétel. [10, Theorem 10, Lemma 13]
Legyen M népszerd pdrositis G-ben. Ekkor M felbonthato My és My pdrositasok kompozicidjdra
(M = MO U Ml), ahol

1) My stabil parositis eqgy C' C V részhalmaz dltal meghatdrozott részgrafon;
2) My igazdn népszerd a V' \ C' dltal meghatdrozott részgrdfon.

Sot az s teljesil, hogy M gy is felbonthato, hogy My az igazdn népszerd pdrositisok kozil is
kiemelkedjen, nevezetesen hogy tanijira o € {E1}" teljesiljon (ezt nevezhetjik specidlis igazdn
népszerd parositasnak).

2.15. Allitas. [0, 3.3/
Az aldbbi algoritmussal O(K™ - poly(n)) idében ellendrizhetd, hogy van-e G-nek népszert pdrositdsa,
ahol k a stabil pdrositdsok szamdnak felsd hatdrdval dsszefliggésbe hozhato konstans:

1) Tekintsiik minden U C'V halmazra a kovetkezdt:

a) az U dltal meghatdrozott részgrafon minden S stabil pdrositdsra
b) és a V\U dltal meghatdrozott részgraf minden T specidlis igazdn népszerd pdrositdsdra

c) ha SUT népszeri G-ben, akkor az algoritmus adja vissza S U T-t
2) Egyébként nincs népszerd pdrositisa G-nek.

Most lassunk ugyanerre a problémara egy masik megkozelitést, amiben szintén felmeriil a de-
kompozicié gondolata. A [12] cikkben olyan modon épitjiik fel az algoritmusunkat, hogy megnézziik,
van-e olyan népszerti parositas, ami pontosan egy elére meghatarozott cstcshalmazt hagy péarosi-
tatlanul. Az ilyen népszert parositasokhoz pedig egy dekompozicion keresztiil jutunk, amely egy
népszerd és stabil részbdl all. Természetesen ez a megkozelités is csak akkor érdekes, ha stabil
pérositast nem talaltunk a grafon.

Adott tehat egy stabil parositéas nélkiili grafban U C V részhalmaz, melyhez pontosan U-t fedetleniil
hagyo népszert parositast keresiink. Ehhez bevezetiink néhany jelolést, melyekkel fel tudjuk majd
irni a dekompozicié eredményeként kapott részgrafokat, és a rajtuk valo vizsgalodasokat.
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2.19. Jelolés. Legyen Z = V \ (N(U) UU) az a halmaz, mely nem tartalmazza sem U cstcsait,
sem azok szomszédait. Tehat Z nem szomszédos semely cstucsan keresztiil U cstcsaival. Legyen
ezutan Py azon parositasok halmaza, melyek minden éle legalabb egy Z-beli csticsot tartalmaz, és
a parositéas lefedi Z cstucsait. Lathatjuk, hogy ezen parositasok U elemeit mindenképpen fedetleniil
hagyjak Z definicioja miatt. Tovaba adott P, € P, parositashoz legyen G' = G[Z U Pz(Z) U U]
részgraf. A D halmaz pedig jelolje azon cstucsok halmazat, melyek elérheték Pz-re nézve blokkolo
élb6l G'p_-beli alternalo tton, egy parositasbeli él azon csticsaként, mely az alternalo tton a blokkold
éltsl tavolabb talalhato.

2.16. Tétel. [12, Section 4 - Proof of correctness| Pontosan akkor létezik pontosan U-t fedetlendil
hagyo népszeri pdarositdas G-ben, ha végiguizsgdlva minden Py € Py pdrositast, lesz kozottik népszerd
a neki megfeleld G'-n, melyet egy pontosan V \ V'-t fedd S stabil parositdssal ki tudunk egésziteni
V\U-t fedd P = P, US pdrositdssd, tovabbd ha az igy kapott P dtlal meghatdrozott silyozdsra
teljestilnek az alabbiak:

o minden U-beli csicsot tartalmazo €l (1,-1) az U-beli csics feldli 1-essel
o minden él D ésV \ V' kézétt (-1,-1)
e minden (V' x) €l (1,-1), aholv' € V'\ (DUU), x € V\ V' (tehdt vote, (z, P(v")) =1)

A cikkben szerepl§ algoritmus Z méretétsl fiiggs idében fut, ami nagy fokszamu graf esetén
barmely U mellett kicsi, ekkor ¢ konstanssal jelélve ezt a szamot, a futasids O(n® - (m + ¢?)).

2.4. Edmonds-algoritmus

Most pedig kanyarodjunk ra a népszertiség eldontésére, amikor nem az a cél, hogy megmondjuk,
van-e a grafon népszerd parositas, hanem az a kérdés, hogy egy adott parositas népszerti-e. (Ahogy
lathattuk, ez a cikkiinkben leirt algoritmus esetén csupan egy koztes lépés, azonban nem egy konny
feladat gyorsan eredményre jutni.) Ehhez ismét a vizsgalt parositas szerinti silyozast fogjuk segit-
ségiil hivni.

Tekintsiik elszor az eredeti (sulyozatlan altalanos grafra vonatkozo) Edmonds-algoritmust, melyet
a [7] konyv 24. fejezete alapjan dolgoztam fel. Az algoritmus célja egy maximalis méretii parosités
megtalalasa.

2.20. Jelolés.

e G = (V,E) egy altalanos graf

n=|V],m=|E|

e M egy péarositas G-ben

X az M altal parositatlanul hagyott cstcsok halmaza
e 0(G) a graf paratlan komponenseinek szama

e /(@) a legnagyobb péarositas mérete G-ben
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e (G/B az a graf, melyet egy B C V cstucshalmaz egyetlen b pontba valo 6sszehtizasaval kapunk,
és amelynek csucsai: (V'\ B)U{b}; élei pedig a kivetkezGképpen keletkeznek: ha egy G-beli él
egyik vége B-ben volt, akkor azt a végét GG/ B-ben b-vel helyettesitjiik (a keletkezd hurokéleket
és parhuzamos éleket elhagyjuk), igy kapjuk az eredeti él képét; a B-t6l fiiggetlen G-beli élek
képe 6nmaguk lesz (eléfordul, hogy a B halmazra a cstcsok altal alkotott, éppen vizsgélt
részgrafként hivatkozunk)

e M/B az az élhalmaz G/B-ben, melyet M nem B-ben fut6 éleinek képei alkotnak (ha B-bdl
csak legfeljebb egy parositasbeli él 1ép ki, akkor M /B parositas G/ B-benh)

2.17. Tétel. [7, Theorem 2/4.1] Minden G = (V, E) grdfra teljesiil, hogy

A(G) = min S (V] + U] = oG\ D).

2.21. Definicié. Egy P = (vg,v1,...,v;) M-alternalo séta M-virdg, ha t paratlan, vo, vy, ..., v
csticsok paronként kiilonboznek, vy € X és vy = v; egy paros @ < t-re. Egy B C P M-szirom, ha
az elébbi i-vel B = (v, vi41,...,v,1). Tehat B egy paratlan hosszi kor, melyben M-nek pontosan
annyi éle van, ami a korhossz felének egészrésze.

Az abran lathato példaban ¢ = 2, t = 5, a pontozott élek a parositason kiviili, a folyamatos élek a
parositasbeli élek. Maga a graf(részlet) egy M-virag, ha a vivy és vzvy élek M-beliek, és ennek az
M-virdgnak az M-szirma (vq, U3, vy).

2.18. Tétel. [7, Theorem 24.2] Legyen B egy M -szirom G-ben. Ekkor M pontosan akkor maximdlis
parositas G-ben, ha M /B maximdlis parositis G/ B-ben.

2.19. Tétel. [7, Theorem 24.3] Ha P = (vo,v1,...,vx) €gy pdros hosszi alterndlo kért nem tartal-
mazé X — X M-alterndlo séta G-ben, akkor P M -javité it vagy (vo,v1,...,v;) M-virdg valamely
t < k-re (a legkisebb ilyen t fog kelleni nekink).

2.22. Algoritmus. Péarositast javitd ut keresése

input: G grafban M parosités
output: egy M-javito at, ha van (ha nincs, M maximalis)

1. Nem létezik pozitiv hossza (nem iires) X — X M-alternalo séta = nem létezik M-javito ut

2. Létezik pozitiv hosszi X — X M-alternalo séta, P = (vg,vq,...,0;) gy a tételben leirt
tulajdonséagu ilyen séta

a. Ekkor ha P ut, akkor az output P

b. Ha viszont P nem t1t, akkor jeloljik (vo, vy, ...,v;) M-virdg M-szirmat B-vel, és alkalmazzuk
rekurzivan G/B grafban M /B pérositasra az algoritmust
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3. Ezen rekurziv lépések utan kapott P* outputot bévitsiik M-javito atta G-ben

Ez az algoritmus az alapja a maximalis parositast keresé Edmonds-algoritmusnak. Illetve ezen
algoritmus egy valtozatat hasznalhatjuk népszeri parositas kereséséhez. (Véltoztatas: Gp-ben
blokkol6 élt tartalmazo alternéléd kor vagy X-bdl induld alternélod séta, illetve legalabb két diszjunkt
blokkol6 élt tartalmazo alternéld séta a javitas alapja, ahogy azt majd a szakaszban lathatjuk.)
A 16 kiilonbség a két algoritmus felépitésében, hogy mig a lentebb leirt Edmonds-algoritmus ad egy
maximalis parositast, a népszert parositasokra vonatkozo valtozat csak a népszertiség eldontéséig
jut, a javitds nem vezet eredményre, hiszen a népszertiségi relacié nem tranzitiv (|1.1).

2.23. Algoritmus. Edmonds-alogritmus

1. M = (-bol indulva minden fazisban a javito utat keress algoritmus altal megtalalt M-javito
P uttal javitsuk a parositast: M — MAE(P) (ahol a A jel a két élhalmaz szimmetrikus
differenciajat jeloli)

2. Az algoritmus akkor ér véget, ha mar nincs ilyen P 1t, hiszen ekkor a kapott parositas maximalis

A [2.23| algoritmus futésidejét az alabbi lépések vizsgalataval kaphatjuk:

e legrovidebb X — X séta O(m)-ben megtalalhato

e (G/B O(m)-ben konstrualhato

a rekurzid mélysége legfeljebb n

ezek alapjan M-javitas O(mn)-ben talalhato

a javitasok szama pedig legfeljebb n/2
e igy az Edmonds-algoritmus futasa O(mn?)

Tekintsiink most egy segédstruktirat, aminek segitségével csokkenteni tudunk a futésidén. Ehhez
vizsgaljuk meg azon két lépés futasidejét, melyek sorozatabol a [2.22] algoritmus all.

1. M-alternalo séta keresése
2. M-szirom 0Osszehuzasa

Ezeket addig ismételjiik, amig az M-alternald séta ut nem lesz, hiszen akkor javité utat talaltunk,
melyen keresztiil tudunk javitani a parositason (nagyobb pérositast kapunk).

Mindkét lépés futéasideje O(m) (4j séta keresése és a G/ B graf 1étrehozésa a cstucsok és élek képének
meghatéarozasaval), és legfeljebb n 6sszehuzas kell egy javitéas soran, valamint legfeljebb n/2 javitasra
lehet sziikségiink (egy javitas soran kettével né a péarositas altal fedett csticsok szama).
Amennyiben a szirom-6sszehizas soran csak lokalisan modositjuk a grafot (tehat csak a sziromban
futo élek torlését és a beldle indulo élek leképezését végezziik el), akkor egy B szirom Osszehuzasa
O(|B|n) alatt fut, és 3" 4 oo\ rrgirom | Bl = O(n), igy maga az Gsszehtizas futésideje csupan O(n?).

A sétakeresés idejének csokkentése nehezebb. Ehhez egy M-alternalo erddt fogunk a péarositatlan
csticsokbdl indulva felépiteni, majd modositani, illetve a csticsait cimkézni. Legyen F' egy M-
alternal6 erdd, tehat
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2.24.

Ferds, MCFCE

(V, F') minden osszefiiggéségi komponense vagy pontosan egy X-beli (parositatlan) csticsot
tartalmaz vagy pontosan egy parositasbeli élbsl all

minden X-bdl indulé at M-alterndlé F-ben

Jelolés.

even(F') = {v € V|3 F-ben paros hosszi X — v ut} (kiils6 cstucsok)
odd(F) = {v € V|3 F-ben paratlan hosszi X — v ut} (bels csticsok)
free(F) = {v € V|h F-ben X — v 1t} (tisztas)

. Algoritmus. Az alternalo fa felépitése, modositéasa

végig taroljuk £ és M mellett az M-hez tartozd F-et is, és M modositasanak, illetve a 1épések
altali bévitéseknek megfelel6en modositjuk

a csucsok halmazat kétszeresen lancolt listaban taroljuk (tehat minden cstcshoz eltaroljuk
azt, hogy honnan érkeztiink oda, és mely cstcsba megyiink tovabb; ezzel vissza tudjuk ke-
resni, hogy mely csticsokon keresztiil jutottunk el egy csticshoz); minden v cstucsra az E-ben,
M-ben és F-ben belgle indulé éleket szintén kétszeresen lancolt listaban téaroljuk (alapbol él-
listas graftarolast alkalmazunk); azért lesz hasznos ez az adatstrukttra, mert konstans idében
tudunk torolni csticsot és éleket is

az even(F) és odd(F) halmazok incidenciafiiggvényeit is taroljuk

tovabba, ha létezik v € V-hez vu € E, hogy u € even(F'), akkor e, = vu jelolést alkalmazzuk
és igy taroljuk az élt (ekkor v az odd(F') halmazba keriil, és ezzel a jeloléssel azt taroljuk el,
hogy mely even(F')-beli cstcs a sziilGje F-ben); az algoritmus soran ezt a jelolést rogton akkor
bevezetjiik az adott v csiics kapesan, amikor egy u € even(F') szomszédja révén megtalaljuk

1. Induljunk ki F' = M-bdl (tehat kezdetben minden F-beli csics free(F)-ben van). Minden
v € V-hez olyan e, élt valasztunk, melyre u € X (ha van ilyen).

2. Tteraljuk (el6szor egy adott u € even(F') szomszédaira, majd az u-kon is iteralunk) a kovetkezdt:
v € even(F) U free(F) keresése, melyre e, = vu létezik, ahol most u € even(F). Tehat
u € even(F') szomszédain megyiink végig, és ha talalunk egy v € even(F)U free(F') szomszédjat,
ezt vizsgaljuk tovabb.

3. Ha v € free(F), akkor vu élt F-hez adjuk, valamint a v-bdl indulé parositasbeli élt vw-vel
jelolve, minden wz élre az e, jelolést alkalmazzuk (w € even(F)). (Mivel v ¢ even(F), igy v
nem lehet parositatlan.) Mivel ezzel a lépéssel F' valtozott, igy v atkertilt odd(F')-be.
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4. Hav € even(F), akkor megkeressiik F-ben az (egyértelmt) X —u és X —v utakat (az e, jelolések

és M segitségével konnyen felfejthetsk). Legyenek ezek rendre P és Q). Elképzelhets, hogy az
egyik (vagy akar mindketts) csupéan egy csicsbol all, ha u vagy v X-beli, de ez nem befolyésolja
a tovabbi lépéseket.
Amennyiben P és () diszjunktak, agy a két utat az uv éllel 6sszekotve egy M-javito utat kapunk.
(Ez pontosan akkor teljesiil, hogyha a P és @ utakban el6fordulo X-beli, vagyis péarositatlan
cstucsok kiilonbozGek, hiszen F egy 0Osszefliggdségi komponensében legfeljebb egy parositatlan
cstcs lehet.)

5. Ha P és () nem diszjunktak, akkor az uv éllel kiegészitve meghataroznak egy M-viragot, melynek

M-szirmat B-vel jeloljiikk. Ekkor minden xy élre, ahol x € B, y ¢ B, e, = by jelolést alkalmazzuk
(b a B osszehtzasa altal kapott cstics; minden ilyen b csticshoz érdemes azt is eltarolni, hogy
mely cstiicsokat tettiik izolaltta az Osszehtzas sorén, hogy vissza tudjuk bontani a szirmokat az
algoritmus végén). Ezutan G helyett a redukalt G/B-ben dolgozunk tovabb (miutan toroltiik
E-b6l, M-bél és F-bol is a parhuzamos és hurokéleket).
Az Gsszehuizas sorén elGszor is megnézziik, hogy a séta mely csicsa egyezik meg egy kordbbi
cstcesal, majd a kettd kozotti csiicsok szomszédait megkapja a b cstics szomszédként, és toroljiik
ezen koztes csicsok kozott futd, illetve belslik induld éleket (de csak az tjonnan létrehozott
graf listaibol, G-ben tovabbra is ott vannak, hogy visszafejthets legyen egy-egy Osszehuzas -
ezért is hasznos a kétszeresen lancolt listaban valo tarolas). A b csicsra pedig mint eddig nem
vizsgalt even(F')-beli csucsra kell tekintentink (biztosan nem indul bel6le 6j M-beli él, hiszen
minden B-beli cstics parositott volt). A felépitett erdéstruktira tulajdonsagai nem sériilnek egy
ilyen Osszehtzas hatasara. (Ennek bovebb kifejtését, illetve az algoritmus Gsszehtizas nélkiili
targyalasat a [9] cikkben olvashatjuk.)

2.26. Megjegyzés.
e F valtozasaval folyamatosan valtoznak a fenti halmazok is.

e Minden v € odd(F') egyetlen F'\ M él és M-beli él kozos csicsa. (Egy tjonnan megtalalt
odd(F)-beli csticshoz rogton hozzavessziik a parjat is, ami igy even(F')-be keriil.)

e Ha nem fut él even(F') és even(F') U free(F') kozott, akkor M maximalis parositas G-ben:
Ekkor even(F') fiiggetlen ponthalmaz (tehéat izolalt pontok halmaza) G \ odd(F)-ben, igy
U = odd(F) esetén o(G \ U) > |even(F)| = |X| + |odd(F)| = |V| — 2|M| + |U|, vagyis
M| > 1/2(|V| + |U| —o(G\ U)), amibdl a Berge-Tutte-formula alapjan M maximalis
méretd parositas G-ben.

Ezen megallapitasokat, illetve az erd6épité algoritmus egy bévitett valtozatat alkalmazzuk majd a
népszertség ellenérzésére.
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Vizsgaljuk meg a kovetkez6 oldalon talalhatd pszeudokod segitségével, hogy mennyit is sikertilt
csOkkenteni a felépitett fastruktira hasznalatéaval a futasidén.

Az iteraciok szama < n, hiszen minden iteracioban |V| + |free(F')| legalabb 2-vel csokken
(6sszehtizas esetén csak |V|, tovabbépités esetén csak | free(F)| valtozik, de mindketts a neki
megfelels esetben legalabb 2-vel csokken).

Az épités outputja vagy egy javitds vagy egy olyan erds, amelyben nem fut él even(F') és
even(F) U free(F') kozott, és igy M maximaélis.

Sziikség lehet a végss erdst visszaalakitani az 6sszehtizésok el6tti allapotba. Ezt a létrehozott
b cstucsokkal eltarolt informaciok alapjan tudjuk megtenni. Az eredeti csticsokat az eredeti
szirmoknak megfelelGen visszaéllitjuk, illetve minden ilyen csticshoz a neki megfelels b-bél
indul6 élt rendeljiik. (Ennek a visszafejtésnek az egyszertisitésére is szolgal a [9] cikkben leirt
modositas.)

A modositott algoritmus 3. pontjaban leirtak esetén a frissités O(n) id6ben elvégezhetd.

A 4. pontban leirt esetben P és () megtalalhato O(n)-ben, és igy az M-javito ut is megta-
lalhato ekkor O(n)-ben (ha van), illetve az adatstruktura frissitési ideje O(|B|n) abban az
esetben, ha G/ B-ben akarunk tovabb dolgozni (G/B-ben talélt javitas is O(| B|n)-ben alakit-
hato at G-beli javitassa). Mivel |B| < 2|{az &sszehuzasok soran izolaltta tett cstucsok}|, igy
ez az Osszehuzés altali frissitési lépés dsszességében O(n?)-ben kivitelezhetd.

Kapjuk, hogy egy javito iteracios lépés O(n?), és fgy a maximdlis méretd parositias O(n3)
idében megtalalhato.
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Algorithm 1 Adott parositasra javito 1t keresése
Require: G, M éllistas modon (kétszeresen lancolt listaban a csiicsok és élek is)
Output: M-re javité ut vagy M maximalis parositas G-ben’

G() — G, M(] - M

F=M

X =V\V(M)

even(F) = X, free(F) =V \ X, 0dd(F) = ()

U = even(F) > Benne a csticsokat sor struktdraban taroljuk

while U # () do
for uwv € E, ahol u € U, s6t u = U[1] do
if v € odd(F) then next v
else if v € free(F') then
F = FU{uv} U {vw}, ahol {vw} € M
odd(F) = odd(F) U{v}, even(F) = even(F)U{w}, free(F) = free(F) \ {v,w}

U=UU{w}
€y = UV
else > Ekkor v € even(F)

P az F-beli X —u ut, QQ az F-beli X — v ut
if P és @ diszjunktak then return P U Q U {uv}
else
PUQU{uw} M-virdg M-szirma legyen B = (vy, ..., v;) > Tehat vy = v,
for x € BNeven(F) do
for y ¢ B, melyre e, = xy do e, = vy
end for
end for
U=UU {’Uo}
for v;y € £, aholi=1,...,7—1,y ¢ B do
E = E\ {viz} U {vox} (M-re, F-re ugyanez)

end for
for vu, € E(B), ahol i,k =0,...,j5 do E = E\ {vu} (M-re, F-re ugyanez)
end for > even(F), odd(F), free(F) ezekben a lépésekben nem véltoznak
end if
end if
end for
U=U\{u}
end while

return 'M maximalis parositas G-ben’
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2.5. A népszertiség eldontése

Ez a szakasz a téméaban végzett kutakodasom eredményét hivatott osszefoglalni, ami altaldnos graf-
ban egy parositas népszertiségének eldontésére vonatkozo gyors algoritmus. Az el6z6 szakasz arra
szolgélt, hogy megismerjiik az Edmonds-algoritmust, hiszen a most kovetkezs felépités és algorit-
mus alapjat az adja. A [20] cikk megad egy O(y/nm) algoritmust a népszertiség eldontésére. Az itt
leirtak annyiban haladjak ezt meg, hogy valamivel egyszertibb az algoritmus alapgondolata, tovab-
ba egy népszerii parositashoz speciélisabb tantut kaphatunk az algoritmus alapjan, mint ami a [10]
cikkben szerepel (ezt a szakaszban olvashatjuk kifejtve).

Tekintsiik a G altalanos grafban az M parositast (a cstcsok szigoru preferencialistaval rendel-
keznek a szomszédaikon). Szeretnénk eldénteni, hogy ez népszert-e G-ben. Ehhez vegyiik el6szor a
Gy részgrafot (M-re nézve (—1, —1) élek torlésével kapjuk), és ebben keressiik meg az dsszes M-re
nézve blokkol6 élt. Ha ilyen nincs, akkor M stabil, és igy népszert is. Ha barmely blokkol6 él egyik
vége parositatlan M &ltal, akkor a népszertiség karakterizaciojarol szolod tétel alapjan M nem
népszert. (Ezt a tételt fogjuk idorsl-idére felhasznalni az algoritmus, illetve a bizonyitésok soran.)
Tegyiik fel tehat, hogy van M-re nézve blokkol6 él, és minden blokkolé él mindkét vége parositott
M altal. Vegyiink G;-ben egy blokkol6 élt, ebbdl fogunk felépiteni egy, az Edmonds-algoritmusban
megjelend fahoz hasonlo struktirat.

Vezessiink be néhany jelolést:

e X = {M Aaltal parositatlanul hagyott csicsok}
e ¢ legyen a kijelolt blokkolo él

e 1 és 1y az ey él két végpontja

Most pedig épitsiink fel egy M-alternélé fat, melynek gyokérszintje xg,yo. Legyen ez F. A fat
szintenként fogjuk felépiteni, minden péaratlan szinten atvizsgéaljuk a cstcsokat (illetve az algoritmus
késtbbi lépéseiben kiilsére atcimkézett csicsok halmazét) és az azokbol indulo éleket, miel6tt a
kovetkezs szintre lépnénk. A cstcsok szintjét az xg-tol, illetve yo-t6l valdo F-beli tavolsaguk adja.
(Tehat xq és yo parja is elsd szinti lesz, az § még meg nem talalt szomszédaik masodik szinttek, és
igy tovabb. Ha olyan csticshoz ériink, amit mér bevettiink a strukturédba, annak nem valtoztatjuk
meg a szintjét.)

Az 4j szinteken 1évG cstcsokat akkor cimkézziik fel kiilsd, illetve belsé csiicesa, amikor bevessziik
az alternald faba (ezt a lépést irja le a fejezetben taldlhato elss és masodik segédalgoritmus).
A belsé csucsok halmaza legyen inner(F), a kiils§ cstucsoké outer(F'), amely csticsok egyik cimkét
sem kapjak meg az algoritmus soran (tehat nem értiik el Gket eg-bol alternéalé utakon, és igy nem
kertiltek be a faba), azok halmaza pedig free(F') (az algoritmus elején xg, yo kivételével még minden
csics ebben a halmazban van). A paros szintd csticsok halmaza legyen even(F), a paratlan szinti-
eké odd(F'). Ugyan az algoritmus elején még megegyezik egymassal az inner(F) és even(F), illetve
outer(F') és odd(F') halmaz, a késébbi lépések soran eléfordulhat olyan cimkevéltoztatéas, melynek
hatasara egy csucs az inner(F') halmazbol atkeriil az outer(F') halmazba, viszont fontos lesz, hogy
a szintje paritasinak megfelelGen kezeljiik, ezért vezetjiik be az even(F'), odd(F') jeloléseket, melyek
egy adott blokkolo élbél indulé vizsgaldodas sordan nem valtozhatnak egy adott cstcsra vonatkozoan.
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Az abran lathatunk egy egyszerd alternal6 fastruktirat, amelyet a kés6bb pontosan leirt algorit-
musbol kapunk. Az xqyo blokkolo él, a folyamatos élek parositasbeli, a pontozott élek parositdson
kiviili élek. Az o-val jelolt csticsok kiilsG, az i-vel jelolt cstcsok belsG cstcsok, az index pedig azt
jelzi, hogy a fastruktira melyik szintjén taldltuk meg elészor. Lathato (és ez a késébbiekben nagyon
fontos eleme lesz a vizsgalodasunknak), hogy a kiils6-belsé és a szint szerinti paritas kiilonvalik a
megjelens paratlan kor miatt.

Minden belsé cimkéjd (eleinte minden paros szintd csics ide tartozik) csics esetén a kovetkezs
lépésben épitiink:

e A bel6le induld parositasbeli élt hozzéavessziik az alternalo fahoz, és a parja bekertil az outer(F)
halmazba, és paratlan szinten tartjuk nyilvan (vagyis az odd(F') halmazba is bevesszik).
(Mindez a f6 algoritmus 24. soraban talalhato.)

e Ha even(F') és X nem diszjunkt, akkor az azt jelenti, hogy egy blokkolé élbgl alternalo tton
elértiink egy parositatlan csiicsot, tehat talaltunk egy javité utat M-re nézve, vagyis M nem
lehet népszerti (f6 algoritmus 20. sora).

e Ha pedig egy even(F')-beli cstucs parja egy masik gyokérdssel rendelkezs, még nem vizsgalt
even(F)-beli cstcs, akkor ezen mésik csicson keresztiil egy ep-t tartalmazo javito kort kapunk,
igy ekkor M nem lehet népszerti (f6 algoritmus 21. sora).

Minden kiils§ cimkéjii csics (eleinte a paratlan szinti csucsok, késébb paros szinti csicsok is lehet-
nek) esetében a kovetkezd lépésekben folytathatjuk (vagy épp zarhatjuk le) az algoritmust:

e Ha egy kozos Gssel rendelkezd kiilss cstcsba (ami nem a sajat se vagy utodja) megy beldle
él, akkor az & osszekotésiikkel kapott paratlan hosszt kor (szirom) minden csticsanak cimkéjét
kiilsére allitjuk (a 4. segédalgoritmus irja le ezt a lépést). (Ekkor ezen atcimkézett csicsokat is
megvizsgaljuk az itt leirt 1épések szerint.) Ezen vizsgalodasi 1épés (paratlan kor megtaléalésa,
atcimkézés) viszont ténylegesen csak a paratlan szintd cstucsokra vonatkozik, az atcimkézett
paros szinti cstucsokra nem.

e Ha Gp/-ben free(F)-be megy belgle él, akkor ezt az élt hozzavessziik a fahoz (f6 algoritmus
30. soratol). Ha ez az él blokkolo él M-re nézve, akkor talaltunk egy javito utat (2 blokkold
élt 6sszekotd alternalod tt), igy M nem népszeri (f6 algoritmus 35. sora). Ha nem talaltunk
akadalyt, az djonnan bevett cstcs megkapja a belss cimkét (bekertil inner(F)-be), és paros
szinten tartjuk nyilvan (bekeriil even(F)-be is; f6 algoritmus 32. sora).
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e Ha barmely, az alternalo faba mar beépitett (de nem xg, y) csticsba megy belsle blokkolo él,
akkor szintén kapunk egy javito utat (a 2 blokkolo élen at vezetd alternalé tt; ez tovabbi éleket
is figyelembe véve esetleg kiegésziilhet korré) vagy egy javito kort (ha sajat paros szinti Gsébe
vezet a blokkolo él, ami lehet éppen zg vagy yp is), igy M nem népszerd (f6 algoritmus 46.
soratol). (Egy sziromban 16v6 - és igy kiils cimkéji - even(F')-beli cstucsok kozotti blokkolo
él szintén javito kort hoz létre - ez a vizsgalat a {6 algoritmus 55-56. soraban talalhato.)

e Ha olyan kiils6 cstcsba megy bel6le él GGj-ben, melyet eq masik végpontjabol indulva értiink
el, akkor kapunk egy ey-t tartalmazo javito kort M-re nézve, igy M nem népszerd (f6 algorit-
mus 61. sora). (Ez akkor is érvényes, ha esetleg az egyik csucs - vagy mindketts - atcimkézés
miatt lett kiilsd, és nem paratlan szintd eredetileg.)

2.27. Megjegyzés. A strukturaban késébbi szinteken elhelyezkedd belsd és kiils6 csticsok eseté-
ben (illetve késébb, méas blokkold élekbdl indulva) eléfordulhat, hogy tobb gyokérszinti csics is az
6siik (ha egy kiils6 csticsbol egy mar a struktiaraban 16vs belss csicsba megy él, akkor a két "ag"
osszekapesolodhat). Ha ilyen modon egy mar "megvizsgalt" cstucsot talalunk (és nem sziikséges az
atcimkézése), akkor a beldle indul6 éleket nem kell tjra megvizsgalni. (Akkor neveziink megvizs-
galtnak egy cstcsot, ha bels6 és hozzavettiik a parjat a fahoz, vagy ha kiils§ és a fenti lépéseket
lefuttattuk a szomszédain. Nevezziik ezen megvizsgalt csicsok halmazat U-nak.)

2.28. Megjegyzés. Nevezziik fazisnak az algoritmus azon szakaszat, amikor egy adott blokkolo
élbdl induld faépitést és cstcsvizsgalodast végezziik. Ezzel tehat fazisokra bontjuk az algoritmust.
Egy fazis soran minden csucshoz eltaroljuk, hogy a gyokércsiucsok (elsé fazis esetén xg, o) koziil
melyikbdl vezet hozza alternald ut Gp-ben. Ezt akkor tessziik meg, amikor az épités soran elérjiik
(a kozvetlen sziilGjének ezen adata alapjan adunk értéket ennek az "6s"-fliggvénynek). Ha késsbb
méashonnan is eljutunk egy csiicsba alternéalé tton, és az 0j "sziil6je" mas gyokérdssel rendelkezik,
akkor az Gs-fliggvény értékéhez a masik gyokércsucsot is hozzavessziik (és ekkor minden utédjan is
elvégezziik ezt a valtoztatést, az épitd lépések szerint haladva az alternalo strukttraban). Ha viszont
mar elkonyveltiik, hogy mindkét gyokércsticsbodl vezet hozza alterndlo ut, akkor a késGbbiekben ezt
az informaciot mar nem kell feliilirni. (Ezek a lépések a f6 algoritmus 15., 26., 34., 41. soréban,
illetve 73. soratol talalhatok.)

2.29. Megjegyzés. Az el6bbi megjegyzésben targyalt Gs-fiiggvény segitségével egy fazis végén
minden megvizsgalt cstcsrol tudjuk a kovetkezoket: even(F') vagy odd(F') halmazban van, belss
(tnner(F)) vagy kiils§ (outer(F)) csucs, illetve x; vagy y; gyokércsucsbol érhetd el alternald tton

GM—ben.

Ha az el6bbi, népszertiséget cafold esetek egyike sem all mar fenn az algoritmus futasa soran (tehat
ha az alternalé erdd felépitése soran nem allt le a futas), akkor outer(F')-beli csicsokbol méar csak
néhany tipusu él futhat:

e Szirmon beliill nem blokkol6 él

e Osbe nem blokkolé él

e Azon gyokércsiucsba, mely nem a gyokérdse, blokkolo él (amennyiben a gyokérdsébdl nem
indul masik blokkolo él) - ezt fogjuk gyokérsziromnak nevezni
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e Utddba nem blokkolo él
e Masik dgon 1év§ csticsba nem blokkold él

Az egyéb eseteket a fenti felsorolasban targyaltuk, ezen utébbiakkal minden kiils§ csticsbol indulo
¢él kapcsan megvizsgaltuk, hogy milyen gondot okozhat. Itt érdemes megjegyezni, hogy blokkolo
élek futhatnak belsé csticsok kozott, erre még vissza fogunk térni.

Tehat ha eljutunk idaig az algoritmusban, akkor nem talaltunk M népszertiségét céafold, ep-t
tartalmazo bizonyitékot:

e ¢o-t tartalmazo paros hosszu kort két kiillonbozs agon 16v6 (tehéat egymassal s-utod viszony-
ban nem allo), belsd csticspar kozotti parositasbeli él vagy kiils§ csticspar kozotti parositason
kiviili él jelol ki, amiket vizsgalunk (egyéb blokkolo kort azzal zarunk ki, hogy egyik "agon" 1é-
v§ korébbi belsé és késébbi kiilsé csticsot 6sszekots blokkolo él esetét és szirmon beliili blokkold
éleket is vizsgaljuk)

e co-t és még egy blokkold élt tartalmazo alternald utat egy kiilsé csticsbol nem xzg-ba, yo-ba,
illetve nem a sajat Gsébe futd blokkolo él jeldl ki

e ¢)-bol parositatlan cstucsba futd alternalé utat kizardlag tgy kaphatunk, hogy az alternéld
struktura felépitése soran egy inner(F')-beli cstucs parositatlan M &ltal (tehat X-ben is benne
van)

Tovabba blokkolo élek (ep-n kiviil) csak belss csticsok kozott, belss cstucsbol F-en kiviilre, illetve
gyokérszirmot létrehozd moédon fordulhatnak el F' csiicsaibél indulva, ha nem talédltunk népszert-
séget cafolo akadalyt.

Toroljiik most ep-t a grafbol (rajta keresztill mar biztosan nem taladlunk népszertiséget céafolo
bizonyitékot, ezt irtuk le az elébbi felsorolasban). Véalasszunk a megmaradt blokkolo élek koziil
egy kovetkezdt (e; = 1), amin futtatjuk a kovetkezd fazist (vagyis a fentebb leirt lépéseket).
Ezt addig ismételjiik, amig méar minden blokkolé élt megvizsgaltunk (vagyis toroltiink). Ha egyik
fazisban sem kapunk céfolatot M népszertiségére, akkor kapjuk, hogy M népszertd. A tisztés az
algoritmus legvégén azon csticsokbol fog allni, melyek egyaltalan nem kaptak cimkét, tehat amik
free(F)-ben maradtak. Ezen a részhalmazon M stabil részparositast ad, hiszen ezen csicsok kézott
biztosan nem megy M-re nézve blokkolo él.

Ha gyokérszirmot talalunk a fazis soran, akkor a gyokérszirom csticsait (a két szomszédos blok-
kolo él kozos csucsanak kivételével) allitsuk kiilsg cimkéjiire (ennek leirasara szolgal a 3. segédalgo-
ritmus, és a f6 algoritmus 63-64. soraban hivjuk meg), és a paros szint( csicsokat vizsgaljuk at ilyen
modon (ismét) a fenti (kiils6 csucsokra vonatkozo) 1épések szerint. Csak azon csicsokat kell itt jra
megvizsgalni, amelyek cimkéje megvaltozott (belsérdl kiilsére). Ha esetleg olyan gyokérszirommal
talalkozunk, mely két gyokérdssel rendelkezd kiils csticsbol indulé blokkolo él altal jott 1étre, akkor
viszont egy javito kort kapunk M-re nézve.

Mivel egy rogzitett blokkold élbdl inditott alternédld strukturaban megtalalt gyokérszirom masik
blokkol6 éle is atvizsgalasra keriilt, igy egy fazis végén tobb blokkold élet is torélhetiink a még vizs-
galandok korébsl (f6 algoritmus 63-64. soraban kapjuk meg ezeket, és a 82-83. soraban toroljiik).
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Az alabbi lemmahoz sziikséges rogziteni, hogy pontosan mit értiink akadaly alatt. Az[I.5|tételben
szerepld 3 lehetséges akadalybol a javito utakat a lehetd legrovidebbnek értelmezziik, tehat csak a
két blokkold élt vagy blokkold élt és parositatlan cstcsot mar éppen tartalmazo ttszakaszt értjiik
alatta.

2.20. Lemma. Az algoritmus sordn eqy fazis végén a gyokércsicsokon kivil F' minden csiucsdra
teljesiil, hogy ha a fdzis soran nem talaltunk ot belsd pontjaként tartalmazo, népszeriséget cdfolo
akadadlyt, akkor ilyen nem is fordulhat eld Gpr-ben.

Bizonyitds. A lemmaét indirekt fogjuk belatni. Tegyiik fel tehat, hogy létezik olyan csticsa F-nek,
mely nem gyokércsics, a megfelel§ fazis sordn nem taléltunk rajta keresztiil akadalyt, viszont G-
ben létezik 6t tartalmazo javito at vagy kor.

Egy kiils6 cstics esetében a fazis soran minden beléle indulé élet megvizsgalunk, igy ha egy blokkold
¢lbdl indul6 alternald ut egy parositason kiviili éllel hozza kapcsolodik, akkor azon élet, és igy a
megfelels alternalo utszakaszt a fazis soran mar megvizsgaltuk. Tehét ha ilyen moédon akadalyt ta-
lalunk ezen kiils6 cstcson keresztiil, akkor azt mar F' felépitése és a csticsbol indulo élek vizsgélata
soran meg kellett talalnunk.

Amennyiben egy F-beli kiils6 csticsba parositasbeli élen keresztiil érkeziink meg egy blokkol6 élbél
alternalo tton, és parja kiilsg cstucs, agy az el6z6 bekezdés megéllapitasai érvényesek a kijeldlt cstics
parjara, mivel akkor a megjelend alternal6 ut 6t is tartalmazza. Ha pedig egy belsé cstcs parjaként
érkezilink egy kiils6 csticsba egy blokkold élbdl induld alternald tton keresztiil, mely akadalyt jelent
M népszertiségére, akkor a javitd ut fent leirt "legrovidebb" tulajdonsiga miatt az akadaly tartal-
mazza az ezen kiils§ csicsbol tovabbindulé utszakaszt, amelyet a fazis soran a gyokér blokkold élbsl
ugyanigy elértiink volna alternéld tton keresztiil, ami pedig ellentmond annak, hogy a fazis sordn
nem iitkoztliink akadalyba, mely ezen csiicsot tartalmazta volna.

Bels6 csticsok esetén az el6z6 bekezdés megallapitasai érvényesek, hiszen kiils6 parjan keresztiil nem
érkezhetiink hozza a masodik bekezdés alapjan, ha viszont rajta keresztiil érkeziink a kiils§ pérja-
hoz, akkor az el6z6 bekezdésben felvazolt esetet kapjuk!]

Ezzel minden F-ben el6forduld csicsra igazoltuk, hogy amennyiben az & vizsgalatat tartalmazo
fazis sordn nem talaltunk rajta keresztiilhalad6 javité utat vagy kort, akkor Gp;-ben sem létezik
ilyen akadaly. O]

2.30. Megjegyzés. A fenti lemméat megfogalmazhatnank az algoritmustol teljesen fliggetleniil is.
Ehhez definidlnunk kellene a blokkold élbdl alternald uton elérthets csticsok halmazat, illetve az
eléfordul6 akadalyok felismerésének modjat.

2.31. Megjegyzés. Latnunk kell, hogy ez nem csak fazison beliil érvényes megallapitas, hiszen F
nem uriil ki egy-egy fazis végén, tehat azt kapjuk, hogy minden kiils§ csticsot elég az algoritmus
soran Osszesen egyszer atvizsgalni (tehat minden bel6le indulé élet megvizsgalni), igy az atvizsgalt
kiils6 csticsok maradhatnak U-ban. Belss csiics pedig masik fazisban, mint amelyben megtalaltuk,
nem valhat kiils6vé, igy & is U-ban fog maradni a sajat fazisat kovetGen. Ezzel tehat azt kapjuk, hogy

Megnézhetjiik azt is, hogy nincs-e két fazison kiviili blokkold él kozott olyan alternald tit, melynek van kozos
csicsa a fazis cstucsaival. A maéasodik és harmadik bekezdés alapjan csak belss cstcs lehet a blokkolo élekbdl induld
alternalo dton az els§ kozos csiics, és bels cstucsok kozott nem futhat paratlan hosszu, parositasbeli éllel indulo
alternalo 1t, kiilonben javité kort vagy szirmot kapnank, szirom esetében viszont mér atcimkéztiik volna ezen péros
szintd (bels§) csucsokat.
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késébbi fazisok soran ha mar U-ban 1évé cstcshoz ériink, akkor ott nem is kell tovabb vizsgalédnunk,
vagyis a graf minden csicsat legfeljebb egyszer vizsgaljuk at (kiilséként).

2.21. Lemma. Egy fazis sordn megtaldlt szirmok, gyokérszirmok késébbi fazisban megtaldlt szirmok-
kal, gyokérszirmokkal nem metszhetik egymdst, legfeljebb egy belsd csicsban (tehdt eqy gydkérszirmon
belili két szomszédos blokkolo €l kozds csucsdban).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy méar megtalalt sziromnak egy késébbi fazisban megtalélt szirommal
van kozos csticsa, legyen ez v. Ekkor mindkét sziromban pontosan egy péarositasbeli él indul v-bél
(ha barmely sziromnak a "gyokere" lenne v, tehat az a cstcsa, melybdl a szirmon beliil nem indul
parositasbeli él, akkor a bel6le induld éleket mind atvizsgaltuk volna a korabbi fazisban, igy a teljes
késtbbi fazisban megtalalt szirmot mar korabban megtalaltuk volna), igy az az él, amivel a késgbbi
fazis soran csatlakozunk v-hez, parositason kiviili. Mivel egy szirom Osszes csicsat atcimkézziik az
adott fazis soran kiils6vé, igy v Osszes szomszédjat megvizsgaljuk az eredeti fazis soran, ami pedig
azt eredményezi, hogy a késGbbi fazis alapjat szolgald blokkold élhez el tudunk jutni v-bél G-beli
alternalod tton, vagyis a korabbi fazis soran akadalyba {itkoztiink volna.

Ha az el6bbi bekezdésben kicseréljiik a szirmot gyokérsziromra, és a gyokérszirmok egyetlen belsd
csticsat nem vessziik figyelembe, akkor a fenti gondolatmenetet valtoztatas nélkiil elmondhatjuk
erre az esetre is. Ezzel kapjuk a lemma &llitésat. O]

2.32. Megjegyzés. A lemméabol kovetkezik, hogy amikor az algoritmus legvégén a megfelels tantit
szeretnénk megkonstrualni, akkor azon paratlan halmazok, melyeknek végiil pozitiv silyt fogunk
adni (a szirmok, gyokérszirmok altal alkotott halmazrendszer tartalmazasra nézve legnagyobb ele-
mei), diszjunktan helyezkednek el a kiilonbo6z6 fazisok éltal lefedett csicsok tekintetében, kivéve a
belsé cstcsban egymést metszd, kiilonbozs fazisban megtalalt gyokérszirmokat. Ez a megéllapitas
a fazisban megvizsgalt csticsokat, a gyokércstucsok és a belSliik induld parositasbeli élek kivételével
(f6 algoritmus 85. sora). (Ezeket azért tartjuk meg, hogy hozzajuk kapcsolodé mas blokkolo élekbdl
indul6 alternal6 struktira épitése soran ne iitkozziink hamis akadalyba, példaul péarositatlan belss
csucsot talalva.)

A fenti algoritmust leir6 pszeudokod a dolgozat fiiggelékében (3.4]) olvashaté. ElGszor néhany
segédalgoritmust lathatunk, majd a népszertiséget eldonts "f6"algoritmus kévetkezik.

2.33. Megjegyzés. Azt, hogy egy cstcs a masiknak Gse-e, a p() parent fiiggvény segitségével lehet
felfejteni. Ez a fiiggvény azt a sziil6t jeloli, ahonnan az adott csicsot elészor megtalaltuk. Az a()
fiiggvény pedig azt a gyokércstucsot jeloli, ahonnan a sajat fazisan beliill G-beli alternald dton
keresztiil el tudjuk érni az adott csticsot. Erre hivatkozunk a széveges leirdsban Gs-fliggvényként
(halmazeértékd fiiggvény, mindkét gyokércsucsot tartalmazhatja).

2.34. Megjegyzés. Lathato az algoritmusban, hogy ha taldlunk egy gyokérszirmot, akkor azon
blokkol6 élt, ami kijeloli ezt a gyokérszirmot F-ben, azt szintén toroljiik a még vizsgalando blokkolo
¢élek halmazabol. Ez azért van igy, mert az egyik végpontja az éppen vizsgalt blokkol6 él végpontjaval
esik egybe, és igy megvizsgaljuk a 1épés soran, a mésik végpontja pedig olyan kiils6 cstucs, melynek
parja is kiils6 csics, igy azon ag esetében is végigfut az algoritmus a megfeleld vizsgalodasi 1épéseken.
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2.35. Megjegyzés. A jeloléseket alaposabban megvizsgalva lathato, hogy az U N V), halmaz egy
fazis végén (miel6tt a fazisban atvizsgalt cstucsokat torélnénk a késébbiekben vizsgalandok koziil)
pontosan a fazis soran atvizsgalt cstcsokat tartalmazza.

2.36. Jelolés. Elképzelhets, hogy két gyokérszirom azonos gyokércsiicsbdl indul Gys-ben, és igy
élhalmazuk metszete esetleg nem iires, viszont ha a kettejiik altal fedett csiicsok szamét nézziik,
az mindig paratlan lesz. Ha esetleg van olyan szirom, mely belemetsz egy gyokérsziromba, akkor
vegyiik annak a paratlan kornek a tobbi cstcsat is hozza az eddig kapott paratlan csicshalmaz-
hoz. Tekintsiik az ilyen hozzavételekkel, sszefésiilésekkel kaphato (tartalmazéas szempontjabol)
maximaélis paratlan halmazokat (melyekben csak kiils6-kiils6 élek, illetve belss-kiilsé blokkold és
parositason kiviili élek szerepelnek). Ezek lesznek azok, melyeknek pozitiv silyt fogunk adni M
tantjaban. Legyen ezen maximalis paratlan halmazoknak a halmaza L C B.

2.6. Népszeri parositas tantija

A tovabbiakban megadunk a csticsokon és a paratlan, legalabb 3 méretii halmazokon egy stlyozast,
mely az el6z6 szakaszban leirt algoritmus pozitiv eredménye esetén M tantja lesz.

A belsé csticsok stlya legyen 1, a kiils§ csicsoké -1 (a cimkék az algoritmus végi allapot cimkéi).
A tisztason 1évé csiicsok stlya legyen 0. Most pedig megadjuk azon paratlan halmazokat, melyek
stlya pozitiv lesz. Tekintsiik az Gsszes olyan outer(F')-beli cstucsot, melynek parja is kiils6. Ezen
cstcsok altal F' feszitett részgrafjaban vegyiik az 0sszefiiggéségi komponenseket. Ezek (a kivalasztas
alapjat ado6 tulajdonsag miatt) paros komponensek. Vegyiik hozza ezen komponensekhez azt a(z
algoritmus alapjan egyértelmi) belsd, illetve belsd cimkéjii parral rendelkezd kiils§ cstcsot, mellyel
(j) paratlan kor jon létre a komponensben (csak a szirmok és gyokérszirmok esetében cimkéztiink
at, igy ezek valoban azok a paratlan korok lesznek, amit az algoritmusban ilyen modon talaltunk).
Lehet, hogy két ilyen paros komponenshez ugyanazon cstcsot vessziik hozzé, ekkor 0sszeolvasztjuk
a két komponenst. Az igy kapott paratlan (maximalis) komponensek silya legyen 2, minden maés
paratlan cstucshalmaz sulya 0.

Az algoritmus végén, pozitiv eredmény esetén kapunk egy cstuicscimkézett, a fenti sulyokkal sulyo-
zott grafot, melyben a vizsgalt M parositas népszerti. Ebben a grafban az aldbbi élek fordulhatnak
el6 (ne feledjiik, hogy Gps-bdl indultunk):

F)-ben futé blokkolo élek

e inner(F')-ben futo 0 sulyua élek

e inner(F) és free(F') kozott futo 0 salyu élek
)

e inner(F) és outer(F) kozott, L-beli halmazban futé blokkolo élek (gyokérszirmok blokkolo
élei)

e inner(F') és outer(F') kozott futo 0 sulyq, illetve parositasbeli élek

e outer(F')-ben futé 0 sily, illetve L-beli halmazban fut6 parositasbeli élek
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e free(F)-ben 0 sulyu és parositasbeli élek
Minden tovabbi éltipus M népszertisége esetén nem fordulhat els (az tétel alapjan):

e outer(F) és free(F) kozott nem mehet ¢él, mert akkor még nem allt volna le az algoritmus
(bévithetnénk az alternaléd strukturat)

e outer(F)-ben nem futhat olyan 0 sulya él, ami nincs pozitiv silyt halmazban, mert az egy
javito kort vagy utat hozna létre

e outer(F)-ben semmilyen esetben nem futhat blokkol6 él, mert javité kort vagy utat hozna
létre

e outer(F)-bdl nem indulhat olyan blokkol6 él, ami nem L halmazaibol valé csticsok kozott fut,
mert akkor javito utat (vagy "Gsbe" futo él esetén javitoé kort) talalnank

e outer(F') és X kozott nem futhat él, hiszen az javité utat hozna létre (tehat belss csics nem
lehet parositatlan - inner(F) N X = () kell legyen)

free(F)-bdl nem indulhat blokkol6 él, mert akkor a csiics benne lenne F' csicsainak halma-
zaban

Igy a nem L-beli halmazban futoé blokkolo élek két vége 1-es sulyt kap, pozitiv stlyt halmazbe-
li blokkol6 él egyik vége 1, méasik vége -1, az 6t tartalmazo péaratlan komponens 2 silyt kap. A
péarositasbeli élek két végén (L-beli halmazokon kiviil) 0 stlyu cstcsok (tisztas) vagy egy belss és
egy kiilsd, vagyis egy 1 és egy -1 silyu csucs all. Az L-beli halmazokon beliil teljesiil az e = uv
parositasbeli élekre, hogy a,, + a, + Zwe gy = 0, hiszen az él két végének silya -1 és az egyetlen
L-beli halmaz silya, melyben mindkét cstics benne van, az 2. A t6bbi Gjs-beli él 0 stlya M-re
nézve, és az L-beli komponenseken kiviil nem is futhatnak két -1 sulya cstucs kozott, hiszen azok
kiils6 cstcsok. Hasonldéan ezek a 0 silya élek nem futhatnak 0 és -1 sulyu cstcsok koézott sem,
hiszen akkor menne kiils§ csticsbol tisztasra G-beli él. Az L-beli halmazokban futo, péarositason
kiviili élekre pedig ugyanaz elmondhat6, mint a benniik futé6 M-élekre. Maradtak a G-en kiviili,
vagyis -2 stlyu élek (M-re nézve), ezek két végén viszont allhat akar két -1 silya csucs is, igy a
fenti silyozas teljesiti az él- és csticsstlyokra felirt egyenlétlenség-rendszert .

Ezentul sziikség van még arra a tanusaghoz, hogy a cstcsok sulyainak, valamint a paratlan
halmazok sulyainak méretiikkel stulyozott Osszege 0 legyen. Ez teljesiil, hiszen a paratlan halma-
zok taniértékét a méretiik felének alsé egészrészével silyozzuk, ami az algoritmus soran megtalélt
szirmok, gyOkérszirmok esetében a benniik futoé parositasbeli élek szdma, a tobbi paratlan halmaz
tanaértéke pedig 0, igy ott mindegy, mivel stlyozzuk. (Amikor két paratlan kort Gsszekapcesolunk,
akar tobb kapcsolodo él mentén, akkor az olyan, mintha az egyik korhoz paros sok csticsot toldanank
hozzé, a megfeleld élekkel egyiitt, és mivel ezen cstcsok parositasbeli élekkel vannak dsszekotve, igy
tovabbra is igaz lesz, hogy a benne futé parositasbeli élek szaméval egyezik meg a paratlan halmaz
tanuértékének sulya.) Tehat azon parositasbeli élek esetében, amelynek mindkét végén -1 &ll, az
Gket tartalmazo 2 stlyt paratlan komponens pont az ilyen parositasbeli élek szémaval sulyozodik
a taniértékek Osszegében, igy ezen cstcs- és halmazstlyok O-ra egészitik ki egymést. Az adott
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paratlan halmazbol kimaradt egyetlen kiils6 (vagy gyokérszirom esetén belss) csucs (aminek a st-
lyat még nem vettiik figyelembe az Osszegnél) pedig egy belsé (vagy kiils§) cstucs parja, és ezek
stulyat 6sszeadva szintén 0-t kapunk. A t6bbi belss-kiilsé csucspar silya is kiejti egymaést az 6sszeg-
ben, igy méar csak free(F) stulyosszegét kell még figyelembe venntink, hiszen F' csicsainak sulyat
mar Osszegeztiik és az L-beli halmazok tantértékeit a megfelel§ sulyokkal szintén Osszeadtuk. A
free(F) halmaz minden cstucsanak stlya 0, igy az 6sszegiik is 0. Kaptuk tehat, hogy az egész grafra

vonatkozo6 Osszeg,
Bl -1
N N
ueV BeB

Tehat valoban az M péarositas egy tandjat kaptuk a fenti cstics- és halmazértékekkel.

Kavitha [10] cikkében az szerepelt eredményként, hogy egy népszeri parositas egészértéki ta-
ntjara a € {0, £1}" és y € {0, 1, 2}/l teljesiil. Lathatjuk, hogy az elsbbiekben megadott cstics- és
halmazstlyozas jelen esetben erésebb allitast is lehet6vé tesz, hiszen 1 silyd paratlan halmazra nem
volt sziikség. Ez abbodl adodik, hogy pozitiv stllyal ellatott halmazokban csak -1 és 1 stlyt csticsok
vannak, tehat komplementaritasi feltétel alapjan a halmaz stlya paros kell legyen, hiszen a hal-
mazban szereplé parositasbeli élek parositas szerinti sulya 0. Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy
olyan tant is megadhato, mely a legalabb 3 méretii paratlan halmazokhoz 0 vagy 2 sulyt rendel.
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3. Alkalmazasi teriiletek a biztositasi piacon és a nagyvilagban

3.1. Altalanositasi lehetGségek

Eddig olyan grafsturktiraval dolgoztunk, melyben minden szereplének szigorti preferencialistaja
volt (vagyis nem engedtiik, hogy k6z6mbos legyen két kiilonb6z6 szomszédja kozott), illetve minden
szerepl6hoz legfeljebb egy mésik szereplt rendeltiink. Ezek alapjan két altalanositasi lehetGség is
felmeriil. Egyrészt megengedhetjiik, hogy a preferencialistaban egyenl&ségek (kozombosségek) is
megjelenjenek, mésrészt tekinthetiink egy olyan "parositast", amiben egy szerepléhoz akar tobb
maésik szerepld van rendelve. Ezen masodik kiterjesztés joval alkalmazhatoébbnak bizonyul, mint az
egyszerl parositasi konstrukcio, hiszen akar piaci, akdr mas kontextusbeli szereplék esetében gya-
koribb, hogy t6bb maésik szereplével szeretnének végiil megéllapodni, kereskedni.

Tekintsiik példaul a relevans szakdolgozatokban (egy kivonat olvashato itt: [I4], illetve a [I5] is
hasznos a téméban) sokszor felbukkano felvételi rendszereket. Ebben a kontextusban mindkét ol-
dalnak (felvételiz6 és egyetem) tobb "péarja" lehet, hiszen a hallgaté is jarhat parhuzamosan tobb
egyetemre, szakra, és természetesen az egyetem egyszerre tobb szaz hallgatot is felvehet egy adott
szakra. Maga a felvételi eljaras, és igy a kapott eredmény tulajdonsagai orszagonként eltérhetnek.
Ennek targyalasara nem tériink ki jelen dolgozat keretein beliil, viszont Toma Zsoéfia volt biztositasi
és pénziigyi matematika mesterszakos hallgatd szakdolgozatdaban részletesen olvashatunk a kiilon-
b6z6 rendszerekrdl, kimenetelekrdl (témavezetSje Bird Péter volt, a szakdolgozat cime: Egyetemi
felvételik és iskolavalasztas Européban).

Tovabbi modositasa lehet még az eddig vizsgalt feladatnak, hogy ugyan két csoportra vannak osztva
a szereplSk (tehat paros grafban vizsgalodunk), de csak az egyik csoport tagjainak van preferenciaja,
és ezen milik, hogy végiil milyen parosokat kapunk. Ilyen lehet példaul a lakaspiac. Természetesen
maguk a lakasok nem fogjak kifejezni a kiilonboz6 értékiilésiiket az Gket latogatd vevekrdl, legfel-
jebb az eladok, de ez sem szamottevs, hogyha rogzitett arakat feltételeziink. Ilyenkor tehat csakis
a vevlk preferencidin mulik a lako-lakéds parositas. Ezt a problémakort nevezi a szakirodalom house
allocation problem-nek ([16]).

Hasonlo egyébként maga a biztositasi piac is. A potencidlis ligyfelek bizonyos informéciok alapjan
felallitanak egy sorrendet a kiilonb6z6 biztositok termékei kozott, majd a szamukra legkedvezsbb
szerz6dést fogjak megkotni. Ebbe beleszolhatnak ugyan a biztositok a kozzétett informaciok, illet-
ve a marketing mentén, és az is el6fordulhat, hogy nem ajanlanak szerzédést az tigyfélnek, mert
mondjuk nem felel meg az egészségi feltételeknek, de a valasztas az iigyfeleken milik, a végss sok-
a-sokhoz (many-to-many) "parositas" alapvetGen az 6 preferenciasorrendjiik alapjan fog kialakulni
(figyelembe véve persze a biztositok kapacitasat).

3.2. Stabilitasi fogalmak, optimalis parositasok

A fent mar elejtett sok-a-sokhoz struktira annyit takar, hogy a végs6 pérositasban nem csupéan
szerepl6ket, hanem szereplék halmazait "parositjuk" méas szerepl6khoz vagy szerepl6k halmazahoz.
Erre jo példa lehet akar a felvételi rendszerek (egy szakra sok hallgatot vesznek fel, egy hallgato
tobb szakra is jarhat parhuzamosan), akar a biztositasi piac (egy biztositonak adott portfélioban
sok tigyfele van, és egy tigyfél tobb termék mentén is lehet szerz6ds, akar kiilonb6zd biztositokkal).
Viszont mindkét példa paros graffal jellemezhets. Ha belegondolunk, sokkal konnyebben talalunk
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olyan példat jartunkban-keltiinkben, ahol a megfelel6 modell egy paros graf lesz, mint olyat, ahol
altalanos grafot érdemes hasznélnunk. Barmilyen kétszereplés piac természetesen modellezhetd
paros graffal, és ezzel az alkalmazési teriileteknek rogton egy nagyon nagy szeletét fedtiik le. A
fejezet egy késébbi szakaszaban kicsit bévebben kifejtek egy lehetséges kérdéskort egy altaldnos
vevé-elado piacrol ([21]).

Most viszont nézziik meg, hogyan modosulnak a dolgozatban kiemelt fogalmak a sok-a-sokhoz
struktirak parositasai kapcsan. ElGszor is a tovabbiakban tobbszor a partnerség fogalmat fogjuk
hasznalni, ami az eddigi par fogalomnak felel meg (tehat a parositas egy éle), csupan annyi valtozik,
hogy egy szereplének tobb partnere is lehet. Ilyenkor altalaban minden csicshoz rendeliink egy
kvotat is, amely azt az informéaciot tartalmazza, hogy egy pérositasban legfeljebb hany ¢l indulhat
ki belgle, vagyis legfeljebb hany partnere lehet az adott szereplének (ezt a késébbiekben r, illetve s
jeloli paros graf esetén a két ponthalmaz csicsain). Ezekbdl az is kovetkezik, hogy nem feltétlentil
lesz elég az a fogalomkor az ilyen elrendezésekben valo vizsgalodéshoz, amit eddig hasznaltunk, vagy
mindenesetre pontosabban kell megfogalmaznunk, hogy mi is van fokuszban. Tekintsiik elGszor is
a stabilitas fogalmat kiilénboz6 feladatok esetén ([19]).

3.1. Definicié. Egy G = (P U Q, E) gratban egy (sok-a-sokhoz) parositas (x € {0, 1}"*" métrix)
megvalosithato, ha minden (i, j) € E élre quQ Tig <1r; Vi€ P, Zpep xp; < 55 V) € Q, ahol r; az i
szerepl6 kvotaja, s; a j szereplS kvotdja. Tovabbé i és j kolcsonosen elfogadhatok egymés szamara,
ha z;; = 1, és ekkor x szerint parositva vannak.

3.2. Definicié. Egy G = (P U Q, E) gratban egy (sok-a-sokhoz) parositas pairwise (paronként)
stabil, ha nem léteznek p € P és q € (@) szerepldk, akik nem allnak péarban, viszont ha parra
valnanak (esetleg néhany partnerségiiket felbontva a kvotajuk miatt), mindketten szigortian jobb
partnerhalmazzal rendelkeznének. (Ez a definici6 felel meg az egyszert pérositasokra vonatkozd
stabilitasfogalomnak.)

3.3. Definicid. Az el6bbi grafban egy parosités corewise (magonként) stabil, ha nincs olyan részhal-
maza a szereplknek, akik csupan maguk kozott kialakitva partneri kapcsolatokat, mind szigortian
jobban jarnanak (vagyis szigorian preferaltabb részhalmazzal lennének partneri viszonyban), mint
az adott parositas esetén.

3.4. Definici6. Egy parositas setwise (halmazonként) stabil, ha nincs olyan részhalmaza a cstucsok-
nak, akik csupan maguk kozott alkotva 1j partneri kapcsolatokat, de esetleg eddigi kapcsolataikbol
péarat megszakitva, mind szigortian jobban jarnanak, mint az adott parositas esetén.

A [19] cikkben példakon keresztiil lathatjuk, hogy a fenti definiciok nem feltétleniil egyeznek
meg, s6t az sem teljesiil mindig, hogy egy parositas, melyre a pairwise és corewise stabil tulaj-
donsag teljesiil, az setwise is stabil lesz. Tovabbé azt is megmutatja Sotomayor a cikkben, hogy
pairwise stabil parositas mindig létezik (bizonyos prefernciakra tett alapvetd feltételek mellett), set-
wise stabil parositas viszont nem mindig létezik paros (sok-a-sokhoz) grafok esetében.

A [18] cikkben egy Gale-Shapley-algoritmushoz (|I3]) hasonlo eljarast lathatunk paronként stabil
parositas keresésére. Ahogy egyszerti parositasok esetén, itt is kiilonbséget kell tenniink az algorit-
musok azon tulajdonsaga mentén, hogy mely cstcshalmaz kezdeményez. Ha a cégek ajanlanak allast
az elfogadhato alkalmazottak részhalmazanak a preferencialistajuknak megfelelGen, amely ajanlato-
kat a munkavallalok elfogadhatnak vagy visszautasithatnak, akkor a cégek szamara optimalis stabil
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pérositast kapunk. Ha forditva, vagyis a munkavéllalok keresik meg a szdmukra elfogadhato cégeket,
majd a cégek elutasithatjik vagy elfogadhatjak a jelentkezést, akkor egy munkavallalok szamara op-
timélis stabil parositast kapunk. (Az, hogy egy stabil parositas optimalis az dsszes lehetséges stabil
pérositas kozott, azt jelenti, hogy a megfelel§ cstcshalmaz szereplGinek nem éri meg masik stabil
parositast keresnitik, mivel igy jarnak a legjobban, egyikiik sem kaphat jobb part.) Ebbdl kovetke-
zik, hogy a mostani munkakeresési szokasok a munkavallaloknak kedveznek, hiszen a keresés soran
altalaban 6k jelentkeznek az éallasra, és a megegyezés targyat képezd egyik f6 szempont, a bérezés
kapcsan is sokszor van beleszolasuk a megallapodasba.

3.3. Versenyek a balteremben és a piacon

Tekintsiik azt a mindannyiunk altal jol ismert jelenséget, amikor egy végzds osztaly késziil a szalag-
avato nyito tancara. Ehhez valahogy az osztély tagjainak (altalaban) fin-lany parokba kell rende-
z6dniiik. Az el6z6 szakasz végén Kkifejtett eredmény azt mutatja, hogy amennyiben a fitkra marad
a feladat, hogy felkérjék a lanyokat egyiitt keringGzésre (és a lanyok még valthatnak is parnert egy
ideig a Gale-Shapley-algoritmusnak megfelelGen), akkor bizony egy fit-optimélis stabil parositéast
fogunk kapni. Szoéval néha lanyként is megéri bevallalni a kezdeményezést.

Tekintsiik a biztositasi piacot, ott is a viszont- és egyiittbiztositasi szerzédéseket. Ha van egy
halmazunk direktbiztositokbol és egy halmazunk viszontbiztositokbol, akkor egy-az-egyhez paro-
sitast feltételezve (tehat minden viszontbiztosito csak egy dikertbiztositoval all szerzédésben, és
forditva) talalhatunk stabil parositast. Ha ebben a kontextusban maradunk, de sok-a-sokhoz paro-
sitast feltételeziink, ami jelen esetben a természetesebb irany, akkor a korabban emlitett eredmény
([19, Section 5.2|) alapjan paronként stabil parositas ilyenkor is létezik. (A preferencidkat ilyenkor a
biztositasi dij, fedezet, esetleg egyéb szerzédés szempontjabol fontos paraméterek hatérozzak meg.)
Ha a szakdolgozatban targyalt altalanos grafot szeretnénk alkalmazni modellként, akkor vizsgal-
hatjuk az egylittbiztositasok esetét. Egyszert (egy-az-egyhez) parositas esetén azt feltételezziik,
hogy minden, a modellben szerepl$ biztositdé pontosan egy maésik biztositoval szeretne egyiittbizto-
sitasi szerzddést kotni (persze eléfordulhat, hogy ez bizonyos biztositoknak nem sikeriil, és egyediil
maradnak a kockazataikkal szemben). Ekkor fontosabb az, hogy egy szerzddés megkotése esetén
mennyivel névekszik a biztositok varhato profitja egyiittesen, és a megallapodas azt rogziti le, hogy
milyen aranyban fognak osztozni ezen a profiton, ha megkotik az egyitittbiztositési szerzédést. Ezek
alapjan alakulnak ki a preferencidk. Ahogy az példédban lattuk, nem feltétleniil létezik stabil
parositas altaldnos grafban, st népszerd sem, igy elGallhat az a helyzet, hogy a biztositok akér
nagy része elégedetlen lesz a kapott eredményekkel, hiszen tugy érzik, més parositas esetén nagyobb
profitot is elérhettek volna. (Azt azért feltételezziik, hogy csak olyan més biztositokat céloznak meg
a biztositotarsasagok, akikkkel vald egyitittbiztositas hatésara, az adott portfoliot tekintve, megno-
vekszik a profitjuk. )]

Tovabbi vizsgalodéas targyat képezi az az eset, amikor egy egylittbiztositas nem csak ketts, hanem
tobb biztosité kozott jon létre, tehat amikor altaldanos grafban valamilyen szempontbol optimalis

2A COVID-19 jarvany kitorése utdan a német korlatozasok kozott szerepelt, hogy legfeljebb két haztartasbol
legfeljebb 6t személy taldlkozhat egymaéssal személyesen, és egy haztartasnak elére meg kell adnia, hogy mely masik
héaztartas tagjaival fog talalkozni. Itt hasonld strukturat fedezhetiink fel, hiszen altaldnos graffal tudjuk modellezni
a haztartasokat, és ebben az altalanos grafban keresiink parositast.[17]
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halmazrendszert keresiink a cstcsok (biztositok) halmazan. (Ez a paros grafok esetén tekintett sok-
a-sokhoz péarositasok altalanositasa. Hasonld koncepcioval talalkozhatunk, ha beleassuk magunkat a
vesecsereprogramok matematikdjaba.) Ezzel a kérdéskorrel ebben a dolgozatban nem foglalkozom.
A diplomamunkaban vazolt problémakor csak nagyon kicsi szelete a preferencialistas grafokban
vizsgélt parositasok kérdéskorének. Tekinthetnénk egy idében valtozé struktiurat is, ahol a graf élei,
akar csucsai is id6vel alakulnak ki, igy a kapott eredményeket folyamatosan frissiteni kell, vagy adni
egy korlatot arra vonatkozoan, hogy idében meddig vizsgaljuk a rendszert. (Lasd példaul [22] cik-
ket, melyben a MIDAS dinamikus mikroszimulaciés nyugdijmodell héztartasforméalodasi moduljat
vizsgaljak a szerzok.)

3.4. Piaci arak egységessége

Ahogy az el6z6 szakaszban felmeriilt, kézenfekvé modellezése lehet a kiilonb6zd piacokon térténd
kereskedésnek a paros grafokban vald parositaskeresés. Olyan kereskedelmet tudunk péros graffal
jol modellezni, ahol minden szerepls vagy csak eladoként vagy csak vevéként jelenik meg, illetve ha
azon szereplGket, akik megjelennek a piacon mindkét szerepben, azokat mindkét ponthalmaz cstcsa-
ihoz hozzéavessziik, és ezen két cstics kozotti parositasbeli él jelenti azt, hogy az adott szerepld végiil
nem kereskedik. Eléfordulhat, hogy a szereplék tobbsége vesz és ad is el terméket a piacon, ekkor
megtehetjiik, hogy minden szerepl6t megjelenitiink mindkét oldalon. Ha példaul valaki eladoként
parban &ll egy masik szereplével, de vev6ként nem sikeriilt partnert talalnia, akkor az egyik neki
megfelels cstucsbol fog indulni parositasbeli él, a masikbol nem.

A preferencidkat természetes moédon tekinthetjik az arak fliggvényének. Ha feltételezziik, hogy
minden szereplének van egy elképzelése, hogy milyen aron szeretne kereskedni az adott termékkel,
és azt is, hogy teljesiil az egyéni racionalitds (vagyis az, hogy minden szerepls a preferenciainak
megfelelGen fog donteni, és a szamara legkedvez&bb elérhetd aron kereskedik), akkor kialakulhatnak
a preferencidk az tlizlet megkotése esetén fizetends arak alapjan. (A kifizetett 6sszeg mind az elado,
mind a vevd elképzeléseitdl fiigg.)

A tovabbiakban a |21 cikkben szerepls modell, illetve eredmények Gsszefoglalasat olvashatjuk.
Tekintsiink a fentiek szerint egy elad6-vevd paros grafot, ahol minden csticsnak adunk egy pozitiv
salyt (u: SUB — R"), nevezetesen azt az értéket, amennyiért hajlandé eladni/megvenni a piacon
kereskedett terméket (természetes modon az eladd egy minimumot, a vev egy maximumot hataroz
meg). Akkor lehet a grafban éllel Gsszekapcsolva egy eladd és egy vevs, ha s € S eladéra és b € B
vevore pu(s) < p(b), hiszen ekkor torténhet kozottiik kereskedés. (Feltételezziik, hogy a szereplok
altal meghatarozott arak elére adottak, és nem valtoznak semmilyen hatasra. Tovabbéa azt is,
hogy minden szerepld egy egységnyi terméket ajanl/igényel.) Lathatjuk tehat, hogy a p fliggvény
meghatarozza a graf felépitését, amely tehat elére adott.

Lassunk néhany tovabbi jellést, mely megkonnyiti a vizsgalodéasokat.

3.5. Jelolés. [21] Section 2.1]
e M tetszbleges parositas a G = (S U B, E) paros grafban
e pyr - M — RT arfliggvény azt az arat adja meg, amelyen a kereskedés végiil lezajlik az M

pérositas esetén egy par tagjai kozott
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o v(M,py) : SUB — R az az érték, mely azt mutatja, hogy M és pys mellett lezajlott
kereskedés hatasara mennyit kapott /fizetett az adott szerepld (ha nem kereskedik, akkor ennek
a fliggvénynek az értéke megegyezik a neki megfelels p sullyal)

e u(M,py): SUB — R hasznossagfiiggvény

3.6. Megjegyzés. Lassuk a fent definialt fiiggvényeket képletszerten.

B p(s) ha s parositatlan M altal

o v(M,pu)(s) = { (M(s),s) ha s parositott M altal

w(b) ha b parositatlan M altal
M(b),b) ha b parositott M altal

o u(M,pu)(s) = v(M,pu)(s) — p(s)
d U(Mva)(b) = :u(b) - U(Mva)(b>

A fenti jelolésekkel felirhatjuk, hogy egy él mikor lesz M-re nézve blokkolo: (s,b) € E\ M
blokkolja M-et, ha v(M,par)(s) < v(M,par)(b), hiszen ekkor az eladé tébbet is kaphatna, a vevs
kevesebbet is fizethetne a termékért, ha egymassal kereskednének.

Pm
[ U(M,pM)(b) == { pM(

3.7. Definicié. Az M pérositas paronként stabil a py, arfliggvény mellett, ha nincs M-re nézve
blokkolo él, és teljesiil az egyéni racionalitas, vagyis ¥(s,b) € M pp(s,b) € [u(s), u(b)]. Az M péaro-
sitas paronként stabil, ha létezik py, arfiiggvény, mely mellett paronként stabil (ekkor azt mondjuk,
hogy pys arfiiggvény tamogatja M-et).

3.8. Definicié. Egy (G, p) graf-cstucsfiiggvény par teljesiti a LOP (Law of One Price) tulajdonsagot,
ha minden paronként stabil M parositasra és M-et tdmogato py, arfliggvényre py, konstans fiiggvény.

3.9. Definici6. Egy G graf rendelkezik a SLOP (Strong Law of One Price) tulajdonsaggal, ha
barmilyen u cstcssulyozas (arigényeket meghatarozo fliggvény) mellett (G, ) teljesiti a LOP-ot.

A cikkben lathatunk is egy példat (Example 1), ahol a szerz6k mutatnak egy (G, p) csucssilyo-
zott, LOP tulajdonsagot teljesits grafra egy masik cstcssilyozast, mely mellett mar nem teljesiti a
LOP tulajdonsagot az uj (G, p') paros, tehat G nem SLOP tulajdonsagi. Ehhez kapcsolédéan a
cikkirok megadjak a SLOP tulajdonsagu grafoknak egy karakterizaciojat, melyet roviden Osszefog-
lalva olvashatunk a kovetkezkben.

El6szor is sziikségiink van néhény tjabb jelolésre.
3.10. Jelolés. [21], Section 2.4

e G|M az a graf, melyet ugy kapunk G-bdél, hogy elhagyjuk az M altal parositatlan csicsokat,
és a beldliik indulo éleket (feltessziik, hogy minden G-beli maximalis M péarositasra G|M-nek
van legalabb 2-2 csicsa az eladok és a vevk kozott is)

e cgy (G grafra és M maximalis parositasara G|M teljesiti a M-AC tulajdonsagot, ha G|M-ben
létezik minden csucsot fedd alternalod korséta (nem feltétleniil csak egyszer tartalmazhatja a
cstcsokat)
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e egy G graf teljesiti a SAC tulajdonsagot, ha minden M maximalis parositasara G| M teljesiti
a M-AC tulajdonsagot

Most pedig kiovetkezzen a cikk f6 allitasa.

3.1. Tétel. [21, Theorem 1] Eqy G grdf pontosan akkor rendelkezik a SLOP tulajdonsdggal, ha
rendelkezik a SAC tulajdonsdggal.

Lathatjuk tehat, hogy az arak egységességére vonatkozo lehetGségek magatol a grafnak a felépité-
sétdl fiiggnek, pontosabban attél, hogy milyen alternalo strukturakat tudunk megfigyelni a grafban,
barmely maximalis parositas mellet. (A és szakaszok algoritmusaiban - a maximalitas és
a népszeriiség eldontésében - hasonléan egy adott parositas mellett kialakuld alternéld strukturak
vizsgalata a {6 eszkoziink.)

Nézziik most meg SLOP-szemiivegen keresztiil a vizsgalt paros, iranytatlan grafok aszimptotikus
viselkedését.

3.11. Definicié. Legyen 6 > 0, és G(0.J,J) azon paros, iranyitatlan grafok halmaza, melyek egyik
csucshalmazaban 0.J, méasikban J cstcs talalhato, valamint legyen t = min{6.J, J}. Legyen minden
A € (0,1) esetén Py, egy valoszintiségi eloszlas G(6J,J) halmazon, melyre minden k éld graf
el6fordulasi valoszintsége AF(1 — \,)?7°

Magyaran a piaci szerepl6k Poisson-folyamatnak megfelelGen véletlenszertien talalkoznak. Las-
sunk egy feltételt, mely mellett ezen véletlen taldlkozasok hatésira a kapott graf aszimptotikusan
1 valoszintséggel teljesiti a SLOP tulajdonsagot.

3.2. Allitas. [Z1, Proposition 2] Legyen (\;)en sorozat olyan, melyre A, > %, ahol ¢; — o

t — oo mellett. Ekkor lim;_,o Py, ({G € G(0J,J) : G teljesiti a SLOP tulajdonsdgot}) = 1.

Az allitas azt mondja ki, hogy a piac névekedésével megfelels feltételek mellett az arak 1 valoszi-
niiséggel egységessé valnak, illetve hogy a kapcsolatok szaménak (a csticsok szamahoz képesti) Int
titemben vald novekedésével a graf aszimptotikusan SLOP tulajdonsagu lesz. Vagyis elég az arak
egységességéhez az, hogyha minden eladd noveli a varhatd kapcsolatai szamat a piaci résztvevok
szamahoz képest Int iitemben.
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Fuggelék

Itt olvashato a [2.5| szakaszban leirt népszertiséget eldonts algoritmus pszeudokodja.

Algorithm 2 F-bdévités inner

Require: v € free(F)
1. free(F) = free(F)\ {v}
2: inner(F) = inner(F) U {v}
3: even(F) = even(F) U {v}

Algorithm 3 F-bévités outer

Require: v € free(F)
1. free(F) = free(F)\ {v}
2: outer(F) = outer(F) U {v}
3: odd(F) = odd(F) U {v}

Algorithm 4 szirom

Require: u € odd(F)
1: for uv € E(odd(F)), ahol u és v "gyokérsse" megegyezik do

2 C = wwv altal meghatarozott péaratlan kor F-ben
3 for w € C'Ninner(F) do

4: inner(F) = inner(F) \ {w}

5 outer(F') = outer(F) U {w}

6 end for

7: end for

> szirom

Algorithm 5 egy-sziromban

Require: u,v € V(F)\ 2,y

: for C szirom do
if u,v € C then return ’yes’
else next C
end if

end for

return 'no’
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Algorithm 6 gyokérszirom
Require: u € outer(F),i € {z;,y;}
1: if u "gyokérsse" i then

2 j=A{z,u} \{i}

3: if uj € B then

4: R = uyj altal meghatéarozott paratlan kor F-ben > gyOkérszirom
5: for w € RNinner(F)\ {j} do

6: inner(F) = inner(F) \ {w}

7: outer(F) = outer(F) U {w}

8: end for

9: return f = uj

10: end if

11: end if

12: return 0

Lassuk a f6 algoritmus pszeudokodjat.

Require: G, M preferencia éllistas modon (kétszeresen lancolt listaban a cstcsok és élek is)

1: Gy = G\ {M-re nézve -2-es élek}
2 Vu=V
3: B = {M-re nézve blokkolo élek}
4: F ={eg}, ahol eg = zoyo € B
5 X =V\V(M)
6: inner(F') = even(F) = {xo, 0}
7. free(F) =V \inner(F)
8: outer(F) = odd(F) =)
9: U= > Ez egy tires sor, tehat fontos lesz az elemek bekeriilési sorrendje
10: plu) =0 YueV
11: a(u) =0 Yu € V\ {zo, v }; a(zo) = xo, a(yo) = o
12: for e¢; = z;y; € B do
13: if i € Viy \ U, ahol i € {x;,y;} then
14: F-bévités inner(7)
15: a(i) =1
16: end if
17: for uw € Vjy \ U do
18: if u € free(F') then next u
19: else if u € inner(F) then
20: if u € X then return 'Blokkol6 élbdl alternald uton parositatlan cstcs’
21: else if M(u) € even(F') then return 'Blokkol6 élt tartalmazo alternalé kor’
22: else
23: F=FU{uM(u)}
24: F-bovités outer(M (u))
25: p(M(u)) =u
26: a(M(u)) = a(u)
27 U=UU{u}
28: end if
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else > Ekkor u € outer(F)
for uv € E(G)pr), ahol v € free(F) do
F = FU{uv}
F-bévités inner(v)
p(v) =u
a(v) = a(u)
if wv € B then return 'Legalabb két blokkolo élt tartalmazo alternélo ut’
else next v
end if
end for
for uv € E(G)y), ahol v € V), \ free(F) do
if {x;,y;} ¢ a(v) then
a(v) = a(v) Ua(u)
else next v
end if
end for
if u € odd(F') then
for wv € B, ahol v € (V(F)N Vi) \ {z;,y:} do
if v ¢ {z;,y;} nem az u Gse then return 'Legalabb két blokkol6 élt tartalmazo
alternal6 ut’
else if v € even(F') az u 6se then return ’Blokkolo élt tartalmazo alternald
kor’
end if
end for
else > Tehat u € outer(F) Neven(F')
for uv € B, ahol v € VY| do
if v ¢ {z;,y;} nem az u Gse, és egy-sziromban(u,v)="no’ then return 'Leg-
alabb két blokkolo élt tartalmazo alternald at’
else if v € even(F) az u Gse, és egy-sziromban(u, v)="no’ then return ’Blok-
kol¢ élt tartalmazoé alternal6 kor’
else if v € even(F') az u Gse, és egy-sziromban(u, v)="yes’ then return 'Leg-
alabb két blokkolo élt tartalmazo alternald at’
else return 'Blokkol6 élt tartalmazo alternalo kor’
> Ekkor v nem az &se, egy sziromban vannak, és v € even(F'), mivel amugy mar kiszirtuk
volna a blokkol6 élt
end if
end for
end if
for uy € E(outer(F)NV)yy), ahol a(u) Na(v) = 0 do return 'Blokkolé élt tartalmazo
alternalo kor’
end for

3Mint 1atjuk, ebben az esetben mindenképpen akadalyba, iitkéziink, az 53-58. sorok csupan arra szolgélnak, hogy

megadjuk, hogy pontosan melyik tipust akadalyba. Ha ez az informécié nem sziikséges, akkor ezt a részt Ossze is
vonhatjuk egy feltételbe.
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63: if gyokérszirom(u, x;)# 0 then f;(u) =gyokérszirom(u, z;)

64: else if gyokérszirom(u,y;)# 0 then f;(u) =gyokérszirom(u, ;) > Csak az egyik
fordulhat elg, kiilonben a két blokkolé élen keresztiil javitod kort kapnéank.

65: end if

66: if u € odd(F') then
67: szirom (u)

68: end if

69: U=UU{u}

70: end if

71: next u

72: end for
73: for u € U Nouter(F)NVy do

74: for uww e E(V)y nU)\ M do
75: if {z;,y;} ¢ a(v) then
76: a(v) = a(v) Ua(u)

e else next v

78: end if

79: end for

80: end for

81: B = B\ {e}

82: for u € U Nouter(F'), ahol gyokérszirom(u, x;) vagy gyokérszirom(u,y;) nem 0 do
83: B =B\ {fi(u)}

84: end for

85: Ve =V \ U U{z;, yi, M(x;), M (y;) }

86: next e;

87: end for

88: return 'M népszerd parositas G-ben’
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