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1. Bevezetés

A Ramsey elmélet nagy struktiirak elkeriilhetetlen részstruktirait vizsgalé tudoméanyag. Klasszikus
példa Ramsey tipusi tételre a témakor nevét viselé Frank P. Ramsey grafokra vonatkozé tétele:
két szinnel szinezett kellben nagy csiicsszamu teljes graf mindig tartalmaz adott méretii egyszini
teljes részgrafot. A tételt mas és més kontextusba helyezhetjiik: Grafélek helyett szinezhetiink mas
objektumokat, példaul részhalmazokat, szamokat vagy éppen a sik pontjait. A keresett részstruk-

turdk ezen esetekben egyszinli részhalmazok, szamsorozatok, illetve pontkonfiguraciok.

Az Euklideszi Ramsey elmélet f6leg az utébbival, a geometriai vonatkozast kérdésekkel foglalkozik:
Tipikusan az Euklideszi sik, vagy magasabb dimenzids tér pontjait szinezziik és egyszinii konfigura-
cidkat keresiink. A szisztematikus vizsgdlatokat Erdés, Graham, Montgomery, Rothschild, Spencer
és Straus hdromrészes cikksorozata [16-18] inditotta el az 1970-es években, aminek koszonhetSen
egy 1j, izgalmas dga sziiletett a kombinatorikus geometridnak. A témakor egyik leghiresebb nyitott
kérdése, az ugynevezett Hadwiger—Nelson probléma ennél kordbban, az 1950-es években fogalma-
z6édott meg: Mennyi a sfk y(R?)-vel jelolt kromatikus szdma, azaz legkevesebb hény szinnel lehet
kiszinezni a sik pontjait igy, hogy ne legyen két egyszinli pont egységtdavolsagra? A pontos érték
meghatarozasa tovabbra is nyitott kérdés, és meglehetésen nehéz feladatnak tiinik. Egyszert példak
mutatjék, hogy hét szin elég (Isbell [35]), de hdrom szin nem (Moser [50]). Ezen eredmények szinte
a feladat megjelenésével egyidoben sziilettek, mégis sokdig nem sikeriilt javitani rajtuk, igy nagy
visszhangot keltett, mikor 2018-ban de Grey [34], illetve nem sokkal késébb Exoo és Ismailescu [20]

igazoltdk, hogy 4 szin sem elég. Tehat az ismert korlatok:
5<x(R?) <.

A 2018-as attorést kovetden a témakor ismét nagyobb figyelemben részesiilt, a problémakor feltérké-
pezése érdekében pedig egy Polymath projekt indult. Ennek els6dleges célja de Grey bizonyitdsanak
tovabbi vizsgalata, illetve esetleges egyszeriisitése volt. Igaz, a ma ismert legegyszer{ibb bizonyitas
is szamitégép hasznalatat igényli, a bizonyitds nagymértékben egyszertisodott, raadasul tobb 1j

eredmény is sziiletett a probléma egyes varidnsaival kapcsolatban.

A feladatot magasabb dimenziéban is vizsgdlhatjuk. Sokéig ismeretlen volt x(R™) aszimptotikus
viselkedése, igy nagy attorést jelentett, mikor Frankl és Wilson [27] exponencidlis alsé korlatot

adtak. A jelenleg ismert legjobb korldtok:
(1.239... +0(1))" < x(R™) < (3+0(1))"

ahol az als6 korlat Raigorodskiitdl [57] szédrmazik, a felsé korlatot pedig elészor Larman és Rogers

[45] igazoltak, majd késébb Prosanov [55] 1 bizonyitdst publikalt.



A feladatot szamtalan kiilonboz6 médon dltaldnosithatjuk. Erdekes kérdésekhez jutunk, ha példdul
az egyes szinosztdlyokban kiilénbo6z6 konfigurdciékat keresiink vagy ha egybevagdsig helyett mas

transzforméaciokat tekintiink. Az Euklideszi tér helyett akar mas normalt terekben is dolgozhatunk.

Diplomamunkdmban két Ramsey tipusi kérdéskort vizsgalunk. A dolgozat elsé felében a téma-
kor kozéppontjaban allé tigynevezett Ramsey halmazokkal foglalkozunk, melyet Erdosét vezettek
be cikksorozatukban. Cikkiik megjelenését kovetGen szamos 1j eredmény sziiletett a témaban,
azonban a Ramsey halmazok karakterizaldsa tovabbra is nyitott probléma. A dolgozatban elszor
korbejarjuk a témakor legfontosabb eredményeit, problémait és nyitott kérdéseit, majd azt vizsgal-
juk, miként lehet a Ramsey halmaz fogalméat normalt terckre kiterjeszteni: Altaldban l,, terekben
dolgozunk, de réviden kitériink a Minkowski terek esetére is. Az [, normdk esetében a Ramsey hal-
az irodalomban, ezek tilnyomd tobbsége pedig kizardlag az [, normaval foglalkozik. A dolgozatban
megmutatjuk, hogy a legtébb Euklideszi esetben ismert tulajdonsag — a feltételek esetleges gyengi-
tése mellett — 4t6roklédik I, terekre.

Ezzel ellentétben, lényegesen nehezebbnek tiinik a helyzet Minkowski terekben, ugyanis mér a
Ramsey halmaz fogalménak altaldnositdsa sem teljesen egyértelmii. A dolgozatban egy lehetséges

definiciét adunk, azonban tulajdonsigainak vizsgalata soran tébb komolyabb nehézség is adodik.

A dolgozat méasodik részében a Hadwiger-Nelson probléméanak egy aszimmetrikus valtozataval fog-
lalkozunk, melyet szintén Erdosék vetették fel 1973-ban. A kérdés igy szol: Milyen K konfigurdciok-
ra teljesiil, hogy a sik minden piros-kék szinezésében talalhaté vagy egységtavolsagi piros pontpar,
vagy K-val egybevigd egyszinii kék konfigurici6? Egyszerii meggondolas alapjan minden 3 vagy
kevesebb ponti konfigurdcié teljesiti a feltételeket. Juhdsz [37] tétele azt allitja, hogy a 4 ponti
konfiguraciok is rendelkeznek ezen tulajdonsiggal. Kérdés, hogy mi a helyzet a nagyobb pontszamu
konfigurdcidkkal. A legjobb fels§ korlitot Csizmadia és T6th [12] tétele adja, akik egy trikkos
konstrukciéval 8 pontt ellenpéldat mutattak. A dolgozatban a problémat magasabb dimenzids
Euklideszi terekben, illetve Minkowski terekben tekintjiik. Vizsgalatainkban fontos szerepet fog-
nak jatszani az ugynevezett fedési és pakolasi tételek, igy el6szor réviden Osszefoglaljuk a témakor

legfontosabb eredményeit és nyitott kérdéseit.



2. Ramsey halmazok

A Ramsey elméletet alapjait meghatarozo gondolat, illetve eredmény 1930-bdl szarmazik:

2.1. Tétel (Ramsey [59]). Minden k <1 és r értékekre létezik olyan R = R(k, 1, r) szdm, mely-
re teljestl, hogy r szinnel szinezve egy tetszbleges R elemd halmaz k elemd részhalmazait mindig

taldlhato olyan | elemi részhalmaz, melynek minden k elemd részhalmaza azonos szint kapott.
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1. dbra. Példa: egy 6 elemii halmaz 2 elemfii részhalmazait 2 szinnel szinezve van olyan 3 elemii halmaz,

melynek minden 2 elemii részhalaza azonos szinti, azaz R(2, 3, 2) <6

Erdemes kiemelni, hogy az [ = 2, k = 1 eset egybeesik a skatulya elvvel: tetsz6leges R = r + 1
elemii halmazt r szinnel szinezve mindig lesz legalabb 2 elem, melyek azonos szint kaptak. A tétel
legegyszertibb nemtrivialis, egyben legismertebb alakja a bevezetSben is emlitett grafokra vonatkozo

Ramsey tétel:

2.2. Tétel (Ramsey tétele grafokra). Mindenl érték esetén, létezik olyan R = R(l) érték, hogy min-
den R cstcsu graf vagy tartalmaz | csucst klikket, vagy taldlhato benne tires l-est, azaz kivdlaszthato

l csucs, melyek kézil egyik pdr kozt sem fut él.

Ez valéban egy specidlis esete Ramsey 2.1} tételének, hiszen megegyezik a k = 2, r = 2 esettel:
Legyen R = R(2, I, 2) és tekintsiink egy tetsz6leges R csicsu grafot. Ezen graf egyértelmiien
megfeleltethetd az [R] = {1 e R} halmaz 2 elemi részhalmazainak 2—szinezésének: egy részhal-
mazt szinezziink pirosra, ha a hozzatartozé cstucspar kozt fut él, ellenkezd esetben szinezziik kékre.
Ramsey tétele alapjdn az [R] halmaznak vagy létezik olyan [ elemi részhalmaza, melynek minden
2 elemii részhalmaza piros, vagy létezik olyan [ elemi részhalmaza, melynek minden 2 elemii rész-

halmaza kék, ebbdl pedig kovetkezik az allitas.

Az Euklideszi Ramsey elmélet a fenti tételben megjelend szemléletet igyekszik a geometria terii-
letére atiiltetni. Tekintsiink példdul egy (r + 1) csticst szabdlyos szimplexet. Cstcsait r szinnel

tetszélegesen szinezve mindig lesz azonos szinnel rendelkezd csticspar. Vagyis minden r szinszamra



teljesiil, hogy az r vagy magasabb dimenziés Euklideszi teret r szinnel szinezve elkeriilhetetlen az

azonos szinii egységtavolsdgi pontpar létrehozasa.

2. 4bra. A tetraéder tanusitja, hogy R® minden 3—szinezése tartalmaz egyszinii egységtévolsagu pontpéart

A pontpar ezen tulajdonsagét dltalanositja az igynevezett Ramsey halmaz fogalma, melyet Erdésék

vezettek be cikksorozatukban:

2.1. Definicié (Ramsey). Egy X C R™ halmazt Ramseynek neveziink, ha minden r > 2 egészre
létezik ng = no(X,r) kiiszobindex, hogy n > ng esetén R™ minden r—szinezésében taldlhaté X -el

eqybevdgo eqyszint halmaz.

Erdemes egy kicsit mds szemszoghél is megnézni a fenti definiciét: Legyen X egy véges halmaz. Az
X(R? X) kromatikus szam jelolje azt a legkisebb k értéket, melyre teljestil, hogy R™ kiszinezhetd
k szinnel gy, hogy egyik szinosztdly se tartalmazzon vele egybevagd részhalmazt. Egy X halmaz
tehat pontosan akkor Ramsey, ha y (R X) nem korldtos n fliggvényében. Specidlisan, ha I egy
két ponti halmaz, akkor a x(R" I) kromatikus szdmot a Hadwiger-Nelson probléma nyomén a tér
kromatikus szdmdnak nevezziik és egyszeriien x(R™)-el jeloljiik. Ertékére alsé korlatot ad egy tet-
sz6leges egységtavolsag graf kromatikus szdma, azaz egy olyan graf kromatikus szama, melyben két
csucs kozt pontosan akkor fut él, ha azok egységtavolsidgra vannak egymastol. S6t, a kompaktsagi
elv segitségével megmutathatd, hogy létezik olyan véges egységtavolsiag graf, melynek kromatikus

s

szdma megegyezik Y (R™) értékével. Ezen tétel a késébbiekben nagyon fontos szerepet fog jatszani.

2.3. Tétel (de Bruijn-Erdds tétel [6]). Legyen X egy tetszbleges halmaz, r pedig adott egész. Ha R™
minden r—szinezésében taldlhato X -el egybevdgd egyszint halmaz, akkor ez mdr R™-nek egy véges

részhalmazdra is teljestil.

Tehat egy Ramsey halmaz esetén minden r szinszamhoz tartozik egy ezt igazolé véges tanihalmaz.
Kérdés, hogy mely halmazok teljesitik, illetve mely halmazok nem teljesitik a Ramsey tulajdonsag

feltételeket: A tovabbiakban mindkét esetre ldtunk példdkat.



2.1. Példak Ramsey halmazra

Trivialisan minden 1 pontt halmaz Ramsey. Mar azt is lattuk, hogy az egységtavolsagi pontpar is
rendelkezik a Ramsey tulajdonsaggal, s6t hasonlé meggondolas alapjan minden szabélyos szimplex
is Ramsey. A kovetkez6 tétel fontos tulajdonsigat irja le a Ramsey halmazoknak, segitségével a

mar ismert példakbol tovabbi Ramsey halmazokat gyarthatunk.

2.4. Tétel (Szorzas-tétel [16]). Legyen K; C R™ és Ko C R™ Ramsey halmaz.
Ekkor a K1 x Kg 1= {(xl, Ty Y1y Ym) | (@1, mn) € K1, (Y1,---Ym) € Kg} C R™™ halmaz

is Ramsey.

Bizonyitds. Legyen K3 C R™ és Ko C R™ Ramsey halmaz, r > 1 adott. A Ramsey halmaz defi-
niciéja alapjan létezik u dimenzidszam, melyre teljesiil, hogy R* minden r—szinezésében taldlhato
Ki-el egybevagd egyszinii halmaz. Legyen T = {:1:1, e ,xt} C R™ a kompaktsagi elv altal bizto-
sftott véges tantthalmaz. Tovabba legyen v olyan, hogy RY minden r!—szinezése tartalmaz Ks-vel
egybevagd egyszinii halmazt. Azt allitjuk, R*™ minden r—szinezése tartalmaz K; x Ks-vel egybe-
vago egyszinii halmazt: Vegyiink egy tetsz6leges x : R“TY — [r] szinezést. Ez meghatérozza R¥-nek
egy rt—szinezését:
X R =[], X'(y) = (x(@1,9), - X2, y)).-

A v dimenziészdm vdlasztdsa alapjan 1étezik Ko-vel egybevigd x’ szinezés szerint egyszinii halmaz,

legyen K ilyen. Szinezziik T pontjait a kovetkezd médon:
X" T = [r], X"(x:) = x(xi,y), ahol y € K7, tetszOleges.

T definicidja alapjan tartalmaz Ki-el egybeviagd x” szerint egyszinii halmazt, legyen K7 ilyen. K

és K/, definicidja alapjdn K| x K} a x szinezés szerint egyszinfi, ezzel pedig az &llitast belattuk. O

A tétel kozvetlen kévetkezménye, hogy minden két elemii halmaz szorzata, azaz a téglak cstucshal-
mazai rendelkeznek a Ramsey tulajdonsiggal. Egy Ramsey halmaz minden részhalmaza is Ramsey,
amibdl azonnal addédik, hogy a derékszogii haromszogek Ramsey halmazok, hiszen egyetlen pont
hozzavételével kiegészithetoek téglalappa. Kérdés, milyen halmazokra igaz még, hogy pontjaik egy
téglatest csticsainak részhalmazat alkotjak. Alljon X C R™ (n+ 1) altaldnos helyzet(i pontbdl. Ah-
hoz, hogy pontjai kiegészithetéek legyenek egy tégla cstcshalmazava, egy sziikséges feltétel, hogy
X semelyik 3 pontja se hatdrozzon meg derékszognél nagyobb szoget. Ez a feltétel n < 3 esetben
elégségesnek is bizonyul, igy minden hegyesszogli haromszoég Ramsey. Mi a helyzet a tompaszogi

haromszogekkel? A kérdést Frankl és Rodl valaszoltdk meg:
2.5. Tétel (Frankl-Rodl [24]). Minden hdromszog Ramsey.
Bizonyitds. (Vazlat)

A bizonyitds harom 1épésbdl all: Az elsé 1épésben a Ramsey-tétel segitségével azt mutattak
meg, hogy minden ¢t > 2 egészre a v/2t, v/2t, v/8t — 6 oldalii haromszog Ramsey. Vegyiik észre,



hogy t értékét novelve a két rovidebb oldal altal bezart szog 180°-hoz tart, azaz egyre laposabb
tompaszogii hdaromszoget kapunk. A maésodik, illetve harmadik 1épésben ezen haromszogcesalad
segitségével elGszor az egyenlészari haromszogek, majd a tetszbleges haromszogek Ramsey tulaj-
donsagat bizonyitottak.

Az els6 allitas igazoldsdhoz rogzitsiink egy ¢ > 2 egész szamot és legyen n = R(2t + 1, 2t — 1, r),
azaz valasszuk n-et olyan nagynak, hogy minden n elemi halmaz (2t — 1) elemi részhalmazain defi-
nialt tetszéleges r—szinezés tartalmazzon olyan (2¢+1) elemi részhalmazt, melynek minden (2¢t—1)
elemii részhalmazahoz ugyanazzal a szinnel rendelkezik. Tekintsiik R™ azon pontjait, melyeknek
koordinatai helyén (2t — 1) helyet leszdmitva 0 all, a maradék helyeken pedig 1,2, ... ¢, t—1,...1,
ebben a sorrendben. Ezen pontok r— szinezése meghatdrozza az [n] = {1,...n} halmaz (2t — 1)
elemfi részhalmazainak egy r—szinezését. Igy n vélasztésa alapjan létezik egy (2t+ 1) elemii S hal-
maz, melynek minden (2t — 1) elem részhalmaza azonos szinti. Vélasszuk ki S hdrom részhalmazét
ugy, hogy a hozzajuk tartozé A, B, C' pontok nem 0 koordindtai B-ben eggyel jobbrabb legyenek
mint A-ban, és eggyel balrabb legyenek mint C-ben. Példaul t = 4-re A, B, C a kiévetkezd alaki:

Q & =
Il
—_
[\
w
S
w
[\
=
o

Az A, B, C pontok megfeleléek, hiszen egyszintiek, és konnyen ellenérizhetd, hogy A és B, illetve
B és C tavolsaga v/2t, még A és C tavolsiga /8t — 6. Ezzel az 1. &llitast igazoltuk.

Miésodik 1épésben az egyenlészart haromszogek Ramsey tulajdonsigat igazoljuk: Konnyen latszik,
hogy tetszOleges egyenlészariu haromszog eléallithato egy, az elsé 1épésben definidlt lapos harom-
sz0gbdl kiindulva az alapon fekvo két cstics megemelésével: Valoban, adott egyenloszari haromszog
esetén megfeleléen valasztva t értékét a haromszog bedgyazhaté egy v/2t, v/2t, /8t — 6 oldalaranyt
haromszog és egy megfeleld hosszi intervallum szorzataként el6allé hasabba. Igy a Szorzas
tétel alapjan minden egyenlGszart haromszég Ramsey.

Végiil a harmadik 1épésben a[2:4] Szorzds tétel ujbdli alkalmazdsaval az egyik alapon fekvd csticsot

tovabb emelhetjiik, igy tetszoleges egyszinli haromszoget megtaldlhatunk.

2. 1épés: EgyenlGszara haromszog eléallitasa 3. lépés: Tetszbleges haromszog eléallitisa

3. &bra. Tetszoleges hdromszog el6all Ramsey halmazok szorzataként O



vy

Csak kevés tovabbi példa ismert Ramsey halmazra. Ki{z [41] tétele alapjan minden szabdlyos sok-
sz0g, példaul a szabélyos 6tszdg is Ramsey. Nemrég Karamanlis [38] megmutatta, hogy minden
szimplex bedgyazhatd véges sok szabélyos sokszog szorzataként el6allo testbe. A két tételt Ossze-
vetve adddik, hogy minden szimplex Ramsey. Kordbban Frankl és Rodl [25] méas technikdval ennél

erosebb &llitast bizonyitottak: megmutattdk, hogy minden szimplex exponencialisan Ramsey.

2.2. Definicié (Exponencidlisan Ramsey halmaz). Egy X C R"™ halmaz ezponencidlisan Ramsey,
ha létezik ¢ > 1 konstans, hogy m > n ésr < c™ esetén R™ minden r—szinezésében taldalhato X -el

egybevdgo egyszini halmaz.

Ezzel ekvivalensen X exponencidlisan Ramsey, ha x(R? X) exponencidlisan novekszik n-ben, azaz

X(R? X) > ™ teljestl valamely ¢ > 1 konstansra.

A két pontu halmazok exponencialis Ramsey tulajdonsigat, azaz a tér kromatikus szdmanak ex-
ponenciélis noévekedését hosszi id6 utdn Frankl és Wilson [27] igazoltdk. A nagy attorést egy
halmazrendszerekre vonatkozé tételiik segitségével érték el: Bizonyitasukban egy egységtavolsig
grafokbdl allé sorozatot konstrudltak és egy triikkds hozzarendelés segitségével egy halmazrend-
szert definidltak. FErre vonatkozé tételiikkel pedig exponencidlis alsé korlatot adtak a grafcsaldad

kromatikus szamara.

2.6. Tétel (Frankl-Wilson [27]). Nagy n dimenzidszam esetén:

n

X(R) > (1.2 +0(1))"

Bizonyitds. (Vazlat)
Legyen n rogzitett egész, q pedig egy tetszéleges szam, melyre 2¢g — 1 < n teljesiil. Tekintsiik az
n—dimenzids tér azon pontjait, melyeknek koordinatai kozt (2¢ — 1) helyen 1/4/2q 4ll, a t6bbi ko-
ordindtdja pedig 0 és vegylik az ezen pontok dltal meghatirozott G = (V| E) egységtavolsag grafot.
Egy G graf kromatikus szdméra als6 becslést példaul az a(G) fiiggetlenségi szdméra vonatkozé felsd
becslés segitségével adhatunk, hiszen tetszéleges G graf esetén:
V]
x(G) = (@)

G minden v pontjdhoz definidljuk az F(v) := {z | z; # 0} halmazt. Ekkor vy, vo € V pontok
tavolsdga pontosan akkor 1, azaz vy és vy kézt pontosan akkor fut él, ha F(v1) és F(vy) metszete
éppen (¢ — 1) elemfl. Igy elegendd a kovetkezd kérdést tekinteni: maximum hény F(v) halmazt
valaszthatunk ki gy, hogy egyik halmazparnak se legyen a metszete éppen (¢ — 1) elem(i? Frank és
Wilson belatték, hogy ha ¢ primhatvany, akkor (qfl) halmaznal nem valaszthatunk tobbet, tehat:

(34-1)

X(R™) >  max 241

¢ primhatvany ( n )
2g—1<n q—1

Megfelel6en valasztva g értékét az allitds adodik. O



Vegyiik észre, hogy Frankl és Wilson az exponencidlis Ramsey tulajdonsagnal tébbet bizonyitot-

tak, hiszen azt mutattdk meg, hogy a kromatikus szdmra alsé korldtot ad6 |V|/a(G) hanyados is

exponencialisan névekszik. Raadasul az ezt tanisité grafsorozat csicshalmazanak mérete csak ex-
ponencialisan né n-ben. Ezen tulajdonsigot igyekszik megragadni az igynevezett szuper-Ramsey

feltétel:

2.3. Definicié (Szuper-Ramsey halmaz). Egy X halmazt szuper-Ramseynek neveziink, ha léteznek
c1, ca > 1 konstansok és ng kiiszébindex, hogy n > ng esetén R™-nek létezik olyan Y (n) részhalmaz,
melyre:

Y(n)]

Y(n)| <cf és aY, X) > (ca +o(1))"

teljesiil, ahol a(Y, X) az'Y legnagyobb olyan részhalmazdinak elemszdama, mely nem tartalmaz X -el

egybevdgo halmazt.

A definiciéban szerepl6 feltételek inkabb technikai jellegiiek, jelentéségiik abban rejlik, hogy az
exponencialisan Ramsey halmazokkal ellentétben a szuper-Ramsey halmazokrol ismert, hogy szor-

zasra zart halmazt alkotnak:
2.7. Tétel (Frankl-Rodl [26]). Két szuper-Ramsey halmaz szorzata is szuper-Ramsey.

Definiciébél adéddéan a szuper-Ramsey tulajdonsidgbodl azonnal kévetkezik, hogy az adott halmaz
exponencialisan Ramsey, tehat két szuper-Ramsey szorzata exponencidlisan Ramsey. Fontos meg-
emliteni, hogy az eddig emlitett Gsszes exponencidlisan Ramsey halmaz a szuper-Ramsey tulajdon-
sdggal is rendelkeznek. Sét, ez az egyetlen ismert moddszer az exponencidlis Ramsey tulajdonsag
igazolasara. Egy masik érdekesség, hogy egyelore olyan halmaz se ismert, mely Ramsey, de nem

exponencidlisan Ramsey. Tehat lehetséges, hogy a harom fogalom egybeesik.

2.2. Példak nem Ramsey halmazra

A masik irdnybdl elindulva Erdésék igazoltak, hogy nem minden halmaz Ramsey. Egyrészt meg-

mutattak, minden Ramsey halmaz véges. Kicsit pontosabban, ennél er6sebb tételt bizonyitottak:

2.8. Tétel (Erdés és tarsai [17

). Legyen X egy végtelen elemszdmi halmaz. Ekkor minden n-re
R"™ kiszinezhetd megszamldlhato sok szinnel gy, hogy minden X-hez hasonlé halmaz legaldbb 1-1

pontot tartalmaz az dsszes szinosztdlybol.

Tekintsiik R™-nek azt a 2—szinezését, melynek egyik szinosztalya megegyezik a fenti tétel altal ga-
rantalt szinezés egyik szinosztalyaval. Ebben a szinezésben minden X-el egybevagé halmaz mindkét

szinosztalybdl tartalmaz pontot.

2.9. Kovetkezmény. Legyen X egy végtelen elemszami halmaz. Ekkor minden n-re R™ kiszinez-
hetd két szinnel ugy, hogy egyik szinosztdly se tartalmazzon X-el egybevdagd halmazt, azaz X nem

Ramsey.
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Erdésék azt is megmutattdak, nem minden véges halmaz Ramsey: a legegyszeriibb ilyen példa az

(1, 1, 2) oldalt elfajulé haromszog.

2.10. Allitas (Erdds és térsai ) Legyen X egy (1, 1, 2) oldald elfajulé hdromszog. FEkkor
minden n egész esetén R™ kiszinezhetd 4 szinnel ugy, hogy egyik szinosztdaly se tartalmazzon X -el

egybevdgo egyszint halmazt, azaz X nem Ramsey.
Bizonyitds. Legyen n tetszoleges egész és egy x € R™ pont szine legyen
UCE|2J (modulo 4).

Vegyiik észre, hogy a szinezés az origbétdl tavolodva egyre vékonyabb gémbhéjakat hatdroz meg. A

sik ezen 4—szinezése a [l abran lathatoé.

O

4. dbra. A sik 4—szinezése, mely nem tartalmaz egyszinti (1, 1, 2) oldali hdromszoget

Egyszerl szamolédssal igazoljuk, hogy a szinezés megfeleld: Indirekt tegyiik fel, hogy az egyik szin-
osztaly tartalmaz X-el egybeviagd egyszinl halmazt, azaz valamely x pontra és u egységvektorra x,
x + u és x — u ugyanazt a szint kaptak. Definici szerint 1éteznek ai, as, az egészek, tovibba egy

0 <r<4egészés <6y, 0, 03 <1 szamok, melyre:

|z|” = a1 +r + 0, (1)
|z — ul® = dag +r + 0, (2)
|z + u)® = das +r + 05 (3)

@ - @:

—2<1:,u> +1= 4((12 — (Ll) + 60y — 04

® - @:

2<x,u> +1= 4((13 —a1) + 03 — 64
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Tehét:
0= —2+4(a3+a2—2a1)+93+92—291

ami ellentmondés, hiszen a1, as és a3 egész, illetve 0 < 6; < 1. O

A fenti bizonyitasban definidlt gémbhéjas szinezés altaldanositdsdaval Erdésék megmutattik, hogy
ha egy konfiguracié nem gombi, azaz pontjai nem egy gomb felszinén helyezkednek el, akkor nem

Ramsey. A témakor egyik legismertebb, 1000 dollart érd sejtése szerint ennek forditottja is igaz:

2.1. Sejtés (Graham [33]). Egy véges halmaz pontosan akkor Ramsey, ha pontjai eqgy gomb felszinén
helyezkednek el.

A kérdés t6bb mint 30 éve nyitva 4ll, raadasul egy masik, rivalis sejtés is megjelent. Eszerint a gdmbi
halmazoknak csak egy részhalmaza, az ugynevezett tranzitiv halmazok rendelkeznek a Ramsey
tulajdonsaggal. Informalisan, egy halmazt akkor neveziink tranzitivnak, ha pontjai "ugyantugy

néznek ki". Kicsit pontosabban:

2.4. Definicié (Tranzitiv halmaz). Egy X halmaz tranzitiv, ha G szimmetriacsoportjanak hatdsa

tranzitiv, azaz minden x,y € X -re létezik g € G, melyre gr = y.

Egyszeri példa tranzitiv halmazra egy tetszdleges n csicsi szabdalyos sokszog: Két szomszédos
cstces esetén példaul (360/n) foka forgatds megfelel6 izometridt ad a két csics kozott. Egy masik
fontos példacsalad a téglak halmaza.

Leader és tarsai azt figyelték meg, hogy az eddig ismert Ramsey halmazok esetén a Ramsey tulajdon-
sag igazolasa soran fontos 1épés egy megfelel6 tranzitiv halmazba vald bedgyazds. Ezen észrevétel

motivalja az alabbi sejtést:

2.2. Sejtés (Leader, Russell és Walters [46]). Egy halmaz pontosan akkor Ramsey, ha tranzitiv,

vagy tranzitiv halmaz részhalmaza.

Milyen kapcsolatban allnak a tranzitiv és a gombi halmazok? Egyszeri meggondolas alapjan minden
tranzitiv halmaz gémbi: Legyen X egy véges tranzitiv halmaz és tekintsiik azt a legkisebb r sugari
S gbébmbot, mely tartalmazza X minden pontjat. Konnyen latszik, hogy pontosan egy ilyen S
gébmb létezik és az is feltehetd, hogy S origd koézéppontid. Azt szeretnénk megmutatni, hogy egy
tetszéleges x € X pont az S gomb felszinén helyezkedik el. A sugéar valasztdsa alapjan ez X legalabb
egy pontjara teljesiil, legyen y € X ilyen. A tranzitiv halmaz definicigja alapjan létezik olyan g
szimmetria, melyre g - x = y fennall. Ebb6l pedig kovetkezik, hogy |x| = r, vagyis « val6ban az S
gémb hataran van.

Nehezebb kérdés annak eldontése, hogy létezik-e olyan halmaz, ami gémbi, de nem egészithetd ki
tranzitiv halmazza. Leader és tarsai igenl6 védlaszt adtak a kérdésre, azaz megmutattak, hogy a
tranzitiv halmazok valédi részhalmazat alkotjak a gémbi halmazoknak. Ez tehat azt jelenti, hogy

a két sejtés valéban kiilonbozik egyméstol.
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3. Ramsey halmazok normalt térben

Egy természetes irdny a probléma altalanositasara, ha az Euklideszi metrikat mas metrikaval helyet-
tesitjiik. A tovabbiakban azt vizsgaljuk, miképp lehet normalt terekre jol kiterjeszteni a Ramsey
halmaz fogalmat, illetve, hogy az igy definiadlt halmazok milyen tulajdonsigokkal rendelkeznek.

El6tte azonban tekintsiink néhdny fontos fogalmat és definiciét:

3.1. Definicié (Metrikus tér). Legyen X wektortér, d:X x X — Ry kétvdltozds szimmetrikus

fligguény, melyre az alabbiak teljestilnek:

e d(z,y) = 0 pontosan akkor dll fenn, ha © =y,

o d teljesiti a hdromszog egyenldtlenséget, azaz minden x,y,z € X-re: d(z,y) < d(x, z)+d(z,y).
Ekkor az (X,d) pdrt metrikus térnek nevezzik. Ha X véges, akkor véges metrikus térrél beszélink.
Metrikus teret példaul normalt tér segitségével definidlhatunk:

3.2. Definicié (Normadlt tér). Legyen X wvektortér, ||.| : X — Ry egyvdltozds figgvény, melyre az
aldbbiak teljesiilnek:

o ||lz|]| = 0 pontosan akkor dll fenn, ha x = 0,

o minden v € X-re és a szdmra ||a - z|| = |a - [|z|],

o ||| teljesiti a hdromszdg egyenlétlenséget, azaz minden x,y,z € X-re: ||z +y| < |z|| + ||ly||-
Ekkor az (X, ||.||) pdrt normdlt térnek nevezziik.

Valéban, minden (X, ||.||) normdlt tér meghatéroz egy (X, d) metrikus teret, ahol d(z,y) = ||z — y||.

A tovabbiakban az tgynevezett Minkowski normalt terekkel foglalkozunk:

3.3. Definicié (Minkowski tér). Legyen C egy n—dimenzids origdra kézéppontosan szimmetrikus

konvez test. Egy x € R™ pont C' dltal meghatdrozott normdja:
|zl =min{A e RT | z € AC}.

Ekkor az (RY ||.||o) pdrt Minkowski térnek nevezziik.

Vizsgélatainkat azonban el8szor az ) normalt terekre sziikitjiik.

3.4. Definicié (I} tér). Legyen 1 < p < oo adott. Egy x € R™ pont normdja:

Z;L:1 | [P ha p € [1,00)

2 11,
max {|z;| | i=1...n} hap=o0

Ekkor az (R ||.[|,) pdrt I térnek nevezziik.
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A definiciébdl kézvetleniil leolvashatjuk az [, normak néhany fontos jellemzéjét. Egyrészt minden

p esetén az l, norma permutdcié-invaridns, azaz minden o : {1,...n} — {1,...n} permutéciéra

11, - aa)ll, = 1@oays - Zomllp

teljesiil. Egy masik megemlitendd tulajdonsig az I, normék monotonitdsa: minden 1 <p < ¢ < o0

értékekre tetszoleges © € R™ pont esetén

Az is vildgos, hogy s éppen az Euklideszi normat hatarozza meg. Ezenkiviil fontos még kiilon meg-
emliteni az [, illetve az [y normakat: az o, norma, masnéven a maximum norma vagy Csebisev
norma altal meghatarozott egységgémb az n—dimenzids egységkocka; az [; norma, masnéven Man-
hattan norma egységgémbje pedig ennek dudlisa, az dgynevezett keresztpolitép (azaz a standard
egységvektorok, illetve ellentettjeik konvex burka). Tehat ebben a két esetben az egységgdmb nem

szigorian konvex.

ll 12 lOO
5. dbra. Az [2 terek egységkore p = 1, 2 és oo értékre
Azt is kénnyi igazolni, hogy ezen két extrém p érték kivételével — azaz az 1 < p < oo esetekben —
viszont szigorian konvex egységgdémbot kapunk. Ezen megfigyelés kulcsfontossagi lesz a Ramsey

tulajdonsag vizsgalata soran, ugyanis szigorian konvex egységgdmb esetén lényegesen eltéré az

izometrikus példanyok viselkedése. A {6 kiilonbséget a kovetkezé megfigyelés adja:

3.1. Allitas. Legyen 1 < p < co rigzitett és legyen X egy tetszéleges véges metrikus tér. Ha az X
halmaz 3 pontja egyenldséggel teljesiti a hdromszog egyenldtienséget, akkor X minden bedgyazdsdban

ezen 3 pont egy egyenesre esik.

Végiil megemlitjik az ismert Holder egyenlotlenség egy fontos kévetkezményét, ami bizonyos érte-

lemben az [, normék kozti tavolsdgot adja meg:

3.2. Allitas. Legyen 1 < p < q < co adott. Ekkor:

Izl < llll, < 2P~ )jz]],.
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3.1. [,—Ramsey halmazok

Kérdés, hogy miképp lehet a Ramsey halmaz fogalmat kiterjeszteni. Még az Euklideszi esetben
egyszinl egybevagd példanyokat kerestiink, metrikus tér esetében izometrikus példanyok létezését

vizsgalhatjuk, ami alatt a kovetkezot értjiik:

3.5. Definicié (Izometrikus halmazpdar). Azt mondjuk, hogy két metrikus tér izometrikus, ha pont-

jaik kozt létezik tdvolsagtarto bijekcio.

Vegyiik észre, hogy az [, normacsalad struktirdjanak koszonhet6en szinte véltoztatas nélkiil hasz-

nalhatjuk az eredeti definiciot:

3.6. Definicié (l,—Ramsey halmaz). Legyen 1 < p < oo rdgzitett. Azt mondjuk, hogy egy X
metrikus tér l,—Ramsey, ha minden r > 1 egészre létezik ng = no(X,r), hogy n > ng esetén

(R7 1,) tetszbleges r—szinezésében taldlhatd X -el izometrikus egyszind halmaz.

Analég médon definidlhatjuk az exponencidlisan [,—Ramsey és az [,—szuper-Ramsey halmaz fo-
galmat is. Az eddig targyalt Ramsey halmazok az ls—Ramsey halmazoknak felelnek meg, igy az
egyértelmiség kedvéért a tovabbiakban I —Ramsey halmaznak nevezziik 6ket. Tovabba fontos meg-
jegyezni, hogy az r = 1 eset egybeesik azzal a kérdéssel, hogy az adott normalt térnek létezik-e
X-el izometrikus részhalmaza, azaz, hogy X bedgyazhatdé-e az adott normalt térbe. Az ls—Ramsey

s sz

beagyazhatd halmazok kérében dolgozunk.

3.1.1. Példak [,—Ramsey halmazra

Az elsé otlet l,—Ramsey halmaz keresésére, hogy megvizsgaljuk, az Euklideszi esetben bemutatott
tételek bizonyitdsai miként emelhetéek at [, terekbe. Ahogy latni fogjuk, a legtobb bizonyitds apréd

modositasok segitségével egyszertien altalanosithatoé.

Vizsgélatainkat a két ponti metrikus terekkel kezdjiik: Egyszerti megfigyelés, hogy a[2.6] tételben
bemutatott konstrukcié a permutacié-invaridns normakra, igy az I, normdkra is megfeleld, tehat

tetszéleges p esetén minden 2 pontd metrikus tér exponencidlisan [, —Ramsey:

3.3. Allitas. Legyen I eqy tetszbleges két elemd halmaz. Ekkor minden 1 < p < oo esetén létezik
¢ > 1 konstans, hogy:
x(y, I) =xRY [l]l,) = "

Igaz, az ) terek kromatikus szdménak aszimptotikus viselkedésének vizsgélata a mai napig nagy
figyelemben részesiil, a pontos érték egyediil az [, esetében ismert: Egyszerii meggondolds mutatja,
hogy minden n-re x(R? lo) = 2" teljesiil. A legjobb fels korldtot Euklideszi esetben Larman és

Rogers [45], illetve toliik fiiggetleniil Prosanov [55] mutatta, a Minkowski terekre vonatkozé felss
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korlat pedig Kupavskiitol [43] szarmazik. Tovabba Raigorodskii [57,(58] az {1 és lo normék esetében

javitott Frankl és Wilson konstrukciéjan. Igy az ismert korldtok:
X(RY o) = 2"

R? I5) < (3+0(1))
R7 17) < (4 +0(1))"

n

(1.239 +o(1))" <x
(1365 + o(1))" <x

(1.2 + 0(1))” <x(R7? 1,) < (4-!—0(1))? ahol 1 < p < co.

A kovetkez6 kérdés, hogy mi a helyzet a haromszogekkel. Kezdjiikk néhany specidlis esettel: Azt
mondjuk, hogy az ({z1,z2,z3}, d) hdrom pontd metrikus tér

o hegyesszogli haromszog l,-ben, ha ||z — zo||” + ||z2 — 23]|" > ||z1 — 23|}

o derékszogli haromszog l,-ben, ha ||x1 — xo||” + ||z2 — x3]|" = |21 — 23]/¥

Ezen haromszogek Ramsey tulajdonsiagat Sagdeev vizsgélta és exponencialis als6 korlatot mutatott

kromatikus szamukras:

3.4. Tétel (Sagdeev [66]). Legyen 1 < p < oo rdgzitett. Ekkor minden l,-ben hegyesszogd és l,-ben

deréksz0gii hdromszég exponencidlisan l,—Ramsey.

Egy késébbi megfigyelés miatt fontos megjegyezni, hogy Sagdeev a fentinél kicsivel erGsebb Aalli-
tast bizonyitott, miszerint minden I,-ben hegyesszogli és [,-ben derékszogli hdromszog 1, —szuper-

Ramsey.

Mit mondhatunk egy altaldnos haromszogrél? Megmutatjuk, hogy Frankl és Rodl[2.5] tétele alta-
lanosithaté [, terekre. Az Euklideszi bizonyitasban fontos szerepet jatszott a Szorzas tétel, igy

el6szor definidljuk két halmaz [, —szorzatat.

3.7. Definicié. Legyen X = (X, dx) ésY = (Y, dy) metrikus tér. Ekkor X ésY l,-szorzata az

(X x Y,d) metrikus tér, ahol minden x1, xo € X-re és y1, y2 € Y-1a

d((‘rhyl)v (fz,yz)) = \7‘@(%@2) + d5-(y1,92)-

Vegyiik észre, hogy a Szorzas tétel az Euklideszi norma tulajdonsigai kozil kizarédlag a per-

mutacio-invarianciat hasznalta ki, igy a bizonyitas valtoztatas nélkiil megfelelo:

3.5. Tétel. Legyen 1 < p < oo rogzitett és legyen (X,dx) és (Y,dy) l,—Ramsey halmaz. Ekkor X

és'Y l,-szorzata is l,— Ramsey.

Az Euklideszi esettel ellentétben normélt térben azonban két halmaz szorzata nem rendelkezik
igazdn szép geometriai jelentéssel, igy kevésbé tamaszkodhatunk erre. Emiatt a hiaromszogek
l,—Ramsey tulajdonsaganak igazolasakor a fenti [, —szorzds tétel haszndlata helyett a részleteket is

kiirjuk.
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3.6. Tétel. Tetszdleges 1 < p < oo esetén minden (nem elfajuld) hdromszdg l,— Ramsey.

Bizonyitds. (Vazlat)
Legyen p rogzitett. Az Euklideszi esethez hasonléan egy nagyon lapos haromszogb6l induljunk
ki: Frankl és Rodl bizonyitasat kovetve igazolhatd, hogy tetszéleges t > 2 egészre a v/2t, /2t és
/2PT1(t — 1) + 2 oldald haromszogek l,—Ramsey halmazok. A t értékét novelve a két révidebb
oldal hosszdnak Osszege tart a harmadik oldal hosszdhoz, azaz megfeleléen nagy t valasztdsa mel-
lett tetszOlegesen lapos haromszoget dllithatunk el6. Azt is megfigyelhetjiik, hogy az Euklideszi
esethez hasonléan adott haromszog esetén elegendd egy megfelel¢ oldalaranyt monokromatikus ha-
romszog 1étezését igazolni. A pontossag kedvéért azonban a nagyitashoz sziikséges e szorzdtényezot
is kiirjuk. A kovetkezd két 1épésben az Szorzas tételhez hasonléan jarunk el: egy v/2t, v/2t,
/2p+1(t — 1) + 2 oldalardnyt hdromszog két, illetve a 2. 1épésben tovabbi 1 csticsdnak koordindtait
egészitjilk ki ugy, hogy a keresett haromszoggel izometrikus egyszinii haromszoget kapjunk. Legye-
nek Ny, No és N3 egészek, melyek értékeit késobb hatdrozzuk meg. Tekintsik az n = Ny + No + N3

dimenziés pontok koziil azokat, melyek a kovetkezd alaktak:

o azelsé Ny koordindta (2¢—1) helyet leszdmitva 0, a maradék helyeken ¢, 2¢, .. . te, (t—1)e,...¢,

ebben a sorrendben, ahol ¢ > 0,
o a kovetkez6 Ny koordindta koziil 1 értéke nem 0, a maradék koordinata pedig egy « szdm,

e az utols6 N3 koordinata koziil pedig 1 értéke nem 0, a maradék koordinata pedig egy (3 szam.

Az n—dimenzids tér r—szinezése meghatdrozza az [N;] halmaz (2t — 1) elemfl részhalmazainak
N2 Ns _ gzinezését. gy Ny értékét Ny = R(2t+ 1, 2t—-1, TN2'N3)—nek valasztva lesz (2t + 1) elemi
részhalmaza, melynek minden (2¢ — 1) elemii részhalmaza azonos szinii. Az elsé N; koordinita
szineit tekintsiik rogzitettnek. Hasonldéan, az Ny + N3-dimenzids tér r—szinezése meghatarozza az
[N,] halmaz elemeinek -V —szinezését. Igy No = R(2, 1, r3) = N3 41 esetén lesz olyan két elemii
részhalmaz, melynek elemei azonos szintiek. Végiil ugyanezen meggondolds alapjan vilasszuk Nj
értékét R(2, 1, r) = r+1-nek. Az n vilasztésa alapjan kivdlaszthatunk egyszinli A, B, C pontokat,

melyek a kovetkez6 alaktak:

A:{...s...Zs...3€ ...... te...(t—1e...... 35.,,25...5,,.0...0...’,,.a...O,,.‘.../6'...0...}
B={...0...e...2e...3c...... te...(t—1)e...... 36...25...5...0...’...O...a...‘...,8...0...}
C:{...O...O...a..Qe...Bs ...... te...(t—1e...... 36...25...5...‘...a...O...‘...0...ﬂ...}

Megfelel6en valasztva e, a, B és t értékét tetszéleges oldalhosszti haromszoget allithatunk elé a fenti

modon, igy valéban minden hdromszog [, —Ramsey. O

Egy apro észrevétel, hogy az [; norma esetén a fenti allitds némileg egyszertisithets: a[2.5] Frankl-
Rodl tétel bizonyitasanak elsé 1épésében iigyesen megkonstrudlt lapos haromszoget helyett egysze-

rilen kiindulhatunk egy elfajulé haromszogh6l: Legyen (X, d) metrikus tér, ahol X = {x1,x2,z3}
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és ||z — z2]|; = ||lz2 — x3]|; = ¢, ||z — 23], = 2e. Sagdeev tétele alapjan X [;-szuper-Ramsey,

hiszen X derékszogli haromszog [1-ben. S6t, egy kicsit erésebb allitast is megfogalmazhatunk:
3.7. Allitas. Minden hdromszég exponencidlisan l; — Ramsey.

Bizonyitds. A |44] cikk szerz6i megfigyelték, hogy Frankl és Rodl bizonyitasabdl kiolvashaté a
allitas [, normakra torténd altaldnositasa, azaz [,—szuper-Ramsey halmazok [,—szorzata is
rendelkezik az [,—szuper Ramsey tulajdonsdggal. Igy elegendé azt meggondolni, hogy minden
haromszog el6all [; —szuper-Ramsey halmazok szorzataként: egyrészt a (3.3 allitas szerint minden
két pontt halmaz [, —szuper-Ramsey, mésrészt af3.4] tétel szerint /;-ben minden elfajulé hadromszog
l;—szuper-Ramsey. Tehat a[3.6] tételben leirt konstrukcié alapjan valéban minden haromszog el6all

két I3 —szuper-Ramsey halmaz szorzataként. 0

Eddig tehat azt lattuk, hogy az l—Ramsey halmazok bizonyitasidban leirtak (apr6é médositdsokkal)
az l,—Ramsey tulajdonsig igazolasdhoz is megfeleléek. Most ismert bedgyazasi tételek segitségé-
vel az eddigieknél erdsebb allitdst mutatunk. Az oOtlet a kovetkezd: Tekintslink egy tetszOleges
lo—Ramsey halmazt. A[2:3] de Bruijn-Erdds tétel alapjan minden r szinszdmra meghatdrozhatunk
egy véges tanuhalmazt, azaz egy olyan véges halmazt, melyre teljesiil, hogy R™ minden r—szinezé-
sében van vele egybevagé egyszinti halmaz. Tehat az [, —Ramsey tulajdonsig igazoladsdhoz elegendé
megmutatni, hogy a tantihalmazok izometrikusan bedgyazhatéak egy véges dimenziészamu [, térbe.

Roviden 6sszefoglaljuk a legfontosabb bedgyazasi tételeket:
Beagyazasi tételek

El6szor is definidljuk, hogy egy véges metrikus tér mikor [, —bedgyazhato:

3.8. Definicié. Legyen (X, d) és (X', d') metrikus tér. Azt mondjuk, hogy (X, d) (izometrikusan)
bedgyazhatd az (X', d') térbe, ha létezik egy ¢ fiigguény, hogy minden x, y € X pontra:

d(z,y) = d (¢(x), o(y)).

Specidliasan, az (X, d) metrikus teret l,—bedgyazhatonak nevezink, ha létezik olyan m, melyre (X, d)

bedgyazhatd az (R™ 1,) térbe.

Milyen l,—bedgyazhaté példakat ismertink? A témakér egyik legismertebb tétele az Ggynevezett
Fréchet féle beagyazasi tétel, ami azt mondja ki, hogy minden véges metrikus tér bedgyazhatd egy

korlatos dimenziészamu [, térbe:

3.8. Allitas (Fréchet bedgyazas (latsd példaul [49])). Tetszbleges n ponti metrikus tér bedgyazhatd

az 172 térbe.

Bizonyitds. Legyen (X = {.731, To, ... xn}, d) egy tetsz8leges véges metrikus tér. Tekintsiik azt az

f X — I3 figgvényt, mely minden z € X ponthoz hozzarendel egy n hosszi vektort, melynek
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i. koordindtdja az x és x; pontok d(z, x;) tdvolsidgival egyezik meg. Megmutatjuk, hogy f egy
izometrikus bedgyazasat adja X-nek az [T, térbe.

Egyrészt minden z;, z; € X-re || f(x;) — f(z;)|, > d(xi,x;), hiszen:

[
1FGea) = f )l o = max | fiz:) = filwy)l = fi(zi) = filey)] = dlzi, 25).
Maésrészt a haromszog egyenlétlenséghol adédéan minden k indexre:
|fe(@i) = fu(@;)| = (i, zx) — d(ze, =;)] < d(@s, z5).

Ezzel pedig az allitast belattuk. O

Megjegyezziik, hogy a fenti allitas némileg er6sithet6: minden n > 4 ponta véges metrikus tér mar

m =n — 2 esetén is bedgyazhaté az I} térbe (Wolfe [74]).

Mit mondhatunk a t6bbi [, norma esetében? Trividlisan minden 3 vagy kevesebb pontd metrikus
tér [, —bedgyazhatd, hiszen minden 1 < p < oo esetén beadgyazhaté az lg sikba. Azonban a 4 pontu
halmazokra ez méar nem teljesiil: 1étezik olyan 4 pontt metrikus tér, ami semelyik 1 < p < 0o esetén
sem l,—bedgyazhatd. A kovetkezd tétel az [,—bedgyazhaté halmazok kézt ismert legfontosabb

kapcsolatokat irja le:

3.9. Tétel (14tsd példaul [14], 34. oldal). Legyen (X,d) egy n pontid metrikus tér. Ekkor
1. (X,d) l—bedgyazhatd.
2. Ha (X,d) lo—bedgyazhatd, akkor l,—bedgyazhatd is minden 1 < p < oo esetén.

3. Ha (X,d) l,—bedgyazhaté valamely 1 < p < 2 értékre, akkor l1—bedgyazhatd is.

l, bedgyazhatésig lso beadgyazhatdsag
2<p<oo

T

lo bedgyazhatosag

¢

l, bedgyazhatdsag l1 bedgyazhatosag
1<p<?2

6. abra. Az l,—bedgyazhatosigok kozt 1év6 kapcesolatok kiilonbozd p értékekre
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A kovetkez6 kérdés, hogy egy adott [,—bedgyazhaté halmaz mennyire kicsi dimenziészamu térbe
agyazhaté be. Jelolje my(n) azt a legkisebb m egészt, melyre teljesiil, hogy egy tetszbleges n
pont l,—bedgyazhaté metrikus tér beagyazhaté az )" térbe. Wolfe emlitett tétele alapjan tehdt
Meo(n) < n — 2 teljesiil. Egyszeri meggondolds alapjan ma(n) = n — 1, a tobbi I, térben azonban

mér kevésbé trividlis a helyzet. Witsenhausen [73] az l; normaban adott fels6 korldtot. Megmutatta,

my(n) < (’2‘)

Tételét késébb Fichet, illetve téle fliggetlentil Ball tetszéleges I, normakra altaldnositotta:

hogy:

3.10. Tétel (Fichet [31], Ball [4]). Legyen (X,d) egy tetszéleges n elemd véges metrikus tér, és
1 < p < oo rogzitett. Ha (X,d) bedgyazhaté az ly" térbe, akkor bedgyazhaté az l;"l térbe is, ahol

mp(n) < (Z)

Az aldbbi allitds az emlitett bedgyazdsi tételek néhany fontos kévetkezményeit tartalmazza:

m' < (72’), azaz:

3.11. Kovetkezmény. Legyen 1 < p < oo ragzitett. Ekkor
1. Minden ly—Ramsey halmaz l,—Ramsey is.
2. Minden ly—szuper-Ramsey halmaz l,—szuper-Ramsey is.
3. Minden nemelfajuld hdromszog exponencidlisan l,—Ramsey.

Bizonyitds. Az[I] 4llitds azonnal adédik a [3.9] bedgyazési tételbdl. A [2] allitdshoz csupdn azt
kell felhaszndlni, hogy egy lo—szuper-Ramsey halmazhoz tartozé (T, d) tanthalmaz legfeljebb ¢”
nagysagi valamely ¢ konstansra. A bedgyazasi tétel alapjan (T, d) bedgyazhat6 az [} térbe,
ahol m < (72’), tehat példaul a ¢ := ¢? konstanssal teljesiti az l,—szuper-Ramsey feltételeket is.
Ebbél pedig rogton adédik af3] allitds is, hiszen minden haromszog bedgyazhaté az Euklideszi sikba

és ismert, hogy minden nemelfajulé haromszog ls —szuper-Ramsey. O

A beagyazasi tételbol is latszik, hogy a maximum norma igencsak specidlis helyzetben van.
Eddig azt lattuk, hogy minden l;—Ramsey halmaz egyben [,—Ramsey is. Nemrég Kupavskii és

Sagdeev ennél lényegesen tobbet bizonyitott:

3.12. Tétel (Kupavskii-Sagdeev [44]). Minden véges metrikus tér exponencidlisan l.,—Ramsey,

azaz egy tetszdleges (X, o) véges metrikus tér esetén létezik ¢ > 1 konstans, hogy:
x(%,X) > "

Kés6bb Frankl, Kupavskii és Sagdeev 28] tovdbb vizsgilta az [, —Ramsey tulajdonsigot, és bizo-

nyos metrikus tér esetén a kromatikus szdmuk pontos értékét is sikeriilt meghatarozniuk.

20



3.1.2. Negativ eredmények

A kovetkez6 kérdés, hogy milyen halmazok nem rendelkeznek az l,—Ramsey tulajdonsidggal. Er-
désék 2.8 tétele szerint egy végtelen halmaz nem lehet l;—Ramsey. Egy érdekes megfigyelés, hogy
bizonyitasuk minden szigorian konvex egységgombbel rendelkezd norma esetén megfeleld, tehét

1 < p < oo esetekben végtelen halmaz nem lehet Ramsey:

3.13. Allitas. Legyen 1 < p < oo rogzitett és legyen X egy végtelen elemszimii halmaz. Ekkor
minden n-re (R 1,) kiszinezhetd megszamldlhatd sok szinnel dgy, hogy minden X -el izometrikus

halmaz legaldbb 1-1 pontot tartalmaz az dsszes szinosztdlybol.

Az [,—Ramsey tulajdonsidgot azonban okkal nem sziikitettiik le a véges metrikus terek osztalyara:
Nemrég ugyanis Frankl, Kupavskii és Sagdeev 28] végtelen elemszdmi [, —Ramsey halmazt mu-

tattak.

A véges halmazok kozil egyediil az Euklideszi értelemben nem gémbi halmazokrél ismert, hogy
nem /p—Ramsey halmazok. Kérdés, hogy ezen tétel altaldnosithaté-e az [, normakra. Tekintsiik az

egyik legegyszeriibb nem gémbi halmazt, az l,-ben (1, 1, 2) oldalt hiromszoget, azaz az
X = {ar, xo, 23] |21 — @2l = |22 — asll, = 1, |21 — aal|, = 2}

metrikus teret. Kupavskii és Sagdeev [3.12] tétele szerint minden véges metrikus tér exponencidli-
san lo,—Ramsey, Sagdeev [3.4] tétele alapjén pedig minden derékszogii haromszog exponencidlisan
l,—Ramsey. Mivel X derékszogli hdromszog [1-ben, igy a fentiek alapjan X exponencidlisan I és
loo—Ramsey. Az 1 < p < oo esetben azonban mas a helyzet, a kiilonbséget az adja, hogy ezen
feltétel mellett az egységgdmb szigortan konvex. FEzt kihasznalva Erd6sék bizonyitdsat kévetve

megmutatjuk, 1 < p < oo feltétel mellett X nem exponencialisan /,—Ramsey.

3.14. Allitas. Legyen 1 < p < oo rogzitett és legyen X egy lp,-ben (1, 1, 2) oldald hdromszog. Ekkor

X nem exponencidlisan l,—Ramsey.

Bizonyitds. Legyen 1 < p < oo rogzitett és X legyen l,-ben (1, 1, 2) oldald haromszég. Megmutat-
juk, minden n egész esetén R kiszinezhetd d(n) szinnel tgy, hogy egyik szinosztély se tartalmazzon
X-el izometrikus halmazt, ahol d(n) csak linedrisan né a dimenziészdmban. Fontos megfigyelés,
hogy az 1, ¥y és x3 pontok egyenldséggel teljesitik a hdromszogegyenlStlenséget, igy a [3.1] 4llitds
alapjan X minden bedgyazasaban a pontjai egy egyenesre esnek. Azt is konnyt latni, hogy minden
bedgyazasban xo éppen az Tix3 szakasz felez6pontja, azaz X minden bedgyazasban felirhat6 z,
x + u, x — u alakban, ahol [lu||, =1 egységvektor.

Elészor tegyiik fel, hogy 2 < p < co. A[3:2] 4llitds alapjdn:

lzll, < llzlly < nt/2747)jz]),.

21



Legyen d = d(n) = [n'/271/P], tehat a fenti alapjén 1 < |lull, < d. Tekintsitk azt a szfnezést,

melyben egy x € R™ pont szine:
wagJ modulo (2d? + 2).

Erdésék bizonyitasahoz hasonléan igazoljuk, hogy a szinezés megfeleld: Tekintsink egy x, = + u,
x — w alakd (1, 1, 2) hdromszoget és indirekt tegyiik fel, hogy x, © + u és  — u ugyanazt a szint
kaptak. Definicié szerint ekkor léteznek ay, as, as egészek, egy 0 < r < d? + 2 egész és 0 < 0y, 05,

03 < 1 szamok, melyre:

]| = (2d* +2) -ay + 7 + 6, (4)
& —ull3 = (2d +2) - ag + 7 + 62 (5)
| 4 ull3 = (2d® +2) - az + 7 + 03 (6)

® - @:

—2(x,u) + [[ul5 = (2d% +2) - (a2 — a1) + 62 — 6,

© - @:

2(x,u) + [|ull; = (2d* +2) - (a5 — a1) + 05 — 6

Tehat:
0= —2||ull3 + (2d% + 2) - (a3 + a2 — 2a1) + 05 + 62 — 26,

ami ellentmondés, hiszen —2 > —2||u||g > —2d?, a1, ag, a3 egészek és 0 < 6; < 1.

Mésodszor legyen 1 < p < 2. AB2] allitas alapjan:
Ilzll, < l|zl, < n'/P72||z|,, azaz
n! 2Pz, < 2y < |z,
Legyen d = {nl/pfl/ﬂ, egy x € R" pont szine pedig legyen

| (d||z]|,)?| modulo (2d° + 2).

Az el6z6 esetekhez hasonldan ellendrizhetd, hogy a szinezés nem tartalmaz X-el izometrikus egyszinti
halmazt. A szinek szdma mindkét esetben csak linedrisan né a dimenzidészam szerint, ezzel tehét

az allitast belattuk. O

A fentinél erdsebb éllitas lenne, hogy X nem [,—Ramsey valamely p értékre. Ehhez olyan konst-
rukciora lenne sziikség, amely konstans szami szint hasznal, egyelore azonban az Euklideszi eseten
kiviil nem ismert ilyen szinezés. Masrészt, ha olyan p értéket taldlnank, melyre X [,—Ramsey,
akkor ez azt igazolnd, hogy az exponencidlisan I, —Ramsey halmazok valédi részhalmazat képzik az

l,—Ramsey halmazok csalddjanak.
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3.2. Er6sen Ramsey halmazok

Térjiink 4t a Minkowski terek vizsgélatara. Az [, normakkal szemben tetszéleges Minkowski térre
nézve nem teljesen egyértelmii, hogy lehet jol altalanositani a Ramsey halmaz fogalmat. Egy

lehetséges meghatarozas a kovetkezo:

3.9. Definicié (Erésen Ramsey halmaz). Egy X metrikus térre azt mondjuk, hogy erdsen Ram-
sey, ha barmely r > 1 egész esetén létezik eqy ng egész, hogy minden n > ng dimenzidszam és
C C R"™ szimmetrikus konvex test dltal meghatdrozott Minkowski tér esetén (R7 |.||o) minden

r—szinezésében van X -el izometrikus eqyszini halmaz.

Kérdés, hogy milyen halmazok teljesitik a fenti feltételeket, milyen tulajdonsidgaik vannak az erésen

Ramsey halmazoknak.

Az eddigiekhez hasonléan a 2 ponti metrikus terek Ramsey tulajdonsiganak igazoldsiahoz elég
belatni, hogy minden r > 1 szamra létezik olyan n dimenzidszam, hogy minden n—dimenzids
Minkowski tér tartalmaz (r+1) cstcsi szabalyos szimplexet. Meglepd médon mar ennek az egyszerti

allitasnak is kifejezetten nehéz a bizonyitasa, bemutatiasa némi elokésziiletet igényel.

Maximalis elemszamu szabalyos szimplex

Legyen X normdlt tér és jelolje e(X) az X-ben taldlhatd paronként egységtdvolsigra 1évé pontok
maximélis szamat. Euklideszi esetben ismert, hogy e(R™) = n 4 1, azonban tetszéleges X normalt
tér esetén e(X) meghatdrozdsa meglehetésen nehéz feladatnak bizonyul, a tovabbiakban réviden
osszefoglaljuk az e(X) értékékrol ismert eredményeket. Sikban ismert, hogy 3 < e(X) < 4, és e(X)
pontosan akkor 4, ha X egységgémbje paralelogramma (Petty [54]). Nyitott kérdés, hogy igaz-e a

fenti alsé korlat magasabb dimenzi6s altalanositasa:
3.1. Sejtés. Egy n—dimenzids X normdlt tér esetén e(X) > n+ 1.

A sejtést tObb specialis esetben igazoltdk. Egy egyszerii megfigyelés, hogy egy permutacié-invaridns
normalt tér esetén az n standard egységvektor paronként egyenld tavolsigra vannak egyméstol,
igy e(X) > n. S6t, kis meggondolds alapjan az egységvektorok kiegészithetéek (n + 1) ponti
szabdlyos szimplexé (Kobos [39]), azaz e(X) > n+ 1 is teljesiil. Egy mésik fontos specidlis osztélyt
a "kozel-Euklideszi" normalt terek alkotjdk. A pontos megfogalmazashoz sziikségiink lesz az aldbbi

fogalomra:

3.10. Definicié (Banach-Mazur tévolsig). Legyen K, L C R"™ szimmetrikus konvex test. K és L
testek d(K, L) Banach-Mazur tdvolsigdinak azt a legkisebb pozitiv A szamot hivjuk, melyre létezik

olyan T : R™ — R"™ linedris transzformdcio, hogy

T(K) C L C AT(K).
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A kovetkezd allitdas a Banach-Mazur tavolsag legfontosabb tulajdonsagait foglalja Gssze:
3.15. Allitas. Legyen K, L és M C R" szimmetrikus konvex test. Ekkor:

e d(K,L) > 1,

e d(K,L) =1 pontosan akkor teljesil, ha K és L egymds affin képei,

e d(K,L)=d(L,K),

e d(K,M)<d(M,L)-d(L,K).

Tehdt d(.,.) az n—dimenzids szimmetrikus konvex testek affin ekvivalenciaosztilyain multiplikativ

metrikdt hatdroz meg, azaz logaritmusa egy metrika.

Ennek segitségével definialhatjuk két normalt tér tavolsagat is: Legyen X és Y n—dimenziés normalt
tér. Ekkor d(X,Y) az X és Y egységgombjeinek Banach-Mazur tavolsdgat jeloli. Ezzel ekvivalens

a kovetkezd definicié:
d(X,Y) :=inf {||T|| - |T7"||, ahol T': X — Y linearis, invertalhat6 leképezés. }

John [29] nevezetes ellipszoidokrdl sz616 tétele azt mondja, hogy egy tetszéleges n—dimenzids origéra

szimmetrikus konvex C test esetén létezik olyan E ellipszoid, melyre:
ECCC+/nC.

Ez tehat azt jelenti, hogy egy n—dimenziés Minkowski tér és az Euklideszi tér tavolsaga legfeljebb
\/n, amib6l pedig kovetkezik, hogy két n—dimenziés Minkowski tér Banach-Mazur tdvolsdga max-
imum n lehet. Néhdny specidlis esetben ennél jobb korlatot is adhatunk, példaul a allitast a

kovetkezoképp fogalmazhatjuk at:

3.16. Allitas. Legyen p és q rigzitett, n tetszéleges. Ha 1l < p < ¢ < 2, vagy 2 < p < ¢ < o0,
akkor:
(i, 1) =nt/r=1e,

Visszatérve a paronként egységtavolsdgra 1év6 pontok maximalis szamara, a kozel-Euklideszi terek

e(X) értékére Brass, illetve téle fiiggetleniil Dekster adott alsé korlatot:

3.17. Tétel (Brass [5], Dekster [13]). Legyen X egy tetszbleges n—dimenzids normdlt tér, melyre
d(X, 13) <14 1/n. Ekkor barmely n ponti szabdlyos szimplex kiegészithetd (n + 1) pontivd, igy:

e(X)>n+1.

A tétel segitségével az dltaldnos esetben is viszonylag jé als6 korlatot kapunk e(X) értékére, hiszen
ismert, hogy egy megfeleléen magas dimenzié esetén tetszoleges Minkowski tér tartalmaz egy kozel-

Euklideszi alteret. Pontosabban:
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3.18. Tétel (Dvoretzky [15]). Létezik ¢ > 0 konstans, hogy minden & > 0-ra és n > exp (cme’Q)—m

eqy n—dimenzios Minkowski térnek létezik olyan m-dimenzios Y altere, melyre:
d(Y, ls) <1+e.

Az € értékét 1/(m + 1)-nek valasztva az el6z6 két tételt Osszevetve adddik, hogy tetszbleges X

Minkowski tér esetén létezik ¢ > 0 konstans, hogy

e(X) > cy/log(n).

Ezen a korlaton javitott Swanepoel és Villa. Bizonyitasuk f6 otlete, hogy a Dvoretzky tétel egy

altaldnositasat, Alon és Milman tételét alkalmaztak:

3.19. Tétel (Alon-Milman [1]). Legyen X egy tetszéleges n—dimenzids normdlt tér. Minden e > 0
esetén létezik ¢ € (0,1) konstans, hogy X-nek létezik eqy m > exp(c\/log n) dimenzios Y altere,

melyre:
e vagy d(Y, l2) <1+e,
o vagy d(Y, le) <1+ ¢ teljesiil.

Swanepoel-Villa megmutattak, hogy d(X, l.) < 3/2 esetén e(X) > n + 1 teljesiil, ezzel igazolva
tételiiket:

3.20. Tétel (Swanepoel-Villa [70]). Legyen X egy tetszbleges normdlt tér. Ekkor létezik ¢ > 0

konstans, hogy:
e(X) > exp (c\/log n) .

Tehat ng = exp((c-In(2r +1))?) valasztdsa mellett minden n > ng esetén (R7 ||.||,) tartalmaz

(r+ 1) cstcst szabdlyos szimplexet. Igy valéban minden két pontd halmaz erésen Ramsey.

A kovetkezd felmeriilé kérdés, hogy a Frankl-Rodl tétel altalanosithato-e, azaz igaz-e, hogy
minden hiromszog erésen Ramsey. Az el6z6 esethez hasonléan minden r szinszamhoz 1étezik egy
n dimenziészdm, hogy az n—dimenziés tér tartalmaz (2r + 1) pontd szimplexet, igy a szabdlyos
héromszogek (vagy altaldnosabban a szabdlyos szimplexek) er6sen Ramsey halmazok.

Azonban tovabbra is nyitva 4ll a kérdés, hogy minden haromszog erésen-Ramsey-e. A Frankl-Rodl
tétel alapjan adott haromszoghtéz minden szinszam esetén meghatarozhatunk egy véges tanthal-
mazt. Ha ezek bedgyazhatéak minden kelléen magas dimenziés Minkowski térbe, (példdul a

Dvoretzky-tétel altal biztositott kozel-Euklideszi alterébe), akkor a valasz igenld.

Milyen halmazokrdl tudjuk, hogy nem rendelkeznek az erés Ramsey tulajdonsaggal? Definicié alap-
jan, ha X nem agyazhato be valamelyik Minkowski térbe, akkor nem lehet erésen Ramsey. Masrészt,
ha X beadgyazhat6 az Euklideszi térbe, és nem Ramsey, akkor er6sen sem Ramsey. Egyelére tehat

az ismert, hogy az Euklideszi értelemben nem gémbi halmazok nem erésen Ramsey halmazok.
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3.3. Osszefoglalas

" s

A Ramsey halmaz fogalmét az 1970-es években vezették be Erdésék. Cikksorozatuk megjelenést ko-
vetOen sok 1j eredmény sziiletett a témaban, igy ma sok példa ismert Ramsey halmazra. Masrészt,
az is ismert, hogy nem minden halmaz rendelkezik a Ramsey tulajdonsiggal: Erdésék megmutattak,
hogy végtelen halmaz nem lehet Ramsey, illetve, hogy a nem gémbi halmazok sem rendelkeznek a
Ramsey tulajdonsiggal. Azonban a Ramsey halmazok karakterizdldsa maig nyitott kérdés, sét két

rivalis sejtés is megjelent a probléméval kapcsolatban.

A Ramsey halmaz fogalmat nagyon természetes médon kiterjeszthetjiik I, terekre, mégis csak kevés
eredmény sziiletett ezzel az altaldnositdssal kapcsolatban. A helyzet egyedill a maximum norma
esetén tisztdzott: nemrég Kupavskii és Sagdeev megmutattik, hogy minden véges metrikus tér
exponencidlisan [.o—Ramsey. A dolgozatban a tébbi [, normat vizsgaltuk: Egyrészt megfigyeltiik,
hogy a Ramsey tulajdonsag igazolasakor altalaban az Euklideszi normanak egyediil a permutacié-
invaridns tulajdonsagat kell felhaszndlni, igy az ismert tételek apré moédositasok segitségével I,
terekre is altalanosithatdéak. Késobb ismert bedgyazasi tételek kovetkezményeként azt is lattuk,
hogy ezen megfigyeléseket tovabb erdsithetjiik. Adott r szinszam és lo—Ramsey halmaz esetén a
de Bruijn-Erdés tétel alapjan meghatarozhatunk egy véges tanihalmazt. Ezt a tanthalmazt pedig
bedgyazhatjuk egy (esetleg magasabb dimenzids) I, térbe, ami azt igazolja, hogy minden I, —Ramsey
halmaz egyben l,—Ramsey is (tetszéleges 1 < p < oo értékre).

A masik iranybdl elindulva azt vettiik észre, hogy a negativ eredmények bizonyitasdban altalaban
felhasznaljuk az egységgdmb szigoru konvexitasat, igy ezen tételeket legfeljebb a 1 < p < 0o esetére
altaldnosithatjuk. Ebbdl is latszik, hogy az I; és I helyzete igencsak elkiiloniil a tobbi I, normé-
t6l. A 8 killonbséget valsziniileg a nem szigorian konvex egységgomb adja. Erdekes, és eddig
csak keveset vizsgalt kérdés, hogy a ls—Ramsey halmazokon til milyen halmazok rendelkeznek az
l;—Ramsey tulajdonsaggal: Egyelore nem ismert nem [; —Ramsey halmaz, tehat az is lehetséges,

hogy a maximum normdahoz hasonléan minden véges metrikus tér [y —Ramsey.

Végiil kitértiink a Minkowski terekre és bevezettiik az er6sen Ramsey halmaz fogalmat. Ismert téte-
lek segitségével megmutattuk, hogy minden szabdlyos szimplex erésen Ramsey. Azonban az erésen
Ramsey halmazok tovabbi tulajdonsagainak vizsgdlata soran komolyabb nehézségekbe iitkoztiink,
mar a haromszogek er6sen Ramsey tulajdonsiaganak igazoldsa is meglehetésen nehéz feladatnak

bizonyult.
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4. Aszimmetrikus Ramsey problémak

Az eddig targyalt kérdéseket szamtalan kilénb6z6 médon altalanosithatjuk. Egy érdekes problé-
makor az igynevezett aszimmetrikus Ramsey parokat vizsgalja, melynek fogalmat szintén Erd&sék
vezették be cikksorozatuk II. részében [17]. Ebben a véltozatban a sik, vagy egy magasabb, de
rogzitett dimenziészamu tér pontjait szinezziik két szinnel — hagyomanyosan pirosra és kékre — és
a két szinosztalyban kulénbo6z6 konfiguraciokat keresiink. Egy tipikus kérdés a kovetkez6: Ha a
sik egy piros-kék szinezésében megtiltunk egy adott K7 konfiguriciot a piros szinosztalyban, mi-
lyen K5 konfiguracidk lesznek elkeriilhetetlenek a kék szinosztalyban? Ha K7 és Ko teljesiti ezen
feltételeket, azt mondjuk K; és Ky pontkonfigurdcidk aszimmetrikus Ramsey part alkotnak és ezt

R? — (K, Ky)-el jeloljiik, ellenkezd esetben pedig az R? /4 (K7, K3) jelolést hasznéljuk.

Erdosék tobbek kozott azt a specidlis esetet vizsgaltak, amikor az egyik konfiguraciét az egység-
tavolsdgu pontparnak rogzitjik, amit ezentdl Pj-el jelolink. A tovdabbiakban mi is ezt az esetet

tekintjiik, igy érdemes bevezetni a kovetkezd fogalmat:

4.1. Definicio. A sik egy piros-kék szinezését nevezziik megengedetinek, ha a piros szinosztdly
nem tartalmaz egqységtdvolsagu pontpart. Tovdbbd a sik egy k szinosztdlybol dallo szinezését hivjuk
megfelelé k—szinezésnek, ha mind a k szinosztdly teljesiti ezen feltételt, azaz egyik sem tartalmaz

egységtavolsagu pontpart.

Igy a kérdés a kovetkezOképp fogalmazhaté meg: Milyen K konfigurdcidkra teljesiil, hogy a sik
minden piros-kék szinezésében taldlhaté K-val egybevigd kék konfiguraci6? Azaz milyen K konfi-
guréciora teljesiil, hogy R? — (P, K)? Egy piros-kék szinezést az egyik szinosztélya egyértelmiien
meghataroz, igy a tovabbiakban mindig csak a piros szinosztalyt definidljuk, illetve az dbrdkon is
ezt jeloljik.

El6szor tekintsiik 4t a probléméhoz kapcsolédd ismert eredményeket: Trividlisan minden 1 pon-
ti K halmazra R? — (P;, K) teljesiil és az egységoldalii szabélyos haromszdg tantsitja, hogy
R2 — (P, Pp) is fenndll. Apr6 megfigyelés mutatja, hogy R? — (P;, K) minden 2 ponti konfigu-

raciora is teljestl. S6t, az is egyszertien igazolhatd, hogy a haromszogek is teljesitik a feltételeket:

4.1. Allitas. Legyen K eqgy tetszdleges 3 ponti konfigurdcid. Ekkor R minden megengedett piros-
kék szinezése tartalmaz K-val eqybevdgd kék konfigurdciot. Azaz R?* — (P, K) minden 3 ponti K

konfigurdcio esetén fenndll.

Bizonyitds. Tekintsiik a siknak egy megengedett piros-kék szinezését és legyen A, B, C' egy tetsz6-
leges haromszog, melynek oldalhosszai a < b < ¢. El6szor vizsgaljuk az a < 2 esetet, azaz tegyik
fel, hogy a haromszog egyik oldala legfeljebb 2 hosszt. Feltehetd, hogy a szinezés tartalmaz piros
pontot, legyen a p pont ilyen, C7 pedig jeldlje a p pont koré irt 1 sugari kort. Ekkor C; minden

pontja sziikségszertien kék. Valasszunk a Cp korén egy tetszéleges a hosszi BC' hurt és egészitsiik
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ki egy A’ ponttal gy, hogy ABC-vel egybevigd hadromszoget kapjunk. Ha A’ kék, készen vagyunk.
Ellenkez& esetben az A’ pontot forgassuk korbe p pont koriil. Az igy kapott Cy kor egy 1 hosszt
hirjanak két végpontja koziil legalabb az egyik kék, vagyis a Cy koron védlaszthatunk egy kék A
pontot, ezzel pedig egy a, b, ¢ oldali kék haromszoget talaltunk.

7. 4bra. Els6 eset: a < 2

Masodszor tegyiik fel, hogy az ABC haromszog minden oldalhossza nagyobb mint 2. Ha nincs a
tavolsagu piros pontpar, akkor alkalmazhatjuk az el6z6 gondolatmenetet egy piros pont korili a
sugart kék korbol kiindulva. Tehat feltehetd, hogy van a tavolsadgu piros pontpar; py és ps legyenek
ilyenek és tekintsiik a py és po korili 1—1 sugara Cy, Cs koroket. A két koron tetszélegesen valasztva
két a tavolsagu pontot, a haromszdg harmadik csiicsa egy 1 sugaru C3 koron helyezkedhet el. A
Cs kor egy 1 hosszu hurjanak két végpontja koziil legalabb az egyik kék, azaz ebben az esetben is
taldltunk a, b, ¢ oldali kék haromszoget.

A

8. dbra. Mésodik eset: a > 2 és van a tévolsagi piros pontpar

O

A kovetkez6 felmeriilé kérdés, hogy mi a helyzet a négyszogekkel. Az els6 idekapcsolodo tétel
Erdoséktol szarmazik, akik azt a 4 pontd konfiguraciot vizsgaltak, melynek pontjai egy egyenesre

esnek és a pontok egymadstoél 1 — 1 tdvolsagra helyezkednek el. A tovabbiakban ezt Ps;-mal jeloljik.
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4.2. Tétel (Erdds és tarsai |17]). A stk minden piros-kék szinezése vagy tartalmaz Pi-el egybevdgd

piros, vagy P3-mal egybevdgd kék konfigurdciét. Azaz R? — (Py, Ps) fenndll.

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszOleges megengedett piros-kék szinezést, ami feltehet6en legalabb
egy p piros pontot tartalmaz. Ekkor a p kbzéppontu 1 sugart C; kér minden pontja kék. Tekintsiink
egy vele koncentrikus v/3 sugart Cy kort. A Cy korbe irt szabalyos H = {hy, ho, ,h3} hidromszog
segitségével fogjuk igazolni a kék Pj 1étezését: Jelolje a; (i = 1...6) a H haromszog és a C kor
metszéspontjait, a[0la dbrdn lathaté sorrendben. Vegyiik észre, hogy a hi, a1, as, he pontok éppen

ho

a)

9. dbra. A sik minden megengedett piros-kék szinezése tartalmaz 4 egy-egy tavolsigra 1év6 kék pontot

1 — 1 tavolsdgra vannak egymastol. Hasonléan a ho as, a4, hs és a hs as, ag, h1 négyes is 1 — 1
tavolsagot hataroznak meg. Ha H legalabb két csticsa kék, készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy ez
nem teljesiil, legyen példaul hy és hso is piros. A Cs koron azonos irdnyban valasszuk hi-t6l és ho-t6l
1 tavolsagra 1év6 by, b pontokat. Mivel by és by kék, az altaluk meghatarozott egyenes Cy korrel

valé metszéspontjaival kiegészitve 6ket megfelelé kék konfigurdciot taldltunk @b abra). O

Erdésék azt sejtették, hogy mas négyszogek, példaul az egységnégyzet is megfelel6 valasztisa K-
nak. Néhany évvel késébb Juhdsz Rozalia ennél tébbet bizonyitott: megmutatta, hogy minden 4

pontu konfiguracio teljesiti a feltételeket.

4.3. Tétel (Juhasz [37]). Legyen K egy tetszdleges 4 ponti konfigurdcié. Ekkor R? minden megen-
gedett piros-kék szinezése tartalmaz K -val eqybevdgd kék konfigurdciét. Azaz R? — (Py, K) minden

4 pontu K konfigurdcio esetén fenndll.

A tétel nagy elismerésben részesiilt a témakorrel foglalkozé matematikusok korében, Juhész eredmé-
nyét tobbek kozott Rod Lavelﬂteniszezc'i braviros teljesitményéhez hasonlitotték [7]. Nem meglepd
médon csak kevés tovabbi példa ismert: Nemrég Tsaturian [72] egy 5 ponti K halmazt mutatott,

melyre R? — (P, K) teljesiil.

1Rod Laver ausztral teniszez8, aki a férfiak kozt paratlan médon egy éven beliil nyerte meg a profi szint{i Grand

Slam mind a négy tornajat.
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A masik irdnybdl elindulva, mar Erddsék cikkében is megjelent, hogy létezik olyan konfiguracio,
mely nem tesz eleget a feltételeknek. Ezt egy nem éppen optimalis rdcsmenti szinezés-konfiguracié

parral igazolték:

4.4. Tétel (Erdés és tarsai [17]). Létezik egy K konfigurdcié és R?-nek egy olyan piros-kék szinezé-
se, mely nem tartalmaz egységtavolsigiu piros pontpdrt és minden K -val egybevdgd konfigurdcionak

legaldbb az egyik pontja piros. Vagyis létezik olyan K konfigurdcié, melyre R? 4 (P, K).
Bizonyitds. Szinezzik pirosra az
{(x,y) ER? |[2m <z <2m+1/2, 2n<y<2n+1/2,n,m € Z}

halmaz pontjait. Vegyiik az egész pontok altal meghatdrozott racs 3/10%-szeresét és a K konfigu-

raci6 alljon a { (r,y) ER?2 | 0<2<3,0<y< 3} négyzetbe esé 10'? racspontbél.

“HEE

..Ea..

10. dbra. Erdésék piros-kék szinezése és 10'? pontt konfigurdciéjuk

Konnyen ellenérizhetd, hogy a szinezés megengedett és minden K-val egybevagd konfiguracionak

legalabb az egyik pontja piros. O
Javitva Erd6sék tételén Juhdsz a mar emlitett cikkében 12 ponta ellenpéldat mutatott.

4.5. Tétel (Juhasz [37]). Létezik egy 12 pontbol dllé K konfigurdcié és R2-nek olyan piros-kék szine-
zése, mely nem tartalmaz eqységtdvolsdgi piros pontpdrt és minden K -val eqybevdgd konfigurdcionak

legaldbb az egyik pontja piros. Vagyis létezik 12 ponti K konfigurdcié, melyre R 4 (P, K).

Bizonyitds. Szinezzilk pirosra az {1/2 Int Bo + A | A € A} halmaz pontjait, ahol A a 2 oldald
szabalyos haromszogracs pontjainak halmaza, Int Bs pedig a nyilt Euklideszi egységkort jeloli. Ez
megengedett piros-kék szinezést hataroz meg, hiszen az Int Bs+ A halmazcsalad pakolast alkot, azaz
tagjai paronként diszjunktak. Viladgos, hogy a piros halmaz srtuktirdja alapjan olyan konfiguraciot
kell keresni, melynek pontjai koré irt 1/2 sugart nyilt korok uniéja mindenképp tartalmaz A-beli
pontot. Fontos megfigyelés, hogy egy 2/1/3 sugart kér minden eltoltja tartalmazza a A récs legaldbb
egy pontjat, hiszen egy 2 oldalti szabélyos haromszog koriilithaté korének sugara éppen 2/v/3.
Legyen C egy 1/24 (2/1/3) sugarti kor. Az el6z6 megfigyelés alapjan C minden eltoltja tartalmazza
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a szinezés egy teljes piros korét. Tekintsiik a A récs v/3/4 -szeresét, azaz a v/3/2 oldalti hAromszog

altal meghatarozott A’ rdcsot és a K konfiguracié alljon a A’ rdcs C korbe es6 12 pontjabdl.

11. dbra. Juh&sz piros-kék szinezése és 12 ponti konfiguriciéja

Az el6z6hoz hasonléan egy tetszdleges 1/2 sugari kor minden eltoltja tartalmazza a A’ récs legaldbb
egy pontjit. Tehdt a C' kor megfeleld eltoltjaba esd 1/2 sugart piros kor tartalmazza K legaldbb
egyik pontjat, amivel az allitast belattuk. O

Egy egyszeri megfigyeléssel 9-re csokkenthetjiik a pontkonfiguracionk szamat:

Hasznaljuk a fenti tételben szerepl6 piros-kék szinezést, amit az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban
nevezzink standard piros-kék szinezésnek. Azt mar megallapitottuk, hogy olyan konfiguraciot kell
konstrudlni, melyre teljesiil, hogy pontjai koré irt 1/2 sugari nyilt korok uniéja tartalmaz A-beli
pontot. Mésrészt azt is lattuk, hogy egy 2/v/3 sugarti C kor minden eltoltja tartalmaz A-beli
pontot. Tehdt elegendd olyan konfiguraciét adni, melynek pontjai koré irt 1/2 sugari nyilt koérok
unidja lefedi C' kor egy eltoltjat. Fejes Téth tétele alapjan az ehhez sziikséges nyilt korok
szama éppen 9: C' lefedhet6 9 nyilt kor segitségével a abra), amibdl az allitas adédik. Azonban
megfigyelhetjiik, hogy mar 8 kor is majdnem elegendd: a[I2]b dbran ldthato6 elrendezésben egyediil

a pirossal jelolt kicsiny teriilet marad fedetleniil.

12. dbra. A 2/4/3 sugari kér lefedheté 9 db 1/2 sugart nyilt korrel, de 8-al éppen nem
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Ennél triikkkosebb gondoltmenet segitségével Csizmadia és Toth megmutattak, hogy a fenti 8 pontu

konfiguracié is megfeleld, ezzel 6véké az eddig ismert legjobb konstrukcié:

4.6. Tétel (Csizmadia-T6th ) Létezik eqy 8 ponti K konfigurdcio és R%-nek egy olyan piros-kék
szinezése, mely nem tartalmaz egységtdvolsdgu piros pontpdrt és minden K -val egybevdgd konfigurd-

cionak legaldbb az egyik pontja piros. Vagyis létezik 8 pontii K konfigurdcid, melyre R* /4 (P, K).

Bizonyitds. (Vazlat)
Az eddigiekhez hasonléan tekintsiik a standard piros-kék szinezést a konfiguracié pedig legyen a[12/b
abran lathaté 8 kor kézéppontja, azaz: Vegylnk egy szabdalyos hétszoget, melynek korilirt korének

sugara 0.9 és a K konfiguracié alljon a hétszog csiicsaibdl, illetve a koriilirt kérének kézéppontjabol.

13. dbra. Csizmadia és T6th piros-kék szinezése és 8 ponti konfiguraciéjuk

Tekintsiink egy tetszbleges K-val egybevagd K’ konfigurdciét és a hétszog kozéppontja koré irt
2/4/3 sugarti C kort. Az el6z6 megfigyelések alapjan C mindenképp tartalmaz egy z réacspontot.
Ha z beleesik a K’ konfigurdcié pontjai koré frt 1/2 sugart nyilt korok unidjaba, készen vagyunk.
Csizmadia és Toth megmutattak, ellenkezd esetben a z ponton kiviil taldlhaté egy méasik A-beli
pont C-ben, ami pedig a K’ konfigurdci6é pontjai koré irt 1/2 sugart ny{lt kérok unidjaba esik, ezzel

belatva az allitast. O

A feladatot magasabb dimenzios Euklideszi terekben is vizsgalhatjuk. Egy természetes kérdés, hogy
a allitds miként erdsitheté magas dimenziéban: ezzel kapcsolatban tobb eredmény is sziiletett
az elmilt néhdny évben. A tételek kimonddsa érdekében vezessiik be a P, jelolést, ami az (m — 1)
egymast 1—1 tavolsagra kovetd kollineéris pontok halmazat jeloli. Egyrészt Arman és Tsaturian
igazoltak, hogy tetszéleges k > 3-ra R¥ — (P, Ph.») fenndll. A maésik irdnybél elindulva pedig

Conlon és Fox mutattak ellenpéldat. Tételiik egy kicsit gyengitett valtozata a kovetkezo:

4.7. Tétel (Conlon-Fox [10]). Legyen m = 10°" —1. Ekkor tetsz6leges n esetén R™-nek létezik olyan

megengedett piros-kék szinezése, melyben a kék halmaz nem tartalmaz Py, -el egybevigo konfigurdciot.

A késébbiekben latjuk, hogy m értéke konstanstdl eltekintve optimalis.
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Tovabb dltaldnosithatjuk a feladatot Minkowski terekre. Emlékeztetiil:

4.2. Definicié (Minkowski tér). Legyen C egy n—dimenzids origéra kozéppontosan szimmetrikus
konvex test. Egy x € R™ pont C dltal meghatdrozott ||z||, normdja a min{\ € R | x € A\C'} érték

és az (R7 ||.||o) part Minkowski térnek nevezziik.

Adott (R? |.||) Minkowski tér esetén egy piros-kék szinezést nevezziink megengedettnek, ha nem
tartalmaz C norma szerinti egységtavolsagi pontpart, azaz, ha minden z,y € R™ piros pontparra
|z —yllo # 1 teljesiil. Jeldlje k,(C) azt a legnagyobb k értéket, melyre teljesiil, hogy tetszéle-
ges k ponti K konfiguraci6 esetén (R” ||.||) minden megengedett piros-kék szinezésében létezik
K-val izometrikus egyszinii kék konfigurdcié. Az Euklideszi norma esetén egyszertien a k,, jelolést
hasznaljuk, tovabba x-gal jeloljiik, ha az egybevagdsagi transzforméaciok helyett csak eltolasra szo-
ritkozunk. A tovabbiakban k,(C) és kX (C) értékeit vizsgaljuk, kitérve néhany specidlis esetre. Az
el6zoek alapjan 4 < ko < 8 ismert tétel és tétel), illetve azt is tudjuk, k, legfeljebb
exponencidlisan névekedhet tétel).

4.1. Monokromatikus eltoltak

Adott Minkowski tér esetén k,, (C) alsé becsléséhez olyan k értéket keresiink, hogy egy tetsz6leges k
pontu konfiguracié esetén a C' test altal meghatarozott Minkowski tér minden megengedett piros-kék
szinezése tartalmazzon vele izometrikus kék példanyt. A k(C') alsé becsléséhez ennél tobbet ko-

veteliink meg: ez esetben a konfiguracidk eltoltjai kozt kell monokromatikus példanyt biztositanunk.

Az utébbi feladatot el6szor Szlam vizsgélta, aki észrevette, a feladat szoros kapcsolatban all a sik,
illetve a tér kromatikus szamaval. Emlékeztet6iil, x(R? ||.||) azt a legkisebb k értéket jel6li, melyre
teljesiil, hogy R™ kiszinezhetd k szinnel tigy, hogy egyik szinosztaly se tartalmazzon C norma szerinti
egységtavolsagu pontpart. A de Bruijn-Erdos tétel alapjan tetszéleges normalt tér kromatikus
szama megegyezik a bedgyazhatd véges egységtavolsag grafok kromatikus szdménak legnagyobb
értékével.  Altaldban az egységtévolsdg graf kromatikus szamat az (n/a) hanyados segitségével
becsiiljik alulrél, ahol n a csicsok szamat, a pedig a legnagyobb fliggetlen csicshalmaz elemszamat
jeloli.

Egy apré megfigyelés, hogy egységtavolsag grafok segitségével egyszertien kereshetiink viszonylag
nagy elemszamu monokromatikus eltoltakat:

4.8. Allitas. Legyen G eqy n cstcsszdmi, o figgetlenségi szami eqységtdvolsig graf R™-ben és
legyen K egy tetszdleges k < n/a pontd konfiguricid. Ekkor R™ minden megengedett piros-kék

szinezése tartalmazza K eqy kék eltoltjdt.

Bizonyitds. A G grafot toljuk el K pontjainak eltolds vektoraival. G minden eltoltjaban maxi-
mum « piros pont lehet, {gy a k érték valasztdsa miatt G-nek lesz olyan pontja, amely mind a | K|

eltoltjaban kék szint kapott. O
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Szlam a fentinél erésebb alsé korlatot adott: Megmutatta, hogy ha adott R™-nek egy megenge-
dett piros-kék szinezése és egy olyan k pontd konfigurdcid, melynek minden eltoltjanak legalabb az
egyik pontja piros, akkor a szinezés-konfiguracié par segitségével megadhatjuk R™-nek egy megfe-
lel6 k—szinezését, azaz egy olyan k szinosztalybdl 4ll6 szinezését, melyben egyik szinosztily sem

tartalmaz egységtavolsagil pontpart.

4.9. Lemma (Szlam 1. [71]). Tetszdleges n esetén x(R™) <k + 1.

Bizonyitds. Tekintsiink egy megengedett piros-kék szinezést és egy olyan K = {ay,...ax} konfigu-
raciot, melynek minden eltoltja tartalmaz piros pontot. Ez alapjan megadjuk R™-nek egy megfelel6
k—szinezését: A feltételek alapjan a sik egy tetszéleges p pontja esetén létezik olyan i index, melyre
p + a; piros, szinezziikk a p pontot a legkisebb ilyen indextii szinnel. Azt &llitjuk, hogy ez egy meg-
felel6 k—szinezést hataroz meg: Indirekt tegyiik fel, hogy az i. szinosztdly tartalmaz egy p; — po
egységtavolsagi pontpart. Ez viszont azt jelentené, hogy a; + p1 és a; + po is piros volt a piros-kék

szinezéstiinkben, ami ellentmond a szinezés megengedettségének. O

Szlam I. lemmajanak sokféle dltalanositasat, alkalmazasat vizsgaltak, példaul a [7,30,41,147] cikkek-
ben. Tobbek kozott megfigyelhetd, hogy Szlam lemmaéja minden eltolds-invarians normalt térre, igy
Minkowski terekre is dltalanosithaté. Tehat a kromatikus szammal valé szoros kapcsolat Minkowski

terek esetén is fennall:

4.10. Lemma. Tetszdleges kozéppontosan szimmetrikus konvex C' C R™ test dltal meghatdrozott

Minkowski tér esetén: x(R7 ||.|lo)) < ki (C) + 1.

A fenti megfigyelések alapjan k(C) értékének alsé becsléséhez elegendé also korlatot adni a C
test altal meghatarozott tér kromatikus szaméra, vagyis azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen

egységtavolsag grafok dgyazhatdak be az Euklideszi, illetve Minkowski terekbe.

Egységtavolsag grafok

Sikban a legegyszerlibb egységtavolsag grafok kozé tartozik az egyégtavolsagu csiicspar, melynek
kromatikus szdma 2, illetve a szabdlyos egység oldali haromszog, melynek kromatikus szama 3.

Sét, egyszeriien konstrudlhatunk 4 kromatikus szdmu egyégtavolsag gréafot is:
4.11. Allitas (Moser [50]). Az Euklideszi sikban létezik 4 kromatikus szdmii egységtdvolsdg, azaz
X(R?) > 4.

Bizonyitds. Legyen R egy olyan rombusz, melynek oldalai, illetve a révidebb atléja egység hosszu.
Vegyiik észre, egy tetszOleges 3—szinezésben a szabalyos egység oldali haromszog csicsai biztosan
kiilonbo6z6 szineket kaptak, amibol pedig kovetkezik, hogy az R rombusz hosszabbik atlojanak 2
végpontja azonos szint kapott a abra). R két példdnyat ragasszuk Ossze az egyik hegyesszog-
nél 1évé csucsuknal fogva gy, hogy a masik hegyesszognél 1évd csticspar éppen egységtavolsdgot

hatdrozzon meg, a[[4]b dbran ldthaté médon.
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14. abra. Moser graf

Az el6z6 megfigyelés alapjan az igy kapott Moser grafnak nevezett egységtavolsag graf kromatikus

szama 4. O

Trividlisan, az egység oldali szabdlyos haromszog tetszéleges Minkowski sikba bedgyazhat6. Ezen

észrevétel alapjan Chilakamarri Minkowski sikokra altalanositotta a allitast:

4.12. Tétel (Chilakamarri ﬂgﬂ) Legyen C' egy tetszbleges kétdimenzids szimmetrikus korldtos konvex

C tartomdny. Ekkor:
X(R? |.lle) = 4.

A[g Allitasbdl azonnal kovetkezik, hogy minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetszéleges
3 pontu konfiguriciénak létezik kék eltoltja, hiszen a Moser grafnak 7 csiicsa van, a legnagyobb
fiiggetlen csticshalmaz mérete 2. Ez er6sebb a[4.1] 4llitdsnal. Tovabb4 azt is megfigyelhetjiik, hogy

az allitas segitségével egy véges tanihalmazt is konstrualhatunk:

A B A B

15. dbra. Egy ABC haromszognek a sik minden megengedett piros-kék szinezésében van kék eltoltja és
ezt egy véges tanihalmaz igazolja
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Az évek soran a Moser graf mellett tobb 4 kromatikus szdmmal rendelkez6 egységtavolsag gréafot
taldltak, ilyen példdul a[I6] 4dbrén lathaté Golomb graf. Azonban tobb mint 60 éven 4t nem sikeriilt
javitani a y(R?) > 4 korldton.

16. 4bra. Golomb graf

2018-ban viszont hatalmas elérelépés tortént a feladattal kapcsolatban, amikor de Grey biolégus,
illetve nem sokkal késébb Exoo és Ismailescu 5 kromatikus szamu egységtavolsag grafot konstrudl-

tak:

4.13. Tétel (de Grey [34], Exoo és Ismailescu [20]).
X(R?) > 5.

A tételbél adddik, hogy minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetszbleges 4 pontd konfi-
gurdcionak létezik kék eltoltja, azaz k3 > 4, ami Juhdsz tételénél is erésebb.

A 2018-as attorés szamtalan tovabbi kérdést vet fel: de-Grey eredeti bizonyitasdban egy 1581 csi-
csu egységtavolsaggrafot mutatott, melynek kromatikus szama 5, illetve Exoo és Ismailescu gréfja
is hasonlé méretii volt. Azdta tobb javitast sikeriilt elérni, a jelenleg ismert legkisebb példa 509
cstcesal rendelkezik [52]. Kérdés, mennyit lehet még ezen tovabb javitani. Egy maésik felmeriild
kérdés, hogy az Euklideszi sikon kiviil mely Minkowski sikba agyazhaté be 5 kromatikus szamu
egységtavolsag graf. A Minkowski sikok egy érdekes osztalyat alkotjik azon normélt terek, melyek-
nek egységkore egy paros sok csiicsszdmu szabédlyos sokszog. Ahogy Chilakamarri |9] megfigyelte, a
szabalyos 4— és 6-sz0g esetén létezik megfelel6 4—szinezés, igy az altaluk meghatarozott Minkowski
stkok kromatikus szama éppen 4. Nagyobb csticsszam esetén azonban més a helyzet: Nemrég Ismai-
lescu és tarsai [21] a szabdlyos 8—, 10—, illetve 12—szog esetén 5—kromatikus szami egységtavolsdg
grafot konstrudltak, vagyis az Euklideszi sikhoz hasonldéan ezekben az esetekben is legalabb 5 szin

sziikséges. Tehét a[415] lemmdabol adddik a kovetkezd allitas:

4.14. Kovetkezmény. Legyen C' egy tetszdleges korldtos szimmetrikus konvex tartomdny. FEkkor
(R? ||.||) minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetszéleges 3 ponti konfigurdciénak létezik

kék eltoltja. Tovdbbd, ha C egqy szabdlyos 8—, 10— 12—szdg, vagy az Euklideszi eqységgomb, ak-
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kor (R? ||.|| o) minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetszéleges 4 ponti konfigurdcionak is

létezik kék eltoltja.

Magas dimenziés Euklideszi térben tekintsiik Frankl és Wilson [2.6] tételében definidlt G grafot.
Ahogy lattuk, Frankl és Wilson azt bizonyitottdk, hogy a |V|/a(G) hdnyados exponencidlisan nd,
tehat a allitasbol azonnal kévetkezik, hogy k) és igy k, legalabb exponencidlisan novekszik.

Minkowski terekben azonban sokkal rosszabb a helyzet: meglep6 médon a szabalyos szimplex altal
adott konstrukciénal egyel6re nem ismert jobb, igy a legjobb korldtot Swanepoel és Villa[3:20] tétele

adja: létezik c konstans, hogy:

YR |l¢) = exp(ev/logn).

Tehat a lemma alapjan k% (C) sem korlatos n fiiggvényében.

4.2. Nem monokromatikus eltoltak

A tovabbiakban célunk fels6 korldtot adni &} (C), illetve késébb ky, (C) értékére. Elbszor az egysze-
riibb feladattal foglalkozunk, tehat olyan piros-kék szinezést és — minél kevesebb pontszamu — K
konfiguraciét keresiink, melyre teljesiil, hogy a piros szinosztily nem tartalmaz C' norma szerinti

egységtavolsdgu pontpart, még a kék szinosztaly nem tartalmazza K eltoltjait.

Vizsgalataink kulcsgondolata Szlam-t6] szarmazik, aki megmutatta, hogy lemmaja részben, az

ugynevezett regularis szinezések osztalyan megfordithato:

4.3. Definicié. A Cy, Cs ... Cy szinosztdlyokbdl allé megfeleld k— szinezést nevezzink regquldrisnak,
ha a szinosztdlyok egymds eltoltjai, azaz minden ¢ = 1...k indexre létezik olyan v; vektor, melyre

C; = C1 + v; teljestil.

4.15. Lemma (Szlam I1. [71]). Tetszéleges n és k egészre, ha R™-nek létezik requldris k—szinezése,

akkor k) < k.

Bizonyitds. Legyen adott egy regularis k—szinezés, melynek szinosztalyai Cq, ... Cj, ahol C; =
C1 +v; teljestil minden 7 = 1. ..k indexre. Feltehetd, hogy v; = 0. Megengedett piros-kék szinezést
kapunk, ha pirosra szinezziik C pontjait, hiszen egy megfelel¢ k—szinezés egyik szinosztalya sem
tartalmaz egységtavolsdgot. Alljon a konfiguracié az eltolds vektorokbol, azaz K := {vl, .. .fuk}.
Tekintsiik K konfigurdciénak egy tetszbleges K’ = K + p eltoltjat. Ekkor K’ a k—szinezés minden
szinosztalyabol pontosan 1-1 pontot tartalmaz: Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek i, j indexek,
melyekre p + v; és p + v; ugyanabban a C, szinosztdlyban vannak. A k—szinezés regularitasaboél
ad6déan 1étezik v, vektor, melyre C, = C1 + v,. Vagyis (p+v; — va) és (p + v; — v,) is Ci-ben
van. Ekkor a (p +v; —ve) +v; = (p + vj — v,) + v; pont az egyenlSség bal oldala alapjan Cj, a
jobb oldala alapjan pedig C; szint{i, ami ellentmondds. Tehit K’ valéban mind a k szinosztalybdl,

igy a pirosnak valasztott C szinosztalybdl is tartalmaz pontot. O
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Ahogy példaul Johnson és Szlam, illetve Krizan [30L|42] is megfigyelte, a lemma Minkowski terekre
is kiterjeszthet6, hiszen Szlam bizonyitisa valtoztatds nélkil miikodik.

Azonban a lemma bizonyitdsa hidba révid és egyszerii, némileg félrevezetd. Vegyiik észre, hogy
Szlam [4.9] lemmajdnak bizonyitdsdban definidlt szinezés nem reguldris: a szinosztdlyokat az egy-
ségtavolsdgot nem tartalmazoé piros halmaz eltoltjainak részhalmazai hatarozzak meg. Nevezziik az

ilyen strukturéaval rendelkez6 szinezéseket szubregularisnak. Pontosabban:

4.4. Definicié. A Cy, Cy ... Cy szinosztalyokbol allé megfeleld k—szinezést nevezziik szubreguld-
risnak, ha minden i = 1...k indexre létezik olyan v; vektor, hogy C; részhalmazdt képzi a C1 + v;

halmaznak.

A lemmaénal sokkal természetesebb &llitdst kapunk, ha reguldris szinezések helyett szubregu-
laris szinezéseket tekintiink. A bizonyitds Szlam lemmé&ihoz hasonléan az FEuklideszi norma tulaj-
donséagai koziil kizarélag az eltolas-invariancidt hasznalja, igy a lemmaéat rogtén Minkowski terekre

fogalmazzuk meg:

4.16. Lemma. Legyen (R7 ||.||o) egy tetszbleges Minkowski tér és tegyiik fel, hogy (R7 ||.||-)-nek

létezik szubreguldris k—szinezése. Ekkor k! (C) < k.

Bizonyitds. A szubregularis szinezés szinosztalyai legyenek C1, . .., Cf, ahol tehat mindeni=1...k
indexre létezik v; vektor, melyre C; C Cy + v; teljestil. Szinezziik pirosra Cy pontjait és tekintsiik
a K ={—vy,—vs,...,—vx} konfigurdcidét. Azt szeretnénk megmutatni, hogy tetszéleges p vektorra
K +p eltoltnak legalabb az egyik pontja Ci-be esik. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik,
hogy v1 = 0, igy a p € C} esetben nincs mit bizonyitani. Tegyiik fel tehat, hogy p ¢ Cy. Ekkor
létezik egy i index, melyre p € C} + v; teljesiil, amibdl —v; + p € C1 kévetkezik. O

A[I0] és aff10] lemmék alapjan tehat megengedett piros-kék szinezésben monokromatikus eltol-
tak keresésének feladata ekvivalens a szubregularis szinezés megadasaval. Az alacsony dimenzioban
ismert legkevesebb szint hasznalé megfelel szinezések altaldban regularisak, mig magas dimenzié-

ban csak szubreguldrisak. A tovdbbiakban ezen szinezések konstrukcidit mutatjuk be.

4.2.1. Regularis szinezések alacsony dimenziés terekben

A Hadwiger-Nelson probléma megjelenésével szinte egyidében méar ismert volt, hogy az Euklideszi

siknak létezik megfelel6 7—szinezése, ami rdaddsul regularis:

4.17. Tétel (Isbell [35]). Az Euklideszi sitknak létezik olyan regquldris szinezése, mely 7 szint haszndl,
azaz

X(R*) < 7.

Bizonyitds. Legyen H egy 1 atmérdjii, azaz 1/2 oldalhosszti szabdlyos hatszog. Hagyjuk el baloldali
hatédrpontjait, igy két H-beli pont biztosan nem hatdroz meg egységtavolsagot. Az igy kapott félig

nyilt hatszoget az egyszertiség kedvéért tovabbra is jeloljuk H-val.
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Csempézziik ki a sikot H hatszog eltoltjaival, majd a hatszogeket szinezziik 7 szinnel, a[I7 dbran

lathat6 periodikus minta szerint:

7~

17. abra. Isbell regudris 7—szinezése

Mivel H nem tartalmaz egységtavolsagot, annak igazolasdhoz, hogy a szinezés megfelel6 csak azt kell
ellendrizni, két egyszini hatszog elég tavol helyezkedik el egymastdl ahhoz, hogy egységtavolsagu
pontpart hozzanak létre. Egyszerii szamolassal igazolhatd, hogy két egyszinii hatszog kdzéppontja-

nak tavolsdga nagyobb mint 2, igy a szinezés valéban megfeleld. O

Példaképp nézziink meg, milyen szinezés-konfigurdcié part kapunk Szlam [£.15] lemméjanak se-
gitségével. A szinezés regularis, igy a 7—szinezés tetszoleges szinosztilyat valaszthatjuk pirosnak.
Vegyiik észre, hogy a reguldris (illetve szubreguléris) szinezés definicidéjaban szerepld v; eltolds vek-

torok nem egyértelmiiek, igy a konfiguracié sem az. Egy lehetséges valasztas példaul a kovetkezo:

..

18. dbra. Szlam lemméjit alkalmazva Isbell 7—szinezésére

A probléma felmeriilése 6ta szamtalan mds (reguldris és nem reguldris) 7—szinezést mutattak, pél-
ddul a [53/69] cikkekben. A sziikséges szinszam csokkentésére is rengeteg kisérlet indult, 4m ezek
mindeddig sikertelenek voltak. Mégis sokszor ezen probalkozasok vezettek el a problémakdor tjabb
és Ujabb izgalmas véltozatdhoz. Erdekes megfigyelés, hogy Isbell 7—szinezésében a szinosztalyok
nem csak az egységtavolsigot, hanem az [1,1/7/2] intervallumba es6 &sszes tévolsagot elkeriilik.
Emellett tovabbi felmeriilo kérdés lehet, hogy a sik mekkora része szinezhetd 6 vagy ennél is keve-

sebb szinnel, illetve, hogy milyen slirli lehet egy egységtavolsdgot nem tartalmazd halmaz.
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Térjunk at a Minkowski sikok vizsgalatara. A témakor legfontosabb tétele Chilakamarritél szér-
mazik, aki Isbell konstrukciéjat altalanositva megmutatta, hogy az Fuklideszi esethez hasonlé-
an hatszogekkel vald csempézés segitségével tetszoleges Minkowski siknak is megadhatd regularis

7—szinezése. Késébb téle fiiggetleniil Kristiansen djra belatta az allitést.

4.18. Tétel (Chilakamarri |9, Kristiansen |40]). Legyen C egy kétdimenzids szimmetrikus korldtos

konvex tartomdny. Ekkor R?-nek létezik olyan reguldris szinezése, mely 7 szint haszndl, azaz
2
Ry [-lle) <7

Bizonyitdsukban az 1/2 sugart egységkorbe irt szimmetrikus hatszoget definidltak, majd Isbell
tételében definidlt periodikus szinezést alkalmaztdk. Ahogy példdul Krizan [42] is megfigyelte, a

szinezés regularitdsabdl k3 (C) < 7 adddik.

Csak kevés tovabbi eredmény ismert Minkowski sikok kromatikus szamara vonatkozdan, ezeket az
[ tablazatban foglaltuk 6ssze. Ezen eredmények mindegyike azzal a specidlis esettel foglalko-
zik, amikor a Minkowski sikot meghatarozé C tartomany egy paros cstucsszamu szabélyos sokszog.
Pontosabban, mivel a probléma affin invaridns, szabalyos sokszog helyett tekinthetjiik a szabélyos
sokszogek tetszoleges affin képét is, ez a kromatikus szadmon nem valtoztat. Ezen Minkowski sikok
kromatikus szdmanak tanulmanyozasat is Chilakamarri inditotta el, aki a szimmetrikus 4—, 6—
és 8—sz0gek altal meghatarozott Minkowski sikok kromatikus szdmat vizsgalta. Ahogy mér emli-
tettiik, szimmetrikus 4— és 6—sz0g esetén egy egyszeri 4 szint hasznalé csempézéssel igazolta, a
kromatikus szdm ezen esetekben éppen 4. A szinezésben egy szinosztdly 1/2 sugari C egységkorok
uniojabdl all elé, a tobbi szinosztaly pedig ennek eltoltja, vagyis a szinezés regulédris. A szimmetri-
kus 8—sz0g esetén pedig a kovetkezd 6—szinezést mutatta: Vegyiik a nyolcszog 1/2-szeresének egy

pakoldsat a[I9] dbran lathaté elrendezésben.

1 2 1 2

19. dbra. Chilakamarri 6—szinezése a szimmetrikus nyolcszog 4ltal meghatdrozott Minkowski sik esetén
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Ekkor a pakolast alkoté nyolcszogek szinezéséhez elegendd 4 szin, egyediil a hatarpontok szinezé-
sével kell évatosnak lenni, hogy két egymadssal szemben 1év6 csicspéar szine ne egyezzen meg. A

kimaradt négyszogekhez pedig elegendd tovabbi két szin hasznalata.

A szinezés megfelel6, de nem reguldris, s6t nem is szubreguldris. Megmutatjuk, hogy a szabélyos
8—sz0g esetén regularis 6—szinezés is adhato: Legyen C' egy szabdlyos nyolcszog, és tekintsiik a
kovetkez6 C/2-be {rt hatszoget: Valasszuk ki C/2 két szemkozti oldaldt, majd az Sket Osszekotd

torott vonalak felezGpontjainak segitségével hozzunk 1étre egy H hatszoget.

20. dbra. A szabdlyos 8-szog esetén valasztott C/2-be beirt szimmetrikus hatszog

Ahhoz, hogy H ne tartalmazzon egységtavolsdgot a C norma szerint, hagyjuk el baloldali hatar-
pontjait. Az igy kapott félig nyilt hatszoget az egyszeriiség kedvéért tovabbra is H-val jeldljik.
Csempézziik ki a sikot H hatszog eltoltjaival, majd a hatszogeket szinezzilkk 6 szinnel, az dbran

lathat6 periodikus minta szerint.

21. abra. Szinosztdlyok

A 6 kiilonbség Chilakamarri 7—szinezése és a fenti 6—szinezés kozott a kovetkez6: mivel esetiink-
ben a C' egységkor nem szigortian konvex, a H hatszoget valaszthatjuk ugy, hogy 2 oldala azonos
legyen C'/2 két oldaldval, igy a csempézésben az erre meréleges irdnyban elegendd két azonos szinii

hatszoget mindossze egy mas szinnel rendelkezd hatszoggel elvalasztani.
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Megmutatjuk, az igy kapott szinezés megfelel6: Azt mar lattuk, hogy H nem tartalmaz egységta-
volsagot, igy egyedil azt kell ellendrizni, hogy két egyszinti hatszog megfeleléen tavol helyezkedik
el egymastél ahhoz, hogy C' norma szerinti egységtavolsagti pontpart hatarozzanak meg. Mivel a
szinezés regularis, elegendd egyetlen szinosztélyra belatni az allitdst. Jelolje A a csempézéshez tar-
toz6 racsot, A’ pedig a kivalasztott szinosztalyhoz tartozd részracsot. C' szimmetridja alapjan elég
azt megmutatni, hogy a A’ + C/2 @ H sokszogek pakoldst alkotnak, ahol @ két sokszog Minkowski
Osszegét jeloli, azaz a

Cl20H={c+h|ceC/2, he H}

sokszoget. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy C koriilirt korének sugara 1. A
szinezés struktirdjabdl adédéan C/2 @ H és vy + C/2 @ H nem metszik egymdst, ahol v; a C/2

és H kozos oldaldra merbleges legrovidebb récsvektort jeloli. Definicié alapjan H C C/2, igy:
HecCc/2CC/2eC/2=C.

Tehat H @ C/2 atmérdje is maximum 1, igy elég azt ellendrizni, hogy vy és —v; kivételével minden
racsvektor Euklideszi hossza legaldbb 2. Ahogy a abran lathato, ez a feltétel nyilvanvaléan
teljestil, hiszen a megfelel racspont-parok koré irt 1/2 sugari Euklideszi korok diszjunktak. Ezzel

pedig belattuk, hogy a szinezéstiink megfeleld.

A

22. abra. A vy (és —v1) kivételével minden A’-beli rdcsvektor Euklideszi hossza legaldbb 2
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Felmeriil a kérdés, hogy a fenti szinezési séma vajon tobb csticcsal rendelkezd szabélyos sokszog
esetén is alkalmazhaté-e. Azt vettiik észre, hogy a séméat aprébb médositasokkal kovetve a szabédlyos
10, 12, 14, 16, 18, 20 és 22 csiicsu szabélyos sokszogek esetén is megfelels (és reguléris) 6—szinezés
kapunk. Az esetek kozti egyediili kiilonbséget az 1/2 sugari C egységkorbe irt szimmetrikus H
hatszog definidldsa jelenti: Két oldal mindig valaszthatd gy, hogy megegyezzen C/2 egy szomszédos
oldalparjaval, a maradék két pontot viszont olykor évatosabban kell valasztani. Igaz, a szabélyos
10— és 12—sz0g esetén még j6 valasztasnak bizonyul a 2 parhuzamos oldalt 6sszekoté torott vonalak

felez6pontjai altal meghatarozott hatszog.

(

23. abra. A szabalyos 10— és 12—szdg esetén védlasztott C'/2-be beirt szimmetrikus hatszog

A fennmaradé esetekben azonban a megfelel6 szinezés meghatarozasahoz laposabb hatszoget kell
definidlnunk. A szabdlyos 14—, 16— és 18—szog esetében a C'/2 cstcsai koziil valasztottunk megfeleld
pontokat. A végs6 két esetben viszont csak egyéb hatdrpontok bizonyultak megfelelének: a 20—szog
esetében oldalfelez pontokat vdlasztottunk, mig a 22—szog esetében 0.68 : 0.32 ardnyt osztépontot

valasztottunk (a részletek a [24] Abrén lathatdak).

QOO0
ol

24. dbra. A szabalyos 14—, 16—, 18—, 20— és 22—szdg esetén valasztott C/2-be beirt hatszog
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Példaképp lassuk a részletes szamolasokat a szabdlyos 12—szog esetén. Legyen C' egy origd kozép-

pontu szabalyos 12—sz6g, melynek koriilirhato korének sugara 2, csticsainak koordinatai pedig:
(j: 1,i\/§), (i ﬁ,il), (12,0), (O,ﬂ).

Definidljunk C/2-ben egy szimmetrikus konvex hatszoget a mar ismertetett médon. Jeloljik ki C'/2
két szemkozti oldalat, példaul valasszuk a (2 — v/3,1) irdnyvektori oldalpart, majd egészitsiik ki
oket egy hatszoggé tgy, hogy a fennmaradé 2 csics a kivalasztott 2 oldalt 6sszekotd torott vonalak

felez6pontjai legyenek. Az igy kapott hatszog koordinatai a abrarol olvashatodak le.

25. abra. C/2-be irt szimmetrikus H hatszog

A sik H hatszoggel valé csempézése megfelel az (1_24'\/5, 4+4\/§> és <2+2\/§’7%> vektorok altal

meghatdrozott A rdcsnak. Egy adott szinosztalyhoz tartozé A’ részrics béazis vektorai pedig a
_ (3=6v3 1243.V3
o oy = (S BT

o Uy = (2 + \/g, —1) vektorok.

Ahogy méar emlitettiik, azt kell megmutatni, hogy a A’ +C/2® H sokszogek csalddja pakoldst alkot.
C/2 @& H csicsainak koordindtai:

1 64++3 3 2+3-V3 142-vV3 443 2+43 1
4 4 P\ 4 )\ a7 U 2 2)

(2,0), <\/§ 1), (1 +2‘/§, ! +2ﬁ>, (i _243V3 i' ﬁ) stb.
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A maradék csticsok koordindtai szimmetria segitségével meghatdrozhatéak a[26] abra alapjan.

(-

4

26. dbra. H és C/2 Minkowski 0sszege

A szinezés regularitdsa alapjan elegendé példaul az origd koriili H hatszoget vizsgalni és megmu-
tatni, hogy minden X # 0 A’-beli rdcsvektor esetén H & 1/2C és N + H ¢ 1/2C diszjunktak.

Definiciébdl adéddéan H & C/2 dtmérdje 2. A 2 sugart Euklideszi kor belsejében az origén kiviil 4
A’-beli rdcspont taldlhaté, elegendd a hozzdjuk tartozé hatszogeket tekinteni, s6t szimmetria okok

miatt csupan két hatszogeket kell vizsgalnunk, mégpedig a
o Hi:=H+ vy
e Hy:=H+ v+ v

hatszogeket. A H és H; hatszoget egy kiillonb6z6 szinii hatszog valaszt el, ami megfelels, hiszen
vy merdleges H és C'/2 kozos oldalegyenesére. Annak igazoldsdhoz, hogy H és Hs hatszogek sem
metszik egymaést, tekintsiik példdul a kovetkezd | egyenest (latsd 27] abra):

24v3 5+2-3
STy Tt

Egyszer(i szdmoldssal ellendrizhet6, hogy az [ egyenes a H @ C/2 és Hy @ C/2 egy-egy szemkozti
oldalegyenesére illeszkedik és H @ C/2 minden tovabbi pontja [ egyenes alatt helyezkedik el, még
H,®C/2 csiicsai az egyenes felett vannak. Tehdt H @ C/2 és Ho @ C/2 valéban diszjunktak, amibél

kovetkezik, hogy a szinezéstink megfeleld.
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27. abra. Azl egyenes elvdlasztja a H ® C/2 és Ho @ C/2 sokszogeket

A t6bbi eset nagyon hasonléan, de egyre hosszadalmasabb szdmoléds segitségével igazolhatd, igy
ezeket nem részletezzilk. Erdemes azonban megjegyezni, hogy az imént tekintett 12—szog esetén a
H hatszog koordinatait tobbféleképpen is valaszthattuk volna, ugyanakkor a nagyobb cstcsszamu
eseteknél a vélasztdsok lehetdsége nagymértékben lesziikiil. Példaul a 28 4brdn lathato, hogy a

szabalyos 22—szognél a szinezésiink szinte teljesen merev.

28. abra. A 22—sz0g esetén a monokromatikus hatszdgek épphogy csak megfelel8en tavol helyezkednek el



Az[l] téblazatban Gsszefoglaltuk az ismert eredményeket:

C egységkor x(R? [l-lc)
Paralelogramma, kozéppontosan szimmetrikus hatszog (14tsd [9]) 4

Szabélyos 8—, 10— és 12—szog (latsd [21], ill. a jelen dolgozat) 5 vagy 6
Szabdlyos 14—, 16—, 18—, 20—, 22—szog (14tsd [9] ill. a jelen dolgozat) 4,5 vagy 6
Ko6zéppontosan szimmetrikus 8—szog (1atsd [9]) 4, 5 vagy 6
Euklideszi kor (14tsd [34], [20] és [52] ill. [35]) 5, 6 vagy 7
Tetszbleges korldtos konvex tartomdny (latsd [9]) 4,5, 6 vagy 7

1. tablazat. Ismert korlatok Minkowski sikok kromatikus szdmara

A tablazatban a 4. sor kivételével az Osszes fels6 korlatot regularis szinezés adja, igy ezen értékek

megegyeznek a legkisebb ellenpélda elemszaméanak, azaz k3(C) + 1 lehetséges értékeivel.

A sik mellett az alacsony dimenziés Euklideszi terek kromatikus szdmdanak vizsgilata is kiemelt
figyelemben részesiilt. A 3—dimenzids tér esetén a legjobb fels6 korldtot Radoicié¢ és Téth, illetve

szinte egyidében, télik fiiggetleniil Coulson [11] adta.

4.19. Tétel (Radoici¢ és Téth |56]). A 3—dimenzids Euklideszi térnek létezik megfeleld 15— szine-
zése, azaz:

x(R?) < 15.
Bizonyitasukban az abrdn ldthat6 14 oldali K testet tekintették, melynek csticsait a (1,2, 3,4)

vektor koordinatainak permutaciéi adjak. Tekintsiik a tér csempézését K eltoltjaival és szinezziik

29. dbra. Az (1,2,3,4) vektor permutdcidinak konvex burka

K-t és szomszédjait 15 kiilonbo6zo sziniire, majd ezt ismételjiikk periodikusan. Radoi¢i¢ és Toth
megmutattak, az igy kapott szinezés megengedett. A hatdrpontok szinét megfeleléen vélasztva

szinezésiik regularissa tehetd, igy k3 < 15 adddik.
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4.2.2. Szubregularis szinezések magas dimenziés terekben

Eloszor tekintsiink egy szinezési sémat, amit a magas dimenziés terek kromatikus szaméanak fels6
becslésére szoktak alkalmazni: Legyen A egy n—dimenzids rics, azaz n linedrisan fiiggetlen vektor
egész egylitthatos kombindcidinak halmaza. Definidljunk tovabbd egy V' C R”™ halmazt, melyre

teljesiil, hogy:
o V atmérdje kisebb mint 1, azaz Va1, x2 € V & ||z — 22| < 1,
o VA1, A2 € A, Ay # Ay rdcspont esetén Vo € V+ A, Yy e V+ Aot [z —yllo > 1.

Az egyik szinosztalyt valasszuk az:

So == UV+:E

halmaznak. Tovabba valasszunk v, ... vy vektorokat tgy, hogy az Sy + v; halmazcsalad lefedje a R™
tér pontjait. Ekkor a C; = Sy 4 v; halmazok egy megengedett, raadasul szubregularis k—szinezést
hatdroznak meg. A mar ismertetett alacsony dimenzids terek szinezései is a fenti mddszert alkal-

maztak, ezekben az esetekben V' a A réacs altal meghatarozott Voronoi poliéder volt, azaz a
V={zeR"||zg|<|z—AVA€A}

halmaz. Coulson [11] megmutatta, hogy az Euklideszi esetben ezen valasztds mellett nem kapha-
tunk (2"*1 — 1)—né1 kevesebb szint igénylé szinezést. Soifer [68] bator sejtése szerint a korlat éles,
azaz minden n esetén y(R™) = (2”*1 — 1). Azonban egyelére egyediil a sikban és a 3-dimenzids

térben ismertek ilyen konstrukciok.

Magas dimenziés Euklideszi térben a legjobb korldtot Larman és Rogers szinezése adja, akik
(3 + o(1))™ szint haszndl6 szubreguldris szinezést mutattak. Minkowski tér kromatikus szdméra
el6szor Fiiredi és Kang [32] mutattak exponencidlis fels6 korlatot, szinezésiik azonban nem szubre-
guldris. Az 6 eredményiikon javitott Kupavskii [43], aki egy (44 0(1))™ szint hasznélé szubregularis

szinezést definialt. Konstrukciéjuk bemutatdsdhoz némi elékésziilet sziikséges.

Egy halmazcsaladra azt mondjuk, hogy pakolast hataroznak meg, ha a tagjai paronként diszjunk-
tak, illetve azt mondjuk, hogy fedést alkotnak, ha a tér minden pontja legalabb az egyik halmaz
altal fedve van. Tovabbd, ha az eltolds vektorok racsot alkotnak, akkor racspakolasrél, illetve racs-
fedésrél beszéliink. Egy halmazcsalad pedig pontosan akkor particionalja a teret, ha egyszerre alkot
pakolést és fedést.

Egy természetes otlet, hogy az egységtavolsdgot elkeriilé Sy halmazt egy silirii pakolas segitségé-
vel hatdrozzuk meg, majd minél gazdasidgosabban prébaljuk meg vele lefedni a teret. ElGszor is

definialjuk egy halmazcsalad siirtiségét:
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4.5. Definicié. Legyen F R™-beli konvex testek egy csalddja.

Z vol(F)

F felsé sidrisége:

- FeF,FCrB
(%) TP vol(rB)
F also strisége:
E vol(F')

FeF ,FCrB
d = liminf —————
d(F) = liminf =0

Amennyiben d(F) és d(F) megegyezik, ezt az értéket az F slirtiségének nevezziik és d(F)-el jeloljiik.

Vegyiik észre, egy A racs és egy V halmaz altal meghatdrozott racspakolds silirlisége megegyezik
V és a A racshoz tartozé fundamentdlis tartomany térfogat-hanyadosaval, ahol a fundamentalis
tartomany alatt a racs bazis vektorai altal kifeszitett paralelepipedont értjiikk. Roviden tekintsiik

at a fedésekkel, illetve pakolasokkal kapcsolatos ismereteket.

Fedési és pakolasi tételkor

Els6 kérdés, hogy egy adott C' konvex testet milyen stirtin lehet pakolni, azaz a tér mekkora részét
tudjuk kitolteni C eltoltjainak diszjunkt példdnyaival. A legjobb ilyen (rdcs)elrendezés 6(C), illetve

0*(C) slirtliségét nevezziik pakoldsi slirtiségnek, azaz:

4.6. Definicié (Pakoldsi slirliség). Legyen C C R™ konvex test. C pakoldsi, illetve rdcs-pakoldsi

strisége legyen:
§(C) =max {d(F) | F =C + X pakolds, X tetszbleges diszkrét halmaz}, illetve
§*(C) = max {d(F) | F = C + A pakolds, A rdcs}.

Definicié alapjdn tetszéleges C konvex testre §*(C) < 6(C) < 1 teljesiil. A §*(C) és §(C) aszimp-
totikus viselkedése mellett a problémat alacsony dimenzidéban is sokat vizsgaltak, mégis szamos
kérdés a mai napig megvalaszolatlan maradt. Rogers példdul [64] konyvében mér a hdromdimen-
zi6s C konvex test esetén is félelmetesen nehéz feladatnak nevezte §*(C) pontos meghatérozasat.

Mégis, milyen als6 korlatot tudunk adni §*(C), illetve 6(C') értékére?

Egy egyszerii, de fontos megfigyelés a kovetkezd:

Vegyiik a C test egy maximaélis (tovdbb nem bévithet8) C' + X pakoldsit. Ekkor 2C + X lefedi
R™-et, hiszen ellenkez6 esetben taldlnank olyan z € R™ pontot, hogy x 4+ 2C nem tartalmaz X-beli
pontot, tehdt az C + (X U {z}) is pakoldst hatdroz meg, ami viszont ellentmond az C' + X pakolés

maximalitasdnak. Azaz tetszOleges szimmetrikus konvex test esetén

6(C) > (1/2)™.



A fenti korlat szinte trivialis, mégis csak kevés jobb eredmény ismert. Az elsd ilyen eredményt a
témakor leghiresebb tétele, az tgynevezett Minkowski-Hlawka tétel adta, amit elészor Minkowski
Euklideszi gombokre bizonyitott. Igaz, azt is sejtette, hogy tétele mas konvex testekre is igaz, de
ezt csak tobb mint 30 évvel késébb bizonyitotta Hlawka. A tételnek t6bb alakja ismert, az egyik

legegyszeriibb (gyengitett) megfogalmazasa a kévetkezé:

4.20. Tétel (Minkowski-Hlawka [36]). Legyen C C R™ egy szimmetrikus konvez test. Ekkor:

5(C) > S

2n71
teljesiil, ahol ((n) a Riemann-Zeta figguény, azaz:
oo
()=Y = Zln — 1.
i=1
Azéta csak kis javitasok sziilettek a tétellel kapcsolatban, a legjobb ismert eredmény Schmidt-t6l

szarmazik:

4.21. Tétel (Schmidt [67]). Legyen C C R™ egy szimmetrikus konvez test, ahol n megfeleléen nagy.
Ekkor:

c-n

5(C) = 5

teljesiil, ahol ¢ < In2 konstans.
Térjiink at a dudlis kérdésre, azaz egy adott C' konvex test eltoltjaival szeretnénk gazdasdgosan
lefedni a teret. A (rdcs)pakoldsi silirliséghez hasonléan bevezethetjiikk a (rdcs)fedési siirliséget:
4.7. Definicié (Fedési siirliség). Legyen C C R™ konvex test. C fedési, illetve rdcs-fedési siiriisége:
0(C) =min{d(F) | F=C+ X =R" X tetszbleges diszkrét halmaz}, illetve
0*(C) =min {d(F) | F=C+ A =R" A rdcs}.
Defin{cié alapjan 1 < 6(C) < 6*(C) teljesiil. Milyen fels§ korldtot tudunk adni 8(C), illetve 6*(C)

értékére? Az els6 eredmény Rogerstdl szarmazik:

4.22. Tétel (Rogers [62]). Legyen C C R™ konvex test, ahol n — oo. Ekkor létezik ¢ > 0 konstans,

melyre:

9*(0) < nloglogn+c
teljestil.

Sokaig Rogers tétele adta a legjobb korlitot, nemrég azonban nagy elérelépés tortént a feladattal

kapcsolatban:

4.23. Tétel (Ordentlich, Regev, Weiss [51]). Legyen n tetszbleges és C C R™ konvex test. Ekkor
létezik ¢ > 0 konstans, hogy:
0*(C) < c-n?.
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Ha viszont nem csak racselrendezéseket vizsgalunk, még jobb korlat adhatod; az els6 nem exponen-

cialis fels6 korlat szintén Rogerstél szarmazik:

4.24. Tétel (Rogers [61]). Legyen C' C R™ konvez test, ahol n > 3. Ekkor:
0(C) < nlogn+ nloglogn + 5n.

A tétel meglehetGsen meglepd, hiszen azt allitja, tetszoleges konvex testtel viszonylag kis stiriiséggel
lefedheto a tér. A kis slirliség persze nem garantalja, hogy minden pont lefedettségi multiplicitasa
kicsi. S6t, vegyiik észre, a lefedettségi multiplicitas semmiképp sem lehet nagyon kicsi: példaul
Euklideszi egységgombok dltal meghatérozott fedésben mindig lesz olyan pont, mely legaldbb (n+1)
gomb &ltal is fedve van (gondoljunk példdul a kozéppontok altal meghatarozott Voronoi poliéder
egy csucsara). Frdds és Rogers kés6bb megmutattik, 1étezik olyan gazdasdsgos fedés, melyben

raadasul a pontok lefedettségi multiplicitasa is relative kicsi:

4.25. Tétel (Erdds-Rogers [19]). Legyen C C R™ konvex test. Ekkor R™-nek létezik eqy C' eltoltja-

1bol allo fedése, melyre:
e 0(C) <nlogn+ nloglogn + 4n,
o R" pontjinak lefedettségi multiplicitdsa kisebb mint e(nlogn + nloglogn + 5n).

Az elmilt 65 évben tobb tétel sziiletett, melyek kis javitdsokat eredményeztek: a legjobb ismert
korlat Fejes Téth [23] eredménye, aki Rogers[1.24] tételében szereplé 5n-et o(n)-re csékkentette. Kis
szépséghiba, hogy a fenti tételek bizonyitdsa nem konstruktiv, mindegyik valdszinliségi modszeren
alapszik. Az els6 kombinatorikus bizonyitdst — Rogers tételének megjelenését kovetben kozel 60 év

elteltével — Naszodi [48] adta.

A fenti tételek tehat azt allitjak, hogy adott konvex test eltoltjaival kis siiriiségli fedést hatarozha-
tunk meg. Mi azonban egy racspakolas fedési siirtiségére lesziink kivancsiak, igy fontos megfigyelés,

hogy Erdés és Rogers mddszere erre az esetre is alkalmazhato:

4.26. Tétel. Legyen C' C R™ konvex test, A rdics. Tegyiik fel, hogy X := C + A halmazcsalad
pakolds, melynek strisége d(X) = (c+ ¢(n))™™, ahol ¢ > 1 konstans és p(n) — 0. Ekkor R"
lefedhetd az X halmaz z(n) példinydval, ahol

n

z(n) = [nlogn + nloglogn + 4n] - (¢ + p(n))

Az allitdsnak egy révidebb bizonyitdsa a [43] cikkben taldlhato.

Eddig azt lattuk, hogy adott konvex test esetén mindig létezik slirii pakolas, illetve gazdasigos fedés
is. Kérdés, létezik-e olyan elrendezés, ami egyszerre rendelkezik mindkét j6 tulajdonsaggal: Arra
vagyunk kivdncsiak, hogy mi az a legkisebb ~(C) érték, melyre teljesiil, hogy létezik olyan C' + X

pakolds, melynek tagjait v(C')-szeresére novelve unidjuk lefedi a teret. Pontosabban:
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4.8. Definicié. Legyen C C R"™ egy kozéppontosan szimmetrikus konvex test. A C' test szimultdn

(rdcs) pakoldsi és fedési konstansa:

~v(C) = H}}n {r | C+ X pakolds, rC + X =R", X tetsz6leges diszkrét halmaz}, illetve
~(C) = mAin {r | C+ A pakolds, rC + A =R", A rics}.

Ezen konstansok maés teriileteken is igen hasznosnak bizonyultak, ennek koészonhetéen nagy figye-
lemben részesiiltek az elmiilt idékben. Ennek ellenére csak kevés eredmény sziiletett veliik kapcso-

latban. Definiciébdl adédéan 1 < v(C) < v*(C).

Azt méar 1attuk, hogy v(C') < 2, hiszen egy maximadlis pakoldsban minden testet kétszeresére névelve
fedést kapunk. A feladat lényegesen nehezebbé valik, ha megkdveteljiik a racs tulajdonségot is, az
erre vonatkozé elsd felsé korlat Rogerstdl [60] szarmazik, aki megmutatta: v*(C) < 3. Késdbb

Butler javitott ezen:
4.27. Tétel (Butler [8]). Legyen C C R™ konvex test. Ekkor létezik ¢ konstans, hogy:

* UOl(C_C) log, In(n)+c 1/n
7)< ( vol(C') " )

teljestil.
Specidlisan, ha C szimmetrikus akkor a tétel a kdvetkezSképp egyszertisodik:

4.28. Kovetkezmény. Nagy n esetén tetszdleges n—dimenzios szimmetrikus konvex C' testre:

Y(C) <2+ 0(1).

Bizonyitds. C kozéppontos szimmetridja alapjan C' = —C), igy a fenti tétel alapjan:
VOI(QC) 1 1 1/n 1/n

O < < 08y n(n)Jrc) — (om. log, In(n)+c -9 1).

(0 < (g (2" )" =24 0(1)

O

Ordentlich, Regev és Weiss[1.23] tételiik kovetkezményeként megmutattak, a fenti tételben szerepld
hibatag (logn/n)-re csokkenthetd.

Az el6késziiletek utan készen allunk a magas dimenzids terek szubregularis szinezésének bemu-
tatasara. El6szor Larman és Rogers tételét ismertetjiik, akik az emlitett fedési és pakolasi tételek
segitségével exponencialis felsd korlatot adtak az Euklideszi tér kromatikus szamara. Megjegyezziik,
mivel Rogers médszere nem konstruktiv, Larman és Rogers szinezése sem az. Nemrég Nasz6di kom-
binatorikus médszerét alkalmazva Prosanov [55] 1j, konstruktivabb bizonyitdst publikdlt Larman

és Rogers tételére.
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4.29. Tétel (Larman-Rogers ) Nagy n dimenziészdm esetén R"-nek létezik (3 + 0(1))” szin-

osztdlybol allo szubreguldris szinezése, azaz:
X(BY) < (3-+0(1)".
Bizonyitds. Butler tétele alapjan v*(B,) < 24 o(1). Vagyis létezik olyan A racs, melyre a
{B,+z|zeA}
halmazcsaldd pakolast hatdroz meg, még a
{(2+0(1)B, +z |z €A}

halmazcsaldd lefedi R™ pontjait. ElGszor egy olyan szinezést adunk meg, ahol egyik szinosztalyban
sincs 4/3 tavolsdgi pontpar. Jelolje V' a A rdcshoz tartozé Voronoi poliédert és az egyik szinosztaly

legyen:

So = {3+10(1)V+A}.

AEA

So valéban nem tartalmaz 4/3 tdvolsdgi pontpart: Egyrészt mivel a V' poliéder atméréje legfeljebb

2v*(B), igy V/(3 + o(1)) dtméréje kisebb mint 4/3. Mésrészt, mivel a B C V,
V/3® (2/3)BCV/3® (2/3)V =V

teljestil. Tehdt a V/3 & (2/3)B + A halmazcsaldd pakoldst hatdroz meg, {gy S valéban elkeriili a
4/3 téavolsdgot.

1 n
3+o0(1) )"
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A Voronoi poliéder konvex, igy alkalmazhatjuk a [£:26] tételt, vagyis Erdds és Rogers médszerével
R™ lefedhetd az Sy halmaz z(n) eltoltjéval, ahol

2(n) < [nlogn + nloglogn + 4n] - (3 + o (1))"

Tehat nagy n esetén Sy eltoltjainak segitségével nagysdgrendileg (3 + o(1))" szinosztdlybdl &ll6
megfelel§ szinezést hatdrozhatunk meg. Atskaldzéssal elérhetjiik, hogy a szinosztalyok 4 /3 helyett

egységtavolsiagot ne tartalmazzanak, ezzel pedig az allitast belattuk. O

4.30. Kovetkezmény. Megfelelden nagy n esetén az n—dimenzids Euklideszi térben létezik olyan
(3 + 0(1))” ponti K halmaz és R™-nek egy olyan megengedett piros-kék szinezése, hogy K minden
eltoltjanak legaldbb az egyik pontja piros. Azaz nagy n esetén: ki < (3 + 0(1))” adaodik.

Figyeljiikk meg, hogy a tétel bizonyitasat nem emelhetjiik at valtoztatas nélkiil Minkowski terekre,
ugyanis az Buklideszi esettel ellentétben a Voronoi poliéder nem feltétleniil konvex. Igy més egység-

tavolsagot elkeriilé halmazt kell hasznalnunk, a legjobb ismert konstrukecié Kupavskii-tol szarmazik:

4.31. Tétel (Kupavskii [43]). Nagy n esetén egy kézéppontosan szimmetrikus konver C C R™ test
altal meghatdrozott Minkowski térnek létezik (4 + 0(1))” szinosztdlybol dllo szubrequldris szinezése,

azaz:

XRY |llo) < (44 0(1)".

Bizonyitds. (Vazlat)
Legyen A Schmidt tétele altal garantalt C-hez tartozo racs és az egyik szinosztalyt valasszuk

1

zEA

az

halmaznak. Ekkor Sy nem tartalmaz egységtavolsagu pontpart és siirtisége legalabb

1 n
4+0(1) )"

Az egységgdémb szimmetrikus és konvex, igy alkalmazhatjuk a [£.26] tételt, vagyis Erdds és Rogers

modszerével R™ lefedhetd az Sy halmaz z(n) eltoltjaval, ahol
2(n) < [nlogn + nloglogn + 4n] - (4 + o (1))"

Tehat nagy n esetén Sy eltoltjainak segitségével nagysdgrendileg (4 + o(1))™ szinosztdlybdl &ll6

megfelel6 szinezést hatarozhatunk meg. O

4.32. Kovetkezmény. Megfeleléen nagy n esetén tetszéleges n—dimenzids Minkowski térben létezik
olyan (4+ 0(1))" ponti K halmaz és (R ||.||o)-nek olyan megengedett piros-kék szinezése, hogy K
minden eltoltjdnak legaldbb az egyik pontja piros. Azaz nagy n esetén k(C) < (4 + 0(1))n adodik.
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4.3. Nem monokromatikus izometrikus példanyok

Ak, illetve &, (C) értékének felsé becsléséhez olyan megengedett piros-kék szinezést, illetve —minél
kevesebb pontszami — K konfiguraciét szeretnénk definidlni, melyre teljesiil, hogy a szinezésben

minden K-val egybevagd, illetve K-val izometrikus halmaz tartalmaz piros pontot.

Elsé megfigyelésként elmondhatjuk, hogy k,(C) véges: Legyen x (R |.||o) = k. A de Bruijn-
Erdés tétel alapjan 1étezik egy véges K tanthalmaz, azaz egy olyan K konfigurici, hogy minden
vele izometrikus halmaz egy megfelel6 k—szinezés minden szinosztalyaibdl legalabb egy-egy pontot
tartalmaz. Valasszuk pirosnak a k—szinezés egyik szinosztélyat, igy (R ||.||o) # (P, K) teljesiil.
Erdemes kitérni néhdny egyszerii esetre, amikor ismerjiik a kromatikus szdm pontos értékét, illetve
az ezt tanisité véges halmazt: Eldszor tekintsiik az (R ) normalt teret, melynek egységgombjét
jelolje P,. Ekkor x(R? ) = 2", a tantthalmaz pedig a 2" pontbdl allé szabélyos szimplex. Tehat
ebben az esetben

XR? 1o) = k5(Po) + 1= kp(Py) +1 = 2™

Egy masik egyszerti sikbeli eset, amikor az egységgémb egy origora szimmetrikus H hatszog. Ekkor

ugyanis x(R? |.|| ;) = 4, az ezt tantisité halmaz pedig a 7 csticsbdl 4116 Moser graf abra), tehat
ko (H) <T.

Mér azt is lattuk, hogy az Euklideszi esetben ismert exponenciélis felsé korlat k,, értékére (Con-
lon tétel). Azonban, ha nem sziikséges, hogy a konfigurdciénk pontjai egy egyenesre essenek,
akkor kisebb konfiguricio is egyszertien adhaté: Megmutatjuk, nagy n-re k, < (4 + o(l))n telje-
siil. Minkowski terek esetében az izometrikus példanyok nehezebben kezelhetéek, igy évatosabb

konstrukciéra van sziikségiink, de ebben az esetben is exponencialis felsé korlatot adunk.

4.3.1. Euklideszi terekben

Az Euklideszi sikban méar tobb példat is lattunk megfelelé konfiguraciéra, vizsgaljuk meg, miképp
altalanosithatok a sikban leirt gondolatok, konstrukciék magasabb dimenziés Euklideszi terekre. A
legkisebb sikbeli példa 8 pontbdl allt tétel), &m ennek bizonyitdsa nehezen (vagy taldn egydl-
taldn nem) emelhet6 4t magas dimenzids terekre. A 9 ponti konfigurdciéhoz sziikséges észrevételek
azonban egyszertien altalanosithatéak:

Tekintsiik el6szor is a standard piros-kék szinezés dltalanositasat, azaz szinezziik pirosra az
{1/2 Int B, + A\ € A}

halmaz pontjait, ahol A C R"™, melyre v(B,,) felveszi a minimumdat. Ez valéban a sikban definialt

standard szinezés altaldnositasa, ugyanis
1(Bz) = 7" (B2) = 2/V3
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és a legjobb elrendezést a 2 oldalta szabalyos haromszogracs pontjaira irt egységkorok adjak.

A standard piros-kék szinezés strukturaja alapjan olyan K konfigurdciét kell keresiink, melyre tel-
jesiil, hogy pontjai koré {rt 1/2 sugart nyilt gombok unidja legaldbb egy A-beli pontot tartalmaz.
Példaul legyen K = {al, e ak} olyan konfigurdcié, hogy pontjai koré irt 1/2 sugard nyilt gdmbok
uni6ja lefedi a v(By)By halmazt. Ez valéban megfelel8, hiszen definiciébél adédéan v(By)Bn

legalabb egy A-beli pontot tartalmaz.

Vizsgaljuk meg az igy kapott konfiguracié pontszaméat: Kicsit dltalanosabb megfogalmazva a prob-
lémat legyen adott Cy és Cy C R™ konvex test és jelolik N(Cq,Cy)-vel azt a legkisebb k értéket,
melyre teljesiil, hogy C; lefedhets a Cy test k db eltoltjaval. Ertékére a Cy test fedési stirfisége
segitségével adhatunk fels becslést, a kovetkezo otlet alapjan: fedjiik le R™-et a Csy test eltoltjaival,

kis fedési stlirliséggel, azaz definidljunk egy X halmazt ugy, hogy:
e O3+ X =R"és
e d(Co+ X)=0(Cy)

teljesiiljon. Természetesen Cy + X a Cy testet (és minden eltoltjit) is lefedi. A C; testnek minden
C1 +t eltoltjdhoz definidljuk a Cy + X halmazcsalddnak egy legsziikebb Cy + X' részcsaladjat, ami
lefedi 6t. Ekkor x € X pontosan akkor eleme X’'-nek, ha z € C; — Cy + t.

31. 4bra. Otlet a fedési szam fels6 becslésére

Rogers és Zong megmutattdk, hogy Ci-nek van olyan Cy + ¢ eltoltja, melyre |X’| kicsi, azaz Cy

fedésében a C5 testnek relative kevés eltoltja vesz részt:

4.33. Tétel (Rogers-Zong [65]). Legyen C; C R"™, Cy C R™ konvex test. Ekkor

1}01(01 — 02)

<
N(C1, Go) < vol(Cy)

- 0(Ch).
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Specidlisan, ha egy szimmetrikus konvex testet szeretnénk kicsinyitett példanyaival lefedni, akkor

a fenti tétel a kovetkezOképp egyszeriisodik:

4.34. Kovetkezmény. Legyen C C R™ szimmetrikus konvex test. Ekkor minden 0 < r < 1 érték
esetén:

N(C, rC) < (1+1/r)"-6(C).
Euklideszi gomb fedési szaméra ennél jobb korlat is ismert:
4.35. Tétel (Rogers [63]). Létezik ¢ > 0 konstans, hogy minden r > 1/2 ésn > 9 esetén:
N(rB, B/2) < c¢-n®?(2r)"
Mivel v(B,,) < 2 fennall, a konfigurdciénk elemszama legfeljebb N (2B, 1/2 Int By) < (4+0(1))"

4.36. Kovetkezmény. Megfelelden nagy n esetén az n—dimenzios Euklideszi térben létezik olyan
(4—1—0(1))” ponti K halmaz és R™-nek olyan megengedett piros-kék szinezése, melyben minden K -val

n

egybevago halmaznak legaldbb az egyik pontja piros. Azaz nagy n esetén: k, < (4 + 0(1)) .

Egy érdekesség, hogy a fenti médszert alkalmazva k,, értékére nem kaphatunk (22959 +0(1))" ~
(3.03+ 0(1))n—nél jobb felsé korlatot, mert ismert, hogy v(B,) > 29%% + 0(1). A monokromatikus
eltoltak esetében viszont mér ldttuk: & < (3 + 0(1))7.1

4.3.2. Minkowski terekben

Minkowski térben az Euklideszinél évatosabban kell eljarjunk. Két konstrukciét mutatunk: Az el-
s6ben feltessziik, hogy C' szigorian konvex. Vegyiik észre, hogy a[3.1] 4llitast tetsz6leges szigortian
konvex egységgdombbel rendelkez6 Minkowski térre kiterjeszthetjiikk. Tehat, ha egy metrikus tér 3
pontja egyenloséggel teljesiti a haromszog egyenlGtlenséget, akkor a metrikus tér minden bedgya-

zasaban ezen 3 pont egy egyenesre esik.

A konstrukciéban tovabba fontos szerepet fog jatszani John mar emlitett tétele, mely egy tetszoleges
konvex test ellipszoiddal valé approximalhatdsidgardl szol. Emlékeztetoil a tétel legegyszeriibb,

egyben legismertebb alakja a kovetkezo:

4.37. Tétel (John [29]). Legyen C egy n—dimenzids origéra szimmetrikus konvez test. Ekkor C és

az n—dimenzids FEuklideszi eqységgomb Banach-Mazur tdvolsdga legfeljebb \/n, azaz:

d(C, Byn) < vn.

John tétele a feladatunk kapcsan igen hasznos, hiszen segitségével kénnyebben kezelhetjiik egy-
egy racsszer halmaz izometrikus példanyainak lehetséges Euklideszi bedgyazéasait. A kovetkez6
gondolatmenetben a tétel segitségével nyilvantartjuk konfiguracionk minden lehetséges beagyazdsat,

illetve a pontjai kozt fellépé Euklideszi tavolsagokat.
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4.38. Allitas. Legyen C egy szigorian konvex kizéppontosan szimmetrikus test. Ekkor a C dltal
meghatdrozott Minkowski tér esetén létezik olyan O(n™) ponti K halmaz és (R} ||.||)-nek egy olyan
megengedett piros-kék szinezése, hogy minden K-val izometrikus halmaznak legaldbb az egyik pontja

PpIiTos.

Bizonyitds. A feladat affin invaridns, igy feltehetd, hogy B, C C C /nB,,. Tekintsiik a standard

piros-kék szinezés Minkowski terekre val6 altalanositasat, azaz szinezziik pirosra az
{1/2Int C + A\A € A}

halmaz pontjait, ahol A C R™, melyre v(C) felveszi a minimumét. A K konfigurdciénk pontjait
valasszuk gy, hogy legyen olyan Euklideszi bedgyazasa, melyben pontjai egy 4n X - -+ X 4n méretii
1/(2n) oldald kockakbol allé racs pontjainak feleljenek meg. Az elsé megfigyelés alapjan K minden
beagyazasdban az eredeti kockaracs affin képének, vagyis egy részracsnak felel meg. El6szor meg-
mutatjuk, ezen részracsok pontjainak konvex burka tartalmaz A-beli pontot:

Definicié alapjan K-nak van olyan bedgyazdsa, melyben pontjainak konvex burka 4n magassagu
kocka. Igy John tétele alapjan egy tetszlleges bedgyazasban a pontok konvex burka altal
meghatdrozott paralelepipedon magassiga legaldbb 4./n, tehdt tartalmaz 2./n sugard Euklideszi
gombot. A szinezés vélasztdsabol addéddan 2C, igy 24/nB,, is tartalmaz A-beli pontot.

Miésrészt, a konvex burokba es§ A-beli ponthoz van 1/2-nél kozelebb 1évé K-beli pont: A részrécs
altal meghatérozott korlatos Voronoi tartomanyok olyan paralelepipedonok, melyek koriilirhato
gombjének sugara legfeljebb \/n/(2n) - v/n = 1/2, vagyis egy adott paralelepipedonba es§ pont
maximum 1/2 tévol lehet valamely csiicsatol.

A fentiek alapjan K minden izometrikus bedgyazasaban lesz olyan pont, ami a piros halmazba esik.

K elemszama pedig (8n2 + 1)" = O(n™). O

A fenti tételbdl adbédéd korlat tovabb javithatd: az Euklideszi esetben adott konstrukcidhoz hasonlo,

de kicsit 6vatosabb mddszerrel megmutatjuk, k,(C) is legfeljebb exponencidlisan névekszik:

4.39. Allitas. Tetszbleges n—dimenzids, C eqységgombbel rendelkezé Minkowski tér esetén létezik
olyan 9" ponti K halmaz és (R ||.||~)-nek egy olyan megengedett piros-kék szinezése, hogy minden

K -val izometrikus halmaznak legaldbb az egyik pontja piros. Azaz k,(C) < 9™

Bizonyitds. Ismételten tekintsiik a térnek egy standard piros-kék szinezését, azaz szinezziik pirosra
az {1/2 Int C'+ A\|A € A} halmaz pontjait, ahol A C R™, melyre v(C) felveszi a minimumét. Ekkor
2C minden eltoltja tartalmaz A-beli pontot.

Az Euklideszi esethez hasonléan olyan K konfiguraciét keresiink, hogy minden K-val izometrikus
K' = {x1,... 2} példényra teljesiiljon, hogy Uy, ex{z; + rC} lefedi 2C egy eltoltjat. Definidljuk
a K halmazt a kovetkezSképp: Vegyiik az (1/4) sugari nyilt egységgdmb egy maximalis elemszamu

pakolasat a (2 + 1/4) sugart egységgdmbben 1gy, hogy az egyik test kozéppontja az origd legyen.
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A K konfiguracié 4lljon a pakoldst alkotd testek kozéppontjaibdl. Ekkor K egy izometrikus K’
példdnydra tovdbbra is fennéll, hogy a pontjai koré irt 1/4 sugart nyilt egységgdémbok maximalis
elemszadmu pakoldst alkotnak a (24 1/4) sugari egységgomb valamely eltoltjaban, hiszen K’ pont-
jai maximum 2 tdvol lehetnek az origé képétdl, egymadstdl pedig legaldbb 1/2 tévolsidgra vannak.
Igy a K’ pontjai koriili 1 /2 sugard nyilt egységgoémbok unidja tartalmaz egy legalabb 2 sugard

egységgombot. Térfogat szerinti becslés alapjan a pakoldsban maximum

24+1/4\
S

test vehet részt, igy |K| < 9™. O

Egy apré észrevétel a kovetkezd: Jelolje x(R7 ||| [1,a]) azt a legkisebb k értéket, melyre teljesiil,
hogy R™ kiszinezhet6 k szinnel gy, hogy egyik szinosztaly se tartalmazzon olyan pontpart, melyek
C norma szerinti tavolsdga az [1,a] intervallumba esik. A fenti &llitdsban definidlt halmaz pontjai
egyméstol legaldbb 1/2, de legfeljebb 4 tévolsdgra vannak, igy |K| alsé korlatot ad x(R? [1,8])

értékére, vagyis az eddigiek alapjan:

X(R? [1lle) < Ea(C) < x(R? ||l [1,8]).

Végiil réviden térjiink ki, a sikbeli esetre. Vilagos, hogy £:39] allitdsban definidlt konstrukci6 tet-
sz6leges dimenzidéban, igy a sikban is megfelel6. Az allitdsban azt hasznaltuk, hogy tetszileges C
szimmetrikus konvex testre v(C) < 2. A sikbeli kozéppontosan szimmetrikus konvex tartomanyok
szimultdn fedési és pakolasi konstansiara ennél jobb korlat ismert, a legjobb eredmény Zongtdl

szarmazik:

4.40. Tétel (Zong [75]). Legyen C egy kizéppontosan szimmetrikus konvex tartomdny a sikban.
Ekkor:

+(C) =~*(C) < 2 (2 - \/5) ~ 1.17157.

Zong tételét felhasznalva a fenti gondolatmenetbol ko < 32 adddik. Azonban megjegyezziik, valo-

szintileg ez kozel sem ad éles korlatot.

4.4. Osszefoglalas

A dolgozat ezen fejezetének kiindulasi kérdése egy sikbeli aszimmetrikus Ramsey probléma volt,
amelyet Erdésék vetettek fel az 1970-es években: Milyen K konfiguracidkra teljesiil, hogy a sik
minden megengedett (azaz piros egységtévolsigot nem tartalmazd) piros-kék szinezésében talalha-
t6 K-val egybevagd egyszinii kék konfiguracio? Juhdsz tétele szerint minden 4 vagy kevesebb ponti
konfiguracié megfelels. Csizmadia és Téth pedig egy 8 pontu ellenpéldat talaltak, ezzel megmutat-

va, hogy Juhdsz tételében szerepld elemszam nem novelhetd 8-ra.
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Szlam észrevétele alapjan tetszéleges n-re minden x(R™)-nél kisebb pontszdmu konfigurdcié is meg-
felel6. Frankl és Wilson tétele szerint az Euklideszi tér kromatikus szama exponencialisan né, vagyis
biztosan nem reménykedhetiink kis elemszamu ellenpélddaban. Megfigyelhetd, hogy Szlam lemmaéja
tetszéleges dimenzidszamu Minkowski térre is altalanosithatd, azonban normélt terek kromatikus

szamarol meglepGen kevés eredmény ismert, a legjobb alsé korlatot a szabalyos szimplexek adjak.

A dolgozatban azt vizsgaltuk, Csizmadia és Toth tétele miképp altalanosithaté magasabb dimen-
zi6s Euklideszi terekre, illetve Minkowski terekre. ElOszor egy egyszeriibb feladatot tekintettiink,
egybevagésagi transzformaciok helyett kizardlag eltolast engedtiink meg: Adott (R7 ||.||) Min-
kowski tér esetén olyan megengedett piros-kék szinezést és K konfiguraciot kerestiink, melyben a
kék szinhalmaz nem tartalmazza K eltoltjait. Azt vettiik észre, hogy pontosan akkor létezik ennek
megfelelé k pontt konfigurdci6 és szinezés, ha (R ||.||)-nek létezik szubregularis k—szinezése. A
megfelel6 szinezések alacsony dimenziéban tipikusan regularisak, magas dimenziéban szubreguldri-
sak. Igy az ismert eredmények segitségével a kivant tulajdonségokat teljesits exponencidlis méretii
konfiguraciékat tudtunk mutatni.

Végiil olyan megengedett piros-kék szinezést és K konfigurdciot kerestiink, melyre az is teljesiil,
hogy minden K-val izometrikus konfiguraciénak legalabb az egyik pontja piros. Magas dimenzios
Euklideszi terekben ismert fedési tételek segitségével tudtunk viszonylag kis méreti konfiguraciot
meghatarozni. Minkowski terek esetén azonban évatosabbnak kellet lenni, de ebben az esetben is

sikeriilt exponencidlisan sok ponti konfigurdciét adni.

Az alabbi tabldzatban ¢sszefoglaltuk az ismert eredményeket, a jelen dolgozatban adott korlatottak

kiegészitve.
sikban nagy n esetén
ky, 8 [12] (4+0(1)"
K 7 (7] (3+0(1)"
kn (C) 32 9n
kx(C) 7 [42) (4+0(1)"

2. tablazat. Legkisebb ismert nem monokromatikus halmazok elemszamai

Végiil érdemes megemliteni, hogy a maximum norma esetén a feladat trividlissd valik, méas nor-
mélt tér esetén (beleértve az Euklideszi teret) azonban a pontos érték meghatirozdsa reménytelen

feladatnak tiinik.
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