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1. Bevezetés

A Ramsey elmélet nagy strukturak elkeriilhetetlen részstrukturait vizsgalé tudomanyag. Klasszikus
példa Ramsey tipust tételre a témakdr nevét visel6 Frank P. Ramsey grafokra vonatkozé tétele:
két szinnel szinezett kell6en nagy cslicsszamu teljes graf mindig tartalmaz adott méret(i egyszin
teljes részgrafot. A tételt mas és mas kontextusba helyezhetjik: Grafélek helyett szinezhetiink mas
objektumokat, példaul részhalmazokat, szamokat vagy éppen a sik pontjait. A keresett részstruk-

turak ezen esetekben egyszin(i részhalmazok, szdmsorozatok, illetve pontkonfiguraciok.

Az Euklideszi Ramsey elmélet f6leg az utébbival, a geometriai vonatkozasu kérdésekkel foglalkozik:
Tipikusan az Euklideszi sik, vagy magasabb dimenzids tér pontjait szinezziik és egyszin( konfigura-
cidkat kerestink. A szisztematikus vizsgalatokat Erdés, Graham, Montgomery, Rothschild, Spencer
és Straus haromreészes cikksorozata [16-18] inditotta el az 1970-es években, aminek kdszonheten
egy Uj, izgalmas aga sziiletett a kombinatorikus geometrianak. A témakor egyik leghiresebb nyitott
kérdése, az ugynevezett Hadwiger—Nelson probléma ennél kordbban, az 1950-es években fogalma-
z6dott meg: Mennyi a sik x(R?)-vel jelolt kromatikus szama, azaz legkevesebb hany szinnel lehet
kiszinezni a sik pontjait gy, hogy ne legyen két egyszinli pont egységtavolsagra? A pontos érték
meghatérozasa tovabbra is nyitott kérdés, és meglehet6sen nehéz feladatnak tlnik. Egyszer( példak
mutatjak, hogy hét szin elég (Isbell [35]), de harom szin nem (Moser [50]). Ezen eredmények szinte
a feladat megjelenésével egyid6ben sziilettek, mégis sokaig nem sikeriilt javitani rajtuk, igy nagy
visszhangot keltett, mikor 2018-ban de Grey [34], illetve nem sokkal késébb Exoo és Ismailescu [20]

igazoltak, hogy 4 szin sem elég. Tehat az ismert korlatok:
5<x(R®)<T7.

A 2018-as attorést kovetéen a témakdr ismét nagyobb figyelemben részesult, a problémakor feltérkeé-
pezése érdekében pedig egy Polymath projekt indult. Ennek elsédleges célja de Grey bizonyitasanak
tovabbi vizsgélata, illetve esetleges egyszer(sitése volt. lIgaz, a ma ismert legegyszer(ibb bizonyitas
is szamitdgép hasznalatat igényli, a bizonyitas nagymértékben egyszerlsodott, rdadasul tébb Uj

eredmény is szlletett a probléma egyes variansaival kapcsolatban.

A feladatot magasabb dimenzidban is vizsgalhatjuk. Sokéig ismeretlen volt x(R") aszimptotikus
viselkedése, igy nagy attorést jelentett, mikor Frankl és Wilson [27] exponencidlis als6 korlatot

adtak. A jelenleg ismert legjobb korlatok:

I?239. .. +0(1) I;‘S X(R™) = %'+ o(1) I;‘

ahol az als6 korlat Raigorodskiitol [57] szarmazik, a fels6 korlatot pedig elészér Larman és Rogers

[45] igazoltak, majd kés6bb Prosanov [55] Gj bizonyitast publikalt.



A feladatot szamtalan kiillénbzé modon altalanosithatjuk. Erdekes kérdésekhez jutunk, ha példaul
az egyes szinosztalyokban kilénb6z8 konfiguracidkat kerestink vagy ha egybevagésag helyett mas

transzformaciokat tekintiink. Az Euklideszi tér helyett akar mas normalt terekben is dolgozhatunk.

Diplomamunkamban két Ramsey tipusi kérdéskort vizsgalunk. A dolgozat els6 felében a téma-
kor kozéppontjaban allé ugynevezett Ramsey halmazokkal foglalkozunk, melyet Erddsét vezettek
be cikksorozatukban. Cikkiik megjelenését kévetéen szamos Uj eredmeny sziletett a témaban,
azonban a Ramsey halmazok karakterizalasa tovabbra is nyitott probléma. A dolgozatban el6szor
kérbejarjuk a témakor legfontosabb eredményeit, problémait és nyitott kérdéseit, majd azt vizsgal-
juk, miként lehet a Ramsey halmaz fogalméat normalt terekre kiterjeszteni: Altalaban I, terekben
dolgozunk, de réviden kitériink a Minkowski terek esetére is. Az I, normak esetében a Ramsey hal-
maz definiciéjanak altalanositasa kézenfekvd, mégis csak kevés idekapcsolodd eredmény talalhato
az irodalomban, ezek tilnyomo tébbsége pedig kizarélag az 1., normaval foglalkozik. A dolgozatban
megmutatjuk, hogy a legtébb Euklideszi esetben ismert tulajdonsdg — a feltételek esetleges gyengi-
tése mellett — atoroklédik 1, terekre.

Ezzel ellentétben, Iényegesen nehezebbnek tiinik a helyzet Minkowski terekben, ugyanis mar a
Ramsey halmaz fogalmanak altalanositasa sem teljesen egyértelmd. A dolgozatban egy lehetséges

definiciot adunk, azonban tulajdonsagainak vizsgalata soran tobb komolyabb nehézség is adodik.

A dolgozat masodik részében a Hadwiger-Nelson problémanak egy aszimmetrikus valtozataval fog-
lalkozunk, melyet szintén Erddsék vetették fel 1973-ban. A kérdés igy szol: Milyen K konfigurécidk-
ra teljesiil, hogy a sik minden piros-kék szinezésében talalhaté vagy egységtavolsagu piros pontpar,
vagy K-val egybevagé egyszin kék konfiguracio? Egyszer(i meggondolas alapjan minden 3 vagy
kevesebb pontl konfiguracié teljesiti a feltételeket. Juhéasz [37] tétele azt allitja, hogy a 4 pontu
konfiguréacidk is rendelkeznek ezen tulajdonsaggal. Kérdés, hogy mi a helyzet a nagyobb pontszdmu
konfiguracidkkal. A legjobb felsé korlatot Csizmadia és Toth [12] tétele adja, akik egy triikkds
konstrukcidval 8 pontu ellenpéldat mutattak. A dolgozatban a probléméat magasabb dimenzios
Euklideszi terekben, illetve Minkowski terekben tekintjik. Vizsgalatainkban fontos szerepet fog-
nak jatszani az Ugynevezett fedési és pakolasi tételek, igy el6szor réviden dsszefoglaljuk a témakdr

legfontosabb eredményeit és nyitott kérdéseit.



2. Ramsey halmazok

A Ramsey elméletet alapjait meghatarozé gondolat, illetve eredmény 1930-b6l szarmazik:

2.1. Tétel (Ramsey [59]) Minden k < | ésr értékekre létezik olyanR = R(k; I; r) szam, mely-
re teljesll, hogyr szinnel szinezve egy tetsz®leg@selemy halmazk elemy részhalmazait mindig

talalhato olyan | elem{ részhalmaz, melynek mindek elemq részhalmaza azonos szint kapott.

1. abra. Példa: egy 6 elemf halmaz 2 elem részhalmazait 2 szinnel szinezve van olyan3 elemf halmaz,
melynek minden 2 elem{ részhalaza azonos szinf, azaR(2; 3; 2) 6

Erdemes kiemelni, hogy azl = 2, k = 1 eset egybeesik a skatulya elvvel: tetsz®leg&& = r + 1
elem{ halmaztr szinnel szinezve mindig lesz legaldbb elem, melyek azonos szint kaptak. A tétel
legegyszerbb nemtrivialis, egyben legismertebb alakja a bevezet®ben is emlitett grdfokra vonatkozé

Ramsey tétel:

2.2. Tétel (Ramsey tétele grafokra) Minden | érték esetén, létezik olyarR = R(l) érték, hogy min-
denR csucsu graf vagy tartalmad csdcsu klikket, vagy talalhaté benne Urdsest, azaz kivalaszthato

| csucs, melyek kozil egyik par kdzt sem fut él.

Ez valéban egy specidlis esete Ramsgy 2.1. tételének, hiszen megegyezik a 2, r = 2 esettel:
Legyen R = R(2; I; 2) és tekintslink egy tetsz®lege®R cslcsu grafot. Ezen graf egyértelmfen
megfeleltethet® azlR] = 1:::R halmaz 2 elem{ részhalmazainak?2 szinezésének: egy részhal-
mazt szinezziink pirosra, ha a hozzéatartozé csdcspar kozt fut él, ellenkez® esetben szinezziik kékre.
Ramsey tétele alapjan az[R] halmaznak vagy létezik olyan| elemq részhalmaza, melynek minden

2 elemq részhalmaza piros, vagy létezik olyah elem{ részhalmaza, melynek minder2 elem¢y rész-

halmaza kék, ebb®I pedig kdvetkezik az allitas.

Az Euklideszi Ramsey elmélet a fenti tételben megjelen® szemléletet igyekszik a geometria teri-
letére atiltetni. Tekintslink példaul egy (r + 1) cslcsu szabalyos szimplexet. Csucsait szinnel

tetsz®legesen szinezve mindig lesz azonos szinnel rendelkez® csucspar. Vagyis mindeimszamra



teljestll, hogy azr vagy magasabb dimenziés Euklideszi teret szinnel szinezve elkeriilhetetlen az

azonos szin{ egységtavolsagu pontpar létrehozasa.

2. &bra. A tetraéder tanusitja, hogy R® minden 3 szinezése tartalmaz egyszinf egységtavolsagi pontpart

A pontpar ezen tulajdonsagat altalanositja az agynevezett Ramsey halmaz fogalma, melyet Erd®sék

vezettek be cikksorozatukban:

2.1. Denici6 (Ramsey). Egy X R" halmazt Ramseynek nevezink, ha minden 2 egészre
létezik ng = no(X;r) kiszobindex, hogyn  ng eseténR" minden r szinezésében talalhatX -el

egybevago egyszin{ halmaz.

Erdemes egy kicsit mas szemszogb®| is megnézni a fenti de niciot: Legy¥negy véges halmaz. Az
(R" X) kromatikus szam jelolje azt a legkisebbk értéket, melyre teljesil, hogy R" kiszinezhet®

k szinnel ugy, hogy egyik szinosztély se tartalmazzon vele egybevagé részhalmazt. BEgyhalmaz

tehat pontosan akkor Ramsey, ha (R} X) nem korlatos n fliggvényében. Specidlisan, ha egy

két pontu halmaz, akkor a (R" 1) kromatikus szamot a Hadwiger-Nelson probléma nyoman a tér

kromatikus szaméanak nevezziik és egyszerfer(R")-el jeléljuk. Ertékére als6 korlatot ad egy tet-

sz®leges egységtavolsag graf kromatikus szdma, azaz egy olyan graf kromatikus szadma, melyben két

csucs kozt pontosan akkor fut él, ha azok egységtavolsagra vannak egymastol. S®t, a kompaktsagi

elv segitségével megmutathatd, hogy létezik olyan véges egységtavolsag graf, melynek kromatikus

szdma megegyezik (R") értékével. Ezen tétel a kés®bbiekben nagyon fontos szerepet fog jatszani.

2.3. Tétel (de Bruijn-Erd®s tétel [6]). LegyenX egy tetsz®leges halmae,pedig adott egész. H&R"
minden r szinezésében talalhatX -el egybevagd egysziny halmaz, akkor ez mF-nek egy véges

részhalmazara is teljesul.

Tehat egy Ramsey halmaz esetén minden szinszamhoz tartozik egy ezt igazol6 véges tanihalmaz.
Kérdés, hogy mely halmazok teljesitik, illetve mely halmazok nem teljesitik a Ramsey tulajdonsag

feltételeket: A tovabbiakban mindkét esetre latunk példakat.



2.1. Példdk Ramsey halmazra

Trividlisan minden 1 pontd halmaz Ramsey. Mar azt is lattuk, hogy az egységtavolsagu pontpar is
rendelkezik a Ramsey tulajdonséggal, s®t hasonlé meggondolas alapjan minden szabéalyos szimplex
is Ramsey. A kovetkez® tétel fontos tulajdonsagat irja le a Ramsey halmazoknak, segitségével a

mar ismert példakbdl tovabbi Ramsey halmazokat gyarthatunk.

2.4. Tétel (Szorzas-tétel [16]) LegyenK; R" ésK, R™ Ramsey halmaz.
EkkoraKi Ko:= (X1;:::Xn; V1 iiiYm) J (Xg;i0:%Xn) 2 K (Y100 Ym) 2 Ko R"* ™ halmaz

is Ramsey.

Bizonyitas. LegyenK; R" ésK, R™ Ramsey halmaz,r > 1 adott. A Ramsey halmaz de -
nicioja alapjan létezik u dimenziészam, melyre teljesil, hogyR"Y mindenr szinezésében talalhato
K 1-el egybevagé egyszin| halmaz. Legyeh = Xi;:::;Xt R" a kompaktsagi elv altal bizto-
sitott véges tanthalmaz. Tovabba legyenv olyan, hogy RY minden rt szinezése tartalmaz ,-vel
egybevago egyszin| halmazt. Azt allitjuk,R"*V mindenr szinezése tartalmaz«; K -vel egybe-
vago egyszinf halmazt: Vegyiink egy tetsz®leges: RY*V ! [r] szinezést. Ez meghatarozz&'-nek
egyrt szinezését:
CRVL 'L Y= (xy)iin (Xey)
A v dimenziészam vélasztasa alapjan létezik »-vel egybevagé °©szinezés szerint egyszin{ halmaz,

legyenK 2 ilyen. SzinezzUikT pontjait a kovetkez® mddon:
T [rl; ®xi):= (xi;y), aholy 2 K2 tetsz®leges.

T de niciéja alapjan tartaimaz K -l egybevagd ©szerint egyszin{ halmazt, legyerk ? ilyen. K?

ésK 9 de nicidja alapjan K9 K9 a szinezés szerint egyszin{, ezzel pedig az allitast belattuk (]

A tétel kozvetlen kdvetkezménye, hogy minden két elem{ halmaz szorzata, azaz a téglak csucshal-
mazai rendelkeznek a Ramsey tulajdonsaggal. Egy Ramsey halmaz minden részhalmaza is Ramsey,
amib®l azonnal adddik, hogy a derékszogf haromszégek Ramsey halmazok, hiszen egyetlen pont
hozzavételével kiegészithet®ek téglalappa. Kérdés, milyen halmazokra igaz még, hogy pontjaik egy
téglatest cstcsainak részhalmazat alkotjak. AlljionX  R" (n+1) altalanos helyzet] pontbdl. Ah-

hoz, hogy pontjai kiegészithet®ek legyenek egy tégla cslcshalmazava, egy szilkséges feltétel, hogy
X semelyik 3 pontja se hatarozzon meg derékszégnél nagyobb szdget. Ez a feltétel 3 esetben
elégségesnek is bizonyul, igy minden hegyesszégf hdromszég Ramsey. Mi a helyzet a tompaszdg{

haromszogekkel? A kérdést Frankl és Rédl valaszoltak meg:

2.5. Tétel (Frankl-Rodl [24]). Minden haromszdg Ramsey.

Bizonyitas. (Vazlat)
A bizonyitds harom lépésb®l &ll: Az els® lépésben a 2.1. Ramsey-tétel segitségével azt mutattdk

meg, hogy mindent 2 egészre ap 2t, pﬁ, P 8t 6 oldali haromszdg Ramsey. Vegyilk észre,



hogy t értékét névelve a két révidebb oldal altal bezart sz6g180°-hoz tart, azaz egyre laposabb
tompasz6gf haromszéget kapunk. A masodik, illetve harmadik 1épésben ezen haromszdgcsalad
segitségével el®szor az egyenl®szari haromszogek, majd a tetsz®leges haromszdgek Ramsey tulaj-
donséagat bizonyitottak.

Az els® dllitas igazolasahoz régzitsiink egy 2 egész szamot és legyemn = R(2t+1; 2t 1, r),
azaz vélasszulkn-et olyan nagynak, hogy mindenn elem{ halmaz(2t 1) elem{ részhalmazain de -
nialt tetsz®leges szinezés tartalmazzon olyar(2t +1) elem{ részhalmazt, melynek minder(2t 1)
elem{ részhalmazahoz ugyanazzal a szinnel rendelkezik. TekintsiR" azon pontjait, melyeknek
koordinatai helyén (2t 1) helyet leszamitvaO all, a maradék helyeken pedidl; 2, ::: t,t 1,:::1,
ebben a sorrendben. Ezen pontok szinezése meghatdrozza gn] = f1;:::ng halmaz (2t 1)
elem{ részhalmazainak egy szinezését. igyn valasztasa alapjan létezik egy(2t +1) elem{ S hal-
maz, melynek minden(2t 1) elem{ részhalmaza azonos szin{. Valasszuk 8iharom részhalmazat
ugy, hogy a hozzajuk tartoz6 A, B, C pontok nem 0 koordinatai B-ben eggyel jobbrabb legyenek
mint A-ban, és eggyel balrdbb legyenek minC-ben. Példault =4-re A, B, C a kdvetkez® alaku:

Az A, B, C pontok megfelel®ek, hiszen egyszinfek, és kdnnyen ellen®rizhet®, haggsB, illetve

B ésC tévolségapﬂ, mégA ésC téLvoIsélgap 8t 6. Ezzel az 1. Allitast igazoltuk.

Masodik Iépésben az egyenl®szari haromszégek Ramsey tulajdonsagat igazoljuk: Kénnyen latszik,
hogy tetsz®leges egyenl®szarl haromszog el®éllithaté egy, az els® lépésben de nialt lapos harom-
sz6gb®I kiindulva az alapon fekv® két cslics megemelésével: Valoban, adott egyenl®szard haromszog
esetén megfelel®en valasztiaértékét a haromszdg beagyazhaté eg[))/ 2t, P 2t, P 8t 6 oldalaranyu
haromszog és egy megfelel® hosszl intervallum szorzataként el®allé hasabba. Igy a 2.4. Szorzas
tétel alapjdn minden egyenl®szari haromszég Ramsey.

Végul a harmadik lIépésben a 2.4. Szorzés tétel Ujboli alkalmazasaval az egyik alapon fekv® csucsot

tovabb emelhetjik, igy tetsz®leges egysziny haromszéget megtalalhatunk.

2. lépés: Egyenl®szari haromszog el®éllitasa 3. l1épés: Tetsz®leges haromszdg el®allitasa

3. dbra. Tetsz®leges haromszog el®all Ramsey halmazok szorzataként O



Csak kevés tovabbi példa ismert Ramsey halmazra. K°i° [41] tétele alapjan minden szabalyos sok-
szd8g, példaul a szabalyos 6tszdg is Ramsey. Nemrég Karamanlis [38] megmutatta, hogy minden
szimplex beagyazhat6 véges sok szabalyos sokszog szorzataként el®allo testbe. A két tételt dssze-
vetve adddik, hogy minden szimplex Ramsey. Korabban Frankl és Rodl [25] mas technikaval ennél

er®sebb allitast bizonyitottak: megmutattak, hogy minden szimplex exponencialisan Ramsey.

2.2. Denici6 (Exponencidlisan Ramsey halmaz) Egy X R" halmaz exponencialisan Ramsey,
ha létezikc > 1 konstans, hogym n ésr<c™ eseténR™ mindenr szinezésében talalhatX -el

egybevag6 egyszin{ halmaz.

Ezzel ekvivalensenX exponenciélisan Ramsey, ha (R} X) exponencialisan névekszikn-ben, azaz

(R% X) " teljesil valamely ¢ > 1 konstansra.

A két pontl halmazok exponencidlis Ramsey tulajdonsagat, azaz a tér kromatikus szamanak ex-
ponencidlis névekedését hosszu id® utan Frankl és Wilson [27] igazoltdk. A nagy attorést egy
halmazrendszerekre vonatkozé tételiik segitségével érték el: Bizonyitasukban egy egységtavolsag
grafokbdl allé sorozatot konstrualtak és egy trikkés hozzarendelés segitségével egy halmazrend-
szert de nialtak. Erre vonatkozé tételiikkel pedig exponencialis als6 korlatot adtak a grafcsalad

kromatikus szamara.

2.6. Tétel (Frankl-Wilson [27]). Nagy n dimenziészam esetén:
(R") 1.2+ 0o(1) "

Bizonyitas. (Vazlat)
Legyen n rogzitett egész,q pedig egy tetsz®leges szam, melyg 1 n teljesil. Tekintsik az
n dimenzids tér azon pontjait, melyeknek koordinatai kdzt (2g 1) helyen 1:p 2q all, a tébbi ko-
ordinataja pedig 0 és vegyik az ezen pontok altal meghatarozotG = (V; E) egységtavolsag grafot.
Egy G graf kromatikus szamara als6 becslést példaul az(G) figgetlenségi szamara vonatkoz6 fels®
becslés segitségével adhatunk, hiszen tetsz®legegraf esetén:
Vi .

(G) G
G minden v pontjahoz de nialjuk az F(v) ;= i|x; 6 0 halmazt. Ekkor vy, vo 2 V pontok
tavolsdga pontosan akkorl, azazv; ésv, kdzt pontosan akkor fut él, ha F (v;) ésF (v,) metszete
éppen(q 1) elemy. igy elegend® a kovetkez® kérdést tekinteni: maximum harfy (v) halmazt
valaszthatunk ki Ugy, hogy egyik halmazparnak se legyen a metszete éppdn 1) elem{? Frank és

n

Wilson belattak, hogy ha g primhatvany, akkor halmaznal nem valaszthatunk tébbet, tehat:

q 1
n
29 1
(R™) max =~ ———:
q primhatvany
29 1 n q 1
Megfelel®en valasztvay értékét az allitas adodik. O



Vegyilk észre, hogy Frankl és Wilson az exponencialis Ramsey tulajdonsagnal tébbet bizonyitot-
tak, hiszen azt mutattdak meg, hogy a kromatikus szamra als6 korlatot ad6jVj= (G) hanyados is
exponencialisan ndvekszik. Rdadasul az ezt tanusitdé grafsorozat csicshalmazanak mérete csak ex-
ponencidlisan n®n-ben. Ezen tulajdonsagot igyekszik megragadni az ugynevezett szuper-Ramsey

feltétel:

2.3. De nici6  (Szuper-Ramsey halmaz) Egy X halmazt szuper-Ramseynek nevezink, ha léteznek
c1, C; > 1 konstansok émg kiszodbindex, hogy > n o eseténR"-nek létezik olyanY (n) részhalmaz,

melyre:
jY (n)j
(Y: X)

teljesdl, ahol (Y;X) azY legnagyobb olyan részhalmazanak elemszama, mely nem tartalméazel

jY(n)j ¢ es (cz + o(1)"

egybevag6 halmazt.

A de niciéban szerepl® feltételek inkabb technikai jellegfek, jelent®ségik abban rejlik, hogy az
exponencialisan Ramsey halmazokkal ellentétben a szuper-Ramsey halmazokrél ismert, hogy szor-

zasra zart halmazt alkotnak:
2.7. Tétel (Frankl-Rédl [26]). Két szuper-Ramsey halmaz szorzata is szuper-Ramsey.

De niciébdl adéddéan a szuper-Ramsey tulajdonsaghbdl azonnal kévetkezik, hogy az adott halmaz
exponencialisan Ramsey, tehat két szuper-Ramsey szorzata exponencialisan Ramsey. Fontos meg-
emliteni, hogy az eddig emlitett 6sszes exponencialisan Ramsey halmaz a szuper-Ramsey tulajdon-
saggal is rendelkeznek. S®t, ez az egyetlen ismert médszer az exponencialis Ramsey tulajdonsag
igazolasara. Egy masik érdekesség, hogy egyel®re olyan halmaz se ismert, mely Ramsey, de nem

exponencialisan Ramsey. Tehat lehetséges, hogy a harom fogalom egybeesik.

2.2. Példak nem Ramsey halmazra

A masik iranybdl elindulva Erd®sék igazoltak, hogy nem minden halmaz Ramsey. Egyrészt meg-

mutattak, minden Ramsey halmaz véges. Kicsit pontosabban, ennél er®sebb tételt bizonyitottak:

2.8. Tétel (Erd®s és tarsai [17]) Legyen X egy végtelen elemszamu halmaz. Ekkor mindemre
R" kiszinezhet® megszamlalhaté sok szinnel Ggy, hogy mindérhez hasonl6é halmaz legalabb-1

pontot tartalmaz az 6sszes szinosztalybdl.

Tekintsik R"-nek azt a2 szinezését, melynek egyik szinosztalya megegyezik a fenti tétel altal ga-
rantalt szinezés egyik szinosztalyaval. Ebben a szinezésben minde€nel egybevagé halmaz mindkét

szinosztalybdl tartalmaz pontot.

2.9. Kovetkezmény. LegyenX egy végtelen elemszamu halmaz. Ekkor mindenre R" kiszinez-
het® két szinnel Ugy, hogy egyik szinosztaly se tartalmaz2¢rel egybevagd halmazt, azaX nem

Ramsey.
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Erd®sék azt is megmutattak, nem minden véges halmaz Ramsey: a legegyszerfbb ilyen példa az
(1; 1, 2) oldalu elfajulé haromszég.

2.10. Allitas (Erd®s és tarsai [16]) Legyen X egy (1; 1, 2) oldali elfajuld haromszdg. Ekkor
minden n egész esetéiR" kiszinezhet® szinnel Ugy, hogy egyik szinosztaly se tartalmazzot-el
egybevag6 egysziny halmazt, azXz nem Ramsey.

Bizonyitds. Legyenn tetsz®leges egész és egy2 R" pont szine legyen

i k
jxj2 (modulo 4):

Vegyik észre, hogy a szinezés az orig6tol tavolodva egyre vékonyabb gombhéjakat hataroz meg. A

sik ezen4 szinezése a 4. abran lathato.

4, abra. A sik 4 szinezése, mely nem tartalmaz egyszini(1; 1, 2) oldali haromszoget

Egyszer] szdmolassal igazoljuk, hogy a szinezés megfelel®: Indirekt tegyik fel, hogy az egyik szin-
osztaly tartalmaz X -el egybevagé egyszin{ halmazt, azaz valamely pontra ésu egységvektorrax,
X + U ésx u ugyanazt a szint kaptadk. De nicid szerint létezneka,, a,, ag egészek, tovabba egy

0 r< 4egész éd 1, 2, 3< 1szamok, melyre:

jxj2:4a1+ r+ 4 ()
jX uj2 =da+r+ - (2)
X+ u?=dag+r+ 3 €)

2 (@:

2x;u +1=4(ay ay))+ 2 1

@ @

2xu +1=4(az a))+ 3 1

11



Tehét:

0= 2+4(azg+a 2a;)+ 3+ 2 2
ami ellentmondas, hiszena;, a; ésaz egész, illetve0 i < L O

A fenti bizonyitasban de nialt gémbhéjas szinezés altalanositasaval Erd®sék megmutattak, hogy
ha egy kon guracié nem goémbi, azaz pontjai nem egy gémb felszinén helyezkednek el, akkor nem

Ramsey. A témakor egyik legismertebb,1000dollart ér® sejtése szerint ennek forditottja is igaz:

2.1. Sejtés (Graham [33]). Egy véges halmaz pontosan akkor Ramsey, ha pontjai egy gémb felszinén

helyezkednek el.

A kérdés tobb mint 30 éve nyitva all, raadasul egy masik, rivalis sejtés is megjelent. Eszerint a gémbi
halmazoknak csak egy részhalmaza, az ugynevezett tranzitiv halmazok rendelkeznek a Ramsey
tulajdonsaggal. Informdlisan, egy halmazt akkor neveziink tranzitivnak, ha pontjai "ugyanugy

néznek ki". Kicsit pontosabban:

2.4. De nici6 (Tranzitiv halmaz) . Egy X halmaz tranzitiv, ha G szimmetriacsoportjanak hatasa

tranzitiv, azaz mindenx;y 2 X -re létezik g 2 G, melyre gx = .

Egyszer| példa tranzitiv halmazra egy tetsz®leges cslcsl szabalyos sokszdg: Két szomszédos
cslcs esetén példau(360=n) foku forgatas megfelel® izometriat ad a két csiucs kozott. Egy masik
fontos példacsalad a téglak halmaza.

Leader és tarsai azt gyelték meg, hogy az eddig ismert Ramsey halmazok esetén a Ramsey tulajdon-
sag igazolasa soran fontos lépés egy megfelel® tranzitiv halmazba val6 beagyazas. Ezen észrevétel

motivalja az alabbi sejtést:

2.2. Sejtés (Leader, Russell és Walters [46]) Egy halmaz pontosan akkor Ramsey, ha tranzitiv,

vagy tranzitiv halmaz részhalmaza.

Milyen kapcsolatban allnak a tranzitiv és a gdmbi halmazok? Egyszer] meggondolas alapjan minden
tranzitiv halmaz gombi: Legyen X egy véges tranzitiv halmaz és tekintsiik azt a legkisebb sugaru

S gbmbdt, mely tartalmazza X minden pontjat. Konnyen latszik, hogy pontosan egy ilyen S
gomb létezik és az is feltehet®, hog$ origd kdzéppontd. Azt szeretnénk megmutatni, hogy egy
tetsz®legex 2 X pont az S gdmb felszinén helyezkedik el. A sugar valasztasa alapjan &z legalabb
egy pontjara teljesil, legyeny 2 X ilyen. A tranzitiv halmaz de nicidja alapjan létezik olyan g
szimmetria, melyre g x = y fennall. Ebb®I pedig kovetkezik, hogyjxj = r, vagyis x valdban azS
goémb hataran van.

Nehezebb kérdés annak eldontése, hogy létezik-e olyan halmaz, ami gémbi, de nem egészithet® ki
tranzitiv halmazza. Leader és tarsai igenl® valaszt adtak a kérdésre, azaz megmutattak, hogy a
tranzitiv halmazok valédi részhalmazéat alkotjdk a gbémbi halmazoknak. Ez tehat azt jelenti, hogy

a két sejtés valdban kiilénbodzik egymastol.
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3. Ramsey halmazok normalt térben

Egy természetes irany a probléma altalanositasara, ha az Euklideszi metrikat mas metrikaval helyet-
tesitjuk. A tovabbiakban azt vizsgaljuk, miképp lehet normalt terekre jol kiterjeszteni a Ramsey
halmaz fogalmat, illetve, hogy az igy de nialt halmazok milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek.

El®tte azonban tekintsiink néhany fontos fogalmat és de niciot:

3.1. Denici6 (Metrikus tér). Legyen X vektortér, d:X X ! R, kétvaltozés szimmetrikus

fuggvény, melyre az aldbbiak teljesiinek:

d(x;y) =0 pontosan akkor all fenn, hax = vy,
~ dteljesiti a haromszdg egyenl®tlenséget, azaz mindery;z 2 X -re: d(x;y) d(x;z)+ d(z;y).
Ekkor az (X;d) part metrikus térnek nevezzik. HaX véges, akkor véges metrikus térr®l beszéllnk.

Metrikus teret példaul normalt tér segitségével de nialhatunk:

3.2. De nici6 (Normélt tér) . LegyenX vektortér, kik : X ! R, egyvaltozds fuggvény, melyre az

alabbiak teljesilnek:
" kxk =0 pontosan akkor all fenn, hax =0,

minden x 2 X -re és szamrak xk=j j kxk,

k:k teljesiti a haromszdg egyenl®tlenséget, azaz mindryy;z 2 X -re: kx + yk k xk + kyk.

Ekkor az (X; k:k) part normalt térnek nevezzik.

Valéban, minden (X; k:k) normalt tér meghataroz egy (X; d) metrikus teret, ahol d(x;y) = kx yk.

A tovabbiakban az ugynevezett Minkowski normalt terekkel foglalkozunk:

3.3. Denici6  (Minkowski tér) . LegyenC egyn dimenzios origéra kdzéppontosan szimmetrikus

konvex test. Egyx 2 R" pont C altal meghatarozott normaja:
kxkc =min 2 R" jx2 C

Ekkor az (R} k:kc) part Minkowski térnek nevezzik.

Vizsgalatainkat azonban el®sz0r at; normalt terekre szfkitjuk.

3.4. Denicio  (Ij tér). Legyenl p 1 adott. Egy x 2 R" pont normaja:
8
2B

kxjj, = S o
“max jXjjji=1l:::n hap=1

X" hap2[L1)

Ekkor az (R kik;) part Iy térnek nevezziik.
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A de niciobol kozvetlenil leolvashatjuk az I, normak néhany fontos jellemz®jét. Egyrészt minden

p esetén azl, norma permutacio-invarians, azaz minden :f1;:::ng!f 1;:::ng permutaciora
k(xl;:::xn)kp = k(X @;:ix mykp

teljesil. Egy méasik megemlitend® tulajdonsag af, normak monotonitadsa: mindenl p q 1

értékekre tetsz®legeg 2 R" pont esetén
kxk, k xk;:

Az is vildgos, hogyl, éppen az Euklideszi normat hatarozza meg. Ezenkiviil fontos még kilén meg-
emliteni az 1, , illetve az I; normakat: azl; norma, masnéven a maximum norma vagy Csebisev
norma altal meghatarozott egységgémb an dimenzios egységkocka; alz norma, masnéven Man-
hattan norma egységgdmbje pedig ennek dualisa, az Ugynevezett keresztpolitop (azaz a standard
egységvektorok, illetve ellentettjeik konvex burka). Tehat ebben a két esetben az egységgémb nem

szigortan konvex.

l1 2 l1
5. dbra. Az I terek egységkdrep=1, 2 és1 értékre
Azt is konnyf igazolni, hogy ezen két extrémp érték kivételével azaz azl<p< 1 esetekben
viszont szigortan konvex egységgdmbét kapunk. Ezen meg gyelés kulcsfontossagu lesz a Ramsey

tulajdonsag vizsgalata soran, ugyanis szigordan konvex egységgémb esetén lényegesen eltér® az

izometrikus példanyok viselkedése. A f® kilonbséget a kdvetkez® meg gyelés adja:

3.1. Allitas. Legyenl<p< 1 rogzitett és legyenX egy tetsz®leges véges metrikus tér. Ha Xz
halmaz 3 pontja egyenl®séggel teljesiti a hAromszdg egyenl®tlenséget, akkaninden beagyazasaban

ezen3 pont egy egyenesre esik.

Végul megemlitjik az ismert Holder egyeni®tlenség egy fontos kdvetkezményét, ami bizonyos érte-

lemben azl, norméak kozti tavolsagot adja meg:

3.2. Allitas. Legyenl p g 1 adott. Ekkor:

1= 1= .
kxkq kxkp n+=P qukq.
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3.1. I, Ramsey halmazok

Kérdés, hogy miképp lehet a Ramsey halmaz fogalmat kiterjeszteni. Még az Euklideszi esetben
egyszin{ egybevagé példanyokat kerestiink, metrikus tér esetében izometrikus példanyok létezését

vizsgalhatjuk, ami alatt a kdvetkez®t értjik:

3.5. De nici6  (Izometrikus halmazpar). Azt mondjuk, hogy két metrikus tér izometrikus, ha pont-

jaik kozt létezik tavolsagtartd bijekcid.

Vegyiik észre, hogy ad, normacsalad struktdrajanak kdszénhet®en szinte valtoztatas nélkul hasz-

nalhatjuk az eredeti de niciot:

3.6. Denici6 (I, Ramsey halmaz) Legyenl p 1 rogzitett. Azt mondjuk, hogy egyX
metrikus tér [, Ramsey, ha mindenr 1 egészre létezikng = no(X;r), hogy n Nno esetén

(R% 1p) tetsz®leges szinezéseben talalhatX -el izometrikus egyszin{ halmaz.

Analég modon de nialhatjuk az exponencialisanl, Ramsey és ad, szuper-Ramsey halmaz fo-
galmét is. Az eddig targyalt Ramsey halmazok azl, Ramsey halmazoknak felelnek meg, igy az
egyértelmység kedvéért a tovdbbiakbar, Ramsey halmaznak nevezzilk ®ket. Tovabba fontos meg-
jegyezni, hogy azr = 1 eset egybeesik azzal a kérdéssel, hogy az adott normalt térnek létezik-e
X -el izometrikus részhalmaza, azaz, hogX beagyazhaté-e az adott normalt térbe. Azl, Ramsey

ey

beagyazhatd halmazok kérében dolgozunk.

3.1.1. Peldak |, Ramsey halmazra

Az els® otletl, Ramsey halmaz keresésére, hogy megvizsgaljuk, az Euklideszi esetben bemutatott
tételek bizonyitasai miként emelhet®ek at, terekbe. Ahogy latni fogjuk, a legtébb bizonyitas apré

modositasok segitségével egyszerfen altalanosithaté.

Vizsgalatainkat a két pontd metrikus terekkel kezdjuk: Egyszer] meg gyelés, hogy a 2.6. tételben
bemutatott konstrukcié a permutacié-invarians normakra, igy az I, normakra is megfelel®, tehat

tetsz®legeyp esetén minden2 pontl metrikus tér exponencialisanl, Ramsey:

3.3. Allitas. Legyen| egy tetsz®leges két elemy halmaz. Ekkor mindén p 1 esetén létezik
¢ > 1 konstans, hogy:
(Ig: = (RY kk,) c"

lgaz, azlg terek kromatikus szamanak aszimptotikus viselkedésének vizsgalata a mai napig nagy
gyelemben részesilil, a pontos érték egyedil alz esetében ismert: Egyszer] meggondolas mutatja,
hogy mindenn-re (R} I, ) =2" teljesul. A legjobb fels® korlatot Euklideszi esetben Larman és

Rogers [45], illetve t®Iik fuggetlenil Prosanov [55] mutatta, a Minkowski terekre vonatkozé fels®
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korlat pedig Kupavskiitol [43] szarmazik. Tovabba Raigorodskii [57,58] ad; ésl, normak esetében

javitott Frankl és Wilson konstrukcidjan. igy az ismert korlatok:
(RY 1y )=2"
1:239+0(1) " (R 1) 3+o0(1) "
1:365+0(1) " (R* 1)  4+o(1) "
12+01) " (R*1,) 4+o() "aholl p 1

A kovetkez® kérdés, hogy mi a helyzet a haromszdgekkel. Kezdjiik néhany specidlis esettel: Azt

mondjuk, hogy az (f x1; X»; x3g; d) harom pontd metrikus tér
hegyesszogf haromszoly-ben, hakxy  xok? + kxa  x3k? > kx;  x3k?
derékszogf haromszody-ben, hakxy  xokP + kxz  x3k? = kxg  x3k?

Ezen hdromszégek Ramsey tulajdonsagat Sagdeev vizsgalta és exponencialis alsé korlatot mutatott

kromatikus szamukra:

3.4. Tétel (Sagdeev [66]) Legyenl p 1 rogzitett. Ekkor minden |,-ben hegyesszogy ds-ben

derékszogf haromszog exponencidlisdp Ramsey.

Egy kés®bbi meg gyelés miatt fontos megjegyezni, hogy Sagdeev a fentinél kicsivel er®sebb alli-
tast bizonyitott, miszerint minden |,-ben hegyesszdg ék-ben derékszégf haromszog, szuper-

Ramsey.

Mit mondhatunk egy altalanos haromszogr®I? Megmutatjuk, hogy Frankl és Rodl 2.5. tétele alta-
lanosithato |, terekre. Az Euklideszi bizonyitasban fontos szerepet jatszott a 2.4. Szorzas tétel, igy

el®szor de nialjuk két halmazl, szorzatat.

3.7. Denicio. LegyenX =(X; dx) eésY =(Y; dy) metrikus tér. Ekkor X ésY I|,-szorzata az

(X Y;d) metrikus tér, ahol minden x1, x; 2 X -re ésys, y2 2 Y-ra

q
d (X1;y1); (X2;¥2) = P df (Xa;%2) + df (y1;¥2):

Vegylk észre, hogy a 2.4. Szorzéas tétel az Euklideszi norma tulajdonsagai kozil kizarélag a per-

mutacio-invarianciat hasznalta ki, igy a bizonyitas valtoztatas nélkiil megfelel®:

3.5. Tétel. Legyenl p 1 rogzitett és legyen(X;dx ) és(Y;dy) |, Ramsey halmaz. EkkorX

ésY l,-szorzata isl, Ramsey.

Az Euklideszi esettel ellentétben normalt térben azonban két halmaz szorzata nem rendelkezik
igazan szép geometriai jelentéssel, igy kevésbé tdmaszkodhatunk erre. Emiatt a haromszégek
I, Ramsey tulajdonsaganak igazolasakor a fenti, szorzas tétel hasznalata helyett a részleteket is
kiirjuk.

16



3.6. Tétel. Tetsz®leged p 1 esetén minden (nem elfajuld) haromszod, Ramsey.

Bizonyitas. (Vazlat)
Legyen p rogzitett. Az Euklideszi esethez hasonléan egy nagyon lapos haromszégb®I! induljunk

ki: Frankl és Rodl bizonyitasat kovetve igazolhatd, hogy tetsz®leges 2 egészre a’ 2t, = 2t és
R 2»*1(t 1) +2 oldald haromszogekl, Ramsey halmazok. At értékét novelve a két rovidebb
oldal hosszanak 0sszege tart a harmadik oldal hosszahoz, azaz megfelel®en rtagjlasztasa mel-

lett tetsz®legesen lapos haromszdget allithatunk el®. Azt is meg gyelhetjik, hogy az Euklideszi
esethez hasonl6an adott haromszog esetén elegend® egy megfelel® oldalaranyd monokromatikus ha-
romszdg létezését igazolni. A pontossag kedvéért azonban a nagyitashoz sziikségssorzotényez®t

is kiirjuk. A kovetkez® két lépésben az 2.4. Szorzas tételhez hasonléan jarunk el: e&yﬁ, Q’Z,

P 2p*1(t 1)+ 2 oldalarany haromszog két, illetve a 2. 1épésben tovabbi 1 csticsanak koordinatait
egészitjuk ki ugy, hogy a keresett haromszoggel izometrikus egyszinf haromszdget kapjunk. Legye-
nek N1, N, ésN3 egészek, melyek értékeit kés®bb hatarozzuk meg. Tekintsiik az= N1+ N, + N3

dimenziés pontok kdzll azokat, melyek a kdvetkez® alakiak:

az els@; koordinata (2t 1) helyet leszamitva0, a maradék helyeker', 2";:::t", (t 1)";:::",

ebben a sorrendben, ahot > 0,
a kovetkez®N, koordinata kozil 1 értéke nemO, a maradék koordinata pedig egy szam,
az utols6 N3 koordinata kozil pedig 1 értéke nemO, a maradék koordinata pedig egy szam.

Az n dimenzios térr szinezése meghatarozza gN;] halmaz (2t 1) elemY részhalmazainak
rN2Ns  szinezését. igyN; értékét N; = R 2t+1; 2t 1; rN2 Ns _nek valasztva lesz(2t +1) elem(
részhalmaza, melynek minden(2t 1) elemq részhalmaza azonos szinf. Az eld®, koordinata
szineit tekintsuk régzitettnek. Hasonléan, azN, + N3-dimenziés térr szinezése meghatarozza az
[N2] halmaz elemeinek N2  szinezését. igN, = R(2; 1; rNs) = rNs+1 esetén lesz olyan két elemf
részhalmaz, melynek elemei azonos szinfek. Végul ugyanezen meggondolas alapjan valas$tak
értékét R(2; 1; r) = r+1-nek. Az n valasztasa alapjan kivalaszthatunk egyszinfA, B, C pontokat,
melyek a kovetkez® alakuak:

AN AR S S S S S RS A O F A O A O A O S

B= O 2vino3riioittoo (b 1)Moioioi3trir2tiiitiio OnnnoniOiononinooirnonnn Onn

C= 002ttt (0 L)roooor 3t 2ty rionin 0o onniOoorooo:
Megfelel®en valasztvd, , ést értékét tetsz®leges oldalhosszu haromszdget allithatunk el® a fenti
modon, igy valoban minden haromszéd, Ramsey. O

Egy apré észrevétel, hogy az; norma esetén a fenti allitas némileg egyszerysithet®: a 2.5. Frankl-
RodI tétel bizonyitasanak els® lépésében igyesen megkonstrualt lapos haromszdget helyett egysze-

rflen kiindulhatunk egy elfajuldé haromszogb®l: Legyen(X;d) metrikus tér, ahol X = fx1;X2;X30
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éskxy Xok; = kxo  xsk; = ", kx1  Xgk, =2". Sagdeev 3.4. tétele alapjarX | -szuper-Ramsey,

hiszenX derékszdgy haromszdd;-ben. S®t, egy kicsit er®sebb allitast is megfogalmazhatunk:
3.7. Allitas. Minden haromszég exponencidlisa; Ramsey.

Bizonyitas. A [44] cikk szerz®i meg gyelték, hogy Frankl és Rodl bizonyitasabdl kiolvashaté a
2.7. allitas |, normakra tortén® altalanositasa, azad, szuper-Ramsey halmazoK, szorzata is
rendelkezik azl, szuper Ramsey tulajdonsaggal. igy elegend® azt meggondolni, hogy minden
haromszog el®all; szuper-Ramsey halmazok szorzataként: egyrészt a 3.3. allitds szerint minden
két pontl halmaz |; szuper-Ramsey, masrészt a 3.4. tétel szerim{-ben minden elfajulé haromszog
I; szuper-Ramsey. Tehéat a 3.6. tételben leirt konstrukcié alapjan valéban minden haromszdg el®all

két I; szuper-Ramsey halmaz szorzataként. O

Eddig tehat azt lattuk, hogy az I, Ramsey halmazok bizonyitasaban leirtak (apré6 moédositasokkal)
azl, Ramsey tulajdonsag igazolasahoz is megfelel®ek. Most ismert beagyazasi tételek segitsege-
vel az eddigieknél er®sebb allitAst mutatunk. Az oGtlet a kdvetkez®: Tekintsiink egy tetsz®leges
I, Ramsey halmazt. A 2.3. de Bruijn-Erd®s tétel alapjan minderr szinszamra meghatarozhatunk
egy véges tanthalmazt, azaz egy olyan véges halmazt, melyre teljesil, hog} mindenr szinezé-
sében van vele egybevago egyszin{ halmaz. Tehat hz Ramsey tulajdonséag igazolasahoz elegend®
megmutatni, hogy a tanihalmazok izometrikusan beagyazhatéak egy veges dimenzidészarliérbe.

Roviden dsszefoglaljuk a legfontosabb beagyazasi tételeket:
Beagyazasi tételek

El®szor is de nialjuk, hogy egy véges metrikus tér mikorl, beagyazhato:

3.8. Denici6. Legyen(X;d) és(X ¢ d% metrikus tér. Azt mondjuk, hogy (X;d) (izometrikusan)
beagyazhat6 azX ¢ d° térbe, ha létezik egy fiiggvény, hogy minderx, y 2 X pontra:

dx;y)=d (x); (y):

Specialiasan, az(X; d) metrikus teretl, beagyazhatonak nevezink, ha létezik olyam, melyre (X; d)

bedgyazhat6 aZR"™ 1) térbe.

Milyen 1, beéagyazhat6 példakat ismertink? A témakor egyik legismertebb tétele az ugynevezett
Fréchet féle beagyazasi tétel, ami azt mondja ki, hogy minden véges metrikus tér beagyazhaté egy

korlatos dimenziészamul, térbe:

3.8. Allitas  (Fréchet beagyazas (latsd példaul [49])) Tetsz®leges ponti metrikus tér beagyazhatd

azl] térbe.

Bizonyitas. Legyen(X = Xj;Xp; :::Xn ; d) egy tetsz®leges véges metrikus tér. Tekintsik azt az

f X ! I} flggvényt, mely minden x 2 X ponthoz hozzarendel egyn hosszu vektort, melynek
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i: koordinataja az x ésx; pontok d(x; x;) tavolsagaval egyezik meg. Megmutatjuk, hogyf egy
izometrikus beagyazasat adjaxX -nek azl] térbe.

Egyreszt mindenx;, x; 2 X-re kf (x;) f(xj)k;  d(x;;%;), hiszen:
Kf(xi)  f(xj)k, =m§Xjfk(Xi) f(x)i J i) filx)i = d(xi; x;):
Masrészt a haromszog egyenl®tlenségb®l adédéan mindemdexre:
Fi(xi) - fe(xp)i = jd(xi; k) d(xi; xj)j  d(xi; xj):

Ezzel pedig az llitast belattuk. O

Megjegyezziik, hogy a fenti allitas némileg er®sithet®: mindem 4 pontl véges metrikus tér mar

m=n 2 esetén is beagyazhatd alf" térbe (Wolfe [74]).

Mit mondhatunk a t6bbi |, norma esetében? Trivialisan minden3 vagy kevesebb pontd metrikus
tér I, beagyazhato, hiszen minderl p 1 esetén beagyazhatd atﬁ sikba. Azonban a4 pontu

halmazokra ez mar nem teljesil: 1étezik olyard pontl metrikus tér, ami semelyik 1<p < 1 esetén
sem |, beagyazhatd. A kiovetkez® tétel ad, beéagyazhaté halmazok kdzt ismert legfontosabb

kapcsolatokat irja le:

3.9. Tétel (latsd példaul [14], 34. oldal) Legyen(X;d) egyn pontd metrikus tér. Ekkor
1. (X;d) Iy beagyazhato.
2. Ha (X;d) |, beagyazhato, akkot, beagyazhat6 is minderl p 1 esetén.

3. Ha (X;d) |, beagyazhato valamelyt p 2 értékre, akkorl; beagyazhato is.

I, bedgyazhat6sag I, beagyazhatdsag
2<p<1

I, bedgyazhatdsag

|, beagyazhatosag |, bedgyazhat6sag
l<p< 2

6. abra. Az I, beagyazhatdsagok kozt Iév® kapcsolatok kilonboz® értékekre
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A kovetkez® kérdés, hogy egy adott, beagyazhaté halmaz mennyire kicsi dimenziészamu térbe
agyazhat6 be. Jeldliemy(n) azt a legkisebbm egészt, melyre teljesiil, hogy egy tetsz®legas
pontu I, beagyazhaté metrikus tér beagyazhaté a2y térbe. Wolfe emlitett tétele alapjan tehat
my (n) n 2teljesil. Egyszer] meggondolas alapjam,(n) = n 1, a tdbbi I, térben azonban

mar kevésbé trividlis a helyzet. Witsenhausen [73] alz normaban adott fels® korlatot. Megmutatta,

hogy:
n

2 :
Tételét kés®bb Fichet, illetve t®le fliggetlenll Ball tetsz®legdg normékra altalanositotta:

my(n)

3.10. Tétel (Fichet [31], Ball [4]). Legyen (X;d) egy tetsz®legen elem véges metrikus tér, és
1 p 1 rogzitett. Ha (X;d) beagyazhato a2y térbe, akkor beagyazhato at[,”o térbe is, ahol

n

m® ¥, azaz:

mp(n) 2 :
Az alabbi allitas az emlitett beagyazasi tételek néhany fontos kdvetkezményeit tartalmazza:
3.11. Kovetkezmény. Legyenl p 1 rogzitett. Ekkor

1. Minden |, Ramsey halmazl, Ramsey is.

2. Minden |, szuper-Ramsey halma#, szuper-Ramsey is.

3. Minden nemelfajul6 haromszdg exponencialisaf, Ramsey.

Bizonyitas. Az 1. allitds azonnal adddik a 3.9. beagyazasi tételb®l. A 2. allitashoz csupan azt
kell felhasznalni, hogy egyl, szuper-Ramsey halmazhoz tartoz{T;d) tanuhalmaz legfeljebb c"
nagysagu valamelyc konstansra. A 3.9. beagyazasi tétel alapjan(T;d) beagyazhato azlj' térbe,
ahol m %, tehat példaul a c® := ¢ konstanssal teljesiti azl, szuper-Ramsey feltételeket is.
Ebb®I pedig régton adédik a 3. allitas is, hiszen minden haromszég beagyazhat6 az Euklideszi sikba

és ismert, hogy minden nemelfajul6 haromszdtp szuper-Ramsey. O

A 3.9. beédgyazési tételb®l is latszik, hogy a maximum norma igencsak specialis helyzetben van.
Eddig azt lattuk, hogy minden |, Ramsey halmaz egyberl, Ramsey is. Nemrég Kupavskii és

Sagdeev ennél [ényegesen tdbbet bizonyitott:

3.12. Tétel (Kupavskii-Sagdeev [44]) Minden véges metrikus tér exponencidlisal; Ramsey,

azaz egy tetsz®legéX; |1 ) véges metrikus tér esetén létezik > 1 konstans, hogy:
(7 ;X)) ™

Kés®bb Frankl, Kupavskii és Sagdeev [28] tovabb vizsgalta d2 Ramsey tulajdonsagot, és bizo-

nyos metrikus tér esetén a kromatikus szamuk pontos értékét is sikeriilt meghatarozniuk.
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3.1.2. Negativ eredmények

A kovetkez® kérdés, hogy milyen halmazok nem rendelkeznek & Ramsey tulajdonsaggal. Er-
d®sék 2.8. tétele szerint egy végtelen halmaz nem lehet Ramsey. Egy érdekes meg gyelés, hogy
bizonyitasuk minden szigorian konvex egységgombbel rendelkez® norma esetén megfelel®, tehat

l<p< 1 esetekben végtelen halmaz nem lehet Ramsey:

3.13. Allitds. Legyenl < p < 1 rdgzitett és legyenX egy végtelen elemszami halmaz. Ekkor
minden n-re (R% I,) kiszinezhet® megszamlalhaté sok szinnel Ggy, hogy mindérel izometrikus

halmaz legalabll-1 pontot tartalmaz az dsszes szinosztalybol.

Az |, Ramsey tulajdonsagot azonban okkal nem szfkitettiik le a véges metrikus terek osztalyara:
Nemrég ugyanis Frankl, Kupavskii és Sagdeev [28] végtelen elemszartili Ramsey halmazt mu-
tattak.

A véges halmazok kozil egyediul az Euklideszi értelemben nem gémbi halmazokrdl ismert, hogy
neml, Ramsey halmazok. Kérdés, hogy ezen tétel altalanosithatd-e dg normakra. Tekintsuk az

egyik legegyszerfbb nem gombi halmazt, ak-ben (1; 1, 2) oldali haromszdget, azaz az
X = Xp;X2;X3) kxg x2kp = kxs x3kp =1; kxq x3kp =2

metrikus teret. Kupavskii és Sagdeev 3.12. tétele szerint minden véges metrikus tér exponenciali-
sanl; Ramsey, Sagdeev 3.4.tétele alapjan pedig minden derékszdgy haromsz6g exponencidlisan
I, Ramsey. Mivel X derékszdgf haromszdods-ben, igy a fentiek alapjan X exponencialisanl; és

I; Ramsey. Az1< p < 1 esetben azonban mas a helyzet, a kiildbnbséget az adja, hogy ezen
feltétel mellett az egységgdmb szigorGan konvex. Ezt kihasznalva Erd®sék bizonyitasat kovetve

megmutatjuk, 1<p< 1 feltétel mellett X nem exponencialisani, Ramsey.

3.14. Allitas. Legyenl<p< 1 rogzitett és legyenX egyl,-ben(1; 1, 2) oldali haromszdg. Ekkor

X nem exponenciélisanl, Ramsey.

Bizonyitas. Legyenl<p < 1 rogzitett ésX legyenl,-ben (1; 1, 2) oldald haromszog. Megmutat-
juk, minden n egész esetéR" kiszinezhet®d(n) szinnel gy, hogy egyik szinosztaly se tartalmazzon

X -el izometrikus halmazt, ahol d(n) csak linearisan n® a dimenziészamban. Fontos meg gyelés,
hogy azx;, X, ésx3 pontok egyenl®séggel teljesitik a haromszogegyenl®tlenséget, igy a 3.1. allitas

alapjan X minden beagyazédséban a pontjai egy egyenesre esnek. Azt is kdnny{ latni, hogy minden

beagyazasbanx, éppen azX;X3 szakasz felez®pontja, azaX minden beagyazasban felirhatdx,
X+ U, X u alakban, aholkuk, =1 egységvektor.

El®szor tegylk fel, hogy2 p< 1. A 3.2. allitds alapjan:

kxk, k xk, n'7? 1Pk
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Legyend = d(n) = n'"2 1°F  tehat a fenti alapjan 1 k uk, d. Tekintsik azt a szinezést,

melyben egyx 2 R" pont szine:

ik
kxk? modulo (20 +2):

Erd®sék bizonyitdsahoz hasonléan igazoljuk, hogy a szinezés megfelel®: Tekintsink gy + u,
X u alaku (1; 1, 2) hdromszdget és indirekt tegyuk fel, hogyx, x + u ésx u ugyanazt a szint
kaptak. De nicié szerint ekkor léteznek a;, a,, a3 egészek, egP) r<d?+2 egész é9 1, 2,

3 < 1 szamok, melyre:

kxko=(2d?+2) ap+r+ ; 4)
kx uk;=(Qd?+2) ap+r+ (5)
kx + UK; = (2d?+2) ag+r+ 3 (6)

6 @:

2xu +kuks=(Q2d2+2) (ap a)+ 2 1

© @

2x;u +kuks=(2d2+2) (as a)+ 3 1

Tehat:
0= 2kuk;+(2d*+2) (az+ay 2a)+ 3+ 2 23

ami ellentmondas, hiszen 2 2kuk§ 202, a1, ap, a3 egészek é9 | < 1.

Masodszor legyenl <p 2. A 3.2. allitas alapjan:
kxk, k xk, n'P 17kxk,, azaz
1=2 1= .
n Pkxk, k xk, k xk;:
Legyend= n'*P 172 egyx 2 R" pont szine pedig legyen

(dkxk,)? modulo (202 +2):

Az el®z® esetekhez hasonldan ellen®rizhet®, hogy a szinezés nem tartaknakizometrikus egyszin|
halmazt. A szinek szdma mindkét esetben csak linearisan n® a dimenziészam szerint, ezzel tehéat

az allitast belattuk. O

A fentinél er®sebb allitas lenne, hogyX nem |, Ramsey valamelyp értékre. Ehhez olyan konst-
rukciora lenne szilkség, amely konstans szamu szint hasznal, egyel®re azonban az Euklideszi eseten
kivil nem ismert ilyen szinezés. Masrészt, ha olyap értéket talalnank, melyre X |, Ramsey,
akkor ez azt igazolna, hogy az exponencialisal, Ramsey halmazok valodi részhalmazat képzik az

I, Ramsey halmazok csaladjanak.
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3.2. Er®sen Ramsey halmazok

Térjunk at a Minkowski terek vizsgalatara. Az |, normakkal szemben tetsz®leges Minkowski térre
nézve nem teljesen egyértelmy, hogy lehet j6l altalanositani a Ramsey halmaz fogalméat. Egy

lehetséges meghatarozas a kévetkez®:

3.9. Denici6 (Er®sen Ramsey halmaz) Egy X metrikus térre azt mondjuk, hogy er®sen Ram-
sey, ha barmelyr 1 egész esetén létezik egyy egész, hogy mindem  ng dimenziészam és
C R" szimmetrikus konvex test altal meghatarozott Minkowski tér eseté(R" k:k.) minden

r szinezésében vaX -el izometrikus egyszinf halmaz.

Kérdés, hogy milyen halmazok teljesitik a fenti feltételeket, milyen tulajdonsagaik vannak az er®sen

Ramsey halmazoknak.

Az eddigiekhez hasonléan a2 pontll metrikus terek Ramsey tulajdonsaganak igazolasahoz elég
belatni, hogy minden r 1 szamra létezik olyan n dimenziészam, hogy mindenn dimenziés
Minkowski tér tartalmaz (r+1) cslcsu szabalyos szimplexet. Meglep® mddon mar ennek az egyszerf

allitdsnak is kifejezetten nehéz a bizonyitasa, bemutatdsa némi el®késziletet igényel.

Maximalis elemszamu szabalyos szimplex

Legyen X normalt tér és jeldlje e(X ) az X -ben talalhatdé paronként egységtavolsagra lIév® pontok
maximalis szamét. Euklideszi esetben ismert, hoge(R") = n + 1, azonban tetsz®legeX normalt
tér eseténe(X) meghatarozasa meglehet®sen nehéz feladatnak bizonyul, a tovabbiakban réviden
Osszefoglaljuk aze(X ) értékékr®l ismert eredményeket. Sikban ismert, hog@ e(X) 4, ése(X)
pontosan akkor 4, haX egységgdmbje paralelogramma (Petty [54]). Nyitott kérdés, hogy igaz-e a

fenti alsé korlat magasabb dimenziés altaldnositasa:
3.1. Sejtés. Egy n dimenziés X normalt tér eseténe(X) n+1.

A sejtést tobb specidlis esetben igazoltak. Egy egyszer] meg gyelés, hogy egy permutacioé-invarians
normalt tér esetén azn standard egységvektor paronként egyenl® tavolsagra vannak egymastol,
igy e(X) n. S®t, kis meggondolas alapjan az egységvektorok kiegészithet®ek+ 1) pontu
szabdlyos szimplexé (Kobos [39]), aza&(X) n+1 is teljestl. Egy masik fontos speciélis osztalyt
a "kodzel-Euklideszi" normalt terek alkotjak. A pontos megfogalmazashoz sziikségiink lesz az alabbi

fogalomra:

3.10. De nici6  (Banach-Mazur tavolsag). LegyenK, L  R" szimmetrikus konvex test.K ésL
testek d(K; L) Banach-Mazur tadvolsdganak azt a legkisebb pozitiv szamot hivjuk, melyre létezik

olyanT : R" ! R" lineéris transzformacid, hogy

T(K) L T(K):
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A kovetkez® allitds a Banach-Mazur tavolsag legfontosabb tulajdonsagait foglalja 6ssze:
3.15. Allitas. LegyenK, L ésM R" szimmetrikus konvex test. Ekkor:
®dKL) 1,
d(K;L) =1 pontosan akkor teljesiil, haK ésL egymas a n képei,
T d(KiL) = d(L;K),
T d(K;M ) d(M;L) d(L;K).

Tehat d(:;:) azn dimenziés szimmetrikus konvex testek a n ekvivalenciaosztalyain multiplikativ

metrikat hataroz meg, azaz logaritmusa egy metrika.

Ennek segitségével de nialhatjuk két normalt tér tavolsagét is: LegyenX ésY n dimenzids normalt
tér. Ekkor d(X;Y ) az X ésY egységgdmbjeinek Banach-Mazur tavolsagat jeldli. Ezzel ekvivalens

a kovetkez® de nicio:
d(X;Y):=inf kTk kT k; ahol T : X ! Y lineéris, invertalhat6 leképezés

John [29] nevezetes ellipszoidokrél szol6 tétele azt mondja, hogy egy tetsz®legeslimenzids origéra

szimmetrikus konvex C test esetén létezik olyanE ellipszoid, melyre:

E C P nC:
Ez tehat azt jelenti, hogy egyn dimenziés Minkowski tér és az Euklideszi tér tavolsaga legfeljebb
P n, amib®I pedig kovetkezik, hogy kétn dimenziés Minkowski tér Banach-Mazur tavolsaga max-
imum n lehet. Néhény specialis esetben ennél jobb korlatot is adhatunk, példaul a 3.2. allitast a

kovetkez®képp fogalmazhatjuk at:

3.16. Allitas. Legyenp és q rogzitett, n tetsz®leges. Hd p q 2,vagy2 p q 1 ,
akkor:

d(lp; 15) = P =

Visszatérve a paronként egységtavolsagra lév® pontok maximalis szamara, a kozel-Euklideszi terek

e(X) értékére Brass, illetve t®le fliggetlentl Dekster adott alsd korlatot:

3.17. Tétel (Brass [5], Dekster [13]) Legyen X egy tetsz®leges dimenziés normalt tér, melyre

d(X; 15) 1+1=n. Ekkor barmely n pontl szabalyos szimplex kiegészithe{(®+ 1) pontuva, igy:
e(X) n+1:

A tétel segitségével az altalanos esetben is viszonylag j6 alsé korlatot kapurgX ) értékére, hiszen
ismert, hogy egy megfelel®en magas dimenzié esetén tetsz®leges Minkowski tér tartalmaz egy kozel-

Euklideszi alteret. Pontosabban:
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3.18. Tétel (Dvoretzky [15]). Létezik c > 0 konstans, hogy minderi' > O-ra ésn exp cm" 2 -ra

egyn dimenziés Minkowski térnek létezik olyarm-dimenziés Y altere, melyre:
diy; ) 1+™

Az " értékét 1=(m + 1) -nek vélasztva az el®z® két tételt Osszevetve adodik, hogy tetsz®leges

Minkowski tér esetén létezikc > 0 konstans, hogy

e(X) ce log(n):

Ezen a korlaton javitott Swanepoel és Villa. Bizonyitasuk f® 6tlete, hogy a Dvoretzky tétel egy

altalanositasat, Alon és Milman tételét alkalmaztak:

3.19. Tétel (Alon-Milman [1]) . LegyenX egy tetsz®leges dimenziés normalt tér. Minden "> 0
esetén létezikc 2 (0;1) konstans, hogyX -nek létezik egym  exp cIO logn dimenziésY altere,

melyre:
vagyd(Y; ) 1+",
vagyd(Y; I3 ) 1+ " teljesul.

Swanepoel-Villa megmutattak, hogyd(X; |1 ) 3=2 eseténe(X) n+ 1 teljesil, ezzel igazolva

tételiket:

3.20. Tétel (Swanepoel-Villa [70]) Legyen X egy tetsz®leges normalt tér. Ekkor létezik > 0
konstans, hogy:

e(X) exp cp logn :

Tehat ng = exp (c In(2r +1))? valasztasa mellett mindenn  ng esetén(R? kik.) tartalmaz

(r +1) cslcsu szabalyos szimplexet. igy valdban minden két ponti halmaz er®sen Ramsey.

A kovetkez® felmerul® kérdés, hogy a 2.5. Frankl-R&dl tétel altalanosithato-e, azaz igaz-e, hogy
minden haromszdg er®sen Ramsey. Az el®z® esethez hasonléan mimdszinszamhoz létezik egy
n dimenzidészam, hogy azn dimenziés tér tartalmaz (2r + 1) pontd szimplexet, igy a szabalyos
haromszogek (vagy altalanosabban a szabalyos szimplexek) er®sen Ramsey halmazok.

Azonban tovabbra is nyitva all a kérdés, hogy minden haromszdg er®sen-Ramsey-e. A Frankl-Rodl
tétel alapjan adott haromsz6ghdz minden szinszam esetén meghatarozhatunk egy véges tanthal-
mazt. Ha ezek beagyazhatéak minden kell®en magas dimenziés Minkowski térbe, (példaul a 3.18.

Dvoretzky-tétel altal biztositott kozel-Euklideszi alterébe), akkor a valasz igenl®.

Milyen halmazokrdl tudjuk, hogy nem rendelkeznek az er®s Ramsey tulajdonsaggal? De nicio alap-
jan, ha X nem agyazhaté be valamelyik Minkowski térbe, akkor nem lehet er®sen Ramsey. Masrészt,
ha X beagyazhat6 az Euklideszi térbe, és nem Ramsey, akkor er®sen sem Ramsey. Egyel®re tehéat

az ismert, hogy az Euklideszi értelemben nem gémbi halmazok nem er®sen Ramsey halmazok.
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3.3. Osszefoglalas

A Ramsey halmaz fogalmat az 1970-es években vezették be Erd®sék. Cikksorozatuk megjelenést ko-
vet®en sok Uj eredmény szilletett a témaban, igy ma sok példa ismert Ramsey halmazra. Masrészt,
az is ismert, hogy nem minden halmaz rendelkezik a Ramsey tulajdonsaggal: Erd®sék megmutattak,
hogy végtelen halmaz nem lehet Ramsey, illetve, hogy a nem gombi halmazok sem rendelkeznek a
Ramsey tulajdonsaggal. Azonban a Ramsey halmazok karakterizaldsa maig nyitott kérdés, s®t két

rivalis sejtés is megjelent a problémaval kapcsolatban.

A Ramsey halmaz fogalmat nagyon természetes modon kiterjeszthetjlik, terekre, megis csak keves
eredmény sziletett ezzel az 4ltaldnositassal kapcsolatban. A helyzet egyedill a maximum norma
esetén tisztazott: nemrég Kupavskii és Sagdeev megmutattak, hogy minden véges metrikus tér
exponencialisanl; Ramsey. A dolgozatban a t6bbil, normat vizsgaltuk: Egyrészt meg gyeltiik,
hogy a Ramsey tulajdonsag igazolasakor altaldban az Euklideszi normanak egyedul a permutacio-
invarians tulajdonsagat kell felhasznalni, igy az ismert tételek apré moédositasok segitségévil
terekre is altalanosithatéak. Kés®bb ismert beagyazasi tételek kdvetkezményeként azt is lattuk,
hogy ezen meg gyeléseket tovabb er®sithetjik. Adottr szinszam éd, Ramsey halmaz esetén a
de Bruijn-Erd®s tétel alapjan meghatarozhatunk egy véges tanthalmazt. Ezt a tanihalmazt pedig
beagyazhatjuk egy (esetleg magasabb dimenziok) térbe, ami azt igazolja, hogy mindenl, Ramsey
halmaz egybenl, Ramsey is (tetsz®leged p 1 értékre).

A masik irAnybdl elindulva azt vettik észre, hogy a negativ eredmények bizonyitasaban altalaban
felhasznaljuk az egységgdmb szigori konvexitasat, igy ezen tételeket legfeliebia p < 1 esetére
altalanosithatjuk. Ebb®I is latszik, hogy azl, ésl; helyzete igencsak elkilonil a tobbil, norma-
tol. A f® kildnbséget valoszinfleg a nem szigortan konvex egységgémb adja. Erdekes, és eddig
csak keveset vizsgalt kérdés, hogy & Ramsey halmazokon tal milyen halmazok rendelkeznek az
I; Ramsey tulajdonsaggal: Egyel®re nem ismert neh Ramsey halmaz, tehat az is lehetséges,

hogy a maximum normahoz hasonl6éan minden véges metrikus td; Ramsey.

Veégul kitértiink a Minkowski terekre és bevezettik az er®sen Ramsey halmaz fogalmét. Ismert téte-
lek segitségével megmutattuk, hogy minden szabdlyos szimplex er®sen Ramsey. Azonban az er®sen
Ramsey halmazok tovabbi tulajdonsagainak vizsgalata soran komolyabb nehézségekbe Uitkoztiink,
mar a haromszogek er®sen Ramsey tulajdonsdganak igazoladsa is meglehet®sen nehéz feladatnak

bizonyult.
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4. Aszimmetrikus Ramsey problémak

Az eddig targyalt kérdéseket szamtalan kiilonbéz® mdédon altalanosithatjuk. Egy érdekes problé-
makor az ugynevezett aszimmetrikus Ramsey parokat vizsgalja, melynek fogalmét szintén Erd®sék
vezették be cikksorozatuk Il. részében [17]. Ebben a valtozatban a sik, vagy egy magasabb, de
rogzitett dimenziészamu tér pontjait szinezzik két szinnel hagyomanyosan pirosra és kékre és
a két szinosztalyban kilonbdz® kon guracidkat keresiink. Egy tipikus kérdés a kévetkez®: Ha a
sik egy piros-kék szinezésében megtiltunk egy adot ; kon guréciét a piros szinosztalyban, mi-
lyen K, kon guraciok lesznek elkeriilhetetlenek a kék szinosztalyban? H#; ésK teljesiti ezen
feltételeket, azt mondjuk K, ésK, pontkon guraciok aszimmetrikus Ramsey part alkotnak és ezt

R?! (Kq; Ky)-el jeloljiik, ellenkez® esetben pedig aR? 6! (K 1; K») jelélést hasznaljuk.

Erd®sék tobbek kozott azt a specidlis esetet vizsgaltak, amikor az egyik kon guraciét az egység-
tavolsagu pontparnak rogzitjik, amit ezental P;-el jelélink. A tovabbiakban mi is ezt az esetet

tekintjik, igy érdemes bevezetni a kévetkez® fogalmat:

4.1. Denici6. A sik egy piros-kék szinezését nevezzik megengedettnek, ha a piros szinosztaly
nem tartalmaz egységtavolsagu pontpart. Tovabba a sik elgyszinosztalybdl allé szinezését hivjuk
megfelel®k szinezésnek, ha mind & szinosztaly teljesiti ezen feltételt, azaz egyik sem tartalmaz

egységtavolsagu pontpart.

igy a kérdés a kovetkez®képp fogalmazhaté meg: MilyeK kon guraciokra teljesiil, hogy a sik
minden piros-kék szinezésében talalhat& -val egybevago kék kon guracio? Azaz milyenK kon -
guréciora teljesiil, hogyR? ! (Py; K)? Egy piros-kék szinezést az egyik szinosztalya egyértelmfen
meghataroz, igy a tovabbiakban mindig csak a piros szinosztalyt de niéljuk, illetve az abrakon is
ezt jeloljuk.

El®szor tekintsik &t a problémahoz kapcsolodd ismert eredményeket: Trivialisan minded pon-

ta K halmazra R? | (P1; K) teljesiil és az egységoldali szabalyos haromszég tandsitja, hogy
R? ! (Py; Py) is fennall. Apré meg gyelés mutatja, hogy R?! (P1; K) minden 2 pont( kon gu-

raciora is teljesul. S®t, az is egyszerfen igazolhat6, hogy a hdromszogek is teljesitik a feltételeket:

4.1. Allitas. LegyenK egy tetsz®lege8 pontd kon guracié. Ekkor R? minden megengedett piros-
kék szinezése tartalmak -val egybevagd kék kon guraciot. AzaR? ! (Py; K) minden 3 pontl K

kon guraci6 esetén fennall.

Bizonyitas. Tekintsik a siknak egy megengedett piros-kék szinezését és legygnB, C egy tetsz®-
leges haromszog, melynek oldalhosszai b c. El®szo6r vizsgaljuk aza 2 esetet, azaz tegyuk
fel, hogy a haromszog egyik oldala legfeljebl2 hosszu. Feltehet®, hogy a szinezés tartalmaz piros
pontot, legyen a p pont ilyen, C; pedig jeldlje ap pont koré irt 1 sugard kért. Ekkor C; minden

pontja szilkségszerfen kék. Valasszunk &, koron egy tetsz®legesa hosszUBC hlrt és egészitsik
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ki egy A ponttal ugy, hogy ABC -vel egybevagd haromszoget kapjunk. H&C kék, készen vagyunk.
Ellenkez® esetben aA° pontot forgassuk kdrbep pont koril. Az igy kapott C, kor egy 1 hosszi
hdrjanak két végpontja kdzll legalabb az egyik kék, vagyis aC, korén valaszthatunk egy kék A

pontot, ezzel pedig egya, b, ¢ oldali kék haromszdget talaltunk.

7. dbra. Els® eset:a 2

Masodszor tegyuk fel, hogy azABC haromszdg minden oldalhossza nagyobb min. Ha nincs a
tavolsagu piros pontpar, akkor alkalmazhatjuk az el®z® gondolatmenetet egy piros pont korii
sugaru kék korb®I kiindulva. Tehat feltehet®, hogy vara tavolsagu piros pontpar; p; ésp, legyenek
ilyenek és tekintstuk ap; ésp, korilli 1 1 sugardC,, C, kordket. A két koron tetsz®legesen valasztva
két a tvolsagu pontot, a hdromsz6g harmadik csucsa eg§ sugari C; kéron helyezkedhet el. A
Cs kor egy 1 hosszu harjanak két végpontja koziil legalabb az egyik kék, azaz ebben az esetben is
talaltunk a, b, ¢ oldalt kék haromszoget.

A

P1 P2

8. dbra. Masodik eset: a > 2 és van a tavolsagul piros pontpar
O

A kovetkez® felmeril® kérdés, hogy mi a helyzet a négyszégekkel. Az els® idekapcsolodo tétel
Erd®sékt®l szarmazik, akik azt a4 pontl kon guraciot vizsgaltak, melynek pontjai egy egyenesre

esnek és a pontok egymastdl 1 tavolsagra helyezkednek el. A tovabbiakban ezP3-mal jeldljuk.
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4.2. Tétel (Erd®s és tarsai [17]) A sik minden piros-kék szinezése vagy tartalma2;-el egybevagoé

piros, vagy Ps-mal egybevago kék kon guraciot. AzaR? ! (Py; P3) fennall.

Bizonyitas. Tekintslink egy tetsz®leges megengedett piros-kék szinezést, ami feltehet®en legalabb
egyp piros pontot tartalmaz. Ekkor a p k6zépponta 1 sugariC; koér minden pontja kék. Tekintsiink
egy vele koncentrikusp§ sugart C, kort. A C, korbe irt szabalyosH = fhy; hy; ;hzg haromszog
segitségével fogjuk igazolni a kél; létezését: Jeldljea; (i = 1:::6) a H haromszdg és &C; koér

metszéspontjait, a 9.a abran lathaté sorrendben. Vegyik észre, hogylas, a;, a;, h, pontok éppen

h 2 h 2
b,
a az a az
a1 p 2! ai p au
h1 as as hs hy as as hs
b
a) b)

9. abra. A sik minden megengedett piros-kék szinezése tartalmaz4 egy-egy tavolsagra lév® kék pontot

1 1 tavolsagra vannak egymastdl. Hasonléan &, az, a4, hs és ahs as, ag, hy négyes isl 1
tavolsagot hatdroznak meg. HaH legaldbb két csucsa kék, készen vagyunk. Tegyik fel, hogy ez
nem teljesil, legyen példauh; ésh; is piros. A C, kérén azonos iranyban valasszulh; -t®l ésh,-t®I
1 tavolsagra 1év®hby, b, pontokat. Mivel b, ésh, kék, az altaluk meghatarozott egyenesC; korrel

valé metszéspontjaival kiegészitve ®ket megfelel® kék kon guréaciot talaltunk (9.b abra). O

Erd®sék azt sejtették, hogy mas négyszogek, példaul az egységnégyzet is megfelel® valasitasa
nak. Néhany évvel kés®bb Juhasz Rozalia ennél tdbbet bizonyitott: megmutatta, hogy mindes

pontu kon guracié teljesiti a feltételeket.

4.3. Tétel (Juhasz [37]) LegyenK egy tetsz®leges ponti kon guracié. Ekkor R? minden megen-
gedett piros-kék szinezése tartalmak -val egybevagé kék kon guraciot. AzaR? ! (P1; K) minden

4 pontd K kon guracié esetén fennall.

A tétel nagy elismerésben részesult a ttmakorrel foglalkozé matematikusok kérében, Juhdsz eredmé-
nyét tobbek kozott Rod Lavertteniszez® bravdros teljesitményéhez hasonlitottak [7]. Nem meglep®
modon csak kevés tovabbi példa ismert: Nemrég Tsaturian [72] egy pontd K halmazt mutatott,
melyre R? 1 (P1; K) teljesul.

1Rod Laver ausztral teniszez®, aki a fér ak kozt paratlan moédon egy éven belill nyerte meg a pro szintf Grand

Slam mind a négy tornajat.
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A masik iranybdl elindulva, mar Erd®sék cikkében is megjelent, hogy létezik olyan kon guracié,
mely nem tesz eleget a feltételeknek. Ezt egy nem éppen optimalis racsmenti szinezés-kon guracio

parral igazoltak:

4.4. Tétel (Erd®s és tarsai [17]) Létezik egyK kon guracio és R?-nek egy olyan piros-kék szinezé-
se, mely nem tartalmaz egységtavolsagu piros pontpart és mindé&h-val egybevagoé kon guracionak

legalabb az egyik pontja piros. Vagyis létezik olyak kon guracié, melyre R? 6! (Py; K).
Bizonyitas. Szinezzik pirosra az
(;y)2R?j2m x 2m+1=2;2n y 2n+1=2nm27Z

halmaz pontjait. Vegyik az egész pontok altal meghatarozott racs3=10F-szeresét és & kon gu-

racio aliona (x;y)2R?j0 x 3,0 y 3 négyzetbe es@0™ racspontbdl.

10. abra. Erd®sék piros-kék szinezése é50' pontl kon guraciéjuk

Kénnyen ellen®rizhet®, hogy a szinezés megengedett és minderval egybevagd kon guracionak

legalabb az egyik pontja piros. O
Javitva Erd®sék tételén Juhasz a mar emlitett cikkében 12 pontu ellenpéldat mutatott.

4.5. Tétel (Juhasz [37]) Létezik egyl2 pontbdl &ll6K kon guracié és R2-nek olyan piros-kék szine-
zése, mely nem tartalmaz egységtavolsagu piros pontpart és minde€nval egybevago kon guracionak

legalabb az egyik pontja piros. Vagyis létezik2 pontl K kon guracié, melyre R? 6! (P1; K).

Bizonyitds. Szinezzlk pirosra azf1=2Int B, + | 2 ¢ halmaz pontjait, ahol a 2 oldald
szabdlyos haromszdgracs pontjainak halmaza, InB, pedig a nyilt Euklideszi egységkort jeldli. Ez
megengedett piros-kék szinezést hatdroz meg, hiszen az IBb+ halmazcsalad pakolast alkot, azaz
tagjai paronként diszjunktak. Vilagos, hogy a piros halmaz srtuktdraja alapjan olyan kon guraciot
kell keresni, melynek pontjai kéré irt 1=2 sugaru nyilt kérok unidja mindenképp tartalmaz -beli
pontot. Fontos meg gyelés, hogy egy2=p 3 sugaru koér minden eltoltja tartalmazza a  racs legalabb
egy pontjat, hiszen egy 2 oldali szabdlyos haromszdg korilirhaté kérének sugara éppeﬁzp 3.

LegyenC egy1=2+(2 :p 3) sugaru kor. Az el®z® meg gyelés alapja@ minden eltoltja tartalmazza
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L . . . I . b3 . P~ f oz .
a szinezés egy teljes piros korét. Tekintsik a racs 3=4 -szeresét, azaz a 3=2 oldali haromszbtg

altal meghatarozott °racsot és aK kon guracio alljon a °racs C korbe es®@12 pontjabol.

11. &bra. Juhasz piros-kék szinezése €%2 pontd kon guracidja

Az el®z®hoz hasonléan egy tetsz®ledef sugarl kér minden eltoltja tartalmazza a °racs legalabb
egy pontjat. Tehat a C koér megfelel® eltoltjaba es®=2 sugaru piros kor tartalmazza K legalabb

egyik pontjat, amivel az allitast belattuk. O

Egy egyszery meg gyeléssed-re csokkenthetjik a pontkon guriciénk szdmat:

Hasznaljuk a fenti tételben szerepl® piros-kék szinezést, amit az egyszer{ség kedvéért a tovabbiakban
nevezzink standard piros-kék szinezésnek. Azt mar megallapitottuk, hogy olyan kon guraciot kell
konstrualni, melyre teljesil, hogy pontjai kéré irt 1=2 sugard nyilt kérék unidja tartalmaz -beli
pontot. Masrészt azt is lattuk, hogy egy Z:pé sugard C kor minden eltoltja tartalmaz  -beli
pontot. Tehat elegend® olyan kon guraciét adni, melynek pontjai kéré irt 1=2 sugara nyilt kdrok
unidja lefedi C kor egy eltoltjat. Fejes Téth [22] tétele alapjan az ehhez sziikséges nyilt korok
szadma épperD: C lefedhet®9 nyilt kor segitségével (12.a abra), amib®I| az allitds adddik. Azonban
meg gyelhetjiik, hogy mar 8 kor is majdnem elegend®: a 12.b abran lathat6 elrendezésben egyedil

a pirossal jeldlt kicsiny tertlet marad fedetlendl.

a) b)

12. dbra. A Z:p 3 sugart kor lefedhet®9 db 1=2 sugaru nyilt kérrel, de 8-al éppen nem
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Ennél trikkdsebb gondoltmenet segitségével Csizmadia és Téth megmutattak, hogy a fersi pontu

kon guréacio is megfelel®, ezzel évéké az eddig ismert legjobb konstrukcio:

4.6. Tétel (Csizmadia-Toth [12]). Létezik egy8 pontil K kon guracio és R?-nek egy olyan piros-kék
szinezése, mely nem tartalmaz egységtavolsdgu piros pontpart és minderval egybevago kon gura-

cionak legalabb az egyik pontja piros. Vagyis Iétez& pontli K kon guracio, melyre R? 6! (Py; K).

Bizonyitas. (Vazlat)
Az eddigiekhez hasonléan tekintsiik a standard piros-kék szinezést a kon guracio pedig legyen a 12.b
abréan lathaté 8 kor kdzéppontja, azaz: Vegylnk egy szabalyos hétszbget, melynek kortlirt kérének

sugara0:9 és aK kon guracio alljon a hétszog cslcsaibdl, illetve a korlirt kdrének kdzéppontjabdl.

13. 4bra. Csizmadia és Toth piros-kék szinezése é8 pontl kon gurécidjuk

Tekintsiink egy tetsz®lege -val egybevagdoK © kon guraciot és a hétszog kozéppontja koré irt
2=p 3 sugart C kort. Az el®z® meg gyelések alapjarC mindenképp tartalmaz egy z racspontot.
Ha z beleesik aK © kon guréacié pontjai kéré irt 1=2 sugaru nyilt kérok unidjaba, készen vagyunk.
Csizmadia és Toth megmutatték, ellenkez® esetben a ponton kivil taldlhaté egy masik -beli
pont C-ben, ami pedig aK °kon guracié pontjai koré irt 1=2 sugard nyilt kérok unidjaba esik, ezzel

belatva az allitast. O

A feladatot magasabb dimenziés Euklideszi terekben is vizsgalhatjuk. Egy természetes kérdés, hogy
a 4.2. alliths miként er®sithet® magas dimenziéban: ezzel kapcsolatban tébb eredmény is szilletett
az elmult néhany évben. A tételek kimondasa érdekében vezessik bePg, jeldlést, amiaz(m 1)
egymastl 1tavolsagra kovet® kollinearis pontok halmazat jel6li. Egyrészt Arman és Tsaturian [2,3]
igazoltak, hogy tetsz®legek 3-ra RK | (P1; Pyxs2) fennall. A masik iranybdl elindulva pedig

Conlon és Fox mutattak ellenpéldat. Tételiik egy kicsit gyengitett valtozata a kdvetkez®:

4.7. Tétel (Conlon-Fox [10]). Legyenm = 10°" 1. Ekkor tetsz®leges eseténR"-nek létezik olyan

megengedett piros-kék szinezése, melyben a kék halmaz nem tartalgzel egybevagé kon guraciot.

A kés®bbiekben latjuk, hogym értéke konstanstol eltekintve optimalis.
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Tovabb altalanosithatjuk a feladatot Minkowski terekre. Emlékeztet®iil:

4.2. De nici6  (Minkowski tér) . LegyenC egyn dimenzids origdra kdzéppontosan szimmetrikus
konvex test. Egyx 2 R" pont C altal meghatarozottkxk. norméja a minf 2 R* jx 2 C g érték

és az(R" kkc) part Minkowski térnek nevezziik.

Adott (R7 k:k;) Minkowski tér esetén egy piros-kek szinezést nevezziink megengedettnek, ha nem
tartalmaz C norma szerinti egységtavolsagu pontpart, azaz, ha mindemx;y 2 R" piros pontparra

kx yk. 6 1 teljesil. Jelolje k,(C) azt a legnagyobbk értéket, melyre teljesul, hogy tetsz®le-
gesk pontu K kon guracio esetén (R kik.) minden megengedett piros-kek szinezésében létezik
K -val izometrikus egyszin kék kon guracié. Az Euklideszi norma esetén egyszerfenla, jelolést
haszndljuk, tovabba -gal jeldljik, ha az egybevagosagi transzformaciok helyett csak eltolasra szo-
ritkozunk. A tovabbiakban k,(C) ésk,(C) értékeit vizsgaljuk, kitérve néhany specidlis esetre. Az
el®z®ek alapjat  k; < 8 ismert (4.3. tétel és 4.6. tétel), illetve azt is tudjuk, k, legfeljebb

exponenciélisan névekedhet (4.7. tétel).

4.1. Monokromatikus eltoltak

Adott Minkowski tér esetén k, (C) als6é becsléséhez olyak értéket keresiink, hogy egy tetsz®legds
pontd kon guracié esetén aC test éltal meghatérozott Minkowski tér minden megengedett piros-kék
szinezése tartalmazzon vele izometrikus kék példanyt. A, (C) als6 becsléséhez ennél tébbet ko-

vetellink meg: ez esetben a kon guraciok eltoltjai kdzt kell monokromatikus példanyt biztositanunk.

Az utébbi feladatot el®szor Szlam vizsgalta, aki észrevette, a feladat szoros kapcsolatban all a sik,
illetve a tér kromatikus szamaval. Emlékeztet®ul, (R" kik.) azt alegkisebbk értéket jeldli, melyre
teljesul, hogy R" kiszinezhet®k szinnel Ugy, hogy egyik szinosztaly se tartalmazzo@ norma szerinti
egységtavolsagu pontpart. A 2.3. de Bruijn-Erd®s tétel alapjan tetsz®leges normalt tér kromatikus
szdma megegyezik a beagyazhatd véges egységtavolsadg grafok kromatikus szaménak legnagyobb
értékével. Altalaban az egységtavolsag graf kromatikus szamat agn= ) hanyados segitségével
becsiiljik alulrél, ahol n a cstcsok szamat, pedig a legnagyobb fliggetlen cslicshalmaz elemszamat
jeloli.

Egy apré meg gyelés, hogy egységtavolsag grafok segitségével egyszerfen kereshetiink viszonylag

nagy elemszami monokromatikus eltoltakat:

4.8. Allitas. Legyen G egy n cstcsszamu, fliggetlenségi szami egységtavolsag g -ben és
legyen K egy tetsz®legek < n= pontd kon guracié. Ekkor R"™ minden megengedett piros-kék

szinezése tartalmazz& egy kék eltoltjat.

Bizonyitds. A G gréfot toljuk el K pontjainak eltolas vektoraival. G minden eltoltjaban maxi-
mum  piros pont lehet, igy ak érték valasztasa miatt G-nek lesz olyan pontja, amely mind ajK j

eltoltjaban kék szint kapott. O

33



Szlam a fentinél er®sebb alsé korlatot adott: Megmutatta, hogy ha adottR"-nek egy megenge-
dett piros-kék szinezése és egy olyan pontl kon guracio, melynek minden eltoltjanak legalabb az
egyik pontja piros, akkor a szinezés-kon guracid péar segitségével megadhatjuR"-nek egy megfe-
lel®k szinezését, azaz egy olyak szinosztalybol allé szinezését, melyben egyik szinosztaly sem

tartalmaz egységtavolsagu pontpart.

4.9. Lemma (Szlam I. [71]). Tetsz®leges esetén (R") k, +1:

Bizonyitas. Tekintsliink egy megengedett piros-kék szinezést és egy oly#h = fay;:::axg kon gu-
raciot, melynek minden eltoltja tartalmaz piros pontot. Ez alapjan megadjuk R"-nek egy megfelel®
k szinezését: A feltételek alapjan a sik egy tetsz®legegontja esetén létezik olyani index, melyre
p+ & piros, szinezzik ap pontot a legkisebb ilyen indexy szinnel. Azt allitjuk, hogy ez egy meg-
felel®k szinezést hataroz meg: Indirekt tegyuk fel, hogy a: szinosztaly tartalmaz egyp:s p2
egységtavolsagu pontpart. Ez viszont azt jelentené, hogg; + p; ésa + p; is piros volt a piros-kék

szinezéslinkben, ami ellentmond a szinezés megengedettségének. O

Szlam . lemmajanak sokféle altalanositasat, alkalmazasat vizsgaltak, példaul a [7,30,41,47] cikkek-
ben. Tébbek kdzott meg gyelhet®, hogy Szlam lemmaja minden eltolas-invarians normalt térre, igy
Minkowski terekre is altalanosithatd. Tehat a kromatikus szammal val6 szoros kapcsolat Minkowski

terek esetén is fennall:

4.10. Lemma. Tetsz®leges kbzéppontosan szimmetrikus konvex R" test altal meghatarozott
Minkowski tér esetén: ((R% kikc)) k,(C)+1.

A fenti meg gyelések alapjan k,(C) értékének als6d becsléséhez elegend® alsé korlatot adnCa
test altal meghatarozott tér kromatikus szamara, vagyis azt kell megvizsgalnunk, hogy milyen

egységtavolsag grafok agyazhatdéak be az Euklideszi, illetve Minkowski terekbe.

Egységtavolsag grafok

Sikban a legegyszerfbb egységtavolsag grafok kdzé tartozik az egyégtévolsagu csucspéar, melynek
kromatikus szama 2, illetve a szabalyos egység oldali haromszdg, melynek kromatikus szan3a

S®t, egyszerfen konstrualhatunid kromatikus szamu egyégtavolsag grafot is:
4.11. Allitas  (Moser [50]). Az Euklideszi sikban létezikd kromatikus szamu egységtavolsag, azaz
(R 4

Bizonyitds. LegyenR egy olyan rombusz, melynek oldalai, illetve a révidebb &tloja egység hosszu.
Vegylk észre, egy tetsz®leges szinezésben a szabdlyos egység oldali haromszdg csucsai biztosan
kulénb6z® szineket kaptak, amib®l| pedig kévetkezik, hogy aR rombusz hosszabbik atléjanak2
végpontja azonos szint kapott (14.a abra). R két példanyat ragasszuk 6ssze az egyik hegyesszdg-
nél 1év® csucsuknal fogva Ugy, hogy a méasik hegyesszégnél Iév® cslucspar éppen egységtavolsagot

hatarozzon meg, a 14.b abran lathaté médon.
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a) b)
14. abra. Moser graf
Az el®z® meg gyelés alapjan az igy kapott Moser grafnak nevezett egységtavolsag graf kromatikus

szamad. O

Trivialisan, az egység oldali szabalyos haromszdg tetsz®leges Minkowski sikba beagyazhaté. Ezen

észrevétel alapjan Chilakamarri Minkowski sikokra altalanositotta a 4.11. allitast:

4.12. Tétel (Chilakamarri[9]). LegyenC egy tetsz®leges kétdimenzids szimmetrikus korlatos konvex
C tartomany. Ekkor:
(R? kke) 4

A 4.8. allitasbél azonnal kdvetkezik, hogy minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetsz®leges
3 pontu kon guraciénak létezik kék eltoltja, hiszen a Moser grafnak 7 csldcsa van, a legnagyobb
fuggetlen cstcshalmaz méret@. Ez er®sebb a 4.1. allitasnal. Tovabba azt is meg gyelhetjuk, hogy

az allitas segitségével egy véges tanuhalmazt is konstrualhatunk:

A B A B

15. 4bra. Egy ABC haromszognek a sik minden megengedett piros-kék szinezésében van kék eltoltja és
ezt egy véges tanuhalmaz igazolja
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Az évek soran a Moser graf mellett tébb4 kromatikus szammal rendelkez® egységtavolsag grafot
taléltak, ilyen példaul a 16. abran lathaté Golomb graf. Azonban tébb mint 60 éven at nem sikerdilt

javitani a (R?) 4 korlaton.

16. abra. Golomb graf

2018-ban viszont hatalmas el®relépés tortént a feladattal kapcsolatban, amikor de Grey bioloégus,
illetve nem sokkal kés®bb Exoo és Ismailescukromatikus szamu egységtavolsag grafot konstrual-
tak:

4.13. Tétel (de Grey [34], Exoo és Ismailescu [20])
(R &

A tételb®l adddik, hogy minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetsz®leggmonti kon -

guracionak létezik kék eltoltja, azazk, 4, ami Juhasz 4.3. tételénél is er®sebb.

A 2018-as attdrés szamtalan tovabbi kérdést vet fel: de-Grey eredeti bizonyitasaban edhb81 csu-
csu egységtavolsaggrafot mutatott, melynek kromatikus szamé, illetve Exoo és Ismailescu gréafja

is hasonl6 méretq volt. Azéta tobb javitast sikerilt elérni, a jelenleg ismert legkisebb példa509
csuccsal rendelkezik [52]. Kérdés, mennyit lehet még ezen tovabb javitani. Egy masik felmeril®
kérdés, hogy az Euklideszi sikon kivil mely Minkowski sikba agyazhaté b& kromatikus szamu
egységtavolsag graf. A Minkowski sikok egy érdekes osztalyat alkotjak azon normalt terek, melyek-
nek egységkore egy paros sok cslcsszamu szabalyos sokszdg. Ahogy Chilakamarri [9] meg gyelte, a
szabalyos4 és6-sz0g esetén létezik megfelel® szinezés, igy az altaluk meghatarozott Minkowski
sikok kromatikus szama éppent. Nagyobb cslicsszam esetén azonban mas a helyzet: Nemrég Ismai-
lescu és tarsai [21] a szabalyd® , 10 , illetve 12 szdg esetérd kromatikus szamu egységtavolsag
grafot konstrualtak, vagyis az Euklideszi sikhoz hasonl6an ezekben az esetekben is legaldbbzin

szilkséges. Tehat a 4.15. lemmabdl adodik a kdvetkez® allitas:

4.14. Kovetkezmény.  LegyenC egy tetsz®leges korlatos szimmetrikus konvex tartomany. Ekkor
(R? k:kc) minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetsz®l8gamnti kon guracionak létezik

kék eltoltja. Tovabba, haC egy szabalyos88 , 10 12 szdg, vagy az Euklideszi egységgdmb, ak-

36



kor (R? k:kc) minden megengedett piros-kék szinezésben egy tetsz®ldgesntl kon guracionak is

létezik kék eltoltja.

Magas dimenzios Euklideszi térben tekintsiik Frankl és Wilson 2.6. tételében de nidltG gréafot.
Ahogy lattuk, Frankl és Wilson azt bizonyitottak, hogy a jVj= (G) hanyados exponencialisan n®,
tehat a 4.8. allitdsbdl azonnal kovetkezik, hogyk, és igyk, legaldbb exponencidlisan ndvekszik.
Minkowski terekben azonban sokkal rosszabb a helyzet: meglep® mdédon a szabalyos szimplex altal
adott konstrukciondl egyel®re nem ismert jobb, igy a legjobb korlatot Swanepoel és Villa 3.20. tétele

adja: létezik c konstans, hogy:
(R} kike) exp cp logn :

Tehat a 4.10. lemma alapjank,, (C) sem korlatosn fuggvényében.

4.2. Nem monokromatikus eltoltak

A tovabbiakban célunk fels® korlatot adnik, (C), illetve kés®bbk, (C) értékére. EI®sz0r az egysze-
riibb feladattal foglalkozunk, tehat olyan piros-kék szinezést és minél kevesebb pontszamua K
kon gurdcidt keresink, melyre teljesil, hogy a piros szinosztaly nem tartalmazC norma szerinti

egységtavolsagu pontpart, még a kék szinosztély nem tartalmazzd eltoltjait.

Vizsgalataink kulcsgondolata Szlam-t6l szarmazik, aki megmutatta, hogy 4.9. lemméaja részben, az

ugynevezett regularis szinezések osztalyan megfordithato:

4.3. De nici6. A Cq, Cy ::: Ck szinosztalyokbdl allé6 megfelel® szinezést nevezziink regularisnak,
ha a szinosztalyok egymas eltoltjai, azaz mindein= 1 :::k indexre létezik olyanv; vektor, melyre

Ci = Cy1 + v; teljesul.

4.15. Lemma (Szlam II. [71]). Tetsz®lege® ésk egészre, haR"-nek létezik regulérisk szinezése,
akkor k, <k.

Bizonyitas. Legyen adott egy regularisk szinezés, melynek szinosztalyaty, ::: Cg, ahol C; =
Cy +v; teljesll mindeni =1 :::k indexre. Feltehet®, hogw: 0. Megengedett piros-kék szinezést
kapunk, ha pirosra szinezzikC; pontjait, hiszen egy megfelel@& szinezés egyik szinosztalya sem
tartalmaz egységtavolsagot. Alljon a kon guracié az eltolas vektorokbdl, azazK := vq;:i:vg .
Tekintsilk K kon guracionak egy tetsz®legeK °= K + p eltoltjat. Ekkor K%ak szinezés minden
szinosztalyabol pontosan 1-1 pontot tartalmaz: Indirekt tegyuk fel, hogy létezneki, j indexek,
melyekre p+ v; ésp+ v; ugyanabban aC, szinosztalyban vannak. Ak szinezés regularitasabdl
adodoan létezikv, vektor, melyre C, = C1 + va. Vagyis (p+ Vi Vi) és(p+ Vv, Va) is Ci-ben
van. Ekkor a (p+vi Va)+ Vi =(p+V; Va)+ v pont az egyenl®seg bal oldala alapjag;, a
jobb oldala alapjan pedig C; szintf, ami ellentmondas. TehatK © valéban mind a k szinosztalybdl,

igy a pirosnak valasztott C; szinosztélybal is tartalmaz pontot. O
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Ahogy példaul Johnson és Szlam, illetve Krizan [30,42] is meg gyelte, a lemma Minkowski terekre

is kiterjeszthet®, hiszen Szlam bizonyitasa valtoztatas nélkil mkodik.

Azonban a lemma bizonyitdsa hidba rovid és egyszery, némileg félrevezet®. Vegyuk észre, hogy
Szlam 4.9 lemmajanak bizonyitasadban de nialt szinezés nem regularis: a szinosztalyokat az egy-
ségtavolsagot nem tartalmazé piros halmaz eltoltjainak részhalmazai hatarozzak meg. Nevezziik az

ilyen struktaraval rendelkez® szinezéseket szubregularisnak. Pontosabban:

4.4, Denicio. A Ci, C;, ::: Cy szinosztalyokbdl allé6 megfelel® szinezést nevezziik szubregula-
risnak, ha mindeni =1 :::k indexre létezik olyanv; vektor, hogy C; részhalmazat képzi &C; + v;

halmaznak.

A 4.15 lemmanal sokkal természetesebb allitast kapunk, ha regularis szinezések helyett szubregu-
laris szinezéseket tekintiink. A bizonyitas Szlam lemmaihoz hasonléan az Euklideszi norma tulaj-
donsagai kozll kizarélag az eltolas-invarianciat hasznalja, igy a lemmat rogtdon Minkowski terekre

fogalmazzuk meg:

4.16. Lemma. Legyen(R" kik.) egy tetsz®leges Minkowski tér és tegyik fel, hod®; k:k.)-nek

létezik szubregularisk szinezése. Ekkok,(C) <Kk.

Bizonyitas. A szubregularis szinezés szinosztalyai legyen€k, :::, Ck, ahol tehat mindeni =1 :::k
indexre létezik v; vektor, melyre C; Cj + v; teljesil. Szinezzlk pirosraC; pontjait és tekintsiik
aK =f wvi; vp;:i::; wgkon guraciot. Azt szeretnénk megmutatni, hogy tetsz®leges vektorra
K + p eltoltnak legalabb az egyik pontjaC;-be esik. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjik,
hogyvy O, igy ap 2 C; esetben nincs mit bizonyitani. Tegyuk fel tehat, hogyp 2 C;. Ekkor

létezik egyi index, melyre p2 C; + v; teljesul, amib®l v; + p2 C; kovetkezik. O

A 4.10. és a 4.16. lemmak alapjan tehat megengedett piros-kék szinezésben monokromatikus eltol-
tak keresésének feladata ekvivalens a szubregularis szinezés megadasaval. Az alacsony dimenziéban
ismert legkevesebb szint hasznal6 megfelel® szinezések altalaban regularisak, mig magas dimenzio-

ban csak szubregularisak. A tovabbiakban ezen szinezések konstrukcidit mutatjuk be.

4.2.1. Reguléris szinezések alacsony dimenzids terekben

A Hadwiger-Nelson probléma megjelenésével szinte egyid®ben mar ismert volt, hogy az Euklideszi

siknak létezik megfelel® szinezése, ami rdadasul regularis:

4.17. Tetel (Isbell [35]). Az Euklideszi siknak létezik olyan regularis szinezése, mélyszint hasznal,
azaz
(R T

Bizonyitas. LegyenH egy 1 atmér®jT, azazl=2 oldalhosszu szabalyos hatszdg. Hagyjuk el baloldali
hatarpontjait, igy két H-beli pont biztosan nem hataroz meg egységtéavolsagot. Az igy kapott félig

nyilt hatszoget az egyszerfség kedvéért tovabbra is jeloljuld -val.
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Csempézzik ki a sikotH hatszdg eltoltjaival, majd a hatszégeket szinezzik szinnel, a 17. abran

lathatd periodikus minta szerint:

17. abra. Isbell reguéris 7 szinezése

Mivel H nem tartalmaz egységtavolsagot, annak igazolasahoz, hogy a szinezés megfelel® csak azt kell
ellen®rizni, két egyszin| hatszog elég tavol helyezkedik el egyméstdl ahhoz, hogy egységtavolsagu
pontpart hozzanak létre. Egyszer] szamolassal igazolhaté, hogy két egyszin{ hatszdg kdzéppontja-

nak tavolsdga nagyobb mint2, igy a szinezés val6ban megfelel®. O

Példaképp nézziink meg, milyen szinezés-kon guracio part kapunk Szlam 4.15. lemmajanak se-
gitségével. A szinezés regularis, igy @ szinezés tetsz®leges szinosztalyat valaszthatjuk pirosnak.

torok nem egyértelmfek, igy a kon guracié sem az. Egy lehetséges valasztas példaul a kdvetkez®:

18. abra. Szlam lemmaéjat alkalmazva Isbell 7 szinezésére

A probléma felmerilése 6ta szamtalan mas (regularis és nem regularig) szinezést mutattak, pél-
daul a [53,69] cikkekben. A sziikséges szinszam csokkentésére is rengeteg kisérlet indult, am ezek
mindeddig sikertelenek voltak. Mégis sokszor ezen prébalkozasok vezettek el a problémakdr Ujabb
és Ujabb izgalmas valtozatahoz. Erdekes meg gyelés, hogy Isbell szinezésében a szinosztalyok
nem csak az egységtavolsagot, hanem di; p7=2] intervallumba es® 06sszes tavolsagot elkerdilik.
Emellett tovabbi felmeril® kérdés lehet, hogy a sik mekkora része szinezhed®agy ennél is keve-

sebb szinnel, illetve, hogy milyen s{r{ lehet egy egységtavolsagot nem tartalmazé halmaz.
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