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1. Bevezetés

A Ramsey elmélet nagy struktúrák elkerülhetetlen részstruktúráit vizsgáló tudományág. Klasszikus
példa Ramsey típusú tételre a témakör nevét viselő Frank P. Ramsey gráfokra vonatkozó tétele:
két színnel színezett kellően nagy csúcsszámú teljes gráf mindig tartalmaz adott méretű egyszínű
teljes részgráfot. A tételt más és más kontextusba helyezhetjük: Gráfélek helyett színezhetünk más
objektumokat, például részhalmazokat, számokat vagy éppen a sík pontjait. A keresett részstruk-
túrák ezen esetekben egyszínű részhalmazok, számsorozatok, illetve pontkonfigurációk.

Az Euklideszi Ramsey elmélet főleg az utóbbival, a geometriai vonatkozású kérdésekkel foglalkozik:
Tipikusan az Euklideszi sík, vagy magasabb dimenziós tér pontjait színezzük és egyszínű konfigurá-
ciókat keresünk. A szisztematikus vizsgálatokat Erdős, Graham, Montgomery, Rothschild, Spencer
és Straus háromrészes cikksorozata [16–18] indította el az 1970-es években, aminek köszönhetően
egy új, izgalmas ága született a kombinatorikus geometriának. A témakör egyik leghíresebb nyitott
kérdése, az úgynevezett Hadwiger–Nelson probléma ennél korábban, az 1950-es években fogalma-
zódott meg: Mennyi a sík χ(R2)-vel jelölt kromatikus száma, azaz legkevesebb hány színnel lehet
kiszínezni a sík pontjait úgy, hogy ne legyen két egyszínű pont egységtávolságra? A pontos érték
meghatározása továbbra is nyitott kérdés, és meglehetősen nehéz feladatnak tűnik. Egyszerű példák
mutatják, hogy hét szín elég (Isbell [35]), de három szín nem (Moser [50]). Ezen eredmények szinte
a feladat megjelenésével egyidőben születtek, mégis sokáig nem sikerült javítani rajtuk, így nagy
visszhangot keltett, mikor 2018-ban de Grey [34], illetve nem sokkal később Exoo és Ismailescu [20]
igazolták, hogy 4 szín sem elég. Tehát az ismert korlátok:

5 ≤ χ(R2) ≤ 7.

A 2018-as áttörést követően a témakör ismét nagyobb figyelemben részesült, a problémakör feltérké-
pezése érdekében pedig egy Polymath projekt indult. Ennek elsődleges célja de Grey bizonyításának
további vizsgálata, illetve esetleges egyszerűsítése volt. Igaz, a ma ismert legegyszerűbb bizonyítás
is számítógép használatát igényli, a bizonyítás nagymértékben egyszerűsödött, ráadásul több új
eredmény is született a probléma egyes variánsaival kapcsolatban.

A feladatot magasabb dimenzióban is vizsgálhatjuk. Sokáig ismeretlen volt χ(Rn) aszimptotikus
viselkedése, így nagy áttörést jelentett, mikor Frankl és Wilson [27] exponenciális alsó korlátot
adtak. A jelenleg ismert legjobb korlátok:(

1.239. . . + o(1)
)n ≤ χ(Rn) ≤

(
3 + o(1)

)n
,

ahol az alsó korlát Raigorodskiitól [57] származik, a felső korlátot pedig először Larman és Rogers
[45] igazolták, majd később Prosanov [55] új bizonyítást publikált.
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A feladatot számtalan különböző módon általánosíthatjuk. Érdekes kérdésekhez jutunk, ha például
az egyes színosztályokban különböző konfigurációkat keresünk vagy ha egybevágóság helyett más
transzformációkat tekintünk. Az Euklideszi tér helyett akár más normált terekben is dolgozhatunk.

Diplomamunkámban két Ramsey típusú kérdéskört vizsgálunk. A dolgozat első felében a téma-
kör középpontjában álló úgynevezett Ramsey halmazokkal foglalkozunk, melyet Erdősét vezettek
be cikksorozatukban. Cikkük megjelenését követően számos új eredmény született a témában,
azonban a Ramsey halmazok karakterizálása továbbra is nyitott probléma. A dolgozatban először
körbejárjuk a témakör legfontosabb eredményeit, problémáit és nyitott kérdéseit, majd azt vizsgál-
juk, miként lehet a Ramsey halmaz fogalmát normált terekre kiterjeszteni: Általában lp terekben
dolgozunk, de röviden kitérünk a Minkowski terek esetére is. Az lp normák esetében a Ramsey hal-
maz definíciójának általánosítása kézenfekvő, mégis csak kevés idekapcsolódó eredmény található
az irodalomban, ezek túlnyomó többsége pedig kizárólag az l∞ normával foglalkozik. A dolgozatban
megmutatjuk, hogy a legtöbb Euklideszi esetben ismert tulajdonság – a feltételek esetleges gyengí-
tése mellett – átöröklődik lp terekre.
Ezzel ellentétben, lényegesen nehezebbnek tűnik a helyzet Minkowski terekben, ugyanis már a
Ramsey halmaz fogalmának általánosítása sem teljesen egyértelmű. A dolgozatban egy lehetséges
definíciót adunk, azonban tulajdonságainak vizsgálata során több komolyabb nehézség is adódik.

A dolgozat második részében a Hadwiger-Nelson problémának egy aszimmetrikus változatával fog-
lalkozunk, melyet szintén Erdősék vetették fel 1973-ban. A kérdés így szól: Milyen K konfigurációk-
ra teljesül, hogy a sík minden piros-kék színezésében található vagy egységtávolságú piros pontpár,
vagy K-val egybevágó egyszínű kék konfiguráció? Egyszerű meggondolás alapján minden 3 vagy
kevesebb pontú konfiguráció teljesíti a feltételeket. Juhász [37] tétele azt állítja, hogy a 4 pontú
konfigurációk is rendelkeznek ezen tulajdonsággal. Kérdés, hogy mi a helyzet a nagyobb pontszámú
konfigurációkkal. A legjobb felső korlátot Csizmadia és Tóth [12] tétele adja, akik egy trükkös
konstrukcióval 8 pontú ellenpéldát mutattak. A dolgozatban a problémát magasabb dimenziós
Euklideszi terekben, illetve Minkowski terekben tekintjük. Vizsgálatainkban fontos szerepet fog-
nak játszani az úgynevezett fedési és pakolási tételek, így először röviden összefoglaljuk a témakör
legfontosabb eredményeit és nyitott kérdéseit.
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2. Ramsey halmazok

A Ramsey elméletet alapjait meghatározó gondolat, illetve eredmény 1930-ból származik:

2.1. Tétel (Ramsey [59]). Minden k < l és r értékekre létezik olyanR = R(k; l; r ) szám, mely-

re teljesül, hogy r színnel színezve egy tetsz®legesR elem¶ halmazk elem¶ részhalmazait mindig

található olyan l elem¶ részhalmaz, melynek mindenk elem¶ részhalmaza azonos színt kapott.

1. ábra. Példa: egy 6 elem¶ halmaz 2 elem¶ részhalmazait 2 színnel színezve van olyan3 elem¶ halmaz,

melynek minden 2 elem¶ részhalaza azonos szín¶, azazR(2; 3; 2) � 6

Érdemes kiemelni, hogy azl = 2 , k = 1 eset egybeesik a skatulya elvvel: tetsz®legesR = r + 1

elem¶ halmazt r színnel színezve mindig lesz legalább2 elem, melyek azonos színt kaptak. A tétel

legegyszer¶bb nemtriviális, egyben legismertebb alakja a bevezet®ben is említett gráfokra vonatkozó

Ramsey tétel:

2.2. Tétel (Ramsey tétele gráfokra). Minden l érték esetén, létezik olyanR = R(l) érték, hogy min-

den R csúcsú gráf vagy tartalmazl csúcsú klikket, vagy található benne üresl-est, azaz kiválasztható

l csúcs, melyek közül egyik pár közt sem fut él.

Ez valóban egy speciális esete Ramsey 2.1. tételének, hiszen megegyezik ak = 2 , r = 2 esettel:

Legyen R = R(2; l; 2) és tekintsünk egy tetsz®legesR csúcsú gráfot. Ezen gráf egyértelm¶en

megfeleltethet® az[R] =
�

1: : : R
	

halmaz 2 elem¶ részhalmazainak2� színezésének: egy részhal-

mazt színezzünk pirosra, ha a hozzátartozó csúcspár közt fut él, ellenkez® esetben színezzük kékre.

Ramsey tétele alapján az[R] halmaznak vagy létezik olyanl elem¶ részhalmaza, melynek minden

2 elem¶ részhalmaza piros, vagy létezik olyanl elem¶ részhalmaza, melynek minden2 elem¶ rész-

halmaza kék, ebb®l pedig következik az állítás.

Az Euklideszi Ramsey elmélet a fenti tételben megjelen® szemléletet igyekszik a geometria terü-

letére átültetni. Tekintsünk például egy (r + 1) csúcsú szabályos szimplexet. Csúcsaitr színnel

tetsz®legesen színezve mindig lesz azonos színnel rendelkez® csúcspár. Vagyis mindenr színszámra
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teljesül, hogy az r vagy magasabb dimenziós Euklideszi teretr színnel színezve elkerülhetetlen az

azonos szín¶ egységtávolságú pontpár létrehozása.

2. ábra. A tetraéder tanúsítja, hogy R3 minden 3� színezése tartalmaz egyszín¶ egységtávolságú pontpárt

A pontpár ezen tulajdonságát általánosítja az úgynevezett Ramsey halmaz fogalma, melyet Erd®sék

vezettek be cikksorozatukban:

2.1. De�níció (Ramsey). Egy X � Rn halmazt Ramseynek nevezünk, ha mindenr � 2 egészre

létezik n0 = n0(X; r ) küszöbindex, hogyn � n0 eseténRn minden r � színezésében találhatóX -el

egybevágó egyszín¶ halmaz.

Érdemes egy kicsit más szemszögb®l is megnézni a fenti de�níciót: LegyenX egy véges halmaz. Az

� (Rn; X ) kromatikus szám jelölje azt a legkisebbk értéket, melyre teljesül, hogy Rn kiszínezhet®

k színnel úgy, hogy egyik színosztály se tartalmazzon vele egybevágó részhalmazt. EgyX halmaz

tehát pontosan akkor Ramsey, ha� (Rn; X ) nem korlátos n függvényében. Speciálisan, haI egy

két pontú halmaz, akkor a � (Rn; I ) kromatikus számot a Hadwiger-Nelson probléma nyomán a tér

kromatikus számának nevezzük és egyszer¶en� (Rn )-el jelöljük. Értékére alsó korlátot ad egy tet-

sz®leges egységtávolság gráf kromatikus száma, azaz egy olyan gráf kromatikus száma, melyben két

csúcs közt pontosan akkor fut él, ha azok egységtávolságra vannak egymástól. S®t, a kompaktsági

elv segítségével megmutatható, hogy létezik olyan véges egységtávolság gráf, melynek kromatikus

száma megegyezik� (Rn ) értékével. Ezen tétel a kés®bbiekben nagyon fontos szerepet fog játszani.

2.3. Tétel (de Bruijn-Erd®s tétel [6]). LegyenX egy tetsz®leges halmaz,r pedig adott egész. HaRn

minden r � színezésében találhatóX -el egybevágó egyszín¶ halmaz, akkor ez márRn -nek egy véges

részhalmazára is teljesül.

Tehát egy Ramsey halmaz esetén mindenr színszámhoz tartozik egy ezt igazoló véges tanúhalmaz.

Kérdés, hogy mely halmazok teljesítik, illetve mely halmazok nem teljesítik a Ramsey tulajdonság

feltételeket: A továbbiakban mindkét esetre látunk példákat.
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2.1. Példák Ramsey halmazra

Triviálisan minden 1 pontú halmaz Ramsey. Már azt is láttuk, hogy az egységtávolságú pontpár is

rendelkezik a Ramsey tulajdonsággal, s®t hasonló meggondolás alapján minden szabályos szimplex

is Ramsey. A következ® tétel fontos tulajdonságát írja le a Ramsey halmazoknak, segítségével a

már ismert példákból további Ramsey halmazokat gyárthatunk.

2.4. Tétel (Szorzás-tétel [16]). LegyenK 1 � Rn és K 2 � Rm Ramsey halmaz.

Ekkor a K 1 � K 2 :=
�

(x1; : : : xn ; y1; : : : ym ) j (x1; : : : xn ) 2 K 1; (y1; : : : ym ) 2 K 2
	

� Rn + m halmaz

is Ramsey.

Bizonyítás. Legyen K 1 � Rn és K 2 � Rm Ramsey halmaz,r > 1 adott. A Ramsey halmaz de�-

níciója alapján létezik u dimenziószám, melyre teljesül, hogyRu minden r � színezésében található

K 1-el egybevágó egyszín¶ halmaz. LegyenT =
�

x1; : : : ; x t
	

� Rn a kompaktsági elv által bizto-

sított véges tanúhalmaz. Továbbá legyenv olyan, hogy Rv minden r t � színezése tartalmazK 2-vel

egybevágó egyszín¶ halmazt. Azt állítjuk,Ru+ v minden r � színezése tartalmazK 1 � K 2-vel egybe-

vágó egyszín¶ halmazt: Vegyünk egy tetsz®leges� : Ru+ v ! [r ] színezést. Ez meghatározzaRv -nek

egy r t � színezését:

� 0 : Rv ! [r t ]; � 0(y) :=
�
� (x1; y); : : : � (x t ; y)

�
:

A v dimenziószám választása alapján létezikK 2-vel egybevágó� 0 színezés szerint egyszín¶ halmaz,

legyenK 0
2 ilyen. SzínezzükT pontjait a következ® módon:

� 00: T ! [r ]; � 00(x i ) := � (x i ; y), ahol y 2 K 0
2 tetsz®leges.

T de�níciója alapján tartalmaz K 1-el egybevágó� 00szerint egyszín¶ halmazt, legyenK 0
1 ilyen. K 0

1

ésK 0
2 de�níciója alapján K 0

1 � K 0
2 a � színezés szerint egyszín¶, ezzel pedig az állítást beláttuk.

A tétel közvetlen következménye, hogy minden két elem¶ halmaz szorzata, azaz a téglák csúcshal-

mazai rendelkeznek a Ramsey tulajdonsággal. Egy Ramsey halmaz minden részhalmaza is Ramsey,

amib®l azonnal adódik, hogy a derékszög¶ háromszögek Ramsey halmazok, hiszen egyetlen pont

hozzávételével kiegészíthet®ek téglalappá. Kérdés, milyen halmazokra igaz még, hogy pontjaik egy

téglatest csúcsainak részhalmazát alkotják. ÁlljonX � Rn (n + 1) általános helyzet¶ pontból. Ah-

hoz, hogy pontjai kiegészíthet®ek legyenek egy tégla csúcshalmazává, egy szükséges feltétel, hogy

X semelyik 3 pontja se határozzon meg derékszögnél nagyobb szöget. Ez a feltételn � 3 esetben

elégségesnek is bizonyul, így minden hegyesszög¶ háromszög Ramsey. Mi a helyzet a tompaszög¶

háromszögekkel? A kérdést Frankl és Rödl válaszolták meg:

2.5. Tétel (Frankl-Rödl [24]) . Minden háromszög Ramsey.

Bizonyítás. (Vázlat)

A bizonyítás három lépésb®l áll: Az els® lépésben a 2.1. Ramsey-tétel segítségével azt mutatták

meg, hogy mindent � 2 egészre a
p

2t,
p

2t,
p

8t � 6 oldalú háromszög Ramsey. Vegyük észre,
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hogy t értékét növelve a két rövidebb oldal által bezárt szög180°-hoz tart, azaz egyre laposabb

tompaszög¶ háromszöget kapunk. A második, illetve harmadik lépésben ezen háromszögcsalád

segítségével el®ször az egyenl®szárú háromszögek, majd a tetsz®leges háromszögek Ramsey tulaj-

donságát bizonyították.

Az els® állítás igazolásához rögzítsünk egyt � 2 egész számot és legyenn = R(2t + 1 ; 2t � 1; r ),

azaz válasszukn-et olyan nagynak, hogy mindenn elem¶ halmaz(2t � 1) elem¶ részhalmazain de�-

niált tetsz®legesr � színezés tartalmazzon olyan(2t +1) elem¶ részhalmazt, melynek minden(2t � 1)

elem¶ részhalmazához ugyanazzal a színnel rendelkezik. TekintsükRn azon pontjait, melyeknek

koordinátái helyén (2t � 1) helyet leszámítva0 áll, a maradék helyeken pedig1; 2, : : : t, t � 1, : : : 1,

ebben a sorrendben. Ezen pontokr � színezése meghatározza az[n] = f 1; : : : ng halmaz (2t � 1)

elem¶ részhalmazainak egyr � színezését. Ígyn választása alapján létezik egy(2t + 1) elem¶ S hal-

maz, melynek minden(2t � 1) elem¶ részhalmaza azonos szín¶. Válasszuk kiS három részhalmazát

úgy, hogy a hozzájuk tartozóA, B , C pontok nem 0 koordinátái B -ben eggyel jobbrább legyenek

mint A-ban, és eggyel balrább legyenek mintC-ben. Például t = 4 -re A, B , C a következ® alakú:

A =
�

: : : 1 : : : 2 : : : 3 : : : 4 : : : 3 : : : 2 : : : 1 : : : 0 : : : 0 : : :
	

B =
�

: : : 0 : : : 1 : : : 2 : : : 3 : : : 4 : : : 3 : : : 2 : : : 1 : : : 0 : : :
	

C =
�

: : : 0 : : : 0 : : : 1 : : : 2 : : : 3 : : : 4 : : : 3 : : : 2 : : : 1 : : :
	

Az A, B , C pontok megfelel®ek, hiszen egyszín¶ek, és könnyen ellen®rizhet®, hogyA és B , illetve

B ésC távolsága
p

2t, még A ésC távolsága
p

8t � 6. Ezzel az 1. állítást igazoltuk.

Második lépésben az egyenl®szárú háromszögek Ramsey tulajdonságát igazoljuk: Könnyen látszik,

hogy tetsz®leges egyenl®szárú háromszög el®állítható egy, az els® lépésben de�niált lapos három-

szögb®l kiindulva az alapon fekv® két csúcs megemelésével: Valóban, adott egyenl®szárú háromszög

esetén megfelel®en választvat értékét a háromszög beágyazható egy
p

2t,
p

2t,
p

8t � 6 oldalarányú

háromszög és egy megfelel® hosszú intervallum szorzataként el®álló hasábba. Így a 2.4. Szorzás

tétel alapján minden egyenl®szárú háromszög Ramsey.

Végül a harmadik lépésben a 2.4. Szorzás tétel újbóli alkalmazásával az egyik alapon fekv® csúcsot

tovább emelhetjük, így tetsz®leges egyszín¶ háromszöget megtalálhatunk.

2. lépés: Egyenl®szárú háromszög el®állítása 3. lépés: Tetsz®leges háromszög el®állítása

3. ábra. Tetsz®leges háromszög el®áll Ramsey halmazok szorzataként
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Csak kevés további példa ismert Ramsey halmazra. K°íº [41] tétele alapján minden szabályos sok-

szög, például a szabályos ötszög is Ramsey. Nemrég Karamanlis [38] megmutatta, hogy minden

szimplex beágyazható véges sok szabályos sokszög szorzataként el®álló testbe. A két tételt össze-

vetve adódik, hogy minden szimplex Ramsey. Korábban Frankl és Rödl [25] más technikával ennél

er®sebb állítást bizonyítottak: megmutatták, hogy minden szimplex exponenciálisan Ramsey.

2.2. De�níció (Exponenciálisan Ramsey halmaz). Egy X � Rn halmaz exponenciálisan Ramsey,

ha létezikc > 1 konstans, hogym � n és r < c m eseténRm minden r � színezésében találhatóX -el

egybevágó egyszín¶ halmaz.

Ezzel ekvivalensenX exponenciálisan Ramsey, ha� (Rn; X ) exponenciálisan növekszikn-ben, azaz

� (Rn; X ) � cn teljesül valamely c > 1 konstansra.

A két pontú halmazok exponenciális Ramsey tulajdonságát, azaz a tér kromatikus számának ex-

ponenciális növekedését hosszú id® után Frankl és Wilson [27] igazolták. A nagy áttörést egy

halmazrendszerekre vonatkozó tételük segítségével érték el: Bizonyításukban egy egységtávolság

gráfokból álló sorozatot konstruáltak és egy trükkös hozzárendelés segítségével egy halmazrend-

szert de�niáltak. Erre vonatkozó tételükkel pedig exponenciális alsó korlátot adtak a gráfcsalád

kromatikus számára.

2.6. Tétel (Frankl-Wilson [27]) . Nagy n dimenziószám esetén:

� (Rn ) �
�
1:2 + o(1)

� n
:

Bizonyítás. (Vázlat)

Legyen n rögzített egész,q pedig egy tetsz®leges szám, melyre2q � 1 � n teljesül. Tekintsük az

n� dimenziós tér azon pontjait, melyeknek koordinátái közt (2q � 1) helyen 1=
p

2q áll, a többi ko-

ordinátája pedig 0 és vegyük az ezen pontok által meghatározottG = ( V; E) egységtávolság gráfot.

Egy G gráf kromatikus számára alsó becslést például az� (G) függetlenségi számára vonatkozó fels®

becslés segítségével adhatunk, hiszen tetsz®legesG gráf esetén:

� (G) �
jV j

� (G)
:

G minden v pontjához de�niáljuk az F (v) :=
�

i | x i 6= 0
	

halmazt. Ekkor v1, v2 2 V pontok

távolsága pontosan akkor1, azazv1 és v2 közt pontosan akkor fut él, ha F (v1) és F (v2) metszete

éppen (q � 1) elem¶. Így elegend® a következ® kérdést tekinteni: maximum hányF (v) halmazt

választhatunk ki úgy, hogy egyik halmazpárnak se legyen a metszete éppen(q� 1) elem¶? Frank és

Wilson belátták, hogy ha q prímhatvány, akkor
� n

q� 1

�
halmaznál nem választhatunk többet, tehát:

� (Rn ) � max
q prímhatvány

2q � 1 � n

� n
2q� 1

�

� n
q� 1

� :

Megfelel®en választvaq értékét az állítás adódik.
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Vegyük észre, hogy Frankl és Wilson az exponenciális Ramsey tulajdonságnál többet bizonyítot-

tak, hiszen azt mutatták meg, hogy a kromatikus számra alsó korlátot adójV j=� (G) hányados is

exponenciálisan növekszik. Ráadásul az ezt tanúsító gráfsorozat csúcshalmazának mérete csak ex-

ponenciálisan n®n-ben. Ezen tulajdonságot igyekszik megragadni az úgynevezett szuper-Ramsey

feltétel:

2.3. De�níció (Szuper-Ramsey halmaz). Egy X halmazt szuper-Ramseynek nevezünk, ha léteznek

c1, c2 > 1 konstansok ésn0 küszöbindex, hogyn > n 0 eseténRn -nek létezik olyanY(n) részhalmaz,

melyre:

jY (n)j � cn
1 és

jY (n)j
� (Y; X )

� (c2 + o(1))n

teljesül, ahol � (Y; X ) az Y legnagyobb olyan részhalmazának elemszáma, mely nem tartalmazX -el

egybevágó halmazt.

A de�nícióban szerepl® feltételek inkább technikai jelleg¶ek, jelent®ségük abban rejlik, hogy az

exponenciálisan Ramsey halmazokkal ellentétben a szuper-Ramsey halmazokról ismert, hogy szor-

zásra zárt halmazt alkotnak:

2.7. Tétel (Frankl-Rödl [26]) . Két szuper-Ramsey halmaz szorzata is szuper-Ramsey.

De�nícióból adódóan a szuper-Ramsey tulajdonságból azonnal következik, hogy az adott halmaz

exponenciálisan Ramsey, tehát két szuper-Ramsey szorzata exponenciálisan Ramsey. Fontos meg-

említeni, hogy az eddig említett összes exponenciálisan Ramsey halmaz a szuper-Ramsey tulajdon-

sággal is rendelkeznek. S®t, ez az egyetlen ismert módszer az exponenciális Ramsey tulajdonság

igazolására. Egy másik érdekesség, hogy egyel®re olyan halmaz se ismert, mely Ramsey, de nem

exponenciálisan Ramsey. Tehát lehetséges, hogy a három fogalom egybeesik.

2.2. Példák nem Ramsey halmazra

A másik irányból elindulva Erd®sék igazolták, hogy nem minden halmaz Ramsey. Egyrészt meg-

mutatták, minden Ramsey halmaz véges. Kicsit pontosabban, ennél er®sebb tételt bizonyítottak:

2.8. Tétel (Erd®s és társai [17]). Legyen X egy végtelen elemszámú halmaz. Ekkor mindenn-re

Rn kiszínezhet® megszámlálható sok színnel úgy, hogy mindenX -hez hasonló halmaz legalább1-1

pontot tartalmaz az összes színosztályból.

Tekintsük Rn -nek azt a 2� színezését, melynek egyik színosztálya megegyezik a fenti tétel által ga-

rantált színezés egyik színosztályával. Ebben a színezésben mindenX -el egybevágó halmaz mindkét

színosztályból tartalmaz pontot.

2.9. Következmény. LegyenX egy végtelen elemszámú halmaz. Ekkor mindenn-re Rn kiszínez-

het® két színnel úgy, hogy egyik színosztály se tartalmazzonX -el egybevágó halmazt, azazX nem

Ramsey.
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Erd®sék azt is megmutatták, nem minden véges halmaz Ramsey: a legegyszer¶bb ilyen példa az

(1; 1, 2) oldalú elfajuló háromszög.

2.10. Állítás (Erd®s és társai [16]). Legyen X egy (1; 1, 2) oldalú elfajuló háromszög. Ekkor

minden n egész eseténRn kiszínezhet®4 színnel úgy, hogy egyik színosztály se tartalmazzonX -el

egybevágó egyszín¶ halmazt, azazX nem Ramsey.

Bizonyítás. Legyen n tetsz®leges egész és egyx 2 Rn pont színe legyen
j
jxj2

k
(modulo 4):

Vegyük észre, hogy a színezés az origótól távolodva egyre vékonyabb gömbhéjakat határoz meg. A

sík ezen4� színezése a 4. ábrán látható.

4. ábra. A sík 4� színezése, mely nem tartalmaz egyszín¶(1; 1, 2) oldalú háromszöget

Egyszer¶ számolással igazoljuk, hogy a színezés megfelel®: Indirekt tegyük fel, hogy az egyik szín-

osztály tartalmaz X -el egybevágó egyszín¶ halmazt, azaz valamelyx pontra és u egységvektorrax,

x + u ésx � u ugyanazt a színt kapták. De�níció szerint léteznek a1, a2, a3 egészek, továbbá egy

0 � r < 4 egész és0 � � 1, � 2, � 3 < 1 számok, melyre:

jxj2 = 4a1 + r + � 1

jx � uj2 = 4a2 + r + � 2

jx + uj2 = 4a3 + r + � 3

(1)

(2)

(3)

(2) � (1):

� 2


x; u

�
+ 1 = 4( a2 � a1) + � 2 � � 1

(3) � (1):

2


x; u

�
+ 1 = 4( a3 � a1) + � 3 � � 1
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Tehát:

0 = � 2 + 4(a3 + a2 � 2a1) + � 3 + � 2 � 2� 1

ami ellentmondás, hiszena1, a2 ésa3 egész, illetve0 � � i < 1.

A fenti bizonyításban de�niált gömbhéjas színezés általánosításával Erd®sék megmutatták, hogy

ha egy kon�guráció nem gömbi, azaz pontjai nem egy gömb felszínén helyezkednek el, akkor nem

Ramsey. A témakör egyik legismertebb,1000dollárt ér® sejtése szerint ennek fordítottja is igaz:

2.1. Sejtés (Graham [33]). Egy véges halmaz pontosan akkor Ramsey, ha pontjai egy gömb felszínén

helyezkednek el.

A kérdés több mint 30éve nyitva áll, ráadásul egy másik, rivális sejtés is megjelent. Eszerint a gömbi

halmazoknak csak egy részhalmaza, az úgynevezett tranzitív halmazok rendelkeznek a Ramsey

tulajdonsággal. Informálisan, egy halmazt akkor nevezünk tranzitívnak, ha pontjai "ugyanúgy

néznek ki". Kicsit pontosabban:

2.4. De�níció (Tranzitív halmaz) . Egy X halmaz tranzitív, ha G szimmetriacsoportjának hatása

tranzitív, azaz minden x; y 2 X -re létezik g 2 G, melyre gx = y.

Egyszer¶ példa tranzitív halmazra egy tetsz®legesn csúcsú szabályos sokszög: Két szomszédos

csúcs esetén például(360=n) fokú forgatás megfelel® izometriát ad a két csúcs között. Egy másik

fontos példacsalád a téglák halmaza.

Leader és társai azt �gyelték meg, hogy az eddig ismert Ramsey halmazok esetén a Ramsey tulajdon-

ság igazolása során fontos lépés egy megfelel® tranzitív halmazba való beágyazás. Ezen észrevétel

motiválja az alábbi sejtést:

2.2. Sejtés (Leader, Russell és Walters [46]). Egy halmaz pontosan akkor Ramsey, ha tranzitív,

vagy tranzitív halmaz részhalmaza.

Milyen kapcsolatban állnak a tranzitív és a gömbi halmazok? Egyszer¶ meggondolás alapján minden

tranzitív halmaz gömbi: Legyen X egy véges tranzitív halmaz és tekintsük azt a legkisebbr sugarú

S gömböt, mely tartalmazza X minden pontját. Könnyen látszik, hogy pontosan egy ilyen S

gömb létezik és az is feltehet®, hogyS origó középpontú. Azt szeretnénk megmutatni, hogy egy

tetsz®legesx 2 X pont az S gömb felszínén helyezkedik el. A sugár választása alapján ezX legalább

egy pontjára teljesül, legyeny 2 X ilyen. A tranzitív halmaz de�níciója alapján létezik olyan g

szimmetria, melyre g � x = y fennáll. Ebb®l pedig következik, hogyjxj = r , vagyis x valóban az S

gömb határán van.

Nehezebb kérdés annak eldöntése, hogy létezik-e olyan halmaz, ami gömbi, de nem egészíthet® ki

tranzitív halmazzá. Leader és társai igenl® választ adtak a kérdésre, azaz megmutatták, hogy a

tranzitív halmazok valódi részhalmazát alkotják a gömbi halmazoknak. Ez tehát azt jelenti, hogy

a két sejtés valóban különbözik egymástól.
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3. Ramsey halmazok normált térben

Egy természetes irány a probléma általánosítására, ha az Euklideszi metrikát más metrikával helyet-

tesítjük. A továbbiakban azt vizsgáljuk, miképp lehet normált terekre jól kiterjeszteni a Ramsey

halmaz fogalmát, illetve, hogy az így de�niált halmazok milyen tulajdonságokkal rendelkeznek.

El®tte azonban tekintsünk néhány fontos fogalmat és de�níciót:

3.1. De�níció (Metrikus tér) . Legyen X vektortér, d:X � X ! R+ kétváltozós szimmetrikus

függvény, melyre az alábbiak teljesülnek:

ˆ d(x; y) = 0 pontosan akkor áll fenn, hax = y,

ˆ d teljesíti a háromszög egyenl®tlenséget, azaz mindenx; y; z 2 X -re: d(x; y) � d(x; z)+ d(z; y).

Ekkor az (X; d ) párt metrikus térnek nevezzük. HaX véges, akkor véges metrikus térr®l beszélünk.

Metrikus teret például normált tér segítségével de�niálhatunk:

3.2. De�níció (Normált tér) . Legyen X vektortér, k:k : X ! R+ egyváltozós függvény, melyre az

alábbiak teljesülnek:

ˆ kxk = 0 pontosan akkor áll fenn, hax = 0 ,

ˆ minden x 2 X -re és � számra k� � xk = j� j � kxk,

ˆ k:k teljesíti a háromszög egyenl®tlenséget, azaz mindenx; y; z 2 X -re: kx + yk � k xk + kyk.

Ekkor az (X; k:k) párt normált térnek nevezzük.

Valóban, minden (X; k:k) normált tér meghatároz egy(X; d ) metrikus teret, ahol d(x; y) = kx � yk.

A továbbiakban az úgynevezett Minkowski normált terekkel foglalkozunk:

3.3. De�níció (Minkowski tér) . Legyen C egy n� dimenziós origóra középpontosan szimmetrikus

konvex test. Egyx 2 Rn pont C által meghatározott normája:

kxkC = min
�

� 2 R+ j x 2 �C
	

:

Ekkor az (Rn; k:kC ) párt Minkowski térnek nevezzük.

Vizsgálatainkat azonban el®ször azln
p normált terekre sz¶kítjük.

3.4. De�níció (ln
p tér) . Legyen1 � p � 1 adott. Egy x 2 Rn pont normája:

kx jjp =

8
><

>:

p
p P n

i =1 jx i j
p ha p 2 [1; 1 )

max
�

jx i j j i = 1 : : : n
	

ha p = 1

Ekkor az (Rn; k:kp) párt ln
p térnek nevezzük.
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A de�nícióból közvetlenül leolvashatjuk az lp normák néhány fontos jellemz®jét. Egyrészt minden

p esetén azlp norma permutáció-invariáns, azaz minden� : f 1; : : : ng ! f 1; : : : ng permutációra

k(x1; : : : xn )kp = k(x � (1) ; : : : x � (n ) kp

teljesül. Egy másik megemlítend® tulajdonság azlp normák monotonitása: minden1 � p � q � 1

értékekre tetsz®legesx 2 Rn pont esetén

kxkq � k xkp:

Az is világos, hogyl2 éppen az Euklideszi normát határozza meg. Ezenkívül fontos még külön meg-

említeni az l1 , illetve az l1 normákat: az l1 norma, másnéven a maximum norma vagy Csebisev

norma által meghatározott egységgömb azn� dimenziós egységkocka; azl1 norma, másnéven Man-

hattan norma egységgömbje pedig ennek duálisa, az úgynevezett keresztpolitóp (azaz a standard

egységvektorok, illetve ellentettjeik konvex burka). Tehát ebben a két esetben az egységgömb nem

szigorúan konvex.

5. ábra. Az l2
p terek egységkörep = 1 , 2 és 1 értékre

l1 l2 l1

Azt is könny¶ igazolni, hogy ezen két extrémp érték kivételével � azaz az 1 < p < 1 esetekben �

viszont szigorúan konvex egységgömböt kapunk. Ezen meg�gyelés kulcsfontosságú lesz a Ramsey

tulajdonság vizsgálata során, ugyanis szigorúan konvex egységgömb esetén lényegesen eltér® az

izometrikus példányok viselkedése. A f® különbséget a következ® meg�gyelés adja:

3.1. Állítás. Legyen1 < p < 1 rögzített és legyenX egy tetsz®leges véges metrikus tér. Ha azX

halmaz3 pontja egyenl®séggel teljesíti a háromszög egyenl®tlenséget, akkorX minden beágyazásában

ezen3 pont egy egyenesre esik.

Végül megemlítjük az ismert Hölder egyenl®tlenség egy fontos következményét, ami bizonyos érte-

lemben azlp normák közti távolságot adja meg:

3.2. Állítás. Legyen1 � p � q � 1 adott. Ekkor:

kxkq � k xkp � n1=p� 1=qkxkq:
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3.1. lp� Ramsey halmazok

Kérdés, hogy miképp lehet a Ramsey halmaz fogalmát kiterjeszteni. Még az Euklideszi esetben

egyszín¶ egybevágó példányokat kerestünk, metrikus tér esetében izometrikus példányok létezését

vizsgálhatjuk, ami alatt a következ®t értjük:

3.5. De�níció (Izometrikus halmazpár). Azt mondjuk, hogy két metrikus tér izometrikus, ha pont-

jaik közt létezik távolságtartó bijekció.

Vegyük észre, hogy azlp normacsalád struktúrájának köszönhet®en szinte változtatás nélkül hasz-

nálhatjuk az eredeti de�níciót:

3.6. De�níció (lp� Ramsey halmaz). Legyen 1 � p � 1 rögzített. Azt mondjuk, hogy egyX

metrikus tér lp� Ramsey, ha mindenr � 1 egészre létezikn0 = n0(X; r ), hogy n � n0 esetén

(Rn; lp) tetsz®legesr � színezésében találhatóX -el izometrikus egyszín¶ halmaz.

Analóg módon de�niálhatjuk az exponenciálisan lp� Ramsey és azlp� szuper-Ramsey halmaz fo-

galmát is. Az eddig tárgyalt Ramsey halmazok azl2� Ramsey halmazoknak felelnek meg, így az

egyértelm¶ség kedvéért a továbbiakbanl2� Ramsey halmaznak nevezzük ®ket. Továbbá fontos meg-

jegyezni, hogy azr = 1 eset egybeesik azzal a kérdéssel, hogy az adott normált térnek létezik-e

X -el izometrikus részhalmaza, azaz, hogyX beágyazható-e az adott normált térbe. Azl2� Ramsey

halmaz de�níciójában említésre sem került ez az eset, feltettük, hogy kizárólag az Euklideszi térbe

beágyazható halmazok körében dolgozunk.

3.1.1. Példák lp� Ramsey halmazra

Az els® ötletlp� Ramsey halmaz keresésére, hogy megvizsgáljuk, az Euklideszi esetben bemutatott

tételek bizonyításai miként emelhet®ek átlp terekbe. Ahogy látni fogjuk, a legtöbb bizonyítás apró

módosítások segítségével egyszer¶en általánosítható.

Vizsgálatainkat a két pontú metrikus terekkel kezdjük: Egyszer¶ meg�gyelés, hogy a 2.6. tételben

bemutatott konstrukció a permutáció-invariáns normákra, így az lp normákra is megfelel®, tehát

tetsz®legesp esetén minden2 pontú metrikus tér exponenciálisan lp� Ramsey:

3.3. Állítás. Legyen I egy tetsz®leges két elem¶ halmaz. Ekkor minden1 � p � 1 esetén létezik

c > 1 konstans, hogy:

� (ln
p ; I ) = � (Rn; k:kp) � cn:

Igaz, az ln
p terek kromatikus számának aszimptotikus viselkedésének vizsgálata a mai napig nagy

�gyelemben részesül, a pontos érték egyedül azl1 esetében ismert: Egyszer¶ meggondolás mutatja,

hogy minden n-re � (Rn; l1 ) = 2 n teljesül. A legjobb fels® korlátot Euklideszi esetben Larman és

Rogers [45], illetve t®lük függetlenül Prosanov [55] mutatta, a Minkowski terekre vonatkozó fels®
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korlát pedig Kupavskiitól [43] származik. Továbbá Raigorodskii [57,58] azl1 ésl2 normák esetében

javított Frankl és Wilson konstrukcióján. Így az ismert korlátok:

� (Rn; l1 ) = 2 n

�
1:239 + o(1)

� n
� � (Rn; l2) �

�
3 + o(1)

� n

�
1:365 + o(1)

� n
� � (Rn; l1) �

�
4 + o(1)

� n

�
1:2 + o(1)

� n
� � (Rn; lp) �

�
4 + o(1)

� n
; ahol 1 � p � 1 :

A következ® kérdés, hogy mi a helyzet a háromszögekkel. Kezdjük néhány speciális esettel: Azt

mondjuk, hogy az (f x1; x2; x3g; d) három pontú metrikus tér

ˆ hegyesszög¶ háromszöglp-ben, ha kx1 � x2kp + kx2 � x3kp > kx1 � x3kp;

ˆ derékszög¶ háromszöglp-ben, ha kx1 � x2kp + kx2 � x3kp = kx1 � x3kp:

Ezen háromszögek Ramsey tulajdonságát Sagdeev vizsgálta és exponenciális alsó korlátot mutatott

kromatikus számukra:

3.4. Tétel (Sagdeev [66]). Legyen1 � p � 1 rögzített. Ekkor minden lp-ben hegyesszög¶ éslp-ben

derékszög¶ háromszög exponenciálisanlp� Ramsey.

Egy kés®bbi meg�gyelés miatt fontos megjegyezni, hogy Sagdeev a fentinél kicsivel er®sebb állí-

tást bizonyított, miszerint minden lp-ben hegyesszög¶ éslp-ben derékszög¶ háromszöglp� szuper-

Ramsey.

Mit mondhatunk egy általános háromszögr®l? Megmutatjuk, hogy Frankl és Rödl 2.5. tétele álta-

lánosítható lp terekre. Az Euklideszi bizonyításban fontos szerepet játszott a 2.4. Szorzás tétel, így

el®ször de�niáljuk két halmaz lp� szorzatát.

3.7. De�níció. Legyen X = ( X; d X ) és Y = ( Y; dY ) metrikus tér. Ekkor X és Y lp-szorzata az

(X � Y; d) metrikus tér, ahol minden x1, x2 2 X -re és y1, y2 2 Y-ra

d
�
(x1; y1); (x2; y2)

�
=

p
q

dp
X (x1; x2) + dp

Y (y1; y2):

Vegyük észre, hogy a 2.4. Szorzás tétel az Euklideszi norma tulajdonságai közül kizárólag a per-

mutáció-invarianciát használta ki, így a bizonyítás változtatás nélkül megfelel®:

3.5. Tétel. Legyen1 � p � 1 rögzített és legyen(X; d X ) és (Y; dY ) lp� Ramsey halmaz. EkkorX

és Y lp-szorzata is lp� Ramsey.

Az Euklideszi esettel ellentétben normált térben azonban két halmaz szorzata nem rendelkezik

igazán szép geometriai jelentéssel, így kevésbé támaszkodhatunk erre. Emiatt a háromszögek

lp� Ramsey tulajdonságának igazolásakor a fentilp� szorzás tétel használata helyett a részleteket is

kiírjuk.
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3.6. Tétel. Tetsz®leges1 � p � 1 esetén minden (nem elfajuló) háromszöglp� Ramsey.

Bizonyítás. (Vázlat)

Legyen p rögzített. Az Euklideszi esethez hasonlóan egy nagyon lapos háromszögb®l induljunk

ki: Frankl és Rödl bizonyítását követve igazolható, hogy tetsz®legest � 2 egészre a pp 2t, pp 2t és
p

p
2p+1 (t � 1) + 2 oldalú háromszögeklp� Ramsey halmazok. At értékét növelve a két rövidebb

oldal hosszának összege tart a harmadik oldal hosszához, azaz megfelel®en nagyt választása mel-

lett tetsz®legesen lapos háromszöget állíthatunk el®. Azt is meg�gyelhetjük, hogy az Euklideszi

esethez hasonlóan adott háromszög esetén elegend® egy megfelel® oldalarányú monokromatikus há-

romszög létezését igazolni. A pontosság kedvéért azonban a nagyításhoz szükséges" szorzótényez®t

is kiírjuk. A következ® két lépésben az 2.4. Szorzás tételhez hasonlóan járunk el: egy
pp
2t,

pp
2t,

p
p

2p+1 (t � 1) + 2 oldalarányú háromszög két, illetve a 2. lépésben további 1 csúcsának koordinátáit

egészítjük ki úgy, hogy a keresett háromszöggel izometrikus egyszín¶ háromszöget kapjunk. Legye-

nek N1, N2 ésN3 egészek, melyek értékeit kés®bb határozzuk meg. Tekintsük azn = N1 + N2 + N3

dimenziós pontok közül azokat, melyek a következ® alakúak:

ˆ az els®N1 koordináta (2t � 1) helyet leszámítva0, a maradék helyeken" , 2"; : : : t" , (t � 1)"; : : : " ,

ebben a sorrendben, ahol" > 0,

ˆ a következ®N2 koordináta közül 1 értéke nem0, a maradék koordináta pedig egy� szám,

ˆ az utolsóN3 koordináta közül pedig 1 értéke nem0, a maradék koordináta pedig egy� szám.

Az n� dimenziós tér r � színezése meghatározza az[N1] halmaz (2t � 1) elem¶ részhalmazainak

r N 2 �N 3 � színezését. ÍgyN1 értékét N1 = R
�
2t +1 ; 2t � 1; r N 2 �N 3

�
-nek választva lesz(2t +1) elem¶

részhalmaza, melynek minden(2t � 1) elem¶ részhalmaza azonos szín¶. Az els®N1 koordináta

színeit tekintsük rögzítettnek. Hasonlóan, azN2 + N3-dimenziós tér r � színezése meghatározza az

[N2] halmaz elemeinekr N 3 � színezését. ÍgyN2 = R(2; 1; r N 3 ) = r N 3 +1 esetén lesz olyan két elem¶

részhalmaz, melynek elemei azonos szín¶ek. Végül ugyanezen meggondolás alapján válasszukN3

értékét R(2; 1; r ) = r +1 -nek. Az n választása alapján kiválaszthatunk egyszín¶A, B , C pontokat,

melyek a következ® alakúak:

A =
�

: : : " : : : 2" : : : 3" : : : : : : t" : : : (t � 1)" : : : : : : 3" : : : 2" : : : " : : : 0 : : : 0 : : :
�
�
� : : : � : : : 0 : : :

�
�
� : : : � : : : 0 : : :

	

B =
�

: : : 0 : : : " : : : 2" : : : 3" : : : : : : t" : : : (t � 1)" : : : : : : 3" : : : 2" : : : " : : : 0 : : :
�
�
� : : : 0 : : : � : : :

�
�
� : : : � : : : 0 : : :

	

C =
�

: : : 0 : : : 0 : : : " : : : 2" : : : 3" : : : : : : t" : : : (t � 1)" : : : : : : 3" : : : 2" : : : " : : :
�
�
� : : : � : : : 0 : : :

�
�
� : : : 0 : : : � : : :

	

Megfelel®en választva" , � , � ést értékét tetsz®leges oldalhosszú háromszöget állíthatunk el® a fenti

módon, így valóban minden háromszöglp� Ramsey.

Egy apró észrevétel, hogy azl1 norma esetén a fenti állítás némileg egyszer¶síthet®: a 2.5. Frankl-

Rödl tétel bizonyításának els® lépésében ügyesen megkonstruált lapos háromszöget helyett egysze-

r¶en kiindulhatunk egy elfajuló háromszögb®l: Legyen(X; d ) metrikus tér, ahol X = f x1; x2; x3g
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éskx1 � x2k1 = kx2 � x3k1 = ", kx1 � x3k1 = 2" . Sagdeev 3.4. tétele alapjánX l 1-szuper-Ramsey,

hiszenX derékszög¶ háromszögl1-ben. S®t, egy kicsit er®sebb állítást is megfogalmazhatunk:

3.7. Állítás. Minden háromszög exponenciálisanl1� Ramsey.

Bizonyítás. A [44] cikk szerz®i meg�gyelték, hogy Frankl és Rödl bizonyításából kiolvasható a

2.7. állítás lp normákra történ® általánosítása, azazlp� szuper-Ramsey halmazoklp� szorzata is

rendelkezik az lp� szuper Ramsey tulajdonsággal. Így elegend® azt meggondolni, hogy minden

háromszög el®álll1� szuper-Ramsey halmazok szorzataként: egyrészt a 3.3. állítás szerint minden

két pontú halmaz l1� szuper-Ramsey, másrészt a 3.4. tétel szerintl1-ben minden elfajuló háromszög

l1� szuper-Ramsey. Tehát a 3.6. tételben leírt konstrukció alapján valóban minden háromszög el®áll

két l1� szuper-Ramsey halmaz szorzataként.

Eddig tehát azt láttuk, hogy az l2� Ramsey halmazok bizonyításában leírtak (apró módosításokkal)

az lp� Ramsey tulajdonság igazolásához is megfelel®ek. Most ismert beágyazási tételek segítségé-

vel az eddigieknél er®sebb állítást mutatunk. Az ötlet a következ®: Tekintsünk egy tetsz®leges

l2� Ramsey halmazt. A 2.3. de Bruijn-Erd®s tétel alapján mindenr színszámra meghatározhatunk

egy véges tanúhalmazt, azaz egy olyan véges halmazt, melyre teljesül, hogyRn minden r � színezé-

sében van vele egybevágó egyszín¶ halmaz. Tehát azlp� Ramsey tulajdonság igazolásához elegend®

megmutatni, hogy a tanúhalmazok izometrikusan beágyazhatóak egy véges dimenziószámúlp térbe.

Röviden összefoglaljuk a legfontosabb beágyazási tételeket:

Beágyazási tételek

El®ször is de�niáljuk, hogy egy véges metrikus tér mikorlp� beágyazható:

3.8. De�níció. Legyen(X; d ) és (X 0; d0) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy (X; d ) (izometrikusan)

beágyazható az(X 0; d0) térbe, ha létezik egy� függvény, hogy mindenx, y 2 X pontra:

d(x; y) = d0� � (x); � (y)
�
:

Speciáliasan, az(X; d ) metrikus teret lp� beágyazhatónak nevezünk, ha létezik olyanm, melyre (X; d )

beágyazható az(Rm; lp) térbe.

Milyen lp� beágyazható példákat ismerünk? A témakör egyik legismertebb tétele az úgynevezett

Fréchet féle beágyazási tétel, ami azt mondja ki, hogy minden véges metrikus tér beágyazható egy

korlátos dimenziószámúl1 térbe:

3.8. Állítás (Fréchet beágyazás (látsd például [49])). Tetsz®legesn pontú metrikus tér beágyazható

az ln
1 térbe.

Bizonyítás. Legyen (X =
�

x1; x2; : : : xn
	

; d) egy tetsz®leges véges metrikus tér. Tekintsük azt az

f : X ! ln
1 függvényt, mely minden x 2 X ponthoz hozzárendel egyn hosszú vektort, melynek
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i: koordinátája az x és x i pontok d(x; x i ) távolságával egyezik meg. Megmutatjuk, hogyf egy

izometrikus beágyazását adjaX -nek az ln
1 térbe.

Egyrészt minden x i , x j 2 X -re kf (x i ) � f (x j )k1 � d(x i ; x j ), hiszen:

kf (x i ) � f (x j )k1 = max
k

jf k (x i ) � f k (x j )j � j f i (x i ) � f i (x j )j = d(x i ; x j ):

Másrészt a háromszög egyenl®tlenségb®l adódóan mindenk indexre:

jf k (x i ) � f k (x j )j = jd(x i ; xk ) � d(xk ; x j )j � d(x i ; x j ):

Ezzel pedig az állítást beláttuk.

Megjegyezzük, hogy a fenti állítás némileg er®síthet®: mindenn � 4 pontú véges metrikus tér már

m = n � 2 esetén is beágyazható azlm
1 térbe (Wolfe [74]).

Mit mondhatunk a többi lp norma esetében? Triviálisan minden3 vagy kevesebb pontú metrikus

tér lp� beágyazható, hiszen minden1 � p � 1 esetén beágyazható azl2
p síkba. Azonban a4 pontú

halmazokra ez már nem teljesül: létezik olyan4 pontú metrikus tér, ami semelyik 1 < p < 1 esetén

sem lp� beágyazható. A következ® tétel azlp� beágyazható halmazok közt ismert legfontosabb

kapcsolatokat írja le:

3.9. Tétel (látsd például [14], 34. oldal). Legyen (X; d ) egy n pontú metrikus tér. Ekkor

1. (X; d ) l1 � beágyazható.

2. Ha (X; d ) l2� beágyazható, akkorlp� beágyazható is minden1 � p � 1 esetén.

3. Ha (X; d ) lp� beágyazható valamely1 � p � 2 értékre, akkor l1� beágyazható is.

6. ábra. Az lp � beágyazhatóságok közt lév® kapcsolatok különböz®p értékekre

lp beágyazhatóság l1 beágyazhatóság

2 < p < 1

l2 beágyazhatóság

lp beágyazhatóság l1 beágyazhatóság

1 < p < 2
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A következ® kérdés, hogy egy adottlp� beágyazható halmaz mennyire kicsi dimenziószámú térbe

ágyazható be. Jelöljemp(n) azt a legkisebb m egészt, melyre teljesül, hogy egy tetsz®legesn

pontú lp� beágyazható metrikus tér beágyazható azlm
p térbe. Wolfe említett tétele alapján tehát

m1 (n) � n � 2 teljesül. Egyszer¶ meggondolás alapjánm2(n) = n � 1, a többi lp térben azonban

már kevésbé triviális a helyzet. Witsenhausen [73] azl1 normában adott fels® korlátot. Megmutatta,

hogy:

m1(n) �
�

n
2

�
:

Tételét kés®bb Fichet, illetve t®le függetlenül Ball tetsz®legeslp normákra általánosította:

3.10. Tétel (Fichet [31], Ball [4]). Legyen (X; d ) egy tetsz®legesn elem¶ véges metrikus tér, és

1 � p � 1 rögzített. Ha (X; d ) beágyazható azlm
p térbe, akkor beágyazható azlm 0

p térbe is, ahol

m0 �
� n

2

�
, azaz:

mp(n) �
�

n
2

�
:

Az alábbi állítás az említett beágyazási tételek néhány fontos következményeit tartalmazza:

3.11. Következmény. Legyen1 � p � 1 rögzített. Ekkor

1. Minden l2� Ramsey halmazlp� Ramsey is.

2. Minden l2� szuper-Ramsey halmazlp� szuper-Ramsey is.

3. Minden nemelfajuló háromszög exponenciálisanlp� Ramsey.

Bizonyítás. Az 1. állítás azonnal adódik a 3.9. beágyazási tételb®l. A 2. állításhoz csupán azt

kell felhasználni, hogy egyl2� szuper-Ramsey halmazhoz tartozó(T; d) tanúhalmaz legfeljebb cn

nagyságú valamelyc konstansra. A 3.9. beágyazási tétel alapján(T; d) beágyazható azlm
p térbe,

ahol m �
� n

2

�
, tehát például a c0 := c2 konstanssal teljesíti az lp� szuper-Ramsey feltételeket is.

Ebb®l pedig rögtön adódik a 3. állítás is, hiszen minden háromszög beágyazható az Euklideszi síkba

és ismert, hogy minden nemelfajuló háromszögl2� szuper-Ramsey.

A 3.9. beágyazási tételb®l is látszik, hogy a maximum norma igencsak speciális helyzetben van.

Eddig azt láttuk, hogy minden l2� Ramsey halmaz egybenlp� Ramsey is. Nemrég Kupavskii és

Sagdeev ennél lényegesen többet bizonyított:

3.12. Tétel (Kupavskii-Sagdeev [44]). Minden véges metrikus tér exponenciálisanl1 � Ramsey,

azaz egy tetsz®leges(X; l 1 ) véges metrikus tér esetén létezikc > 1 konstans, hogy:

� (ln
1 ; X ) � cn:

Kés®bb Frankl, Kupavskii és Sagdeev [28] tovább vizsgálta azl1 � Ramsey tulajdonságot, és bizo-

nyos metrikus tér esetén a kromatikus számuk pontos értékét is sikerült meghatározniuk.
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3.1.2. Negatív eredmények

A következ® kérdés, hogy milyen halmazok nem rendelkeznek azlp� Ramsey tulajdonsággal. Er-

d®sék 2.8. tétele szerint egy végtelen halmaz nem lehetl2� Ramsey. Egy érdekes meg�gyelés, hogy

bizonyításuk minden szigorúan konvex egységgömbbel rendelkez® norma esetén megfelel®, tehát

1 < p < 1 esetekben végtelen halmaz nem lehet Ramsey:

3.13. Állítás. Legyen 1 < p < 1 rögzített és legyenX egy végtelen elemszámú halmaz. Ekkor

minden n-re (Rn; lp) kiszínezhet® megszámlálható sok színnel úgy, hogy mindenX -el izometrikus

halmaz legalább1-1 pontot tartalmaz az összes színosztályból.

Az lp� Ramsey tulajdonságot azonban okkal nem sz¶kítettük le a véges metrikus terek osztályára:

Nemrég ugyanis Frankl, Kupavskii és Sagdeev [28] végtelen elemszámúl1 � Ramsey halmazt mu-

tattak.

A véges halmazok közül egyedül az Euklideszi értelemben nem gömbi halmazokról ismert, hogy

nem l2� Ramsey halmazok. Kérdés, hogy ezen tétel általánosítható-e azlp normákra. Tekintsük az

egyik legegyszer¶bb nem gömbi halmazt, azlp-ben (1; 1, 2) oldalú háromszöget, azaz az

X :=
�

x1; x2; x3j kx1 � x2kp = kx2 � x3kp = 1 ; kx1 � x3kp = 2
	

metrikus teret. Kupavskii és Sagdeev 3.12. tétele szerint minden véges metrikus tér exponenciáli-

san l1 � Ramsey, Sagdeev 3.4. tétele alapján pedig minden derékszög¶ háromszög exponenciálisan

lp� Ramsey. Mivel X derékszög¶ háromszögl1-ben, így a fentiek alapjánX exponenciálisanl1 és

l1 � Ramsey. Az 1 < p < 1 esetben azonban más a helyzet, a különbséget az adja, hogy ezen

feltétel mellett az egységgömb szigorúan konvex. Ezt kihasználva Erd®sék bizonyítását követve

megmutatjuk, 1 < p < 1 feltétel mellett X nem exponenciálisanlp� Ramsey.

3.14. Állítás. Legyen1 < p < 1 rögzített és legyenX egylp-ben (1; 1, 2) oldalú háromszög. Ekkor

X nem exponenciálisanlp� Ramsey.

Bizonyítás. Legyen1 < p < 1 rögzített és X legyenlp-ben (1; 1, 2) oldalú háromszög. Megmutat-

juk, minden n egész eseténRn kiszínezhet®d(n) színnel úgy, hogy egyik színosztály se tartalmazzon

X -el izometrikus halmazt, ahol d(n) csak lineárisan n® a dimenziószámban. Fontos meg�gyelés,

hogy az x1, x2 ésx3 pontok egyenl®séggel teljesítik a háromszögegyenl®tlenséget, így a 3.1. állítás

alapján X minden beágyazásában a pontjai egy egyenesre esnek. Azt is könny¶ látni, hogy minden

beágyazásbanx2 éppen azx1x3 szakasz felez®pontja, azazX minden beágyazásban felírhatóx,

x + u, x � u alakban, ahol kukp = 1 egységvektor.

El®ször tegyük fel, hogy2 � p < 1 . A 3.2. állítás alapján:

kxkp � k xk2 � n1=2� 1=pkxkp:
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Legyen d = d(n) =
�
n1=2� 1=p

�
, tehát a fenti alapján 1 � k uk2 � d. Tekintsük azt a színezést,

melyben egyx 2 Rn pont színe:

j
kxk2

2

k
modulo (2d2 + 2) :

Erd®sék bizonyításához hasonlóan igazoljuk, hogy a színezés megfelel®: Tekintsünk egyx, x + u,

x � u alakú (1; 1, 2) háromszöget és indirekt tegyük fel, hogyx, x + u és x � u ugyanazt a színt

kapták. De�níció szerint ekkor léteznek a1, a2, a3 egészek, egy0 � r < d 2 + 2 egész és0 � � 1, � 2,

� 3 < 1 számok, melyre:

kxk2
2 = (2 d2 + 2) � a1 + r + � 1

kx � uk2
2 = (2 d2 + 2) � a2 + r + � 2

kx + uk2
2 = (2 d2 + 2) � a3 + r + � 3

(4)

(5)

(6)

(5) � (4):

� 2


x; u

�
+ kuk2

2 = (2 d2 + 2) � (a2 � a1) + � 2 � � 1

(6) � (4):

2


x; u

�
+ kuk2

2 = (2 d2 + 2) � (a3 � a1) + � 3 � � 1

Tehát:

0 = � 2kuk2
2 + (2 d2 + 2) � (a3 + a2 � 2a1) + � 3 + � 2 � 2� 1

ami ellentmondás, hiszen� 2 � � 2kuk2
2 � � 2d2, a1, a2, a3 egészek és0 � � i < 1.

Másodszor legyen1 < p � 2. A 3.2. állítás alapján:

kxk2 � k xkp � n1=p� 1=2kxk2, azaz

n1=2� 1=pkxkp � k xk2 � k xkp:

Legyen d =
�
n1=p� 1=2

�
, egy x 2 Rn pont színe pedig legyen

�
(dkxk2)2�

modulo (2d2 + 2) :

Az el®z® esetekhez hasonlóan ellen®rizhet®, hogy a színezés nem tartalmazX -el izometrikus egyszín¶

halmazt. A színek száma mindkét esetben csak lineárisan n® a dimenziószám szerint, ezzel tehát

az állítást beláttuk.

A fentinél er®sebb állítás lenne, hogyX nem lp� Ramsey valamelyp értékre. Ehhez olyan konst-

rukcióra lenne szükség, amely konstans számú színt használ, egyel®re azonban az Euklideszi eseten

kívül nem ismert ilyen színezés. Másrészt, ha olyanp értéket találnánk, melyre X l p� Ramsey,

akkor ez azt igazolná, hogy az exponenciálisanlp� Ramsey halmazok valódi részhalmazát képzik az

lp� Ramsey halmazok családjának.
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3.2. Er®sen Ramsey halmazok

Térjünk át a Minkowski terek vizsgálatára. Az lp normákkal szemben tetsz®leges Minkowski térre

nézve nem teljesen egyértelm¶, hogy lehet jól általánosítani a Ramsey halmaz fogalmát. Egy

lehetséges meghatározás a következ®:

3.9. De�níció (Er®sen Ramsey halmaz). Egy X metrikus térre azt mondjuk, hogy er®sen Ram-

sey, ha bármelyr � 1 egész esetén létezik egyn0 egész, hogy mindenn � n0 dimenziószám és

C � Rn szimmetrikus konvex test által meghatározott Minkowski tér esetén(Rn; k:kC ) minden

r � színezésében vanX -el izometrikus egyszín¶ halmaz.

Kérdés, hogy milyen halmazok teljesítik a fenti feltételeket, milyen tulajdonságaik vannak az er®sen

Ramsey halmazoknak.

Az eddigiekhez hasonlóan a2 pontú metrikus terek Ramsey tulajdonságának igazolásához elég

belátni, hogy minden r � 1 számra létezik olyan n dimenziószám, hogy mindenn� dimenziós

Minkowski tér tartalmaz (r +1) csúcsú szabályos szimplexet. Meglep® módon már ennek az egyszer¶

állításnak is kifejezetten nehéz a bizonyítása, bemutatása némi el®készületet igényel.

Maximális elemszámú szabályos szimplex

Legyen X normált tér és jelölje e(X ) az X -ben található páronként egységtávolságra lév® pontok

maximális számát. Euklideszi esetben ismert, hogye(Rn ) = n + 1 , azonban tetsz®legesX normált

tér esetén e(X ) meghatározása meglehet®sen nehéz feladatnak bizonyul, a továbbiakban röviden

összefoglaljuk aze(X ) értékékr®l ismert eredményeket. Síkban ismert, hogy3 � e(X ) � 4, ése(X )

pontosan akkor 4, haX egységgömbje paralelogramma (Petty [54]). Nyitott kérdés, hogy igaz-e a

fenti alsó korlát magasabb dimenziós általánosítása:

3.1. Sejtés. Egy n� dimenziós X normált tér esetén e(X ) � n + 1 .

A sejtést több speciális esetben igazolták. Egy egyszer¶ meg�gyelés, hogy egy permutáció-invariáns

normált tér esetén az n standard egységvektor páronként egyenl® távolságra vannak egymástól,

így e(X ) � n. S®t, kis meggondolás alapján az egységvektorok kiegészíthet®ek(n + 1) pontú

szabályos szimplexé (Kobos [39]), azaze(X ) � n + 1 is teljesül. Egy másik fontos speciális osztályt

a "közel-Euklideszi" normált terek alkotják. A pontos megfogalmazáshoz szükségünk lesz az alábbi

fogalomra:

3.10. De�níció (Banach-Mazur távolság). Legyen K , L � Rn szimmetrikus konvex test.K és L

testek d(K; L ) Banach-Mazur távolságának azt a legkisebb pozitív� számot hívjuk, melyre létezik

olyan T : Rn ! Rn lineáris transzformáció, hogy

T(K ) � L � �T (K ):
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A következ® állítás a Banach-Mazur távolság legfontosabb tulajdonságait foglalja össze:

3.15. Állítás. LegyenK , L és M � Rn szimmetrikus konvex test. Ekkor:

ˆ d(K; L ) � 1,

ˆ d(K; L ) = 1 pontosan akkor teljesül, haK és L egymás a�n képei,

ˆ d(K; L ) = d(L; K ),

ˆ d(K; M ) � d(M; L ) � d(L; K ).

Tehát d(:; :) az n� dimenziós szimmetrikus konvex testek a�n ekvivalenciaosztályain multiplikatív

metrikát határoz meg, azaz logaritmusa egy metrika.

Ennek segítségével de�niálhatjuk két normált tér távolságát is: LegyenX ésY n� dimenziós normált

tér. Ekkor d(X; Y ) az X ésY egységgömbjeinek Banach-Mazur távolságát jelöli. Ezzel ekvivalens

a következ® de�níció:

d(X; Y ) := inf
�

kTk � kT � 1k; ahol T : X ! Y lineáris, invertálható leképezés:
	

John [29] nevezetes ellipszoidokról szóló tétele azt mondja, hogy egy tetsz®legesn� dimenziós origóra

szimmetrikus konvex C test esetén létezik olyanE ellipszoid, melyre:

E � C �
p

nC:

Ez tehát azt jelenti, hogy egy n� dimenziós Minkowski tér és az Euklideszi tér távolsága legfeljebb
p

n, amib®l pedig következik, hogy kétn� dimenziós Minkowski tér Banach-Mazur távolsága max-

imum n lehet. Néhány speciális esetben ennél jobb korlátot is adhatunk, például a 3.2. állítást a

következ®képp fogalmazhatjuk át:

3.16. Állítás. Legyen p és q rögzített, n tetsz®leges. Ha1 � p � q � 2, vagy 2 � p � q � 1 ,

akkor:

d(ln
p ; ln

q ) = n1=p� 1=q:

Visszatérve a páronként egységtávolságra lév® pontok maximális számára, a közel-Euklideszi terek

e(X ) értékére Brass, illetve t®le függetlenül Dekster adott alsó korlátot:

3.17. Tétel (Brass [5], Dekster [13]). Legyen X egy tetsz®legesn� dimenziós normált tér, melyre

d(X; l n
2 ) � 1 + 1=n. Ekkor bármely n pontú szabályos szimplex kiegészíthet®(n + 1) pontúvá, így:

e(X ) � n + 1 :

A tétel segítségével az általános esetben is viszonylag jó alsó korlátot kapunke(X ) értékére, hiszen

ismert, hogy egy megfelel®en magas dimenzió esetén tetsz®leges Minkowski tér tartalmaz egy közel-

Euklideszi alteret. Pontosabban:
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3.18. Tétel (Dvoretzky [15]). Létezik c > 0 konstans, hogy minden" > 0-ra és n � exp
�
cm" � 2

�
-ra

egy n� dimenziós Minkowski térnek létezik olyanm-dimenziós Y altere, melyre:

d(Y; l2) � 1 + ":

Az " értékét 1=(m + 1) -nek választva az el®z® két tételt összevetve adódik, hogy tetsz®legesX

Minkowski tér esetén létezikc > 0 konstans, hogy

e(X ) � c 3
p

log(n):

Ezen a korláton javított Swanepoel és Villa. Bizonyításuk f® ötlete, hogy a Dvoretzky tétel egy

általánosítását, Alon és Milman tételét alkalmazták:

3.19. Tétel (Alon-Milman [1]) . LegyenX egy tetsz®legesn� dimenziós normált tér. Minden " > 0

esetén létezikc 2 (0; 1) konstans, hogyX -nek létezik egym � exp
�
c
p

logn
�

dimenziós Y altere,

melyre:

ˆ vagy d(Y; l2) � 1 + " ,

ˆ vagy d(Y; l1 ) � 1 + " teljesül.

Swanepoel-Villa megmutatták, hogy d(X; l 1 ) � 3=2 eseténe(X ) � n + 1 teljesül, ezzel igazolva

tételüket:

3.20. Tétel (Swanepoel-Villa [70]). Legyen X egy tetsz®leges normált tér. Ekkor létezikc > 0

konstans, hogy:

e(X ) � exp
�

c
p

logn
�

:

Tehát n0 = exp
�
(c � ln(2r + 1)) 2

�
választása mellett minden n � n0 esetén(Rn; k:kC ) tartalmaz

(r + 1) csúcsú szabályos szimplexet. Így valóban minden két pontú halmaz er®sen Ramsey.

A következ® felmerül® kérdés, hogy a 2.5. Frankl-Rödl tétel általánosítható-e, azaz igaz-e, hogy

minden háromszög er®sen Ramsey. Az el®z® esethez hasonlóan mindenr színszámhoz létezik egy

n dimenziószám, hogy azn� dimenziós tér tartalmaz (2r + 1) pontú szimplexet, így a szabályos

háromszögek (vagy általánosabban a szabályos szimplexek) er®sen Ramsey halmazok.

Azonban továbbra is nyitva áll a kérdés, hogy minden háromszög er®sen-Ramsey-e. A Frankl-Rödl

tétel alapján adott háromszöghöz minden színszám esetén meghatározhatunk egy véges tanúhal-

mazt. Ha ezek beágyazhatóak minden kell®en magas dimenziós Minkowski térbe, (például a 3.18.

Dvoretzky-tétel által biztosított közel-Euklideszi alterébe), akkor a válasz igenl®.

Milyen halmazokról tudjuk, hogy nem rendelkeznek az er®s Ramsey tulajdonsággal? De�níció alap-

ján, ha X nem ágyazható be valamelyik Minkowski térbe, akkor nem lehet er®sen Ramsey. Másrészt,

ha X beágyazható az Euklideszi térbe, és nem Ramsey, akkor er®sen sem Ramsey. Egyel®re tehát

az ismert, hogy az Euklideszi értelemben nem gömbi halmazok nem er®sen Ramsey halmazok.
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3.3. Összefoglalás

A Ramsey halmaz fogalmát az 1970-es években vezették be Erd®sék. Cikksorozatuk megjelenést kö-

vet®en sok új eredmény született a témában, így ma sok példa ismert Ramsey halmazra. Másrészt,

az is ismert, hogy nem minden halmaz rendelkezik a Ramsey tulajdonsággal: Erd®sék megmutatták,

hogy végtelen halmaz nem lehet Ramsey, illetve, hogy a nem gömbi halmazok sem rendelkeznek a

Ramsey tulajdonsággal. Azonban a Ramsey halmazok karakterizálása máig nyitott kérdés, s®t két

rivális sejtés is megjelent a problémával kapcsolatban.

A Ramsey halmaz fogalmát nagyon természetes módon kiterjeszthetjüklp terekre, mégis csak kevés

eredmény született ezzel az általánosítással kapcsolatban. A helyzet egyedül a maximum norma

esetén tisztázott: nemrég Kupavskii és Sagdeev megmutatták, hogy minden véges metrikus tér

exponenciálisanl1 � Ramsey. A dolgozatban a többilp normát vizsgáltuk: Egyrészt meg�gyeltük,

hogy a Ramsey tulajdonság igazolásakor általában az Euklideszi normának egyedül a permutáció-

invariáns tulajdonságát kell felhasználni, így az ismert tételek apró módosítások segítségévellp

terekre is általánosíthatóak. Kés®bb ismert beágyazási tételek következményeként azt is láttuk,

hogy ezen meg�gyeléseket tovább er®síthetjük. Adottr színszám ésl2� Ramsey halmaz esetén a

de Bruijn-Erd®s tétel alapján meghatározhatunk egy véges tanúhalmazt. Ezt a tanúhalmazt pedig

beágyazhatjuk egy (esetleg magasabb dimenziós)lp térbe, ami azt igazolja, hogy mindenl2� Ramsey

halmaz egybenlp� Ramsey is (tetsz®leges1 � p � 1 értékre).

A másik irányból elindulva azt vettük észre, hogy a negatív eredmények bizonyításában általában

felhasználjuk az egységgömb szigorú konvexitását, így ezen tételeket legfeljebb a1 < p < 1 esetére

általánosíthatjuk. Ebb®l is látszik, hogy az l1 és l1 helyzete igencsak elkülönül a többilp normá-

tól. A f® különbséget valószín¶leg a nem szigorúan konvex egységgömb adja. Érdekes, és eddig

csak keveset vizsgált kérdés, hogy al2� Ramsey halmazokon túl milyen halmazok rendelkeznek az

l1� Ramsey tulajdonsággal: Egyel®re nem ismert neml1� Ramsey halmaz, tehát az is lehetséges,

hogy a maximum normához hasonlóan minden véges metrikus térl1� Ramsey.

Végül kitértünk a Minkowski terekre és bevezettük az er®sen Ramsey halmaz fogalmát. Ismert téte-

lek segítségével megmutattuk, hogy minden szabályos szimplex er®sen Ramsey. Azonban az er®sen

Ramsey halmazok további tulajdonságainak vizsgálata során komolyabb nehézségekbe ütköztünk,

már a háromszögek er®sen Ramsey tulajdonságának igazolása is meglehet®sen nehéz feladatnak

bizonyult.
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4. Aszimmetrikus Ramsey problémák

Az eddig tárgyalt kérdéseket számtalan különböz® módon általánosíthatjuk. Egy érdekes problé-

makör az úgynevezett aszimmetrikus Ramsey párokat vizsgálja, melynek fogalmát szintén Erd®sék

vezették be cikksorozatuk II. részében [17]. Ebben a változatban a sík, vagy egy magasabb, de

rögzített dimenziószámú tér pontjait színezzük két színnel � hagyományosan pirosra és kékre � és

a két színosztályban különböz® kon�gurációkat keresünk. Egy tipikus kérdés a következ®: Ha a

sík egy piros-kék színezésében megtiltunk egy adottK 1 kon�gurációt a piros színosztályban, mi-

lyen K 2 kon�gurációk lesznek elkerülhetetlenek a kék színosztályban? HaK 1 és K 2 teljesíti ezen

feltételeket, azt mondjuk K 1 ésK 2 pontkon�gurációk aszimmetrikus Ramsey párt alkotnak és ezt

R2 ! (K 1; K 2)-el jelöljük, ellenkez® esetben pedig azR2 6! (K 1; K 2) jelölést használjuk.

Erd®sék többek között azt a speciális esetet vizsgálták, amikor az egyik kon�gurációt az egység-

távolságú pontpárnak rögzítjük, amit ezentúl P1-el jelölünk. A továbbiakban mi is ezt az esetet

tekintjük, így érdemes bevezetni a következ® fogalmat:

4.1. De�níció. A sík egy piros-kék színezését nevezzük megengedettnek, ha a piros színosztály

nem tartalmaz egységtávolságú pontpárt. Továbbá a sík egyk színosztályból álló színezését hívjuk

megfelel®k� színezésnek, ha mind ak színosztály teljesíti ezen feltételt, azaz egyik sem tartalmaz

egységtávolságú pontpárt.

Így a kérdés a következ®képp fogalmazható meg: MilyenK kon�gurációkra teljesül, hogy a sík

minden piros-kék színezésében találhatóK -val egybevágó kék kon�guráció? Azaz milyenK kon�-

gurációra teljesül, hogyR2 ! (P1; K )? Egy piros-kék színezést az egyik színosztálya egyértelm¶en

meghatároz, így a továbbiakban mindig csak a piros színosztályt de�niáljuk, illetve az ábrákon is

ezt jelöljük.

El®ször tekintsük át a problémához kapcsolódó ismert eredményeket: Triviálisan minden1 pon-

tú K halmazra R2 ! (P1; K ) teljesül és az egységoldalú szabályos háromszög tanúsítja, hogy

R2 ! (P1; P1) is fennáll. Apró meg�gyelés mutatja, hogy R2 ! (P1; K ) minden 2 pontú kon�gu-

rációra is teljesül. S®t, az is egyszer¶en igazolható, hogy a háromszögek is teljesítik a feltételeket:

4.1. Állítás. LegyenK egy tetsz®leges3 pontú kon�guráció. Ekkor R2 minden megengedett piros-

kék színezése tartalmazK -val egybevágó kék kon�gurációt. AzazR2 ! (P1; K ) minden 3 pontú K

kon�guráció esetén fennáll.

Bizonyítás. Tekintsük a síknak egy megengedett piros-kék színezését és legyenA, B , C egy tetsz®-

leges háromszög, melynek oldalhosszaia � b � c. El®ször vizsgáljuk aza � 2 esetet, azaz tegyük

fel, hogy a háromszög egyik oldala legfeljebb2 hosszú. Feltehet®, hogy a színezés tartalmaz piros

pontot, legyen a p pont ilyen, C1 pedig jelölje a p pont köré írt 1 sugarú kört. Ekkor C1 minden

pontja szükségszer¶en kék. Válasszunk aC1 körön egy tetsz®legesa hosszúBC húrt és egészítsük
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ki egy A0 ponttal úgy, hogy ABC -vel egybevágó háromszöget kapjunk. HaA0 kék, készen vagyunk.

Ellenkez® esetben azA0 pontot forgassuk körbep pont körül. Az így kapott C2 kör egy 1 hosszú

húrjának két végpontja közül legalább az egyik kék, vagyis aC2 körön választhatunk egy kék A

pontot, ezzel pedig egya, b, c oldalú kék háromszöget találtunk.

7. ábra. Els® eset:a � 2

A

C

p

B

Másodszor tegyük fel, hogy azABC háromszög minden oldalhossza nagyobb mint2. Ha nincs a

távolságú piros pontpár, akkor alkalmazhatjuk az el®z® gondolatmenetet egy piros pont körülia

sugarú kék körb®l kiindulva. Tehát feltehet®, hogy vana távolságú piros pontpár; p1 ésp2 legyenek

ilyenek és tekintsük ap1 ésp2 körüli 1� 1 sugarúC1, C2 köröket. A két körön tetsz®legesen választva

két a távolságú pontot, a háromszög harmadik csúcsa egy1 sugarú C3 körön helyezkedhet el. A

C3 kör egy 1 hosszú húrjának két végpontja közül legalább az egyik kék, azaz ebben az esetben is

találtunk a, b, c oldalú kék háromszöget.

8. ábra. Második eset: a > 2 és van a távolságú piros pontpár

A

B C

p1 p2

A következ® felmerül® kérdés, hogy mi a helyzet a négyszögekkel. Az els® idekapcsolódó tétel

Erd®sékt®l származik, akik azt a4 pontú kon�gurációt vizsgálták, melynek pontjai egy egyenesre

esnek és a pontok egymástól1 � 1 távolságra helyezkednek el. A továbbiakban eztP3-mal jelöljük.
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4.2. Tétel (Erd®s és társai [17]). A sík minden piros-kék színezése vagy tartalmazP1-el egybevágó

piros, vagy P3-mal egybevágó kék kon�gurációt. AzazR2 ! (P1; P3) fennáll.

Bizonyítás. Tekintsünk egy tetsz®leges megengedett piros-kék színezést, ami feltehet®en legalább

egyp piros pontot tartalmaz. Ekkor a p középpontú1 sugarúC1 kör minden pontja kék. Tekintsünk

egy vele koncentrikus
p

3 sugarú C2 kört. A C2 körbe írt szabályosH = f h1; h2; ; h3g háromszög

segítségével fogjuk igazolni a kékP3 létezését: Jelöljeai (i = 1 : : : 6) a H háromszög és aC1 kör

metszéspontjait, a 9.a ábrán látható sorrendben. Vegyük észre, hogy ah1, a1, a2, h2 pontok éppen

9. ábra. A sík minden megengedett piros-kék színezése tartalmaz4 egy-egy távolságra lév® kék pontot

h2 h2

b2

a2 a3 a2 a3

a1 p a4 a1 p a4

h1 a6 a5 h3 h1 a6 a5 h3

b2

a) b)

1 � 1 távolságra vannak egymástól. Hasonlóan ah2 a3, a4, h3 és ah3 a5, a6, h1 négyes is1 � 1

távolságot határoznak meg. HaH legalább két csúcsa kék, készen vagyunk. Tegyük fel, hogy ez

nem teljesül, legyen példáulh1 ésh2 is piros. A C2 körön azonos irányban válasszukh1-t®l ésh2-t®l

1 távolságra lév®b1, b2 pontokat. Mivel b1 és b2 kék, az általuk meghatározott egyenesC1 körrel

való metszéspontjaival kiegészítve ®ket megfelel® kék kon�gurációt találtunk (9.b ábra).

Erd®sék azt sejtették, hogy más négyszögek, például az egységnégyzet is megfelel® választásaK -

nak. Néhány évvel kés®bb Juhász Rozália ennél többet bizonyított: megmutatta, hogy minden4

pontú kon�guráció teljesíti a feltételeket.

4.3. Tétel (Juhász [37]). LegyenK egy tetsz®leges4 pontú kon�guráció. Ekkor R2 minden megen-

gedett piros-kék színezése tartalmazK -val egybevágó kék kon�gurációt. AzazR2 ! (P1; K ) minden

4 pontú K kon�guráció esetén fennáll.

A tétel nagy elismerésben részesült a témakörrel foglalkozó matematikusok körében, Juhász eredmé-

nyét többek között Rod Laver1teniszez® bravúros teljesítményéhez hasonlították [7]. Nem meglep®

módon csak kevés további példa ismert: Nemrég Tsaturian [72] egy5 pontú K halmazt mutatott,

melyre R2 ! (P1; K ) teljesül.
1Rod Laver ausztrál teniszez®, aki a fér�ak közt páratlan módon egy éven belül nyerte meg a pro� szint¶ Grand

Slam mind a négy tornáját.
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A másik irányból elindulva, már Erd®sék cikkében is megjelent, hogy létezik olyan kon�guráció,

mely nem tesz eleget a feltételeknek. Ezt egy nem éppen optimális rácsmenti színezés-kon�guráció

párral igazolták:

4.4. Tétel (Erd®s és társai [17]). Létezik egyK kon�guráció és R2-nek egy olyan piros-kék színezé-

se, mely nem tartalmaz egységtávolságú piros pontpárt és mindenK -val egybevágó kon�gurációnak

legalább az egyik pontja piros. Vagyis létezik olyanK kon�guráció, melyre R2 6! (P1; K ).

Bizonyítás. Színezzük pirosra az

�
(x; y) 2 R2 j 2m � x � 2m + 1=2; 2n � y � 2n + 1=2; n; m 2 Z

	

halmaz pontjait. Vegyük az egész pontok által meghatározott rács3=106-szeresét és aK kon�gu-

ráció álljon a
�

(x; y) 2 R2 j 0 � x � 3; 0 � y � 3
	

négyzetbe es®1012 rácspontból.

10. ábra. Erd®sék piros-kék színezése és1012 pontú kon�gurációjuk

Könnyen ellen®rizhet®, hogy a színezés megengedett és mindenK -val egybevágó kon�gurációnak

legalább az egyik pontja piros.

Javítva Erd®sék tételén Juhász a már említett cikkében 12 pontú ellenpéldát mutatott.

4.5. Tétel (Juhász [37]). Létezik egy12 pontból állóK kon�guráció és R2-nek olyan piros-kék színe-

zése, mely nem tartalmaz egységtávolságú piros pontpárt és mindenK -val egybevágó kon�gurációnak

legalább az egyik pontja piros. Vagyis létezik12 pontú K kon�guráció, melyre R2 6! (P1; K ).

Bizonyítás. Színezzük pirosra azf 1=2 Int B2 + � | � 2 � g halmaz pontjait, ahol � a 2 oldalú

szabályos háromszögrács pontjainak halmaza, IntB2 pedig a nyílt Euklideszi egységkört jelöli. Ez

megengedett piros-kék színezést határoz meg, hiszen az IntB2+� halmazcsalád pakolást alkot, azaz

tagjai páronként diszjunktak. Világos, hogy a piros halmaz srtuktúrája alapján olyan kon�gurációt

kell keresni, melynek pontjai köré írt 1=2 sugarú nyílt körök uniója mindenképp tartalmaz � -beli

pontot. Fontos meg�gyelés, hogy egy2=
p

3 sugarú kör minden eltoltja tartalmazza a � rács legalább

egy pontját, hiszen egy 2 oldalú szabályos háromszög körülírható körének sugara éppen2=
p

3.

LegyenC egy1=2+(2=
p

3) sugarú kör. Az el®z® meg�gyelés alapjánC minden eltoltja tartalmazza
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a színezés egy teljes piros körét. Tekintsük a� rács
p

3=4 -szeresét, azaz a
p

3=2 oldalú háromszög

által meghatározott � 0 rácsot és aK kon�guráció álljon a � 0 rács C körbe es®12 pontjából.

11. ábra. Juhász piros-kék színezése és12 pontú kon�gurációja

Az el®z®höz hasonlóan egy tetsz®leges1=2 sugarú kör minden eltoltja tartalmazza a � 0 rács legalább

egy pontját. Tehát a C kör megfelel® eltoltjába es®1=2 sugarú piros kör tartalmazza K legalább

egyik pontját, amivel az állítást beláttuk.

Egy egyszer¶ meg�gyeléssel9-re csökkenthetjük a pontkon�gurációnk számát:

Használjuk a fenti tételben szerepl® piros-kék színezést, amit az egyszer¶ség kedvéért a továbbiakban

nevezzünk standard piros-kék színezésnek. Azt már megállapítottuk, hogy olyan kon�gurációt kell

konstruálni, melyre teljesül, hogy pontjai köré írt 1=2 sugarú nyílt körök uniója tartalmaz � -beli

pontot. Másrészt azt is láttuk, hogy egy 2=
p

3 sugarú C kör minden eltoltja tartalmaz � -beli

pontot. Tehát elegend® olyan kon�gurációt adni, melynek pontjai köré írt 1=2 sugarú nyílt körök

uniója lefedi C kör egy eltoltját. Fejes Tóth [22] tétele alapján az ehhez szükséges nyílt körök

száma éppen9: C lefedhet®9 nyílt kör segítségével (12.a ábra), amib®l az állítás adódik. Azonban

meg�gyelhetjük, hogy már 8 kör is majdnem elegend®: a 12.b ábrán látható elrendezésben egyedül

a pirossal jelölt kicsiny terület marad fedetlenül.

a) b)

12. ábra. A 2=
p

3 sugarú kör lefedhet®9 db 1=2 sugarú nyílt körrel, de 8-al éppen nem
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Ennél trükkösebb gondoltmenet segítségével Csizmadia és Tóth megmutatták, hogy a fenti8 pontú

kon�guráció is megfelel®, ezzel övéké az eddig ismert legjobb konstrukció:

4.6. Tétel (Csizmadia-Tóth [12]). Létezik egy8 pontú K kon�guráció és R2-nek egy olyan piros-kék

színezése, mely nem tartalmaz egységtávolságú piros pontpárt és mindenK -val egybevágó kon�gurá-

ciónak legalább az egyik pontja piros. Vagyis létezik8 pontú K kon�guráció, melyre R2 6! (P1; K ).

Bizonyítás. (Vázlat)

Az eddigiekhez hasonlóan tekintsük a standard piros-kék színezést a kon�guráció pedig legyen a 12.b

ábrán látható 8 kör középpontja, azaz: Vegyünk egy szabályos hétszöget, melynek körülírt körének

sugara0:9 és aK kon�guráció álljon a hétszög csúcsaiból, illetve a körülírt körének középpontjából.

13. ábra. Csizmadia és Tóth piros-kék színezése és8 pontú kon�gurációjuk

Tekintsünk egy tetsz®legesK -val egybevágóK 0 kon�gurációt és a hétszög középpontja köré írt

2=
p

3 sugarú C kört. Az el®z® meg�gyelések alapjánC mindenképp tartalmaz egy z rácspontot.

Ha z beleesik aK 0 kon�guráció pontjai köré írt 1=2 sugarú nyílt körök uniójába, készen vagyunk.

Csizmadia és Tóth megmutatták, ellenkez® esetben az ponton kívül található egy másik � -beli

pont C-ben, ami pedig aK 0 kon�guráció pontjai köré írt 1=2 sugarú nyílt körök uniójába esik, ezzel

belátva az állítást.

A feladatot magasabb dimenziós Euklideszi terekben is vizsgálhatjuk. Egy természetes kérdés, hogy

a 4.2. állítás miként er®síthet® magas dimenzióban: ezzel kapcsolatban több eredmény is született

az elmúlt néhány évben. A tételek kimondása érdekében vezessük be aPm jelölést, ami az (m � 1)

egymást1� 1 távolságra követ® kollineáris pontok halmazát jelöli. Egyrészt Arman és Tsaturian [2,3]

igazolták, hogy tetsz®legesk � 3-ra Rk ! (P1; Pk+2 ) fennáll. A másik irányból elindulva pedig

Conlon és Fox mutattak ellenpéldát. Tételük egy kicsit gyengített változata a következ®:

4.7. Tétel (Conlon-Fox [10]). Legyenm = 105n � 1. Ekkor tetsz®legesn eseténRn -nek létezik olyan

megengedett piros-kék színezése, melyben a kék halmaz nem tartalmazPm -el egybevágó kon�gurációt.

A kés®bbiekben látjuk, hogym értéke konstanstól eltekintve optimális.
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Tovább általánosíthatjuk a feladatot Minkowski terekre. Emlékeztet®ül:

4.2. De�níció (Minkowski tér) . Legyen C egy n� dimenziós origóra középpontosan szimmetrikus

konvex test. Egyx 2 Rn pont C által meghatározottkxkC normája a min f � 2 R+ j x 2 �C g érték

és az(Rn; k:kC ) párt Minkowski térnek nevezzük.

Adott (Rn; k:kC ) Minkowski tér esetén egy piros-kék színezést nevezzünk megengedettnek, ha nem

tartalmaz C norma szerinti egységtávolságú pontpárt, azaz, ha mindenx; y 2 Rn piros pontpárra

kx � ykC 6= 1 teljesül. Jelölje kn (C) azt a legnagyobbk értéket, melyre teljesül, hogy tetsz®le-

gesk pontú K kon�guráció esetén (Rn; k:kC ) minden megengedett piros-kék színezésében létezik

K -val izometrikus egyszín¶ kék kon�guráció. Az Euklideszi norma esetén egyszer¶en akn jelölést

használjuk, továbbá � -gal jelöljük, ha az egybevágósági transzformációk helyett csak eltolásra szo-

rítkozunk. A továbbiakban kn (C) ésk�
n (C) értékeit vizsgáljuk, kitérve néhány speciális esetre. Az

el®z®ek alapján4 � k2 < 8 ismert (4.3. tétel és 4.6. tétel), illetve azt is tudjuk, kn legfeljebb

exponenciálisan növekedhet (4.7. tétel).

4.1. Monokromatikus eltoltak

Adott Minkowski tér esetén kn (C) alsó becsléséhez olyank értéket keresünk, hogy egy tetsz®legesk

pontú kon�guráció esetén aC test által meghatározott Minkowski tér minden megengedett piros-kék

színezése tartalmazzon vele izometrikus kék példányt. Ak�
n (C) alsó becsléséhez ennél többet kö-

vetelünk meg: ez esetben a kon�gurációk eltoltjai közt kell monokromatikus példányt biztosítanunk.

Az utóbbi feladatot el®ször Szlam vizsgálta, aki észrevette, a feladat szoros kapcsolatban áll a sík,

illetve a tér kromatikus számával. Emlékeztet®ül,� (Rn; k:kC ) azt a legkisebbk értéket jelöli, melyre

teljesül, hogyRn kiszínezhet®k színnel úgy, hogy egyik színosztály se tartalmazzonC norma szerinti

egységtávolságú pontpárt. A 2.3. de Bruijn-Erd®s tétel alapján tetsz®leges normált tér kromatikus

száma megegyezik a beágyazható véges egységtávolság gráfok kromatikus számának legnagyobb

értékével. Általában az egységtávolság gráf kromatikus számát az(n=� ) hányados segítségével

becsüljük alulról, ahol n a csúcsok számát,� pedig a legnagyobb független csúcshalmaz elemszámát

jelöli.

Egy apró meg�gyelés, hogy egységtávolság gráfok segítségével egyszer¶en kereshetünk viszonylag

nagy elemszámú monokromatikus eltoltakat:

4.8. Állítás. Legyen G egy n csúcsszámú,� függetlenségi számú egységtávolság gráfRn -ben és

legyen K egy tetsz®legesk < n=� pontú kon�guráció. Ekkor Rn minden megengedett piros-kék

színezése tartalmazzaK egy kék eltoltját.

Bizonyítás. A G gráfot toljuk el K pontjainak eltolás vektoraival. G minden eltoltjában maxi-

mum � piros pont lehet, így a k érték választása miatt G-nek lesz olyan pontja, amely mind ajK j

eltoltjában kék színt kapott.
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Szlam a fentinél er®sebb alsó korlátot adott: Megmutatta, hogy ha adottRn -nek egy megenge-

dett piros-kék színezése és egy olyank pontú kon�guráció, melynek minden eltoltjának legalább az

egyik pontja piros, akkor a színezés-kon�guráció pár segítségével megadhatjukRn -nek egy megfe-

lel® k� színezését, azaz egy olyank színosztályból álló színezését, melyben egyik színosztály sem

tartalmaz egységtávolságú pontpárt.

4.9. Lemma (Szlam I. [71]). Tetsz®legesn esetén� (Rn ) � k�
n + 1 :

Bizonyítás. Tekintsünk egy megengedett piros-kék színezést és egy olyanK = f a1; : : : ak g kon�gu-

rációt, melynek minden eltoltja tartalmaz piros pontot. Ez alapján megadjuk Rn -nek egy megfelel®

k� színezését: A feltételek alapján a sík egy tetsz®legesp pontja esetén létezik olyani index, melyre

p + ai piros, színezzük ap pontot a legkisebb ilyen index¶ színnel. Azt állítjuk, hogy ez egy meg-

felel®k� színezést határoz meg: Indirekt tegyük fel, hogy azi: színosztály tartalmaz egyp1 � p2

egységtávolságú pontpárt. Ez viszont azt jelentené, hogyai + p1 ésai + p2 is piros volt a piros-kék

színezésünkben, ami ellentmond a színezés megengedettségének.

Szlam I. lemmájának sokféle általánosítását, alkalmazását vizsgálták, például a [7,30,41,47] cikkek-

ben. Többek között meg�gyelhet®, hogy Szlam lemmája minden eltolás-invariáns normált térre, így

Minkowski terekre is általánosítható. Tehát a kromatikus számmal való szoros kapcsolat Minkowski

terek esetén is fennáll:

4.10. Lemma. Tetsz®leges középpontosan szimmetrikus konvexC � Rn test által meghatározott

Minkowski tér esetén: � ((Rn; k:kC )) � k�
n (C) + 1 .

A fenti meg�gyelések alapján k�
n (C) értékének alsó becsléséhez elegend® alsó korlátot adni aC

test által meghatározott tér kromatikus számára, vagyis azt kell megvizsgálnunk, hogy milyen

egységtávolság gráfok ágyazhatóak be az Euklideszi, illetve Minkowski terekbe.

Egységtávolság gráfok

Síkban a legegyszer¶bb egységtávolság gráfok közé tartozik az egyégtávolságú csúcspár, melynek

kromatikus száma 2, illetve a szabályos egység oldalú háromszög, melynek kromatikus száma3.

S®t, egyszer¶en konstruálhatunk4 kromatikus számú egyégtávolság gráfot is:

4.11. Állítás (Moser [50]). Az Euklideszi síkban létezik4 kromatikus számú egységtávolság, azaz

� (R2) � 4:

Bizonyítás. Legyen R egy olyan rombusz, melynek oldalai, illetve a rövidebb átlója egység hosszú.

Vegyük észre, egy tetsz®leges3� színezésben a szabályos egység oldalú háromszög csúcsai biztosan

különböz® színeket kaptak, amib®l pedig következik, hogy azR rombusz hosszabbik átlójának2

végpontja azonos színt kapott (14.a ábra). R két példányát ragasszuk össze az egyik hegyesszög-

nél lév® csúcsuknál fogva úgy, hogy a másik hegyesszögnél lév® csúcspár éppen egységtávolságot

határozzon meg, a 14.b ábrán látható módon.
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a) b)

14. ábra. Moser gráf

Az el®z® meg�gyelés alapján az így kapott Moser gráfnak nevezett egységtávolság gráf kromatikus

száma4.

Triviálisan, az egység oldalú szabályos háromszög tetsz®leges Minkowski síkba beágyazható. Ezen

észrevétel alapján Chilakamarri Minkowski síkokra általánosította a 4.11. állítást:

4.12. Tétel (Chilakamarri [9]) . LegyenC egy tetsz®leges kétdimenziós szimmetrikus korlátos konvex

C tartomány. Ekkor:

� (R2; k:kC ) � 4:

A 4.8. állításból azonnal következik, hogy minden megengedett piros-kék színezésben egy tetsz®leges

3 pontú kon�gurációnak létezik kék eltoltja, hiszen a Moser gráfnak 7 csúcsa van, a legnagyobb

független csúcshalmaz mérete2. Ez er®sebb a 4.1. állításnál. Továbbá azt is meg�gyelhetjük, hogy

az állítás segítségével egy véges tanúhalmazt is konstruálhatunk:

C C

A B A B

15. ábra. Egy ABC háromszögnek a sík minden megengedett piros-kék színezésében van kék eltoltja és

ezt egy véges tanúhalmaz igazolja
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Az évek során a Moser gráf mellett több4 kromatikus számmal rendelkez® egységtávolság gráfot

találtak, ilyen például a 16. ábrán látható Golomb gráf. Azonban több mint 60 éven át nem sikerült

javítani a � (R2) � 4 korláton.

16. ábra. Golomb gráf

2018-ban viszont hatalmas el®relépés történt a feladattal kapcsolatban, amikor de Grey biológus,

illetve nem sokkal kés®bb Exoo és Ismailescu5 kromatikus számú egységtávolság gráfot konstruál-

tak:

4.13. Tétel (de Grey [34], Exoo és Ismailescu [20]).

� (R2) � 5:

A tételb®l adódik, hogy minden megengedett piros-kék színezésben egy tetsz®leges4 pontú kon�-

gurációnak létezik kék eltoltja, azazk�
2 � 4, ami Juhász 4.3. tételénél is er®sebb.

A 2018-as áttörés számtalan további kérdést vet fel: de-Grey eredeti bizonyításában egy1581csú-

csú egységtávolsággráfot mutatott, melynek kromatikus száma5, illetve Exoo és Ismailescu gráfja

is hasonló méret¶ volt. Azóta több javítást sikerült elérni, a jelenleg ismert legkisebb példa509

csúccsal rendelkezik [52]. Kérdés, mennyit lehet még ezen tovább javítani. Egy másik felmerül®

kérdés, hogy az Euklideszi síkon kívül mely Minkowski síkba ágyazható be5 kromatikus számú

egységtávolság gráf. A Minkowski síkok egy érdekes osztályát alkotják azon normált terek, melyek-

nek egységköre egy páros sok csúcsszámú szabályos sokszög. Ahogy Chilakamarri [9] meg�gyelte, a

szabályos4� és6-szög esetén létezik megfelel®4� színezés, így az általuk meghatározott Minkowski

síkok kromatikus száma éppen4. Nagyobb csúcsszám esetén azonban más a helyzet: Nemrég Ismai-

lescu és társai [21] a szabályos8� , 10� , illetve 12� szög esetén5� kromatikus számú egységtávolság

gráfot konstruáltak, vagyis az Euklideszi síkhoz hasonlóan ezekben az esetekben is legalább5 szín

szükséges. Tehát a 4.15. lemmából adódik a következ® állítás:

4.14. Következmény. Legyen C egy tetsz®leges korlátos szimmetrikus konvex tartomány. Ekkor

(R2; k:kC ) minden megengedett piros-kék színezésben egy tetsz®leges3 pontú kon�gurációnak létezik

kék eltoltja. Továbbá, haC egy szabályos8� , 10� 12� szög, vagy az Euklideszi egységgömb, ak-
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kor (R2; k:kC ) minden megengedett piros-kék színezésben egy tetsz®leges4 pontú kon�gurációnak is

létezik kék eltoltja.

Magas dimenziós Euklideszi térben tekintsük Frankl és Wilson 2.6. tételében de�niáltG gráfot.

Ahogy láttuk, Frankl és Wilson azt bizonyították, hogy a jV j=� (G) hányados exponenciálisan n®,

tehát a 4.8. állításból azonnal következik, hogyk�
n és ígykn legalább exponenciálisan növekszik.

Minkowski terekben azonban sokkal rosszabb a helyzet: meglep® módon a szabályos szimplex által

adott konstrukciónál egyel®re nem ismert jobb, így a legjobb korlátot Swanepoel és Villa 3.20. tétele

adja: létezik c konstans, hogy:

� (Rn; k:kC ) � exp
�

c
p

logn
�

:

Tehát a 4.10. lemma alapjánk�
n (C) sem korlátosn függvényében.

4.2. Nem monokromatikus eltoltak

A továbbiakban célunk fels® korlátot adni k�
n (C), illetve kés®bbkn (C) értékére. El®ször az egysze-

r¶bb feladattal foglalkozunk, tehát olyan piros-kék színezést és � minél kevesebb pontszámú �K

kon�gurációt keresünk, melyre teljesül, hogy a piros színosztály nem tartalmazC norma szerinti

egységtávolságú pontpárt, még a kék színosztály nem tartalmazzaK eltoltjait.

Vizsgálataink kulcsgondolata Szlam-tól származik, aki megmutatta, hogy 4.9. lemmája részben, az

úgynevezett reguláris színezések osztályán megfordítható:

4.3. De�níció. A C1, C2 : : : Ck színosztályokból álló megfelel®k� színezést nevezzünk regulárisnak,

ha a színosztályok egymás eltoltjai, azaz mindeni = 1 : : : k indexre létezik olyanvi vektor, melyre

Ci = C1 + vi teljesül.

4.15. Lemma (Szlam II. [71]). Tetsz®legesn ésk egészre, haRn -nek létezik regulárisk� színezése,

akkor k�
n < k .

Bizonyítás. Legyen adott egy regulárisk� színezés, melynek színosztályaiC1, : : : Ck , ahol Ci =

C1 + vi teljesül minden i = 1 : : : k indexre. Feltehet®, hogyv1 � 0. Megengedett piros-kék színezést

kapunk, ha pirosra színezzükC1 pontjait, hiszen egy megfelel®k� színezés egyik színosztálya sem

tartalmaz egységtávolságot. Álljon a kon�guráció az eltolás vektorokból, azazK :=
�

v1; : : : vk
	

.

Tekintsük K kon�gurációnak egy tetsz®legesK 0 = K + p eltoltját. Ekkor K 0 a k� színezés minden

színosztályából pontosan 1-1 pontot tartalmaz: Indirekt tegyük fel, hogy létezneki , j indexek,

melyekre p + vi és p + vj ugyanabban aCa színosztályban vannak. Ak� színezés regularitásából

adódóan létezikva vektor, melyre Ca = C1 + va . Vagyis (p + vi � va) és (p + vj � va) is C1-ben

van. Ekkor a (p + vi � va) + vj = ( p + vj � va) + vi pont az egyenl®ség bal oldala alapjánCj , a

jobb oldala alapján pedig Ci színt¶, ami ellentmondás. TehátK 0 valóban mind a k színosztályból,

így a pirosnak választott C1 színosztályból is tartalmaz pontot.
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Ahogy például Johnson és Szlam, illetve Krizan [30,42] is meg�gyelte, a lemma Minkowski terekre

is kiterjeszthet®, hiszen Szlam bizonyítása változtatás nélkül m¶ködik.

Azonban a lemma bizonyítása hiába rövid és egyszer¶, némileg félrevezet®. Vegyük észre, hogy

Szlam 4.9 lemmájának bizonyításában de�niált színezés nem reguláris: a színosztályokat az egy-

ségtávolságot nem tartalmazó piros halmaz eltoltjainak részhalmazai határozzák meg. Nevezzük az

ilyen struktúrával rendelkez® színezéseket szubregulárisnak. Pontosabban:

4.4. De�níció. A C1, C2 : : : Ck színosztályokból álló megfelel®k� színezést nevezzük szubregulá-

risnak, ha minden i = 1 : : : k indexre létezik olyanvi vektor, hogyCi részhalmazát képzi aC1 + vi

halmaznak.

A 4.15 lemmánál sokkal természetesebb állítást kapunk, ha reguláris színezések helyett szubregu-

láris színezéseket tekintünk. A bizonyítás Szlam lemmáihoz hasonlóan az Euklideszi norma tulaj-

donságai közül kizárólag az eltolás-invarianciát használja, így a lemmát rögtön Minkowski terekre

fogalmazzuk meg:

4.16. Lemma. Legyen (Rn; k:kC ) egy tetsz®leges Minkowski tér és tegyük fel, hogy(Rn; k:kC )-nek

létezik szubregulárisk� színezése. Ekkork�
n (C) < k .

Bizonyítás. A szubreguláris színezés színosztályai legyenekC1, : : : , Ck , ahol tehát minden i = 1 : : : k

indexre létezik vi vektor, melyre Ci � C1 + vi teljesül. Színezzük pirosraC1 pontjait és tekintsük

a K = f� v1; � v2; : : : ; � vk g kon�gurációt. Azt szeretnénk megmutatni, hogy tetsz®legesp vektorra

K + p eltoltnak legalább az egyik pontjaC1-be esik. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük,

hogy v1 � 0, így a p 2 C1 esetben nincs mit bizonyítani. Tegyük fel tehát, hogy p =2 C1. Ekkor

létezik egy i index, melyre p 2 C1 + vi teljesül, amib®l � vi + p 2 C1 következik.

A 4.10. és a 4.16. lemmák alapján tehát megengedett piros-kék színezésben monokromatikus eltol-

tak keresésének feladata ekvivalens a szubreguláris színezés megadásával. Az alacsony dimenzióban

ismert legkevesebb színt használó megfelel® színezések általában regulárisak, míg magas dimenzió-

ban csak szubregulárisak. A továbbiakban ezen színezések konstrukcióit mutatjuk be.

4.2.1. Reguláris színezések alacsony dimenziós terekben

A Hadwiger-Nelson probléma megjelenésével szinte egyid®ben már ismert volt, hogy az Euklideszi

síknak létezik megfelel®7� színezése, ami ráadásul reguláris:

4.17. Tétel (Isbell [35]). Az Euklideszi síknak létezik olyan reguláris színezése, mely7 színt használ,

azaz

� (R2) � 7:

Bizonyítás. LegyenH egy1 átmér®j¶, azaz1=2 oldalhosszú szabályos hatszög. Hagyjuk el baloldali

határpontjait, így két H -beli pont biztosan nem határoz meg egységtávolságot. Az így kapott félig

nyílt hatszöget az egyszer¶ség kedvéért továbbra is jelöljükH -val.
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Csempézzük ki a síkotH hatszög eltoltjaival, majd a hatszögeket színezzük7 színnel, a 17. ábrán

látható periodikus minta szerint:

17. ábra. Isbell reguáris 7� színezése

Mivel H nem tartalmaz egységtávolságot, annak igazolásához, hogy a színezés megfelel® csak azt kell

ellen®rizni, két egyszín¶ hatszög elég távol helyezkedik el egymástól ahhoz, hogy egységtávolságú

pontpárt hozzanak létre. Egyszer¶ számolással igazolható, hogy két egyszín¶ hatszög középpontjá-

nak távolsága nagyobb mint2, így a színezés valóban megfelel®.

Példaképp nézzünk meg, milyen színezés-kon�guráció párt kapunk Szlam 4.15. lemmájának se-

gítségével. A színezés reguláris, így a7� színezés tetsz®leges színosztályát választhatjuk pirosnak.

Vegyük észre, hogy a reguláris (illetve szubreguláris) színezés de�níciójában szerepl®vi eltolás vek-

torok nem egyértelm¶ek, így a kon�guráció sem az. Egy lehetséges választás például a következ®:

18. ábra. Szlam lemmáját alkalmazva Isbell 7� színezésére

A probléma felmerülése óta számtalan más (reguláris és nem reguláris)7� színezést mutattak, pél-

dául a [53, 69] cikkekben. A szükséges színszám csökkentésére is rengeteg kísérlet indult, ám ezek

mindeddig sikertelenek voltak. Mégis sokszor ezen próbálkozások vezettek el a problémakör újabb

és újabb izgalmas változatához. Érdekes meg�gyelés, hogy Isbell7� színezésében a színosztályok

nem csak az egységtávolságot, hanem az[1;
p

7=2] intervallumba es® összes távolságot elkerülik.

Emellett további felmerül® kérdés lehet, hogy a sík mekkora része színezhet®6 vagy ennél is keve-

sebb színnel, illetve, hogy milyen s¶r¶ lehet egy egységtávolságot nem tartalmazó halmaz.
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