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1. Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Dr. Kis Tamas Tanar Urnak, amiért elvallalta,
hogy nala irhassam a szakdolgozatomat, hogy érdekes problémakat és cikkeket
osztott meg velem, segitett a feldolgozasukban, valamint teret adott a sajat
Otleteimnek és tamogatta azok kivitelezését.



2. Bevezetés, motivaciok

Egyetemi tanulmanyaim soran sok érdekes kérdésrél, problémardl és algorit-
musrél tanultam. Az egyik volt koziililk Christofides algoritmusa a metrikus
utazoiigynok problémara. Errél megtanultuk, hogy %—approximémci(‘)7 azonban
mar a bizonyitas soran is t6bbszor az lehetett az érzése az embernek, hogy azok
a becslések, melyekkel ez az approximéaciés hanyadost kiszdmoltuk, igen ritkan
élesek. Lathattunk egy éles példat, amelyben tetsz6legesen kdzel mehetiink a
%—hez, azonban ezzel kapcsolatban is lehetett az az érzésiink, hogy a "termé-
szetben el6forduld" példak nem hasonlitanak erre. Innen szarmazik az otlet,
hogy érdekes lenne bizonyos approximacios algoritmusok atlagos viselkedését
megnézni véletlen inputon.

A szakdolgozatomban néhény ezzel kapcsolatos eredményt ismertetiink, ki-

egészitve néhany sajat kérdésfelvetéssel, megoldasi Gtlettel, illetve szimuléacioval.



3. Ladapakolas

Ebben fejezetben online algoritmusokat fogunk vizsgélni a ladapakolas feladat-
ra, azaz az algoritmus minden elemet azonnal bepakol, amint megkapja. Ezen
feliil feltessziik, hogy nem tudjuk pontosan, hogy hany elemet kell bepakolnunk,
csak azt, hogy legfeljebb n-et. Azt vizsgaljuk, hogy a varhato felesleges tar egy
véletlen inputon mennyi. A fejezet P. W. Shor 1986-os cikke alapjan késziilt [1].

A fejezetben gyakran hasznaljuk azt a kifejezést, hogy "nagy valoszintiség-
gel". Ez azt jelenti, hogy legaldbb 1 — % valoszinidséggel kovetkezik be az adott
esemény. A ladapakolas feladatnal pedig a varhato viselkedés elemzése soran
figyelmen kiviil lehet hagyni barmit, ami legfeljebb % valoszintiséggel kovetkezik
be. Ez azért igaz, mert n elemet n ladaba biztosan be lehet pakolni, ezért ha
egy algoritmus O(f(n)) ladat hasznal 1 — 1 valoszintiséggel, + valoszintiséggel
pedig akar O(n)-et, akkor a felhasznalt ladak szaméanak varhato értéke

1 1
(1= )OUf () + ~0(n) = O(f(n)).

Az algoritmusokat a felhasznalt ladak és a felesleges tarhely alapjan fogjuk
elemezni, ahol a felesleges tarhely a ladakban 1évé kitOltetlen terek Osszege.
Vagyis az Osszes felesleges tarhely az nem mas, mint a ladak szama minusz a
stlyok dsszege. Mivel a stlyok varhato értéke 1/2, ezért

E(ladék szama) = % + E(felesleges tarhely).

3.1. Also korlat

3.1. Definicié. Legyen az eloszlasunk a kovetkezd:
i) ke{l,...,n} random

i1) U[0,1]-b6l k elem

i1i) a k-adik utin STOP

3.1. Tétel. Legyen A egy online algoritmus, amely k elemet kap, melyek U[0, 1]-
bdl szarmaznak, illetve k-t nem ismerjik, amig nem jutottunk el az utolso elemig.
Legyen k egy véletlen egész 1 és n kézétt. Ekkor a felesleges tarhely Q(y/nlogn)

Bizonyitas: legyen L random lista, amely n elemet tartalmaz. Az mindegy,
hogy egy random k hosszu listat, vagy egy n hosszu lista els6 k elemét pakoljuk.

Vezessiik be a sik-parositas fogalmat! Adott egy egységnégyzet, és a lista
minden elemnek megfeleltetiink egy pontot benne az alabbi médon: Az x ko-
ordinata legyen az elem mérete, az y pedig az, hogy hanyadiknak érkezett be:
a j-edikként beérkez6 legyen a négyzet tetejétol %—re. Cimkézziik meg Gket: az
1-nél kisebbek kapjanak (-) cimkeét, a nagyobbak (+)-t.

Tiikrézziik ré az © = J-re a (+) pontokat. Az eredetileg 3 és 2 kozé esok
kozott parositsuk a (+)-osokat (-)-osokkal a kovetkezs modon: egy (-) csak egy



t6le jobbra 1évs (4) ponttal allhat parba, igy az Osszegiik 1-nél kisebb lesz. Ez
azt jelenti, hogy egy ladaba fognak keriilni.
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1. abra
Masképpen: Létrehozunk egy paros grafot az egyik pontosztaly az %—nél
nagyobb, de %—nél kisebb (-) pontok, a masik az %—nél nagyobb, de %—nél kisebb

(4) pontok. Két pont kozt fusson él akkor, ha a a tiikrozott félnégyzetben a (+)
pont a (-)-t6l jobbra esik, vagyis a hozzajuk tartozo elemek silyanak az Ssszege
1-nél kisebb.

Az (%, 1)-bdl egy elem megtolthet egy ladat, az (%, %)—b()’l 2, illetve az (%,
2)-bol és a (2,1)-bol nem keriilhet ketts 1 ladaba. Igy (+)-ok dssz szdma és a
parositatlan (-)-ok szaménak fele also korlat a felhasznalt ladakra.

3.1. Lemma. Adottn pont véletlenszeriien az eqységnégyzetben, és minden pont
azonos valdsziniséggel (+) vagy (-). Legyen M egy olyan pdrositds, amiben min-
den pdrositott (-) pontnak a (+) pdrja téle jobbra esik, és legyen a pdrositdsélek
dssz-szintkilonbsége Xelye, — ye_|. Ha M olyan, hogy az Ossz-szintkilonbség
minimdlis, akkor ennek a vdrhato értéke Q(y/nlogn). A pdrositatlan pontokat
késsiik 6ssze a négyzet aljdval.

Legyen f(t) := Az élek szama, amik dtmetszik az y = ¢ vizszintes egyenest.
Az y-tengely az idG, és az y = t-t metszd élek szama annyi, mint a parositat-
lan pontok szama a t id6pillanatban. A parositasélek szintkiilonbségeinek az
Osszege megegyezik az f [0, 1]-en vett t-szerinti integraljaval. Tehét ez az in-
tegral a parositatlan pontok atlagos szama az id§ szerint, vagyis k szerint. A
lemmat alkalmazzuk az %—nél nagyobb z-koordinatéju pontokra, akkor kapunk
egy Q(+/nlogn) also korlatot a parositatlan pontok varhato értékére. Ez pedig
bizonyitja a tételt.



A 3.1-es lemma bizonyitasdhoz felhasznaljuk Ajtai, Komlosi és Tusnady ered-
ményét:

3.2. Tétel. (Ajtai, Komldsi, Tusnddy): Adott n db (+) és ugyanennyi (-) pont
az egységnégyzetben. Tekintsik azt a teljes pdrositdst a (+) és (-) pontok ké-
z0tt, ahol a pdrositdsélek dsszhossza minimdlis. Ekkor ez az 6sszhossz dtlagosan

O(v/nTogn)

A mi modelliink par dologban kiilonbo6zik ettdl:

1) A mi modelliinkben horizontalisan valoban véletlenszert a pontok eloszla-
sa (meéret szerint), fliggslegesen azonban egy mésik eloszlasbol valok (idé szerint)

2) A pontok szama: az AKT modellben megegyeznek, mig a miénkben csak
azonos valoszintséggel lesznek (+) vagy (-) pontok

3) Az AKT modellben nem csak jobbra pérositjuk a (-) pontokat.

Lényegében azonban egyik se baj:

1) Az AKT modellben a pontok fiiggsleges eloszlasa egyenletes, a miénk-
ben pedig egyenld tavolsagban voltak, miel6tt az [%, %]—on kiviilieket kitoroltiik
volna. Az egyenletes eloszlasbol szarmazo pontokat fliggslegesen elmozgatjuk
anélkiil, hogy a sorrendjiiket megvaltoztatnank addig, amig nem keriilnek egyen-

16 tavolsagra egyméastol. A mozgatéis varhato tévolsaga pontonként @(ﬁ), ha

a mi pontjainkat is elmozgatjuk, akkor is O( \}ﬁ)—t fognak varhatéan mozogni,

vagyis az élek Gsszhosszanak varhato valtozasa O(y/n)

2) Az altalanossidg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy tobb (+) van, mint
(-). Ekkor tegylink be még véletlenszertien (-) pontokat ugy, hogy ugyanannyian
legyenek a (+)-ok és (-)-ok. Varhatéan ©(y/n), pontot kell hozzdadni. Egy egy-
ségnégyzetben egy él hossza legfeljebb /2, igy az élek 6sszhosszanak valtozasa
O(v/n).

3) Ez sem jelent problémat, azonban kicsit bonyolultabb ezt belatni. Tekintsiik
a dualis feladatot: Az AKT bizonyitas egyik kulcslépése, hogy talalunk egy w
sulyfiiggvényt, ami alsé korlat minden parositasra. Az 6 sulyfiiggvényiikbol
fogunk konstruélni egy w’ silyfliggvényt, ami a jobboldali parositasokra vonat-
kozik.

El6szor definialjuk a w palydjdat egy Py és egy Ps pont k6zott: lw(P)—w(Ps)|

d(Pi,P2)
ahol d(Py, P») a pontok euklideszi tavolsaga.

w:[0,1)? — [-1,1]

1) w palyaja legfeljebb 1.

2) Yw(Py) — Zw(P-) varhato értéke Q(v/nlogn)
3) A négyzet hataran w =0

Ezekbdl a kovetkezé modon latszik az alsé korlat:
Yeemd(e) >

EeeMw(€+) - EeinMw(ef) >

Yw(Py) — Xw(P-) >

Q(v/nlogn)



Most definialjunk egy w’ stlyfiiggvényt a mi esetiinkre:
w:[0,1]% = [0,1]

1) w palyaja legfeljebb 1.

2) Yw(Py) — Zw(P-) varhato értéke Q(v/nlogn)

3) w cso6kken minden vizszintes vonalon
4)w=0,hay=0

Ahhoz, hogy talaljunk egy ilyen w’-t, felhasznaljuk az AKT tételben szerepl6
w-t a kozéps6 harmadban. Ennek a tulajdonsagai a kovetkezsk:

w:[0,1)x[3, 3] = [—%, ¢
1) w pélyaja legfeljebb .

2) Yw(Py) — Bw(P_) varhato értéke Q(y/nlogn)
3) A négyzet hataran w =0

Ekkor legyen w'’ :

s1—z)y,ha0<y< 4

10 _ i 2
w(z,y) + g(1—2z), ha 3 <y< 3
s(1—2)(1—y), ha 3 <y<1

Ez a w' fiiggvény teljesiti az 1), 2), 3), 4) pontokat.

Tegyiik fel, hogy e = (e4,e—) = ((z4,y+), (x—,y—)) él a jobboldali parosi-
tasban, vagyis x_ < z,. Legyen ¢ := (x_,y4)

Ekkor w'(es) — w'(e~) < w'(c) — w'(e~) < d(c,e~) = |y+ —y—|. Ha ezt
minden élre megcsinaljuk, akkor pont a 3.1-es lemma allitasat kapjuk.

Megjegyzés: Ha el6re ismerjiik n-t, akkor a tétel nem igaz. Példaul az els6
5 elemet 1-1 1ddéba tessziik, majd rendezziik 6ket. Ezutan a FirstFit algorit-
mussal bepakoljuk a tobbit. Ekkor a felesleges tar O(y/n).

3.2. Best Fit

A Best Fit algoritmus sordn minden elem a legtelitettebb ladaba keriil, ame-
lyikbe belefér.

3.3. Tétel. A vdrhato felesleges tar: ©(n2 (logn)7)
A MatchingBestFit legyen ugyanaz az algoritmus, mint a BestFit, kivéve,

hogy ha egy ladaba két elem keriil, akkor az els§ egy 1/2 vagy annal nagyobb
meéretd elem volt, a méasodik pedig egy legfeljebb 1/2 méretd elem.

Legyen L egy lista, amit az A algoritmus bepakol egy A(L) pakolasba, ami
#A(L) ladabol all.



3.2. Lemma. L’ legyen az a lista, amit L-b6l kapunk valamelyik elem eltdvoli-
tasdval. Ekkor # M BF (L) > #MBF(L') > #MBF(L) — 1

Bizonyitas: Azt a ladat, amely két elemet tartalmaz, nevezziik teli ladanak.
Azt allitjuk, hogy a kovetkezs két esemény egyike fennéall:

A) MBF(L) eléall MBF(L')-bdl tugy, hogy egy egyelemt ladat egy teli
ladaval helyettesitiink.

B) MBF(L) eléall M BF(L')-bdl tigy, hogy egy 1j 1adat nyitunk.

Be akarjuk latni indukciéval, hogy ha egy p elemet hozza akarunk venni a
listahoz, amelybdl az MBF (L) és MBF(L') A) vagy B) modon all elg, akkor
ezutan is A) vagy B) modon fog eldallni.

Tegyiik fel, hogy A)-t teljesitik. Ekkor létezik egy b lada, ami M BF(L’)-
ben egyelemi, M BF(L)-ben teli. Ha a p elem nem a b 1adaba keriil, akkor A)
tovabbra is teljesiil, hiszen p mindkét esetben ugyanabba a ladéba fog keriilni.
Ha pedig b-be keriil M BF(L')-ben, akkor M BF(L)-ben vagy egy iires ladaba
keriil (B), vagy egy masik l-elemtibe (A). Ha eredetileg a B) allt fenn, azt
hasonléan be lehet latni.

0,3 0.3
MBF(L)
0,9 0,7 0.9 0,7
0.2
0.2
MBEL) > -
0.9 07 : 07
A) médon alit el6 B) médon allt el6
03 03
MBF(L) 0,2
0,9 0.7 0.9 07
0.6 0,6
H 0.2
MBF(L")
0.9 07 0,9 0,7
0,6 0,6
A) modon allt el6 B) médon allt el6
2. abra

Még az indukci6 kezdeti 1épését kell megnézniink: Egy darabig a két csomag
megegyezik, majd érkezik egy ¢ elem, ami csak az L listan szerepel. Ha ennek
bepakolasahoz 1j 1ladat kell nyitni M BF(L)-ben, akkor a B) &ll fenn, ha egy
egyelem telik meg, akkor az A).

3.3. Lemma. #MBF(L) > #BF(L).



Bizonyitas: Legyen L’ az a lista, amit L-bdl tgy kapunk, hogy eltavolitjuk azo-
kat az elemeket, amiket BF egy 1/2-nél kisebb nemiires ladaba pakolt, vagy egy
M BF altal telinek tekintett ladaba keriiltek. Ekkor M BF(L') ugyanugy pakol-
ja a ladakat, ahogyan BF(L) az L' elemeit, az L — L' elemei pedig M BF (L")
altal telitett ladakba keriiltek, ezért #M BF (L) = #BF(L). Alkalmazhatjuk
az el6z6 lemmat (akar tobbszor egyméas utan), mivel L’ tgy allt el6 L-bol, hogy
elemeket toroltiink beldle, ekkor pedig #M BF (L) > #BF(L).

A tétel bizonyitasahoz vezessiik be a jobbfelss sikparositas problémajat [3].
Egy egységnégyzetben adott ugyanannyi (-) és (4) pont egyenletes eloszlasbol.
Egy (-) pontnak egy olyan (+) pont lehet a parja, amely téle jobbra és felfele
helyezkedik el.

Ezt a korabbihoz hasonl6 moédon fogjuk atalakitani a ladapakolds feladatra.
Az els6 koordinata legyen a méret, a masodik pedig a beérkezés ideje. Ezutan
hajtsuk félbe a négyzetet az x = %—néL vagyis az %—nél nagyobb z-koordinataja
pontokat ratiikrozziik az x = %—re. Minden olyan M BF' ladédhoz, amely 2 ele-

met tartalmaz, behtizunk egy élt, igy kapjuk az M péarositast.

Azt allitjuk, hogy az M ténylegesen jobbfelss sikparositas lesz, rdadasul ma-
ximalis. Ez azért igaz, mert minden (+) a (-) parja {6l6tt lesz, mert amikor két
elem egy ladaba keriil M BF alapjan, akkor az els6 %—nél nagyobb (azaz (+)), a
maésik pedig kisebb, és azért lesz a (-)-tol jobbra a (+), mert az Osszegiik 1-nél
kisebb. Ezen feliil az M BF a (-) pontokat fentrdl lefele parositja és mindig a
legbaloldalibb elérhets (+)-szal rakja parba. Bizonyitott [4], hogy ez az algorit-
mus megtalalja az optimalis jobbfels6 parositast.

A péarositatlan pontok maximalis szamanak varhato értékére a kovetkezd
korlat ismert [5]:

O(n% (logn)%).
Az altalunk hasznalt 1adak szama

50(ni (logm) ),
azaz a felesleges tar ) )

O(n2(logn)*).

Térjiink ra az alsé korlatra. Megmutatjuk, hogy gyakran egy elséként be-
keriils nagy elemre fog rakeriilni mésodikként egy kicsi. Ez ad egy jobb-felsg
sikparositast, ahol a parositatlan pontok varhato értéke Q(n% (log n)%)

Nevezziik az els6 elemet, amit berakunk egy ladaba a lada aljanak, az utolsot
a tetejének, a bepakolt elemek szamét pedig a lada magassaganak. Most azt
nézzik, hogy az % és % kozotti elemekkel mi fog torténni. Az % és % kozotti

10



elemeket nevezziik s elemeknek (small, kicsi), a % és % kozotti elemeket pedig
b-nek (big, nagy).

3.4. Lemma. Annak a valdszinisége, hogy a kovetkezd ldda (b, s) lesz, legfeljebb
annyi, mint hogy (s, s).

Bizonyitas: Egy (b, s)-t akkor kaphatunk, ha létezik egy s elem egy B ladaban,
ami legfeljebb az a < % része van megtoltve. (Lehet, hogy s kisebb a-nal. Ha a
kovetkezs elem silya o és 1 — o kozé esik, akkor az a B-be fog keriilni. S6t, ez
az egyetlen nemiires lada, aminek a stlya legfeljebb 1 — a. Igy a valoszintsége
annak, hogy egy b elem a B ladaba keriil, az ugyanannyi, mint annak a valé-
szintisége, hogy egy b elem mérete a és 1 — a kozé esik. Ez ugyanannyi, mint
annak az esélye, hogy egy s elem « és % kozé esik, ami legfeljebb annyi, mint,
hogy egy s elem a B-be keriil.

Az also korlat bizonyitasa: 5 féle lada létezik: (s, s), (b, s),(s,b),(s,),(b,),
illetve lehetnek %—nél kisebb elemek, de mivel als6 korlatot bizonyitunk, ezért
ezeket nyugodtan kihagyhatjuk az elemzésbdél. Egy elem % eséllyel lesz akar s,
akar b. A binomialis eloszlasra vonatkozo korlatok miatt legalabb 1 — L1 valoszi-

niiséggel az s és b elemek szamanak kiilonbsége O(v/nlogn). Ebbol kgvetkezik,
hogy [(b,)] = 2[(s, s)[ + [(s,)| £ O(Vnlogn).

Az el6z6 lemméabol kovetkezik, hogy legalabb 1 — % valoszintséggel |(b, s)| <
|(s,5)|+O(v/nlogn). Mivel egy elem & eséllyel lesz akar s, akdr b, ezért legaldbb
1 — L valoszintiséggel lesz % + O(y/nlogn) darab s és b elem. Az (s,b) ladék
megadnak egy jobb-fels§ parositast az s és b ladak kozt. Az s és b elemek vélet-

12

lenszertien egyenletesen vannak kivalasztva a |3, 5] intervallumbol, és ahogyan

azt bizonyitani fogjuk a kovetkez§ szakaszban, egy jobbfels6 parositasnak nagy
3
I

valoszintiséggel Q(y/n(logn)1) fedetlen pontja van.
Ebbél |(s,0)| = 2 — Q(y/n(logn)?)

Tudjuk, hogy a b elemek szdma § + O(v/nlogn), vagyis |(s,b)| + |(b,)] +
|(b, s)| = § £ O(v/nlogn), mivel két b elem nem keriilhet egy ladaba.

Az el6z6ekbdl [ (b, )| + |(b, s)| = § £ O(v/nlogn).

Hasznaljuk az egyenl6tlenségeket, amik (b, )|-re és |(b, s)|-re vonatkoznak:

3|(s,8)| +1(s,)| = § £ O(v/nlogn). Tehat ennyi olyan ladank lesz, ami nem
tartalmaz %—nél nagyobb elemet. Mivel az %—nél nagyobb elemek szama nagy
valoszintiséggel § + O(yv/nlogn), ezért latjuk, hogy a felhasznalt ladak szama
2 1 Q(yn(logn)®).

Nézziik az also korlatot:

11



3.4. Tétel. Adott n pont az egységnégyzetben véletlenszeriden egyenletes elosz-
ldsbol, és mindegyik azonos valdsziniséggel lesz (+) vagy (-). Egy mazimdlis
jobbfelsé pdrositisban a pdrositatlan pontok szdma Q(y/n(log n)%)

Bizonyitas: Forgassuk el a négyzetet 45 fokkal, ekkor egy (-) parja biztosan
folotte lesz és az él meredeksége 1-nél nagyobb, vagy -1-nél kisebb lesz, lasd:
3. abra. Ahhoz, hogy a péarositatlan pontok szaméra tudjunk adni egy k also
korlatot, vagjuk ketté a négyzetet gy, hogy alul k-val t6bb (+) legyen, mint (-),
a hatar a bal és jobb csucs kozott fusson és a meredeksége essen mindig -1 és +1
kozé, ekkor egy also (+) biztosan nem lesz parositva egy felss (-) ponttal. Most
konstrualunk egy olyan hatarvonalat, aminél az els6 részbe mindig legalabb
Q(y/n(logn)i)-del tébb (+) esik, mint (-), lasd: 4. abra.

3. abra

4. abra
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Szintenként konstrualjuk meg a hatarvonalat. Mindig lesznek benne szaka-
szok és haromszogek. Ha egy haromszog a hataron van, akkor minden késébbi
szinten a hatar két csicsén at fog menni, és a hatér ezen két cstics kozé es6 része
a haromszogon beliil lesz. Példaul az 5. abran a hatar a sotétitett részben lesz.
Ahhoz, hogy megkapjuk a kovetkezs szintre a hatarvonalat vagy egy egyenes
szakasszal, vagy két haromszoggel, amiknek a teriilete az eredeti teriiletének
negyede lesz, mint a 6. abran. Ezt addig ismételjiik, ameddig nem lesznek a ha-
romszogek olyan kicsit, hogy atlagban csak 1-1 pontot tartalmazzanak. Olyan
haromszoget, aminek valamelyik oldala 1 meredekségti, nem finomitunk tovabb.
Kés6bb latni fogjuk, hogy ez nem befolyasolja az elemzést, mert ekkor méar a
hatarvonalnak csak nagyon kicsi részén moédositana.

5. abra

G 8

6. abra

A 6. abran lathato egy altalanos lépés egy haromszog finomitasara. A G és
H pontok felezéspontjai az AB-nek, illetve a BC-nek, a D, E, F negyedelik az
AC-t. Egy lépésben a haromszoget helyettesithetjiik az ADB és BEC harom-
szogekkel vagy az AGF és F'HC haromszogekkel. Hogy melyik helyettesitést
valasszuk, ahhoz nézziik a kozéps6, sotétitett kozponti négyszoget. Ezt a hatar
ala rakjuk, ha tébb (+) van benne, mint (-), kiilénben pedig folé.
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A kezd§ lépés egy nagy haromszog lesz, az oldalainak meredeksége +(logn) = ,
lasd: 7. abra.

7. abra

Tulajdonségok:

1) A, B, C az z koordinatakat tekintve olyanok, hogy B felezi az AC-t,
vagyis BF fiigg6leges.

2) Minden haromszog teriilete az el6zének a negyede.

3) A kozponti négyszog teriilete a haromszog teriiletének a harmada.

4) Ha egy haromszog oldalainak meredeksége (i — 1)s,is, (i + 1)s, akkor a
két 1j haromszog vagy hasonlé lesz hozza, és ekkor az 1j oldalak meredekségei
meg fognak egyezni az el6zivel, vagy az 0j meredekségek (i — 2)s, (i — 1)s,is és
is, (i + 1)s, (i + 2)s lesznek. Legutobbi indukcioval kivetkezik a kezdslépésbsl
és abbol, hogy m(AD) +m(DB) = 2m(AB).

Ha a kezdeti 1épés a 0. szint, akkor az i-edik szinten 2° haromszoget teszte-

liink, mindegyiknek a teriilete 2. Egy A teriiletti részbe a (+) és (-) pontok
szamanak varhato kiilonbsége ©(vnA). Ez azért igaz, mert egy A teriileti rész-

be atlagosan nA pont esik, mindegyik azonos valoszintséggel lesz (+) vagy (-).

Ezért minden szinten varhatoan ©(y/ns) (+) pontot adunk az als6 szinthez.
©(logn) lépés utén varhatoan O (logny/ns) = O(y/n(logn))-nel tébb (+) lesz
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alul, mint (-). Még azt kell megmutatnunk, hogy a haromszogek meredeksége
-1 és 1 koz6tt marad. Ha minden haromszoget finomitunk, akkor ez nem lesz
igy. Ezért, ha barmely haromszog barmely oldala eléri az l-et vagy a -1-et,
akkor nem finomitjuk tovabb. Azt kell megmutatnunk, hogy érdemben ez nem
befolyéasolja az elemzést.

A haromszogekbdl készithetiink egy binaris fat, minden haromszognek a gye-
reke a kovetkezg szinten 1évé finomitasai. A 4. tulajdonsag alapjan a gyerekek
meredeksége a sziil6kétsl s-sel, 0-val, vagy —s-sel kiilonbozik, raadasul ha az
egyik —s-sel, akkor a masik +s-sel. Ebbd&l adodik egy sztochasztikus folyamat
egy olyan fan, aminek a gyokerébdl indulunk és minden gyerekét % val6szintiség-
gel valasztjuk. Minden esetben a déntés utan hozzaadjuk és kivonjuk ugyanazt
az Osszeget, ami 0 vagy s. Ez a folyamat egy martingal, aminek a variancia-
ja minden lépésben legfeljebb s2. Ha a fanak a mélysége legfeljebb clogn, a
leveleken 1évS értékek variancidja s?clogn. Ha ez az érték %, akkor egy vélet-
lenszertien kivalasztott levélen az érték variancidja legfeljebb i. Mivel a varhato
érték 0, ezért a levelek legfeljebb i részének a meredeksége lesz 1-nél nagyobb.

Megmutattuk, hogy logn lépés utan a haromszogeknek legfeljebb a negyed
részét nem finomitjuk tovabb. A maradék % része a haromszogeknek még mindig
fog adni varhatéan O(y/n(logn)7 ) (+) pont tobbletet, mivel a (+) pontok
tobbletének az eloszlasa egy nA pontot tartalmazd haromszégben binomialis, és
ha ennek eltavolitjuk a fels6 negyedét, akkor a varhato tobblete a (4) pontoknak
még mindig O(v/nA).
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4. Igazsagos csapatelosztas

Képzeljiink el egy testnevelés orat, ahol két focicsapatba kell beosztani a di-
dkokat ugy, hogy a csapatok létszama megegyezzen, és cél, hogy a két csapat
nagyjabol azonos képességi legyen. A kovetkezs fejezetben ezt a problémét
fogjuk korbe jarni, néhany elméleti megfontolds utan pedig bemutatunk egy
szimulaciot, és az eredményeit.

4.1. Elméleti megfontolasok

4.1. Definicié. Legyen a é€s b pozitiv valds szdmok, ekkor az abszolut hanyado-
suk absq(a, b) := min{, %

4.2. Definicié. Igazsdgos csapatelosztds feladat:

Adott 2n egész vagy valds szam az [a,b] intervallumbdol (dltaldban a [0, 1]-beli
valdsakat fogjuk nézni), amiket eqy A és eqy B halmazba akarunk tenni a kovet-
kezd modon: |A| = |B| =n, A* := ) _aa, B* := ), b, és mavimalizdlni
szeretnénk az absq(A*, B*)-ot.

Ezt ugy érdemes elképzelni, hogy adott paros sok ember, akiknek a képességeiket
egy-egy szammal tudjuk jellemezni egy rogzitett intervallumbol, célunk pedig
két olyan egyenl6 méret csapatba osztani, hogy a képességek Osszege a két

csapatban nagyjabol megegyezzen, konkrétan a hdnyadosuk legyen minél koze-
lebb az 1-hez.

4.1. Allitas. A max{absq(A*, B*)} ugyanott vétetik fel, mint a min|A* — B*|.
Ez annak a kovetkezménye, hogy az A* 4+ B* allando.

Megjegyzés: ez a feladat NP-nehéz, hiszen visszavezethetd réa az eldontési val-
tozat, azaz be lehet-e osztani az embereket két egyenld méreti és Gsszképességi
csapatba. Ez viszont NP-teljes, hiszen nyilvin NP-ben van és visszavezethe-
t6 ra a particios feladat (ott nem koveteljiik meg a két halmaztol az azonos
elemszdmot), ami pedig szintén NP-teljes. Ebbdl kovetkezSen nem véarhatod
olyan algoritmus, ami polinom idében kiszamolja az optimumot, ezért koze-
liteni szeretnénk, illetve azt vizsgalni, hogy egy véletlen inputon egy kozelité
algoritmus milyen hatékony.

A modelliinkben generalunk 2n véletlen szamot a U|0, 1]-b6l, ezeket akarjuk
beosztani két csapatba.

4.3. Definici6. Egy csapatelosztds varhatéan igazsagos, ha E(A*) = E(B*).

Megjegyzés: Ha egy csapatelosztas varhatoéan igazsagos, az még nem biztos,
hogy a feladat szempontjabol célravezets, mivel példaul ha teljesen véletlensze-
rlien osztjuk el a csapatokat, az az elosztas is varhatoan igazsagos lesz.
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Otlet: allitsuk nagysag szerinti (pl. névekvs) sorrendbe a szamokat, és a
rangsorban elfoglalt helyezések alapjan osszuk be ket két halmazba.
A kovetkezd allitasnal N := 2n az elemek széma.

4.2. Allitas. Adott N véletlen szdm U[0, 1]-b6l. Ekkor a nagysdg szerinti k-adik
legkisebb elem vdrhatd értéke NL_H

Bizonyitas: Ismert [6], hogy egy N elemi rendezett minta k-adik elemének
az eloszlasa B(k, N — k + 1). Mivel egy S(a,b) eloszlasu valoszintiségi valtozd

varhato értéke ﬁ_b, ebbe helyettesitve megkapjuk a keresett allitést.

Az egyszertiség kedvéért a kovetkez6 megfontoldsokhoz minden értéket szo-
rozzunk fel N +1-gyel, igy a varhato6 értékek nagysag szerint rendre 1,2...N = 2n
lesznek.

4.4. Definicioé. Nevezziink egy csapatelosztdst helyezés szerinti csapatelosztds-
nak, ha az értékek szétosztdasakor eqyedil azt vesszik figyelembe, hogy melyik
nagysdg szerint hanyadik.

4.5. Definicié. Tegyiik fel, hogy az értékek csékkend sorrendben dlnak. Nevez-
ziik minden i-re 4-es blokknak a 4i,4i + 1,44 + 2,4i + 3 indexd elemeket (0-tol
indezxeliink)

Kozelits algoritmus: Rendezziik csokkend sorrendbe az értékeket. A legna-
gyobb értéket tegyilik az A csapatba, majd a kovetkez6 kett6t a B-be, majd
kett6t megint az A-ba, kett6t a B-be, és egészen addig kettesével valtakozzunk,
amig el nem fogynak az értékek.

4.3. Allitas. Ha n pdros, azaz 2n 4-gyel oszthatd, akkor van helyezés szerinti
vdrhatdan igazsdagos csapatelosztds.

Bizonyitas: Ebben az esetben az el6z6 algoritmus soran az utolsé elem az A-ba
fog keriilni. Ekkor minden 4-es blokk varhatoan igazsagosan van elosztva, tehét
a csapatelosztés is varhatoan igazsagos lesz.

4.4. Allitas. Ha n pdratlan, akkor nincs helyezés szerinti varhatéan igazsdgos
csapatelosztds.

Bizonyitas: Ekkor az 1,2, ...4k + 2 szamokat kéne két olyan csoportra osztani,
amik Gsszege azonos, ez azonban nem lehetséges, mivel az Gsszegiik paratlan.

4.5. Allitas. Ha n pdros, akkor exponencidlisan sok vdrhatdan igazsdgos csa-
patelosztas van.

Bizonyitas: Egy 4-es blokkot 2 féle moédon lehet varhatoan igazsagosan
elosztani: az A-ba keriil az els§ és az utolsod, a B-be a két kdzépss, vagy pont
forditva. Ha az elemek szaméat megnovelem 4-gyel, akkor a 4-es blokkok szama

17



1-gyel ng. Minden blokkot egymastoél fiiggetleniil eloszthatunk kétféleképpen.
Ekkor k blokk esetén 2% varhatoan igazsagos elosztas van, amik 4-es blokkon-
ként igazsidgosak, ami természetesen alsé becslés az Gsszes varhatdan igazségos
elosztasra. (Ha nem tekintiink kiilonbozének két olyan elosztast, ahol az A és a
B fel van cserélve, akkor az elosztasok szama felez6dik, de ettél még exponen-
cialis.)

4.2. Szimulacio

Idézziik fel az algoritmust: Az elemeket 0-t6l indexelve a 4k és 4k + 3 indexd
elemeket fogjuk az A csapatba tenni, a tobbit a B-be. Mar lattuk, hogy ez
péros n-re varhatéan igazsidgos. Célunk megvizsgélni ezt az algoritmust abbol
a szempontbol, hogy mennyire van tavol az optimumtol, azaz mennyi az

absq(absq(Aapm ) Bapm ) ) absq(Aopt ) Bopt ))

. Ennek a minimuma az approximacios hanyados. Mi azonban az atlagos visel-
kedésre vagyunk kivancsiak, igy ezt fogjuk szimulalni egy véletlen mintén.
Megjegyzés: az el6z6 képlet 1ényegében

abSQ(Aap17 Bapz)
absq(Aopt7 Bopt)

mivel az optimaélis csapatelosztas abszolut hanyadosa biztosan legaldbb akkora,
mint a kozelits algoritmus altal készitett csapatelosztasé.

Megjegyzés: Amikor n < 2, azaz 2 vagy 4 emberiink van, akkor az algorit-
musunk optimalis.

A szimulacio elemzéséhez természetesen sziikségiink van az optimum kisza-
mitésara is. Erre az egészértékd programozast hivjuk segitségiil. Legyen R az a
2n elemi vektor, ami a véletlen szdmokat tartalmazza. A 1z az x vektor skalaris
szorzata az azonosan 1 vektorral, vagyis az elemeinek Osszege.

min ¢

Rz — R(1 —x)
Rz — R(1 —x)
1z =n

r €{0,1}*"
c>0.

—C

VANV

C

Magyarazat: A 4.1-es allitas miatt elegendd a kiillonbség abszolatértékét mini-
malizalni. Ez a minimumeérték lesz c¢. Minden véletlen szamhoz hozzarendeliink
egy x; binaris valtozot. Ezekbdl a valtozokbol all6 x vektor megmondja, hogy
melyik elem melyik csapatba keriil: z; = 0 esetén az i. elem az A csapatba ke-
riil, kiilénben a B-be. At els6 harom sora a programnak elgirja, hogy a kifejezés
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abszolutértékét minimalizaljuk, vagyis "beszoritjuk" ¢ és —c kozé, és a nemne-
gativ -t minimalizaljuk. A binéris valtozok Gsszege legyen n, ezzel garantaljuk,
hogy mindkét csapatba n elem keriil.

A szimulacié soran megvizsgaltuk a véletlenszeri elosztast is, azaz amikor
az els6 n véletlen szam keriil az A csapatba és a tobbi a B-be. Az eredményeket

Osszehasonlitottuk, az igy kapott csapatokat A,g-vel és B,.4-vel jeloljiik.

4.3. Eredmények

Magyarazat az els6 tablazathoz:

Optimum: absq(Aopt, Bopt))

Random hdnyados: absq(absq(Arq, Brq), absq(Aopt, Bopt))
Approzimdcids hanyados: absq(absq(Aapa, Baps), absd(Aopt, Bopt))

2n Optimum Random hanyados Approximacios hanyados
6  0.9801980198019802  0.7696260854155591 0.9801980198019802
6 0.9444444444444444  0.8788927335640139 0.8666666666666667
6  0.9807692307692307  0.4256161180068358 0.8392857142857143
6  0.9935064935064936  0.43741982774418176 0.906832298136646
6  0.9727272727272728  0.4300287093030358 0.9035087719298246
8  0.9794871794871794  0.7383601346297681 0.84688995215311
8 0.9914163090128756  0.6392902871776112 0.9094650205761317
8  0.9679144385026738  0.5778630957954864 0.9166666666666666
8  0.976027397260274  0.9073730076826052 0.9169435215946844
8  0.9850746268656716  0.8775842537524782 0.9752475247524752
10 0.9965753424657534  0.722237427647518 0.8928571428571429
10 0.9968051118210862  0.6959905496490862 0.9904458598726115
10 0.9904306220095693  0.9904301817345296 0.9439252336448598
10 1.0 0.7204301075268817 0.7582417582417582
10 0.9902912621359223  0.943118756936737 0.9248826291079812
12 0.9968051118210862  0.5186473114264376 0.9409937888198758
12 1.0 0.9506172839506173 0.9832635983263598
12 0.9951923076923077  0.8485238862050456 0.9483568075117371
12 1.0 0.8925373134328358 0.98125

12 0.9965870307167235  0.7971993444827297 0.8690095846645367
14 0.9973262032085561  0.8065042545751253 0.9302325581395349
14 0.9967320261437909 0.74815925058548 0.9583333333333334
14 1.0 0.8141025641025641 0.9929577464788732
14 1.0 0.9506172839506173 0.9586776859504132
14 1.0 0.6821192052980133 0.9291139240506329
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2n Optimum Random hanyados  Approximéciés hanyados
16 1.0 0.914572864321608 0.9291139240506329
16 1.0 0.6857142857142857 0.9666666666666667
16 1.0 0.7432432432432432 0.9496221662468514
16 1.0 0.9122401847575058 0.9391100702576113
16 1.0 0.875 0.9819819819819819
18 1.0 0.9593345656192237 0.9272727272727272
18  0.9979838709677419  0.9919597582248185 0.9780439121756487
18 1.0 0.8693284936479129 0.9656488549618321
18 0.998 0.996003984015936 0.9549902152641878
18  0.997716894977169  0.8636739860752713 0.9886363636363636
20 1.0 0.77737881508079 0.9721115537848606
20 1.0 0.8054474708171206 0.9619450317124736
20 0.9981684981684982 0.8891717723246881 0.9836363636363636
20 0.9979338842975206 0.8401388659282526 0.9897119341563786
20 1.0 0.6958393113342898 0.9865546218487395

Képzeljiik el, hogy testnevelés 6rara egy helyettesits tanar érkezik, aki nincs
tisztdban a didkok képességeivel, viszont gyorsan be akarja Sket osztani két
egyenld létszamua csapatba. Ekkor jobb hijan véletlenszertien vélasztja ki a két
csapatot. Azt fogjuk vizsgalni, hogy az eddigi feltételek mellett ez mennyiben
fog eltérni az altalunk adott modszertdl.

A maésodik tablazatban a csapatok kozti kiilonbség négyzetének atlagat meér-
jiik le véletlenszertien beosztott illetve az algoritmus altal beosztott csapatoknél
is. Mivel az optimumot nem szamitjuk ki, ez lehet&séget ad nagy szamu mérésre
is, esetiinkben arra, hogy az elemek szamat akar 100-ig is elvigyiik és minden pa-
ros elemszamra 1000 mérést atlagoljunk Ezek a mérések talalhatdéak a masodik
tablazatban.
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S0 (A, q—Bra)”

>0 (Aaps —Baps)®

2n 1000 1000

4 0.50197641 0.13385114
6 0.68422137 0.14011397
8 0.85887515 0.06635435
10 0.9888148 0.07598861
12 1.21998609 0.04537707
14 1.34525875 0.04851236
16 1.50258734 0.03313601
18 1.66179525 0.03659251
20 1.914549 0.02561581
22 2.05511143 0.02897084
24 2.18103229 0.02158441
26 2.36678783 0.02401264
28 2.57727718 0.01835024
30 2.67819141 0.02002635
32 2.82972126 0.01693121
34 3.04080119 0.01744665
36 3.2542376 0.01431702
38 3.41778684 0.0158142
40 3.58954346 0.01302296
42 3.68630532 0.01403489
44 3.86674406 0.01158731
46 4.16554782 0.01264324
48 4.26822082 0.01142258
50 4.44967978 0.01133508
52 4.59953303 0.01037729
54 4.69040645 0.01086625
56 4.87838764 0.00958407
58 5.14547867 0.0098859
60 5.2536812 0.00881419
62 5.58523742 0.00945566
64 5.53316277 0.00845897
66 5.56058083 0.00852541
68 6.02842374 0.00797614
70 6.03871535 0.00817017
72 6.461322 0.00761195
74 6.56853033 0.00765401
76 6.49123665 0.00743027
78 6.68048361 0.00753303
80 7.01211211 0.00710712

21



2n Z(I)DDO(Arderd)z ZéOOO(Aapz 7Bapz)2

1000 1000
82 7.11891642 0.00713797
84 7.2566719 0.00680103
86 7.46841203 0.00692049
88 7.69075113 0.00665397
90 7.97416713 0.00647531
92 8.17884455 0.00639388
94 8.205642642 0.00631788
96 8.32945899 0.00611597
98 8.36297797 0.00627339
100 8.64226927 0.00583695

Amit megfigyelhetiink, hogy a véletlenszertien beosztott csapatok esetében
egyre nagyobb a négyzetes kiillonbségek atlaga, mig az algoritmusunk &altal beosz-
tottaké egyre kisebb, azonban kiilonbség van a 4-gyel oszthaté és nem oszthatod
esetekben, ugyanis a 4k + 2 elemszamu eseteknél a négyzetes kiilonbségek atlaga
altalaban nagyobb, mint a 4k esetekben.
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5. Random-3SAT nehézség

A kovetkez6 fejezetben a Random-3SAT nehézséggel foglalkozunk, mely az NP-
nehézséggel allithaté parhuzamba. Felallitunk egy hipotézist (parhuzamban az
NP # P hipotézissel), és belatjuk, hogy ha ez a hipotézis igaz, akkor nincs poli-
nom ideji algoritmus bizonyos problémakra. S6t, bizonyos problémaéakat, példa-
ul a minimalis kettéosztas feadatat (lasd késébb), még approximalni se tudjuk
bizonyos hanyadosnal jobban. Végiil pedig a minimalis kettéosztas problémajé-
ra bemutatunk egy kozelit§ algoritmust, amit véletlen inputokon leteszteliink,
hogy az eredménye mennyire van tavol az optimumtol. A fejezet U. Feige 2002-
es cikke alapjan késziilt [2]. Az utolso alfejezet sajat szémitasi eredményeket
tartalmaz.

5.1. Alapfogalmak

5.1. Definici6. Egy SKNF (konjunktiv normdlforma) klézokbol dll, mindegyik-
ben 8 literdllal, azaz egy-egy bindris vdltozoval vagy a megdltjdval. Egy klozon
belil a literdlok kézott vagy kapcsolat van, a kldzok kiozt pedig és.

5.2. Definicio. A 3SAT nyelv a kielégithetd SKNF-ek nyelve.

Megjegyzés: A 3SAT nyelv NP-nehéz, azaz ha P # NP, akkor nincs olyan
algoritmus, amely polinom idében eldontené egy 3KNF-r6l, hogy kielégithets-e.

5.3. Definicié. Egy random-38KNF formuldt a kévetkezd modon dllitunk eld:
adott n és m pozitiv egész paraméter, n a vdltozok szama, m pedig a klozok
szdma. A klozokat egymdstol fiiggetleniil random generdljuk. A = =+

Megjegyzés: Ha A elég nagy ((%)A < %), akkor egy random 3KNF szinte biz-
tosan nem kielégithetd.

HIPOTEZIS 1: Ha A tetszélegesen nagy konstans, akkor nem létezik olyan
polinom idejd algoritmus, amely a legtébb random-3KNF-t cdfolja, vagyis azt
mondja rdjuk, hogy nem kielégithetdek, de sosem cdfol tévesen, azaz eqy kielé-
githetd 3SKNF' esetén nem hibdzik.

HIPOTEZIS 2: Ve > 0 és tetszilegesen nagy konstans A esetén nincs olyan
polinom idejd algoritmus, amely a legtébb random-3KNF-t cdfolja, de sose cdfol,
ha van legaldbb (1 — €)m kielégithetd kloz.

5.4. Definicio. Egy probléma random-3SAT (R3SAT) nehéz, ha egy rd adott
polinom ideji algoritmus cdfolnd a HIPOTEZIS 2-t.
Megjegyzés: Ha a HIPOTEZIS 2 igaz, akkor minden polinom idében nem meg-

oldaté probléma R3SAT nehéz, ha pedig nem igaz, akkor minden szamitési
feladat R3SAT nehéz, igy ez nem jelent j bonyolultsigi osztalyt.
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Megjegyzés: a 3SAT problémét %—né,l jobban approximélni R3SAT nehéz.

Ismert [7], hogy minden n-re létezik egy A,, kiiszob, amire teljesiil, hogy
random formulék esetén ha a klézok szama szignifikansan kisebb A, n-nél, ak-
kor szinte biztosan kielégithets a formula, ha pedig lényegesen nagyobb, akkor
nagy valoszintiséggel nem kielégithets. Az is ismert, hogy ez a kiiszéb 3 és 4,6
kozott van, a kutatasok szerint A, ~ 4,2, n-t6l fliggetleniil.

5.2. 3 valtozos fiiggvények

Adott 3 Boole valtozo, ezeken definidlhatunk kiilonb6z6 fiiggvényeket. Legyen
az AND az a fliggvény, amikor a valtozok kozott és kapcsolat van, az OR, ami-
kor vagy, a XOR pedig akkor lesz igaz, ha paratlan sok valtozo vesz fel 1-es
értéket.

Legyen f egy 3 valtozos Boole fliggvény, és jeloljiik t-vel (a true-bol szarma-
zik a jelolés) azon kiilonbozd értékadasok szamat, amikor a fliggvényérték igaz
lesz. Ez az AND esetén 1, a XOR esetén 4, az OR esetén 7. Jeloljiik b-vel azon
kiilonbo6z6 értékadasok szamat, ahol paros vagy paratlan (amelyik nagyobb) sok
1-es értéket adunk és a fliggvényérték igaz lesz. Példaul a XOR és az OR ese-
tében ez 4. 13 olyan Boole filiggvény létezik, ahol 2b > ¢.

5.5. Definicid. Legyen f egy 8 vdltozés Boole fiigguény. Nevezzik 3f formu-
lanak azokat a formuldkat, melyekben minden kloz 3 literdlt tartalmaz, és egy
értékadds eqy klozt akkor elégit ki, ha az f fiigguény igaz értéket ad.

5.1. Tétel. Minden f 3 wdltozds fiigguényre és az imént definidlt t és b-re
R3SAT nehéz megkiilonboztetni a véletlen eseteit a 3f formuldknak, ahol alig
tobb, mint a klozok t/8-ad része kielégithetd, és azokat, ahol majdnem b/4-ed
része kielégithetd.

Megjegyzés: a tételnek kovetkezmeénye, hogy R3SAT-nehéz approximalni ¢/2b-
nél jobban a Max-3f-et.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy van egy B algoritmusunk, amely képes meg-
becsiilni a kielégitett klozok szamat egy 3f formuldban, aminek a hanyadosa
t/2b-nél nagyobb. Nézziik meg a specialis eseteket: AND (t = b = 1), XOR
(t=b=4)

Legyen ¢ egy 3KNF n valtozoval és m = An klozzal, ahol A elég nagy.
Megmutatjuk, hogy B hogyan tud kiilonbséget tenni a tipikus, azaz (7/8 + €)
-kielégithets és a kivételes, azaz (1 — e)-kielégithets esetek kozt. Tekintsiik a
kovetkezs algoritmust, ami a 3KNF-k nagy részére tipikust fog mondani, de a
kivételesekre sose.

Atlagban minden literal 3A/2-szor szerepel ¢-ben. Ha A elég nagy, akkor
nagy valoszintiséggel egy e résztdl eltekintve a literalok (3/2+¢)A kozott fognak
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eléfordulni ¢-ben. Ha ez nem teljesiil, akkor legyen a kimenet kivételes.

Konstrualjunk harom grafot ¢-bdl. A csiicsok szdma miden esetben 2n, min-
den literalhoz egy. Az els6, G grafban minden kl6znal behizunk egy élt az elsé
és masodik literalhoz tartozd csticsok kozé. Ga-ben a méasodik és harmadik,
G3-ban a harmadik és az els6 kozé. Szemidefinit programozassal [8] adunk egy
fels6 korlatot a maximalis vagas méretére. Amennyiben ez barmelyik graf esetén
nagyobb, mint (% + €)m, akkor legyen a kimenet kivételes. Ha az algoritmus
nem &llt le, akkor ¢-re tekintsiink 3f formulaként, ahol feltettiik, hogy f AND
vagy XOR. Futtassuk ra4 a B algoritmust. Ha B szerint a kielégithet6 klézok

szama, (% — €)m, legyen az output tipikus, kiillonben pedig kivételes.

5.6. Definicié. Egy NAE — 3SAT formuldban egy kloz kielégithetd, ha nem
azonos benne minden literdl.

5.1. Allitas. A kovetkezok teljesilnek:

1) Az algoritmus elég nagy A esetén majdnem minden formuldra tipikus
kimenetet ad.

2) Az algoritmus sose fog tipikust mondani egy olyan SKNF-ra, ahol van
(1 — €)m kielégithetd kloz.

Bizonyitas: Mivel ¢ random, ezért a grafok lényegében véletlen grafok 2n
ponttal és m éllel. Ha m kell6en nagy, akkor egy egyszert véletlent hasznald
algoritmus megmutatja, hogy nagy valészintiséggel a maximalis vagas egy vélet-
len grafban legfeljebb (4 + €)m élt tartalmaz. S6t, megmutattak [9], hogy ha a
maximalis vagas (% + €)m élt tartalmaz, akkor a szemidefinit program kimenete
a felss korlatra (4 + €)m (egy masik e-ra). Ez azt jelenti, hogy ha ennél kisebb
a maximalis vagés, akkor nem fogjuk tévesen azt allitani, hogy nagy, és ekkor
elérjiik a kévetkezo fazist, vagyis futtathatjuk B-t a 3f formulan.

Legyen 9 egy tetszGleges értékadasa az m valtozonak. Azt allitjuk, hogy
ha ¢-re egy NAE — 3SAT formulaként tekintiink, akkor legfeljebb (2 + €)m
klozt elégit ki 1. Kiilonben tekintsiink egy random klozt és egy random literal
part, akkor annak a valoszintsége, hogy v a literaloknak kiilonbo6zé értéket ad,
legalabb %(% +€) ~ L+ e mivel % annak a valészintisége, hogy a literal par
kiilonbo6zé értéket vesz fel, feltéve, hogy a kloz literaljai nem mind azonos értéket
vesznek fel. Utdbbi valdszintsége % + € a korabbi indirekt feltevés szerint. Igy
legalabb az egyik grafban a v altal keletkezett végasnak t&bb, mint (3 + €)m
éle van (egy literal keriiljon balra, ha 1 értéke 0, és jobbra, ha 1).

Legyen 1) egy tetszSleges értékadéasa az n valtozonak, ami ¢-nek (3SAT for-
mulaként) legalabb (% — e)m klozat kielégiti. Ugyanez a 1 legfeljebb (% +e)m
klozat elégiti ki p-nek NAE —3S AT formulaként, igy a klozok legalabb (i —€)m
részét elégiti ki, ha ¢ 3AND formula. SG6t, mivel minden literdl nagyjaboél
ugyanannyiszor jelenik meg phi-ben, ezért ¢ atlagosan % literalt elégit ki egy
klézban. Mivel mindossze em klozbol nincs kielégitve literal ¢ altal, ezért leg-

25



alabb (% —€)m klozban van pontosan 1 literal kielégitve. Igy ¢ kielégit (1 —e€)m
klozt, ha ¢ egy 3XOR formula.

Mivel ¢ random, ezért 3AND formulaként (1 + e)m, 3XOR formulaként
(3 + €)m kloz elégithets ki. A t&bbi fiiggvényre hasonléan bizonyithaté bizo-
nyos literalok negalasaval.

Kovetkezmény: Minden ¢ > 0 és elég nagy A esetén R3SAT-nehéz a leg-
tobb 3AND formulara tipikus kimenetet adni, viszont sose tipikus értékkel
visszatérni, ha a van legalabb (1 — €) kielégithets kloz.

A kovetkezd szakaszban az el6zé tételt fogjuk alkalmazni graf problémékra.

5.3. Alkalmazas graf problémaéakra

5.2. Allitas. Minden e > 0 esetén van eqy A, > 0 kiiszob, hogy minden A > A,
és elég nagy n esetén nagy valdsziniséggel teljestl, hogy a klozok barmely (é—ke)m
méretd részhalmaza eqy 3K N F-ben, ahol m = An, van legaldbb n + 1 literdl.

Bizonyitas: Rogzitsiink le egy n literalbol all6 S halmazt. Annak a valészint-
sége, hogy egy random kléz, amiben harom literal van, tejesen diszjunkt legyen
S-t6l, %. Ha n elég nagy, akkor tudjuk, hogy 1 — 273"-nél nagyobb valoszi-
niséggel legfeljebb (é + €)m random kloz keriili el S-t. Mivel nagyjabol 227
lehetdség van kivalasztani S-t, igy az uniéra vonatkozo korlat miatt semelyik se
fog elkeriilni egy (% + €)m klozbol 4llo halmazt.

5.3.1. Kiegyensulyozott paros klikk feladat

Input: n X n csicsi paros graf
Output: k x k csucsu teljes paros részgraf
Célfiggvény: max k

A kutatasok korabban altaldban nem kovetelték meg, hogy a klikk kiegyen-
salyozott legyen, azaz egy ki X ko csucsu tejes paros részgraf volt a kimenet.
Ekkor két érdekes célfiiggvényiik is lehet, egyrészt legyen minél tobb éle a paros
klikknek, azaz maximalizaljuk a kiko-t, vagy minél t6bb csicsa, azaz az Gssze-
giik legyen minél nagyobb, ez utobbi egyébként polinom idében megoldhaté.

5.1. Lemma. Minden € > 0 esetén R3SAT nehéz approximdlni a kiegyensilyo-
zott klikk problémdt 1/2 + e-ndl jobban, azaz R3SAT nehéz kiilonbséget tenni a
k>1/4—€ésak<1/8+ e kizitt.

Bizonyitas: Vezessiik vissza ra a M AX3AN D feladatot n’ valtozoval és m' =
An' klozzal. Mindkét oldalon legyen n = m’ csucs, minden klézhoz 1-1. Két
kiilonbo6z6 oldalon 1év6 cstics ko6zé htizzunk be élt, ha a hozzajuk tartozo klo-
zok egyszerre kielégithetSek, vagyis nem szerepel egy valtozé az egyikben és
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a negaltja a masikban. Ha a kiegyensulyozott paros klikk feladatot jobban
tudnank approximalni a lemma allitasanal, akkor meg tudnéank kiilonboztetni a
MAX3AND formulak koziil azokat, amik 1/4 —e-kielégithetSk, azaz kivételesel,
és azokat, amik 1/8 + e-kielégithetsk, vagyis tipikusak.

Ha van (1/4 — e)m’ kielégithet$ kloz, akkor a nekik megfelel§ csiicsok egy
k x k méretd kiegyensilyozott paros klikknek felelnek meg, ahol k = (1/4—e€)n.

Ha a 3AND formula random, akkor az 5.2-es Allitas miatt minden (1/8 +
€)m/ mérett részhalmaza a klozoknak tartalmaz n’ + 1 literalt. Igy minden
ekkora halmazparra igaz, hogy lesz egy valtozo, amely pozitiv valtozata meg fog
jelenni az egyik oldat és a negativ a masikon, ami kizarja a lehet&séget, hogy
legyen egy k x k méretti paros klikk, ahol k = (1/8 + €)n.

5.3.2. Minimalis kettéosztas

Input: Egy 2n csucsu G graf.
Output: S C V(G), |S| =n
Célfiiggvény: minimalizaljuk az S és V(G) — S kozotti élek szamat.

5.2. Tétel. R3SAT-nehéz 4/3-ndl jobban approximdlni a feladatot.

Bizonyitas: Visszavezetjiik r4 a random M AX3AND feladatot, n’ valtozoval
és m’ klozzal, m’ = An. Itt meg akarjuk kiilonboztetni, azokat az eseteket,
amikor legfeljebb (1/8 4 ¢)m kloz elégithets ki azoktol, amikor legalabb (1/4 —
e)m. A baloldal tartalmazzon 2n’ pontot, minden literalhoz egy, a jobboldal
pedig m’ klasztert, minden klozhoz egy klaszter tartozik és minden klaszter egy
4m’ méretd klikk. Ezen felil a graf tartalmazzon még egy extra klasztert, ami
egy m” méreti klikk, ahol m” = 4m/(1/2 + 2¢)m’. Tehat a graf cstcsainak
szama 4m’(3/2 + 2¢)m’ + 2n’.

Megjegyzés: feltessziik, hogy (1/4—e)m/’ egész szam, amibdl kovetkezik, hogy
a ponthalmaz kettéoszthatd egyenls részekre anélkiil, hogy a klikkeket, vagy az
extra klikket el kéne vagni: keriiljon S-be n’ pont a baloldalrél, (1/4 — e)m/
klaszter a jobboldalrél és az extra klikk.

Minden klaszterben legyen egy megjelolt dsszekdtd pont. Huzzunk be élt
egy Osszekots pont és egy literdlhoz tartozd pont kozé, ha a literdl benne van
az 0sszekots pont klaszteréhez tartozo klozban. Ezeket nevezziik pdros éleknek.
Tudjuk, hogy 3m’ van bel6liik. Mivel létezik olyan kettéosztas, amelyik csak
paros éleket vag el, a minimélis kettéosztds nem vag el egyetlen klasztert se
(mar egy klaszter elvagasa 4m’ — 1 élt jelentene), és az extra klikket sem. Ebbgl
kovetkezik, hogy a minimalis kettéosztas egyik halmaza tartalmaz a baloldalrél
pontosan n’ pontot, (1/4 — €)m’ klasztert és az extra klikket.

Vegylik észre, hogy minden 6sszekété pontbdl 3 él megy balra, tehat a bal-
oldali pontok atlagfokszama 3A/2. Nagy valoszintiséggel (a random 3AND
formulatol fliggden), csak egy € része a paros éleknek csatlakozik olyan baloldali
pontokhoz, melyek foka 3A/2-t6] e-nal jobban eltér (*). Ha ez nem teljestil, ak-
kor nem tudjuk megcsinédlni a redukciot egy kettéosztasra és ekkor az algoritmus
kimenete legyen kivételes az eredeti 3AN D formulara.
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O(e) hibatol eltekintve feltehetjiik, hogy minden baloldali pont foka azono-
san 3A/2. Ha a 3AN D formulanak van (1/4 —e)m’ kielégithet kloza, akkor az
S halmazba ezekhez a kloézokhoz tartozo klaszterek pontjai keriiljenek, valamint
az extra klikk, és az az n' literal, amely ezeket kielégiti. Egyediil azokat az
éeket vagja el ez a kettéosztas, amelyek ezt az n' literalt kotik ossze a kielégi-
tetlen klozokkal. A paros élek S-en belill 3(1/4 — e)m/. Az Gsszfokszama ezen
literaloknak 3n'A/2 = 3m//2. Igy a kettéosztas 3(1/4 — €)m/ élt tartalmaz.

Egy random 3AND formulédban sziikségiink van ennek a kettévagasnak az
egyik oldalara, hogy tartalmazzon n' literalt, (1/4 — e)m’ klozt és az extra klik-
ket. Ez az n’ literal legfejebb (1/8 + ¢)m’ klozzal vannak 3-szorosan Osszekotve
az 5.2-es Allitas miatt, és tovabbi (1/8 — 2¢)m’-vel kétszeresen. Igy ezen a ket-
tévagas éleinek szdma legalabb

3m'/2 —3(1/8 +¢e)m’ —2(1/8 —2e)m/ = (1 — e)m’

A két esetben az élszamok hanyadosa tetszélegesen kozel tud lenni a 4/3-hoz.

Osszegezve, ha lehetséges lenne a minimalis kettéosztas feladatot 4/3-nal
jobban approximélni, akkor fel tudnank ismerni a tipikus 3AN D formulékat a
kovetkezé modon:

Allitsuk el6 a grafot és a kettéosztéast a fenn emlitett modon.

Ha a baloldalon 1év6 pontok fokszamaira nem teljesiil a (*), akkor azt mondjuk,
hogy a formula kivételes.

Futtassuk az approximécios algoritmust a kettéosztasra és legyen a végeredmény
tipikus, ha az output kizarja, hogy legyen egy 3(1/4 — €)m/ éld kettéosztas.

5.4. Kozelit6 algoritmus a minimalis kettéosztas feladatra

Az el6z6 fejezetben bebizonyitottuk, hogy a miniméalis kettéosztas feladatot %—
nal jobban approximalni R3SAT-nehéz. Vagyis ha a HIPOTEZIS 2 igaz, akkor
nincs olyan polinom idejd algoritmus, ami minden graf esetén %—nél jobban
meg tudja kozeliteni az optimumot. A kovetkezd fejezetben bemutatunk egy
algoritmust, ami megprobalja megkozeliteni az optimumot. A hatékonysagét
szimulécio segitségével mérjiik meg egy-egy véletlen grafon.

Az algoritmusunk lényege, hogy az Osszes lehetséges kiindulasi allapotbol
szamolunk lényegében moh6 modon egy kettéosztast, és a legjobbat valasztjuk.

Legyen egy fazis a kovetkezs: A graf két pontjat berakjuk két kiilon hal-
mazba, A-ba és B-be. Egy lépés alljon abbodl, hogy megkeressiik a grafnak azon
pontjat, amelyet ha A-hoz hozzavesziink, akkor az A és B kozt a lehetd legke-
vesebb €l fusson. Ezutan megkeressiik ugyanezt B-re. A 1épések szama a grafok
pontszamanak fele, minusz ketts, vagyis amig be nem osztunk minden pontot
A-ba vagy B-be.
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Az iménti fazist a graf Osszes lehetséges pontparjaval végigesinaljuk, és azzal
a kettéosztéssal tériink vissza, amelyben a legkevesebb él futott A és B kozt.

Az optimumot ezuttal is egészértéki programozas segitségével fogjuk kisza-
molni. Az élekhez hozzarendeliink egy binaris x vektort, a pontokhoz pedig egy
y-t, és azt akarjuk elérni, hogy x(e) akkor legyen 1, ha az él bekertil a vagasba,
kiilénben 0, az y(v) pedig akkor, amikor a pont az egyik halmazba keriil, és 0, ha
a masikba. Az y értékei koziil pontosan a pontszam fele legyen 1 és ugyanennyi
0. Minimalizaljuk az élek szamat a vagasban:

min 1x

CL'(U,U) > y(u) - y(v)’ V(u, U) €
x(uvv) > y(’l)) - y(u), V(u, 'U) €L
1y = g

z €0,1]%!

ye 0,1V

(n-rdl feltessziik, hogy paros).0

5.4.1. A szimulacié eredményei

Elgszor a kovetkezd véletlen grafon szimulaltunk: legyen n paros, adott n pont,
és barmely kettd kozé keriiljon él % valoszintiséggel. Az els6 néhany n esetén
(konkrétan n < 38) a kozelit6 algoritmus megtalalta az optimumot minden fut-

tatéaskor.

Kicsivel valtozatosabb eredmények sziilettek, ha a graf a Barabasi-Albert
modellbdl szarmazott [10]. Az altalunk vizsgalt modellben n pont esetén egy
m++1 csiicsu csillagbol kiindulva minden tovabbi cstiics m szomszédot kap, és na-
lunk m = n/3. Azalabbi tablazatban taldlhato a szimulacio eredménye, minden
paros n-re 20 és 40 kozott 6-szor lefuttattuk az algoritmust, és megmutatjuk,
hogy a mi algoritmusunk kimenetének hanyszorosa az optimum atlagosan, il-
letve legrosszabb esetben a 6-bol. Az 5.2-es tételben szerepld 4/3-os korlathoz
képest mi ennek a hayadosnak a reciprokit szamoljuk ki a méréseinkben, azaz
az optimalis koltséget osztjuk a kozelitd algoritmus altal kiszamolt megoldés
koltségével.
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n 6 mérés atlaga 6 mérés minimuma

20 0.99479 0.96875
22 1.0 1.0

24 1.0 1.0

26 1.0 1.0

28 0.99462 0.98387
30 0.98438 0.97260
32 0.99593 0.98780
34 0.98283 0.96938
36 0.99192 0.98095
38 0.99039 0.98347
40 0.99632 0.99253

Ahhoz, hogy statisztikai szempontbol érdekes kovetkeztetéseket vonjunk le,
vagy legyen barmilyen elképzelésiink az asszimptotikus viselkedésrél, sziikségiink
lenne tovabbi mérésekre, nagyobb pontszamok esetén azonban az optimumnak a
kiszamitasa idGigényes. Azt viszont igy is észrevehetjiik, hogy bizonyitottan nem
varhato (csak a hipotézisek megddlése esetén) olyan approximécios algoritmus,
amely minden gréafra 4/3-nal jobban megkozeliti az optimumot, az nem jelenti
azt, hogy gyakorlatban, bizonyos korlatozasok mellett is reménytelen lenne az
optimalis megoldast ennél a hanyadosnal lényegesen jobban kozeliteni.
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