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1. fejezet

Bevezetés

I think I can safely say that nobody

understands quantum mechanics.

Richard P. Feynman

A szakdolgozat a szimplektikus geometria egyik dgéaval hivatott foglalkozni, me-
lyet geometriai kvantalasnak hivnak. A geometriai kvantalas lényege, hogy adott
egy szimplektikus sokasag, és szeretnénk ehhez kanonikusan hozzérendelni egy szép
vektorteret operatorokkal, és minden egyéb belsé struktiraval. Maga a feladat elsére
elég léghdlkapottnak tiinhet, de a modern fizika eszkoztarabol motivalodva, remé-
lem hogy sikeriil megindokolnom, hogy ez miért is hasznos, és miért is pont gy kell
csinalni, ahogy az itt be lesz mutatva.

A mechanika a fizika egyik legklasszikusabb aga, kozépiskoldban is mindenki
tanulta Newton torvényeit, és kellett, hogy hasznalja, az 6 megkozelitésének leg-
alapvet&bb képletét:

F=ma
Amire kozépiskolaban nem volt id6, és lehetGség a megfeleli matematikai apparatus
hidnyaban, az a mechanika két masik klasszikus megkozelitése, a lagrange-i és a
hamiltoni. Ezekkel a szakdolgozat elején szeretnék roviden foglalkozni, utébbinak
ugyanis direkt altalanositasa a szimplektikus geometria.

Hogy miért nem csak szimplektikus geometria akkor a szakdolgozat cime? Ezt
a 20. szazad egyik legjelentGsebb fizikai elmélete, a kvantummechanika indokolja,
hisz a geometriai kvantalas lényegében klasszikus mechanikai rendszerekhez akar

kvantumrendszereket rendelni. Hogy teszi ezt? A dolgozatbol remélhetéleg sikertil



1. Bevezetés

megismerni a f6 modszereket, a felmeriil§ probléméakat, és hogy milyen fizikatol

fiiggetlen matematikai kérdések vetddnek fel a témaban.



2. fejezet

Klasszikus mechanika

2.1. Az inga
1]

Valoszintileg az egyik legklasszikusabb mechanikai rendszer az tigynevezett fizikai
inga. Mibdl all ez? Rogzitsiink valahova egy tomeg nélkiili végteleniil merev rudat
(ennek hosszat az egyszertiség kedvéért vegyiik 1-nek) az egyik végénél ugy, hogy
surlodés nélkiil el tudjon forogni egy vizszintes tengely koriil. Ennek a végén legyen

az m tomegi testiink, aminek a mozgasat le akarjuk rni

2.1.1. Newton

Ezzel valészintileg mindenki talalkozott fizikadrén, és a newtoni mozgésegyenletet
sem nehéz felirni. Konstans gravitaciés mezében azt tapasztaljuk, hogy két erd hat
a testre: a Fold huzza lefelé, a rud pedig a rogzitési pont felé, pontosan tgy, hogy
az eredd erd merdleges legyen rudra.

Jeloljiik az inga fiigg6legesen lefelé mutato iranyatol valo elfordulas szogét a-val!

Ekkor tehat Newton egyenletei alapjéan:

ma = gsin o

2.1.2. Lagrange

Mit mond nekiink Lagrange?



2. Klasszikus mechanika

Az inga "lusta" azt az utat akarja megtenni, ahol a legkevesebbet kell dolgoznia,
ahol a legkisebb hatas éri, tehat definidlnunk kell ré4 egy hatas fliggvényt, és azt
minimalizalni.

Klasszikus esetben egy rendszer Lagrange-fiiggvénye a mozgasi (kinetikus) és a
helyzeti (potenciélis) energiajanak a kiilonbsége. Jeloljiik g-val a testiink helyzetét,

és g-val a sebességét, ekkor a Lagrange fiiggvény:

L(g,q,t) = mq*/2 — U(q)

Es ahhoz, hogy ennek az integralja egy palya mentén minimalis legyen, teljesite-

nie kell az adott gorbén az Fuler — Lagrange egyenletet:

4oL _ oL
dt ¢  Oq
Az Euler-Lagrange egyenletet késébb altalanosan is bizonyitom, most csak fo-
gadjuk el, és vegyiik észre hogy ekvivalens Newton mozgasegyenletével! A baloldal
ugyanis csak L elsd tagjatol fligg, és azt vehetjiik észre, hogy
d om¢*  d

at aq a1 ™

Mit mond ez az ingara? A test kinetikus energiaja md?, tehat az egyenldség
baloldala most is ma.

Mi a helyzet a helyzeti energiaval? Kozépiskolabol tudjuk, hogy konstans erd-
térben ez csak attol fiigg (az er6 nagysagan és a test tomegén kiviil), hogy mennyit
megyiink az erd iranyaba, avagy hogy az inga milyen magasan van. « fliggvényében

ez most az als6 ponttol mérten

U(a) = (1 — cos(a))gm

Mivel ennek az « szerinti derivaltja éppen gsin(«), tehat visszakaptuk a Newton

esetet.

2.1.3. Hamilton

Mit mond nekiink Hamilton?
Az energia megmarad. Ebbd&l kovetkezik tehat, hogy a test csak olyan pélyan

mozoghat, aminek mentén az energidja nem véltozik!



2. Klasszikus mechanika

Hamilton triikkje azonban az, hogy az energiat nem a helyzet és a sebesség, ha-
nem a helyzet és a lendiilet fiiggvényeként irja fel. Ez kulcsfontossagu lesz a késébbiek
szempontjabol, hiszen ahogy latni fogjuk, mig a sebesség egy vektor, a lendiilet egy
kovektor! Mi legyen ennek az altaldnos definicidja tgy, hogy az egyszerti esetekben
visszaadja, hogy p = mwv? Mondjuk azt, hogy

0
b= 8_q

Ebbdl rogton kovetkezik, hogy egy idealis palyan, tehat ahol kielégiil az Euler-

Lagrange-egyenlet:

oL

=%

Mi lesz tehat a Hamilton-fliggvény most?

2
p
H = — 1—
(a, p) 5 +mg(1l — cos(a))
Lagrange esetben most jott a kalapbol nyuszi: az Euler-Lagrange azonossag.
Ezzel analog moédon most is jon két egyenlet, amik késébb keriilnek megmagyaréa-

zésra, ezek az ugy nevezett Hamilton-egyenletek:

Mit kapunk tehat?

a=p/m é p=mgsina

Es most az els6t lederivalva, majd a masodikba behelyettesitve ugyanazt az
egyenletet kapjuk vissza, amit méar Newton is tudott. Mit nyertiink ezekkel mégis?
Ezek remekiil altalanosithatdé modellek, és sokkal kevésbé fliggenek a koordinatazés-

tol, mint Newton egyenletei.

2.2. Legendre-transzformaci6

2|
Jelen pillanatban a Hamilton és a Lagrange fiiggvény kapcsolata nem egészen vi-

lagos. Miért kéne ugyanazt az egyenletet adniuk? Hogy kapjuk az egyikbdl a mésikat



2. Klasszikus mechanika

altalaban, ha nem tudjuk ilyen egyszertien felirni a mozgasi és a helyzeti energiat?
Ahhoz, hogy ezt megértsiik, meg kell elGszor ismerkedniink a fliggvénytranszfor-

macidval:

1. Definici6é. Legyen f egy korlatos, zart intervallumon értelmezett, kétszer foly-
tonosan differencidlhato, szigoruan konvex fiiggvény! Legyen p € R(f’)! Mivel f’
monoton, ezért Iz, € D(f), hogy f'(x,) = p. Ekkor g(p) = px, — f(x,)-t hivjuk f

Legendre-transzforméatjanak.

Mit akarunk ezzel mondani? Mit csinél ez a transzforméci6? Egy olyan fliggvényt
szeretnénk gyartani f-hez, aminek a derivaltja éppen f derivaltjanak az inverze.

Vegyiik példaul az f(x) = %—t, ahol o > 0. Ekkor f’ = 2!, ami p-t éppen az

1
gjp = pa—l

pontban veszi fel. Ha -t gy valasztjuk, hogy

azt kapjuk, hogy

gp)=p" =P’ Ja=1"/B

Ez a példa abban az értelemben elég természetes, hogy ezek talan a legegyszeritibb
konvex fliggvények, és ezekre azt lattuk, hogy itt a és [ szimmetrikus viszonya
miatt a Legendre-transzformacio involutiv! Ami ezt a megfigyelést altaldnositja az

a kovetkezd tétel:

1. Tétel. A Legendre-transzformdcio involicio az I zdrt, korldtos invervallumon

értelmezett, kétszer folytonosan differencidlhato konvex fiigguények terén.

Bizonyitds. Vegylink egy konvex, kétszer folytonosan differencialhato f fiiggvényt,

és legyen

p € R(f")-ra. Es
g9(p) = ph(p) — f(h(p)),

ahol g az f fiiggvény Legendre-transzformaltja. Most nézziik meg, hogy ez konvex

és kétszer differencialhato-e!
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T h(p) + (p — f’(h(p)))w = h(p)
Ekkor dhi(p) .
p) _
P
Legyen most p(z) az a p, ahol dil—g’) =x

Hiszen h(p) és p(x) egymaés inverzei.

]

A Legendre-transzformécio véaltozoiként hasznalt x és p nem véletlen, hiszen pont
erre az eszkozre van sziikségiink, hogy altalanosan definialni tudjuk a lendiiletet.

ElGszor is nézziik meg a tobbdimenzios Legendre-transzforméciot!

2. Definicié. Legyen f : R™ — R kétszer folytonosan differencialhaté konvex fiigg-

vény! Ekkor egy p € R(df)-ra g : R™* — R értéke legyen
9(p) := plap) — f(zp)

, ahol z,, az az egyértelmd elem df értelmezési tartomanyabol, ahol df (z,) = p.

Ezzel felszerelkezve mér tudjuk klasszikus esetekben definialni a Hamailton-

fliggvényt!

3. Definicid. Legyen L(q,q¢,t) : R x R" x R — R kétszer folytonosan differen-

nevezziik a rendszer Hamilton fiiggvényének.
2. Tétel. Legyen L(q,q,t) : R" x R" x R — R kétszer folytonosan differencidalhato,

g-ban konvexr Lagrange-fligguény, és H a hozzd tartozo Hamilton fiigguény! Ekkor az

Euler-Lagrange egyenletek ekvivalensek a Hamilton eqyenletekkel:
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Bizonyitds. A Legendre-transzformécioé definicioja alapjan p = %—S, ugyanakkor az

Euler-Lagrange egyenletek mellett:
oL doL d
dq dtdq dt

Most nézziik meg H kiils derivaltjat! Ez definici6 szerint:

oH  OH OH
i = 22 agp 4+ 2 g0+
oap Pt oM

Ugyanakkor tudjuk, hogy H(p,q,t) = p(¢) — L(q, ¢, t), tehat:

oL oL
dH = qdp — —dq — =—dt
adp = 541 = 5

Igy tehat valoban a tételben szerepls egyenletekhez jutunk, és plusz azt is meg-

tudtuk, hogy —%—f = %—i] O]

Most, hogy tudjuk, mi az a Hamilton-fiiggvény, és, hogy egy mozgd tomegpont-
nak R™-ben, miért kell kielégitenie a Hamilton-egyenleteket, ratérhetiink az altaléa-
nosabb esetre: Mi van, ha a tomegpont nem az euklideszi térben mozog, hanem egy
differencialhato sokasdgon? Az inga esetében is valojaban az inga egy korén moz-
gott, nem volt sziikség a bent foglalo vektortérre, hogyan lehet csak a sokasag belsé

geometridjaval leirni a test mozgasat? Errdl fog szolni a kovetkezs fejezet.

10



3. fejezet

A mechanika és a szimplektikus

geometria

2l

3.1. Lagrange-féle mechanika sokasagokon

4. Definici6. Legyen M egy Riemann-sokasag, és L : TM — R egy C* tipustu
fiiggvény, és « : [a,b] — M sima gorbe. Ekkor

az L-hez tartozo hatasfunkcional y-n.

3. Tétel. Legyen p,q € M, és v : [a,b] = M sima gorbe, és legyen T' : (—€,€) X

[a,b] = M ennek egy végpontokban fix sima varidcidja. Ekkor

as®</y)|s:0 =0

minden I'-ra pontosan akkor, ha L(v) kielégiti az Euler-Lagrange differencidlegyen-

letet.

Bizonyitds. Vegylink egy tetszsleges ilyen I' variaciot! Mivel a L(y) kompakt tartoja

és sima, ezért az integralas és a derivalas felcserélhets, igy tehéat:

b b
8S<I>(7)|s:o=/ 83L(%ﬁ)dt\s=o=/ 9(VL(7,%), 0L (s, t))dt] =0

11



3. A mechanika és a szimplektikus geometria

Ami pedig nem mas, mint

lbg(%},w, %3F(s, t)) + g(%’ 8F(3, t)>dt‘3:o

Itt az integrandus elsé tagja pedig nem mas mint

Azt latjuk, tehat, hogy éppen az Euler-Lagrange egyenlet van skalarisan szorozva
a v menti variaciés vektormezdével és az van integralva. Ez pontosan akkor lesz nulla

minden variaciéra, ha maga az Euler-Lagrange egyenlet teljesiil. O

Most, hogy kezd korvonalazodni az, hogy miért érdekes nekiink egy Hamilton-
fliggvény, ideje megismerkedni a dolgozat alapfogalmaval, a szimplektikus sokasag-

gal,

3.2. Szimplektikus geometria

5. Definicié. Egy (M,w) part szimplektikus sokasagnak neveziink, ha M sima

sokasag, w pedig egy zart, nem elfajul6é 2-forma M-en.

A legegyszeriibb példa  szimplektikus sokasidgokra R?" a kanonikus

(', ..., q" p1,...,pn) bézissal, és a kanonikus

w:dei/\dqi

2-formaval.
Ez a példa abban az értelemben alapvets, hogy lokalisan minden szimplektikus

sokasag igy néz ki, avagy precizen:

4. Tétel. (Darbouz) Legyen M egy 2n dimenzids szimplektikus sokasdg, ennek p egy
tetszdleges pontja!l Ekkor p-nek létezik olyan U koordindtakérnyezete, és abban olyan

(', ..., q" p1,...,pn) koordindtdk, hogy

w:dei/\dqi

Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. [3] O

12



3. A mechanika és a szimplektikus geometria

Egy masodik nagyon gyakori példa a koérintényalaboké. Legyen ugyanis M =
T X, ahol X egy sima n-dimenziés sokasag, ¢ € X és p € T X. Ekkor

aq(.) = q(Tym(.)),

ahol m a T* X — X vetités, egy kanonikus 1-forma lesz M-en. S6t! Azt is tudjuk,
hogy da # 0, hiszen ki tudjuk fejezni lokalis koordinatakban, mint

= Zpid%’7

aminek a kiils§ derivaltja tehat kanonikus, és lokalis koordinatakban

w:dei/\d%

Legyen tehat X egy dinamikai rendszer konfiguréciés tere. Ekkor a sebesség
tazistere X érintényalabja, T'X, a rendszer dinamikajat pedig az L : T X — R sima
fiiggvény hatarozza meg, a korabban megismert moédon.

A kanonikus lendiileteket ugy kapjuk meg a Lagrange-fiiggvénybdl, hogy alkal-

mazzuk a Legendre-transzformaciot. Hogy néz az most ki?

6. Definici6. Legyen X sima sokasag, L : T X — R sima. Jeloljiikk TX v € T, X-vel!

Tegyiik fel, hogy az
FL(v) = d(Ll|z,x).

invertalhato! (Ezt a feltételt eddig L megfelel§ konvexitasa biztositotta.) Es legyen

b= d(LlTIX)v

az v-nek megfelel6 kanonikus lendiilet. Ekkor

H :=p(FL *(z,p)) — L(FL ' (z,p)) : T*X — R

a rendszer Hamilton-fliggvénye.

A Lagrange-mechanika klasszikusan a specialis és az altalanos relativitaselmé-
letben szerepld rendszerek dinamikajat irja le, mint hogy ott is a testek kovetik a
legkisebb hatas elvét. Ezzel analég modon a kvantummechanika a hamiltoni me-

chanika "altalanositasa", ahogy azt majd latni fogjuk. A ketts kozott a kapcesolatot

13



3. A mechanika és a szimplektikus geometria

definicié szerint a a Legendre-transzformacié teremti meg, de aminek a definici-
6jaban benne van az az erGs feltétel, hogy az F'L invertalhato legyen! Klasszikus

esetben ez csak azon mulik, hogy a rendszer kinetikus energiaja konvex modon fiigg

Z %m1|vi|2

de ezt &ltalanosan nem tehetjiik fel.

a sebességtol:

Nézziik meg, mit is csinal ez a transzforméacié lokalis koordinatakban! Legyen
most ¢ € X, U ennek egy koordindtakornyezete, és a T'X lokalis koordinatafiiggvé-
nyei (q1,- -« Gn, V1, - -+, Un), T*X-61 pedig (q1,- -, Gn, p*, -, p")!

Ekkor
oL

d(L|r,x) = Jo.

dUi

és pt = g—idvi

A szimplektikus geometria itt jut elGszor igazan szohoz, az w 2-forma ugyanis nem
csak hogy izomorfizmust teremt TM és T* M kozott (hiszen nemelfajulo), hanem ad
nekiink egy C*(M) — X(M) linearis leképezést is. Hiszen dH-hoz létezik pontosan
egy olyan Xy € X(T'M), amelyre

dH = CU(., XH)
w nemelfajulasa miatt. Hogyan fogalmazhatjuk meg a Hamzlton-féle mozgasegyen-
leteket ennek az eszkoznek a segitségével?

5. Tétel. Legyen X sima sokasdg, L : TX — R olyan, hogy értelmes legyen a
Legendre-transzformdltja. Legyen v : [a,b] — TX sima gérbe. Ekkor a kévetkezd

két dllitds ekvivalens:
o L(~(t)) kielégiti az Euler-Lagrange egyenleteket.
e H(FL(v(t))) integrdlgirbéje X y-nak.

Bizonyitds. (Vazlat) Bizonyitsuk be a masodikbol az elsét! Nézziik meg X -t lokalis

koordinatakban!
OH OH
Xpy=) =0, — =04
. o' " Op; !
Hiszen w(.,Xy) = Zg—gdqi + g—fdpi = dH. Legyen o(t) := FL(y(t)) =

(@1(t), -, Gn(t), pr(2), - -, pa(t)). Tudjuk, hogy

14



3. A mechanika és a szimplektikus geometria

S Gi(t)y + (1)) -5

Tehat

valamint

%gi (v(t)) = p(t) = gg(a(t)) = gz (7(1))

A masik irdny bizonyitasat pedig a fenti gondolatmenet megforditaséaval kapjuk.

Ezzel tehat megvan a program, szimplektikus sokasédgokon értelmezett fiiggvé-

nyekbdl csinalunk vektormezdsket, és azoknak az integralgorbéi fogjak meghatarozni

a dinamikat! Igen am, de szeretnénk megérteni ezeknek a fliggvényeknek a belsé

rendszerét, illetve, hogy a vektormezdk hogyan is hatnak a sokaségon.

15



4. fejezet

A folytonos fiiggvények

Poisson-algebraja

4]

4.1. A Poisson-zardjel

Jelolje A(M) a globalisan Hamilton-féle vektormezdk terét (tehat azokét, amik
elsallnak egy fiiggvény ferde gradienseként). Es jelélje Ag(M) azon vektormezdk
terét, amik az w altal indukalt izomorfizmusnal zart 1-forméknak felelnek meg, ne-
vezziik ezeket lokalis Hamilton-féle vektormezknek.

Mar korabban is volt sz6 rola, hogy egy szimplektikus sokasag érinté és koérin-
tényalédbja izomorf, hiszen w nemelfajuld. Ez az izomorfizmus a kiils6 derivalttal a

kovetkez6 kommutativ diagramot adja:

Im(d) —— Ker(d) — QYM) —% Q2(M)

)/ Agw | !

) —— Ag(M) —— X(M)

0 » C —— C*(M
Ahol az f fliggvényhez azt az X; vektormez6t rendeljiik, melyre:
w(Xf,.) +df =0

Tudjuk azonban, hogy a vektormezsknek van egy belsd strukturdjuk: egy Lie-
algebrat alkotnak. Vajon a fiiggvényekre is atvihets ez? Lie-algebra homomorfizmus-

sé& tehetd a
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4. A folytonos fiiggvények Poisson-algebréja

H— Xy

lineéris leképezés?
Szerencsére a valasz ezekre mind igen, és nem is olyan nehéz megalkotni két

fiiggvény Lie-zarojelét:
7. Definicié. Legyen (M, w) szimplektikus sokasag és f,g € C°(M). Ekkor f és g

Poisson-zarojelének nevezziik a

{f.9} = X;(9)

fliggvényt.

Be akarjuk latni, hogy ez egy Lie-algebra homomorfizmus, de ezt sok kis lemma
segitségével fogjuk megtenni, elsére ugyanis az sem latszik, hogy egyéltalan ferdén
szimmetrikus lenne (az R-linearités vilagos).

De ez is egyszertien kijon, ha észrevessziik, hogy:

{f.9} = Xs(9) = dg(Xy) = w(Xy, X,)

A kanonikus lokalis koordinatakban a korabban ismert formulat hasznalva:

B df dg  Of Og
{f’ g} B Z Op; Og; 0q; Op;

Ahhoz, hogy a Poisson-zarojel Lie-algebra struktirajat belassuk, elészor eleve-

nitsiik fel a Cartan formulékat! Legyen tehat X,Y € X (M), ekkor:

Lx=txod+douiy

txy] =Lx oty —tyoLx
6. Tétel. Legyen X € X(M), X € Ao(M), akkor és csak akkor, ha Lxw = 0.
Bizonyitas.
XeA(M)<sdoixw=0

S Lyw—txodw=0
<:>£sz0
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4. A folytonos fiiggvények Poisson-algebréja

Vegyiik észre, hogy most hasznaltuk el6szor, hogy w zart! Es értelmezziik mit
jelent ez az allitas: a lokalisan Hamilton-féle vektormez&k megtartjak a szimplektikus
format. Ez azt jelenti, hogy specialisan a globalisan Hamiltoniak is, avagy amik egy
Hamilton fiiggvény altal vannak indukalva. Ez azt jelenti, hogy egy ilyen modellben
egy test csak tgy tud mozogni, hogy a palyaja mentén az w "ne valtozzon"!

A fiiggvényalgebra fontos tulajdonsaga, hogy a Poisson-zaréjel zart, a kdvetkezd

tétel ennél is tobbet bizonyit nekiink:
7. Tétel. Legyen X,Y € Ag(M), ekkor [ X,Y]| = X,xy) € A(M).
Bizonyitads.

L[X,y]w = ,CX OlyW — Ly O EXcu
=ixod(iyw) +doix(tyw)
= d(w(X,Y))

= IXox W

]

Ez egyrészt azt mondja nekiink, hogy még lokalisan Hamilton vektormezdsk Lie-

zardjele is globalisan hamiltoni, mésrészt pedig kdvetkezik bel6le, hogy:

[Xf7 Xg] = Xw(Xf’Xg) = X{f’g}

Ahol az els6 szogletes zarojel vektormezsk Lie-zarojele, a méasodik pedig fliggvé-

nyek Poisson zarodjele.

8. Tétel. Legyen (M,w) eqy szimplektikus sokasdg, ekkor C°°(M) a Poisson-
zardjellel ellatva egy Lie-algebrat alkot, és a fent definialt homomorfizmus X (M )-be

Lie-algebra homomorfizmus.

Bizonyitds. Az egyetlen, amit még bizonyitani kell, az a Jacobi-azonossag. Legyen

tehat f,g,h € C°(M)! w zartsdga miatt tudjuk, hogy:

0= dw(Xy, Xy, Xn)
= Ofgh (Xp(w(Xg, X, 1)) — w([Xy, Xn], Xy))
= Orgn {1:{9, 03} = {9, h}, 1)
= Opgn 2{f, {9,1}}

18



4. A folytonos fiiggvények Poisson-algebréja

4.2. Megmarad6é mennyiségek

Azt latjuk tehat, hogy ha a rendszeriinkben van egy megmarad6 mennyiség (mint
az energia, a lendiilet, vagy a perdiilet), akkor ezekhez tartozik egy-egy vektormezs,
és ezaltal egy lokalis szimplektomorfizmus (specidlisan egy differomorfizmus) a len-
diilet fazisterén. Ahhoz, hogy ezt a téméat jobban megérthessiik, ismerkedjiink meg

el6szor is egy fogalommal:

8. Definici6. Legyen (M,w) egy szimplektikus sokasag, és rajta h € C*°(M) a
Hamilton fiiggvény. Ekkor azon f € C*(M) fiiggvényeket nevezziik elss integralok-
nak, melyekre X, (f) = 0, vagy ezzel ekvivalensen, melyekre {f, h} = 0.

9. Tétel. Az elsd integrdlok eqy rész-Lie-algebrdt alkotnak.

Bizonyitds. Vegyiink két elsé integrélt! Azt kell belatnunk, hogy a Poisson-zéardjeliik
is elsd integral. {{f, g}, h} = {{f h}, 9} +{f, {9, h}} =0 O

Tovabba fontos megemliteni Noether tételét, ami szemléletvaltassal birt a maga
idején a fizikdban, és pongyolan fogalmazva azt mondja, hogy egy dinamikai rend-
szer minden szimmetridjahoz tartozik egy megmaradé mennyiség. Ez azt jelenti
tulajdonképpen, hogy elég a rendszer 6nhasonlosagait megismerni, és abboél tudunk

kovetkeztetni a viselkedésére, és forditva. Kicsit precizebben ez igy hangzik:

10. Tétel. (Noether) Egy (M,w,h) rendszert helybenhagyd lokdlis szimplektomor-

fizmusok lokdlis elsd integrdlokat adnak és forditva.

Bizonyitds. Lattuk azt, hogy minden f € C°(M) ferde gradiensének folyama meg-

6rzi w-t. Azok pedig amik h-t is meg6rzik definicio szerint az els6 integralok, hiszen

Xy(h) = =Xu(f) =0.
O

A szimmetriak és a megmarad6 mennyiségek kapcsolatat targyalva felmeriil, hogy
egy adott szimmetriacsoporthoz milyen fiiggvényeket rendeljiink, mikor egyértelmi
egyaltalan a valasztédsunk. Eleve csak globélis Hamilton-mez6khoz tudunk fiiggvé-
nyeket rendelni. Nem kisebb ez, mint a lokalis Hamilton mez6k tere? Szerencsére

ezeknek az "ardnyat" meg tudjuk mérni egyszertien:

Ao(M)[A(M) ~ Hgp(M),
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4. A folytonos fiiggvények Poisson-algebréja

mert Ag(M) linearisan izomorf a zéart 1-formék terével, A(M) pedig az egzakta-
kéval, az w-val megadott izomorfizmusnal. Tudjuk azonban azt is, hogy, mint Lie-

algebrak:

[Ao(M), Ao(M)] C A(M)

Tehat ha van egy GG Lie-csoport altali hatdsunk a dinamikai rendszertinkon, ez

indukal egy:

Diagramot, a kérdés csak az, hogy mikor lehet az als6 leképezést felemelni.
Elégséges feltétel az A(M)-be torténd felemelésre, ha [g,g] = g (speciélisan tehat,
ha g féligegyszerti) az el6z6 megfigyelés alapjan.

A féligegysszeri Lie-algebraknak van még egy hasznos tulajdonsaga:

H*(g,R) =0,

ami nekiink biztositja a leképezés Lie-algebra homomorfizmusként val6 felemelhetd-
ségét. [5] (Linearis felemelést mindig tudunk gyartani, majd annak segitségével egy

[f] € H*(g,R) kohomologiaosztélyt, aminek az elttinése elég nekiink.)
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5. fejezet
Cech-kohomologia

4]

A szakdolgozat megkdvetel mar pusztan a miifaja okan is, bizonyos elGismere-
teket az olvasotol a differencidlgeometria, a topologia, és altalanosan a matematika
terén. Ami azonban nekem is Gjdonsag volt a témaban valé elmélyedés soran, ar-
ra igyekszem kitérni, hiszen ez is része mindannak a tudasnak, amit az iras soran
elsajatitottam.

A szakdolgozat egyik f6 célja, hogy bemutassa, hogyan lehet klasszikus mecha-
nikai rendszerekhez kvantummechanikai rendszereket rendelni. Ennek a mikéntje
(aminek a motivaciojara a kovetkezs fejezetben igyekszem ravilagitani) az, hogy a
lendiilet fazisteréhez rendeliink egy komplex vonalnyalabot, és errél koveteliink meg
bizonyos (remélhetdleg az olvasd szaméara is természetesnek hato) tulajdonsagokat.

Ahhoz, hogy ezeket a vonalnyalabokat le tudjuk gyartani és ezeket a tulajdon-
sagokat kényelmesen tudjuk kezelni, bevezetjiik a kévetkezd kohomologia elméletet.

Legyen M egy sima sokasag, és U := {U;|i € J} az M-en egy nyilt, pontrahtizhato

fedése, azaz minden N;c;-;U; vagy iires, vagy siman pontrahtiizhato.

9. Definicié. k — szimplexnek hivunk egy J C I, k+1 elemd részhalmazt, ahol
NiesUi # 0.

A tovabbiakban G jel6ljon egy kommutativ Lie-csoportot. (Gyakorlatilag mindig
Z-t, R-t, C-t, vagy C*-t.)

10. Definicié. Egy k-kolancon egy

g: mieIUi — G
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5. Cech-kohomologia

sima leképezést értiink, amire teljesiil, hogy o € Siii-re g o 0 = sgn(o)g. Ezek

halmazat jeloljiikk C*(U, G)-vel.

Egybdl vildgos, hogy ez egy lanckomplexust definial, hiszen a pontonkénti 6ssze-
adassal ezek a kolancok trivialisan Abel-csoportot alkotnak.
A masodik, amire sziikségiink van egy kohomologia elmélet definidlasahoz, az

egy kohatarleképezés, amit természetes moédon definidlunk:

11. Definicié. Legyen d; : C*(U, G) — C*1(U, Q) egy g elemen:

~

0gio, ... in) = > (=1)Yglio, ... 5, ..., ix)

Ekkor -t kohatar leképezésnek nevezziik. Azokat a g € C*(U, G)-ket, melyekre
dg = 0 kociklusoknak nevezziik, azokat a h € C**1(U, G)-kat, melyek alkalmas g-kre
elsallnak h = §g alakban kohatéroknak nevezziik. El6bbiek halmazat Z*(U, G)-vel
jeloljiik.

Elemi szamolas mutatja, hogy d o 6 = 0, tehat értelmes a kovetkezs definicio.
12. Definici6.

ZMU, Q)

H*U,G) = RN (CHU, )

csoportot az M sokasag U fedéshez tartozo G egyiitthetos k. Cech-

kohomologiacsoportjanak hivjuk.

[gaz allitas, de itt nem fogom taglalni, hogy ez a kohomologia miért fiiggetlen
valojaban U vélasztasatol.

Szintén nem fogjuk belatni, hogy a g-k valaszthatok valojadban sima G-értéki
fiiggvényeknek is a metszeteken, nem csak konstans fiiggvényeknek.

Amit fel fogunk hasznalni ezzel az elmélettel kapcsolatban, hogy egyrészt izo-
morf az azonos egyiitthatos szingularis kohomologiaval, masrészt R és C-egylitthato
esetén a megfelel6 de Rham-kohomologiaval is. (Itt fontos megjegyezni, hogy ez csak
azért all fenn, mert itt most csak sima sokasédgokra definialtuk ezt a kohomologiat,

béar a konstrukcioban nem hasznaltuk ki a simasagot.)
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6. fejezet

Komplex vonalnyalabok

A kvantummechanika egyik alapgondolata, hogy a részecskék kettds természe-
tiek: egyrészt tudnak tomegpontokként viselkedni (eddig ezt targyaltuk), masrészt
tudnak hullamkeént (ez jon most). A hullamviselkedést egy tgynevezett hullamfiigg-
vénnyel irjuk le. Mit tud ez? Egyrészt valoszintiségi mérték az abszolutérték négyze-
tének integralja. Ez azt a tulajdonsagot hivatott modellezni, hogy egy részecskének
nincs biztos helye, csak valoszintiségeket tudunk réla. Masrészt komplex értéki, és a
klasszikus megfigyelhet6 mennyiségek lineéris (és énadjungalt) operatorokként hat-
nak rajtuk.

Ha a klasszikus mechanikai rendszer lendiiletének fazistere egy szimplektikus
sokasag, akkor nem elég csupan az ezen értelmezett komplex fiiggvényeket venni.
Egy jol ismert és elég bevett topologiai konstrukciot hivunk segitsagiil: A komplex
vonalnyalabokat. Egy komplex vonalnyaldb lokélisan izomorf a trivialis nyalabbal,
egy szelése pedig egy fiiggvénnyel adhatd meg lokalisan.

A négyzetes integralhatosag elég természetesen definialhatd, hiszen minden
szimplektikus sokasdgon van egy kanonikus térfogati forma: w"/n!. Mar csak a "fiigg-
vények" értékeinek a hosszat kéne megallapitani. Az operatorokat szintén elég ter-
mészetesen, a ferde gradiensek mentén torténd kovaridns derivalasokkal tudjuk defi-
nialni. Aki tanult esetleg Riemann-geometriat, az tudja, hogy minden konnexiohoz
tartozik egy kanonikus (2:1)-tenzor: a gorbiilet.

A 16 kérdés, hogy ezeket mennyire tudjuk bizonyos kompatibilitasi feltételek

mellett kanonikusan megvalasztani, errél fog szolni ez a fejezet.
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6. Komplex vonalnyalabok

6.1. Kompatibilitasi feltételek

4]
Mi is tehéat egy komplex vonalnyaldb?

13. Definici6é. Legyen L és M sima sokasagok, és koztilk 7 : L — M egy sima
leképezés, melyre 771(m) egy 1 dimenziés komplex vektortér minden m € M-re.

Teljesiiljon tovabba, hogy M-nek van olyan nyilt {U;} fedése, létezik

¢; : Uy x C— 7 1Uy),

ami a masodik valtozdjara megszoritva linearis izomorfizmus, és

(mo¢i)(z,v) =
minden x € U;-re. Egy ilyen harmast egy M feletti komplex vonalnyaldbnak neve-
ziink, ahol M a bazis, L a totalis tér, C pedig a fibrum.

14. Definici6. Legyen (L, M, ) egy komplex vonalnyaléb, és s : M — L egy sima
leképezés, melyre mos = idy,. Ekkor s-et L egy szelésének nevezziik. Az Osszes szelés

terét I'(L)-el jeloljiik.

A szelések terén van egy természetes C°°(M )-modulus struktira a pontonként
szorzassal és Osszeadassal.

A szelésekrdl azonban most két plusz strukturat is feltesziink:
15. Definici6. Legyen V : X(M) x I'(L) — I'(L) leképezés melyre:

1. Vxiys =Vxs+ Vys,

2. Vixs = fVys,

3. Vxfs=X(f)s+ fVxs,

minden XY € X(M)-re, f € C°(M)-re és s € I'(L)-re. Ekkor V-t konnexionak

nevezzuk.

Megkoveteljitk tovabbé, hogy "ha mar I'(L) vektortér" legyen rajta egy a kon-
nexioval kompatibilis Hermitikus skalaris szorzas, melyre (s,t) € C°°(M), ahol

s,t € T'(L). A szorzat derivalasi szabalyanak megfelelen tehat koveteljiik meg,

hogy:
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6. Komplex vonalnyalabok

X(s,t) = (Vxs,t) + (s, Vxt)

Nézziik meg, mit jelent mindez a lehetd legegyszeriibb esetben!

6.2. A trivialis nyalab
[4]

Ha adott egy V konnexi6 a trivialis nyaldbon, akkor egy sq sehol sem 0 szeléssel

kapunk beléle egy o 1-format, amire:

Vxso = 2mia(X)sg

Ekkor minden szelés megkaphato s = fsq alakban, ahol f fliggvény, akkor

Vxs = (X(f)+2mia(X)[f)so

-nak tudunk definialni, ami kénnyen lathatéan konnexio.
Forditva, ha van egy sehol sem nulla sq szelésiink, és egy a 1-formank, akkor ez
a képlet definial nekiink egy konnexiot.

Miért olyan természetes ez a konstrukcié? Igy az sy-hoz tartozik egy 1-forma:

a:X(M)— C*(M)

Azt kaptuk tehat, hogy so-t rogzitve minden konnexié leirhaté pontosan egy komplex
1-formaval!
Mennyire fiigg ez a szelést6l? Vegyiink két nemnulla szelést! Ezek sziikségszertien

fliggvényszeresei egymasnak, tehat

51 = f807

ahol f sehol el nem ting fiiggvény, és

2mic (X) fsg = 2miaq (X) sy
=Vxs;
= Vx [so
= (X(f) + 2miao(X) f)s0
= (df (X) + 2miag(X) f)so.
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6. Komplex vonalnyalabok

Avagy:

1 df
o — Qg = ——
! 07 o f

Mit kell ennek tudnia, hogy kompatibilis legyen a kanonikus Hermitikus struk-

taraval?

0= X(So, S(]) = (VXso, S(]) + (So, VXSO)
= 2mia(X) — 2mia(X)

Tehat azt kapjuk, hogy egy konnexié pontosan akkor kompatibilis a kanonikus

Hermitikus struktaraval, ha « val6s formal

Mi van, ha nem olyan s szeléshez vélasztjuk az 1-formankat, amire H(s) := (s, s)

nem konstans?

(dH(s))(X) = X(H(s)) = X(s,s5) = (Vxs,s)+ (s, Vxs)

= (2mia(X)s, s) + (s, 2mia(X)s)
=2mi(a(X) — a(X))(s, s)
=2mi(a(X) — a(X))H(s)
Tehat:
1 dH
amiH ¢

Osszefoglalva tehat, a konnexiohoz tartozo 1-forma csak lokalisan létezik, és fiigg
a sehol sem nulla szelés megvélasztasatol.

Mit tudunk a konnexi6é gorbiiletérsl? Most hogy tudjuk, hogy a konnexidok a
komplex 1-formaknak felelnek meg, megkérdezhetjiik hogyan lehet a gorbiiletet ki-

szamolni.

11. Tétel. Legyen L komplex vonalnyaldb M felett! Legyen V ezen eqy konnexio,

so eqy sehol el nem tind szelés és o az ehhez tartozé 1-forma! Ekkor NV gorbiilete

éppen 2mida.

Bizonyitds. V gorbiilete X, Y € X(M)-en definicié szerint

VxVy = VyVyx — Vixy
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6. Komplex vonalnyalabok

Ertékeljiik ki az elsé tagot sg-n!

VxVys = Vx(2mia(Y)sg)
= (X (2mia(Y)) — 47%a(X)a(Y))so

A masodik tag szimmetrikus X-ben és Y-ban, tehat ki fog esni, igy

vay — VyVX — V[Xy] = X(27Tia(Y)) — Y(27Ti04(X)) — 27Ti05([X, Y])

[]

Mit mondhatunk egy konnexiéval, és vele kompatibilis Hermitikus struktiraval
ellatott komplex vonalnyalabrol?
Ahhoz, hogy jobban megértsiik ezt az esetet, meg kell ismerniink egy Riemann-

geometriabol mar jol ismert fogalom analogonjat:

16. Definicio. Egy v : [a,b] — L gorbét horizontélisnak hivunk, ha létezik hozza
egy s lokalis szelés és egy X € X(M) ugy, hogy:

o Xl =7 (7 (1))
e (1) C s(M)
® VxS|a(yt)) =0

[6]

Itt a konnexi6 gorbe mentén értelmezett szelések gorbe menti derivaltjaként van
hasznalva, mi viszont csak globalis szelésekre és vektormezdkre definialtuk eddig.
Arrol, hogy ezt lehet hogy értelmezni a forrasban talalhaté bévebb informéacio.

Ez a fogalom a mér jol ismert geodetikus gorbék altalanositasa, amit annak meg-
felelGen egy egyismeretlenes differencialegyenlet megoldasaként kapunk meg. Ennek

ismeretében nem megleps a kovetkezé allitas:

12. Tétel. Legyen v : [a,b] — M egy sima gorbe és ly € Lyq). Ekkor létezik egy

a.
5+ [a,8] = L gy, hogy 3(a) = Iy és m(3(£)) = 1(1).

egyértelmi horizontdlis

Bizonyitds. Vegylink egy trivializald kornyezetet és rajta egy sehol sem 0 s lokalis

szelést! Ekkor [y = zgs(a)
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6. Komplex vonalnyalabok

Ekkor minden nyalabba meng gorbe felirhato

alakban, ahol z : [a,b] — C és F(t) — M.

:}4/
Egy ilyen 4-ra X |5y =" 7(t), az utolso feltétel kielégiiléséhez tehat az kell, hogy:

(z’(t) n 2ma(7'(t))z(t))s(a) ~0

tehat ()
z
= 2mia (7 (t
) mio (v (t))
aminek van egyértelmd megoldasa a z(0) = zy mellett. O

17. Definicié. Legyen 7y : [a,b] — L egy parhuzamos gorbe, ekkor azt mondjuk,
hogy v(b) a (a) parhuzamos eltoltja a 7 mentén.

Legyen most v : [a,b] — M egy nullhomotop zart, sima gorbe, 5(t) pedig a
parhuzamos felemeltje valamilyen olyan 7(a)-val, ami nem eleme a nullszelésnek!
Ekkor 4(a)) és 4(b) ugyanabban a fibrumban van, tehét csak egy konstansban térnek

el, ez pedig nem més, mint:

_ z(b) — plog(=(b)—log(=(a)) _ Jf ZZ’((j)) dt _ 2mi [ a(y(t)dt

Vegyiink most két D?-el diffeomorf feliiletet S; és Sy, amiknek a hatara éppen ez
a 7 ellentétes iranyitasokkal, és nevezziik el az unidjukat S-nek! Ekkor Stokes tételét

felhasznalva:

n., = e27rifa(7/(t))dt _ 627ri fsl da

27 da
nvzewf%

tehat

/daEZ
s

minden gombre! Ez da csak akkor lehet w, ha az egész! Tehat legfeljebb akkor van
esélyilink konnexidval ellatott komplex vonalnyalabot talalni, aminek gorbiilete 2miw,

ha w egész!
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6. Komplex vonalnyalabok

6.3. Altalanos eset

4]

13. Tétel. Legyen L egy (M,w) szimplektikus sokasdg feletti komplex vonalnyaldb
konnexioval és kompatibilis Hermitikus metrikdval ellatva olyan, hogy a gérbiilete
éppen M szimplektikus formdja. Ekkor ez éppen a nyaldb Chern-osztdlydnak egy

reprezezentdnsa.

Bizonyitds. Ennek a specialis esetét mér lattuk a trivialis esetben, hiszen ott minden
gorbiileti 2-forma egzakt volt.
Vegyiik M egy triangulécidjat, és legyenek a triangulaci6 cstucsai z;, ezek nyilt

pontrahuzhaté kérnyezetei pedig U; gy, hogy barmely [z, ..., z;, ] szimplexre

[Tiy, - 2] C U
minden j-re.

Mivel az U;-k pontrahtzhatoak, ezért felettiik a nyalab trivialis, tehat hasznalha-
tunk minden eddig megismeretet. Tudjuk példaul, hogy trivialis nyalabon feltehetd,
hogy az Hermitikus forma a kanonikus, és igy a ragasztofiiggvények 1 abszolut ér-
tékiek.

Legyen a U;-n a konnexié 1-forméja «; (a gorbiilet definicioja miatt). Ezekre

do; = w

U;
tehat Uz N Uj—n
d(ai — CK]') = O
Hasznélva a Poincaré-lemmét:
a; — o = fij
valamilyen f;; : U; N U; — C-re. Es tudjuk, hogy az
a(z’,j,k) :fij—i-fjk—i-fki : UiﬂUjﬂUk - C

konstans, hiszen da = 0. Ez azt jelenti, hogy ez az a € H*(M,C) De tudunk
ennél tobbet is!

Ahhoz, hogy az a;-k a metszeteken ugyanazt a konnexiot definialjak az kell, hogy
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6. Komplex vonalnyalabok

Si = CijS;
(ahol a ¢;;-k a nyalab ragasztofiiggvényei):
2mic; (X)s; = X(cij) + 2mia;(X)s;
amibdl tehat:

=0y = 5 o = 27m,al(log(cw)) = dfi;

Mivel [[¢i; = 1, ezért azt kapjuk, hogy a(i, j, k) € Z!
Vegyilik most észre, hogy:

et [ et e o] e
wiz, 7, — Oéj — aj: Q; — Oéj — aj
2 ;T 2 T 0A 2 ;T 2 ;T

3
=3 /BA(%‘ + ;) + /W(Oéj - aj)
= 3w(i, j, k) + fij(z:) — fij(xx)

Ezt atrendezve kapjuk, hogy:

o 1 1
2w(i, j, k) = 5/ a; + 5/ o — fij(@;) + fij(zr)

Ezt Osszeadva 1,7 és k ciklikus permutalasaval, majd az egészet elosztva 6-al

kapjuk, hogy:

w(i, j, k) = = ((fij + Fin + ea) (i) + (fij + fin + fr) (@) + (fij + Fin + fri)(2n))

((fig(@a) + fig(x5)) + (Fily) + i) + (Fi(zn) + fra(2:)))
(/ ‘(O[i—f—aj)_’—/. (aj—i—ozk)—l-/ ’(ak—f—ai))

Ez definici6 szerint w-nak H?(M,Z) kohomolégiaosztélya. Itt azonban az elss sor

RO =Dl — ol =

épp a nyalab Chern-osztélya (a(i, j, k)), a masodik két sor pedig egy-egy kohatar.
O

14. Tétel. (Weil) Legyen (M,w) olyan, hogy [w] € H*(M,Z). Ekkor létezik olyan L

komplex vonalnyaldb rajta kompatibilis Hermitikus struktitdval és konnexioval gy,
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6. Komplex vonalnyalabok

hogy a gorbiilete w legyen.

Bizonyitds. Az el6z8 bizonyitason visszafelé haladva, azt a (topologiai értelemben
egyértelmti) vonalnyalabot kell valasztanunk, aminek a Chern osztélya egybeesik w
ekvivalenciaosztalyaval H?(M,Z)-ben.

Ugyantugy triangulalva M-et, mint el6bb, U;-n:

w = do;
valamilyen «; 1-forméra (a Poincaré-lemma miatt), és a nem tres U; N U; met-
szeteken:
o — oy = df;

Ezért ismét da(i,j, k) = d(fij + fjk + fr;) = 0 valamilyen f;; : U;NU; - R
fiiggvényekre. Most azonban nem tudjuk, hogy ez egész kohomoldgiaosztalyt definial-
e, csak hogy H?(M,R)-ben egybeesik w-val. Mivel azonban w € H?*(M,Z) ezért
ebben a valés kohomologiaosztalyban van egy olyan kociklus b, mely egész értéki

minden 2-szimplexen. Tehat:

b=a+dg

Valamilyen g € H'(M,R)-re. Ekkor i < j-ra:
Cij = ezwifij+9(i7j) : Uz N Uj - Cr

egy kociklus lesz H?(M,C*)-ban, hiszen

_2wila(i,j,k)+9(i.5)+9(j.k)—g(k,i
Coicsnns = 2 (23R T+ )= (k)
_ 627rzb(7,,],k)

c;j-t valasztva a nyaldb ragasztofiiggvényeinek és az a;-ket a nyalab konnexiojat
definial6 1-forméaknak vilagos, hogy

1 dCZ‘j
211 Cij

a; — oy =d(fi;) = d(fi; + (i, j)) =
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6. Komplex vonalnyalabok

Hiszen ¢(i, j) konstans. Ekkor mivel ¢;; € S', ezért a nyaldbnak lesz egy termé-
szetes Hermitikus strukturaja. A gorbiileti tenzor nyilvanvaléan w lesz, és mivel az

a;-k valosak, ezért a kompatibilitassal sincs probléma. O

Mivel a Weil-tétel csak egzisztenciat lat be, ezért érdemes megvizsgalni, hogy a

konstrukcié kiilonb6z6 pontjain mennyi szabadsagunk van.

6.3.1. Konnexiok osztalyozasa

7]

Vegyiink tehat egy M szimplektikus sokasagot, és rajta egy olyan L vonalnyala-
bot, melynek Chern-osztalyat reprezentélja M szimplektikus formaja. Vegytlink ezen
egy triangulaciot, ezzel egy nyilt fedést a fenti moédon, és az ehhez tartozé Hermitikus
struktarat. Adottak tehat a a konstrukciobol a(i, j, k) és a ¢;;-k. Hanyfélék lehetnek
az oy-k?

Mivel a kiilsé derivaltjuk w kell, hogy legyen, ezért lokélisan legfeljebb Z!(U;, R)-
nyi valasztasunk van, ha azt akarjuk, hogy a metrikaval kompatibilis legyen. Mivel
azonban ezek csak a pontrahuzhaté U;-ken vannak értelmezve, ezért ezek mind eg-
zaktak.

Legyen tehat két potencialis lokalis 1-formank «;, és &; = a; + [3;, ahol dfg; = 0.
Ekkor 8; = dh;, valamilyen sima h; : U; — R-re és:

_ 1 dey
2T ¢4

Oél'—Oéj :di—dj:OCZ“FB@'—C‘(J'—'—B]':Oéi—aj‘i‘dhi—dhj

Tehat:

A konnexiok tere tehat gy paraméterezhetd, hogy:

{h € CO(U,R)|d6h = 0}
{(h € C°(U, R)[dh = 0}

Mikor ekvivalens két konnexiéval és vele kompatibilis Hermitikus struktaraval

ellatott komplex vonalnyalab L, és L,? Ha létezik olyan 7 : L1 — Ls, hogy a
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6. Komplex vonalnyalabok

diagram kommutativ. Tovabba 7, : (L1), — (L2), linearis izomorfizmus, és

() = v valamint Hy o7 = Hj.

15. Tétel. Az M sokasdg felett az Hermitikus vonalnyaldbok ekvivalenciaosztdlyai-

nak csoportja izomorf H*(M,Z)-vel. Brylinski p68 2.1.8.)

16. Tétel. Az w gorbiiletd M feletti vektornyaldbok tere egy principdlis homogén
tér, eqy H'(M,C*) csoporthatdssal. Brylinski p78 2.2.15.0)
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7. fejezet
Kvantalas

4]

A kvantummechanika eszkoztara alapvetGen nem szelésekre van kitalalva, ott
az az elképzelés, hogy a hullamfiiggvények egy Hilbert-teret alkotnak. Ezen kéne
hatni 6nadjungalt operatorokként a kiilonb6z& megmaradd mennyiségekkel. Hogyan
gyartsuk ezt le?

A M szimplektikus sokasag feletti L komplex vonalnyaldb sima szelései termé-
szetes modon komplex vektorteret alkotnak. Hogy lesz ezeknek normaéaja? Ha L
Hermitikus, akkor tudunk egy pontonkénti skalarszorzatot definidlni. Hogy lesz eb-
bél globalisan egy? Integraljuk!

Mivel w a feltevésiink szerint nem elfajuld, ezért w”/n! egy térfogati forma, e
szerint tudunk integralni fiiggvényeket (mint példaul egy sima s € T'(L)-re (s, s)-t.)
Mik lesznek az integralhato szelések? Mennyire fligg ez a vektortér az Hermitikus

struktura megvalasztasatol? Ezekre fogjuk keresni a valaszokat ebben a fejezetben.

7.1. El6kvantalas

18. Definicio. Legyen (M,w) egy szimplektikus sokasag, melynek szimplektikus
forméja egész. Ekkor (M, w)-t kvantalhatonak hivjuk.

Legyen (M, w) kvantalhato, és felette L egy 2miw gorbiilett konnexioval ellatott
vonalnyaléb. Szeretnénk kicserélni a konnyebb szamolhatosag érdekében a konnexiot
egy L-en értelmezett 1-formara. Jelolje L™ azt a halmazt, amit L-bdl a nullszelés
clhagyasaval kapunk. Vegyiik ezen a V konnexiot, és egy U; nyilt fedGelemen hozza

tartozo a;-t. Ekkor definialhatjuk a
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7. Kvantélas

. 1 dz .
B; = pr(a;) + omi 2 € QNU; x CY)

I-format. A ¢; : U; x C — 7 (U;) differomorfizmusnal (w;l)*(ﬁj) €
Q' (7~ 1(U;) N LT). Ekkor teljesiil, hogy:
(W ) (Bi) e winvone = @5 ) (Bi)le—1winvnne+

Hogy miért? Tudjuk, hogy

1 dCZ'j
211 Cij

o — CKj =
és z; = ¢;j2; tehat a metszeten:

1 dc;; 1 d(c;iz; 1 dz;
2T ¢y 2T Cij2; 2 z;

:ﬁj

Ez azt jelenti tehat, hogy minden konnexidhoz tartozik egy kanonikus o €
QY(L*)! Ennek a megalkotéasaval egy lépéssel kozelebb keriiltiink a kvantumoperato-
rok megértéséhez. Vegyiik tehat a C°°(M) Lie-algebrajat a megfigyelheté mennyisé-
geknek, és cseréljiik ki X(L, V)-ra, ami azokbol a valos LT feletti x vektormezskbdl

all, melyekre:
1. x C*-invarians
2. Lia=0
3. x(H)=0

Azt mar lattuk, hogy kell fiiggvényekbdl a ferde gradiens modszer segitségével
vektormezdket csinalni M felett. Hogy csinaljunk belsliik vektormezdéket L felett?
A konstrukcié azon az észrevételen alapszik, hogy minden X, € A(M)-re létezik

egy x5 € X(L, V), melyre
L 7w (xs) = Xy
2. alxg)=fom

Hogy ez a konstrukcié miért értelmes? Lokalisan T'LT egy direkt szorzat, ami

all M érint6vektoraibol és a fibruméibol. Azt, hogy T'M "iranydban" mi lesz xy,
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7. Kvantélas

azt meghatéarozza ez elsg feltétel. A masik irdnyt pedig meghatarozza a masodik

feltétel egyértelmten. Ellendrizziik, hogy egy ilyen vektormezd tényleg megfelel x ¢ €
X(L, V) feltételeinek.

Ly,a=d(a(xy))+ 1y, do
=d(fom)+iy,mTw
77

=" (df +1x,w) =0

Es most felhasznalhatjuk, hogy a metrikussag feltétele az volt, hogy % = 2mi(a—
@) L
xf(H) = 27TiH((Oé —6)()@)) = 27m'H(f omr— fo 7T) =0,

mert f valés. Mire j6 mindez? A ferde gradienssel ellentétben ez a leképezés in-
jektiv! Tehat minden megmaradé mennyiséghez kiilonb6z6 vektormezdket, és ezaltal

operatorokat tudunk rendelni!
Konnytd szamolas mutatja, hogy az igy definialt f — x; leképezés Lie-algebra
homomorfizmus. Azt kell csak megnézniink, hogy vajon mindent megkapunk-e y €

X(L,V)-bol. Ehhez vegylink egy tetszSleges elemet! Mivel ez C*-invarians, ezért

a(x) = from

valamilyen f, € C°°(M)-re. Mivel x(H) = 0, ezért a(x) = a(x), tehat f valos.
Most kihasznalva, hogy £, a = 0:

da(x) + t,da =0
Amit M-re levetitve kapjuk, hogy:
dfy + taryw =0

Tehat 7*(x) = Xy, és X = Xy, - Osszefoglalva:

x(L,V)

S
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7. Kvantélas

Mit ad nekiink a fels6 sorozat? Mi R képe? Mivel ezek a konstans fiiggvényekhez
tartoznak, ezért a hozzajuk tartozd érinté vektormezd 0, tehat csak fibrumonként
fognak hatni! Azt a differencidlegyenletet kell tehat megoldanunk fibrumonként y,.-
re, hogy

1 dz

_— = T,

21z

ahol r € R, ami azt jelenti, hogy ez épp egy allandd sebességii forgatast fog

generalni a fibrumokon:

LT xR —>L*
. 1) — e2mirt]
(1,1)

Ahhoz, hogy megértsiik, hogyan hatnak ezek a vektormezk operatorokként a
szelések Hilbert-terén, vegyiik észre, hogy minden s szelés definial egy f, : LT — C*

fiiggvényt ugy, hogy:

Aholm € M ésl € L*. Es hasonloan, minden L*-on hato kontravarians fiiggvény
(amelyre f(zl) = 27!l minden z € C*-ra) létezik egy egyértelmd sy ami az adott f-el
és tetszbleges nem nulla [-el kielégiti a fenti egyenletet. Vegytik észre, hogy fs(s) = 1.

Igy tehat megfeleltettiik a szeléseket Lt feletti komplex fiiggvényeknek, és az M
feletti valos sima fiiggvényekbdl csinaltunk L feletti vektormezdket! Mér csak azt
kell ellendrizniink, hogy egy ilyen vektormezs iranyadban vett derivalas valoban egy

szelésbdl egy masik szelést csinal.

19. Definicid. Legyen tehat f € C°°(M). Ekkor x; C*-invarians, tehat egy tetszo-
leges s € I'(L)-re x f; is kontravaridns. Ezért ez definidl egy s, ,y, = —2mid s szelést.

Ekkor 0 linearis és Hermitikus. Ezt hivjuk az f-hez tartozé kvantumoperatornak.
Mivel az f — xy leképezés Lie-algebra homomorfizmus, ezért:
1. 0,5 = 20y
2. 0ppg =05+ 0y

3. =2midysgy = [0y, 0]
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7. Kvantélas

Minden f,g € C*°(M)-re és z € C-re. Hogyan néz ki ez az operator?

17. Tétel. Legyen (M,w) egy kvantdlhato szimplektikus sokasdg, felette pedig

(L,V, H) egy konnexidval és kompatibilis Hermitikus metrikdval komplex vonalnya-
ldb. Ekkor tetszdleges f € C(M) és s € I'(L)-re
-1
(SfS = %vaS + fS.

Bizonyitds. Miel6tt nagyon belemélyednénk a bizonyitasba, torlesztem egy adosséa-
gomat és egy jeldlésbeli ambivalenciét tisztézok: legyen a € QY (M) és & € QY(LT1) a
korabban tisztazott felemeltje. Miel6tt megismerkednénk d¢-el, vessiink egy pillan-

tast xs-re! Vegylink egy olyan lokalis koordinatakdrnyezetet, ahol

1d

a=aua+ -—,
21 2

Ekkor:

Xr =Xy +2mi(f — (Xy)) ow(z@z —26%).

Ez a latszat ellenére egy valos vektormezs, hiszen (282 — E@;) tisztan képzetes,

igy az i-szerese valos. Két feltételt kell ellenérizniink:

T (xy) = Xy
. 27 z
a(xys) = a(Xy) + 2—(f —a(Xy)) o W(—dz(82)> =fom
i z
Vegyiink egy tetszdleges, lokalisan sehol sem eltting s € I'(L™)-t. Ekkor definiél-
hatjuk a
G=xr—8TXy
"fiiggtleges" vektormezst. Fontos megjegyezni, hogy ez csak s(M)-en van defi-

nialva! Mivel f, konstans s-en, ezért

Cj;fs = Xt/s

Az f "inverzeként" definidlhatunk egy
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7. Kvantélas

A : C*— L*

zZ— Z.8

linearis leképezést. Ekkor

7 = A(y(m)0. + y(m)oz),
ahol y : M — C. Tudjuk azt is, hogy

1

Azt is tudjuk ugyanakkor, hogy

y(m) = 2mia(C3)(s(m)).

Igy tehat

Xp(fo)(s(m)) = =2mia(C3)(s(m))
= —2mia(x; — 5" xs)(s(m))
= 2mi(s*o(Xy) — f) o m(s(m)).

Es hogy csinalunk kontravarians fiiggvénybdl szelést? Kiértékeljik a fiiggvényt

egy tetszGleges szelésen és megszorozzuk fele a szelést! Igy tehat vilagos, hogy

—2midys = sy, z, = (2mi(s*(Xy) — f)om(s))s.

Amibél tehat valoban:

-1
5f = %fo + f
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7. Kvantélas

7.2. Polarizacio

Akkor ezzel készen vagyunk? Vannak hullamfiiggvényeink, vannak operatoraink,
mi kell még?

Ahhoz, hogy a polarizaciot megérthessiik, nézziink meg egy altalanos példat arra,
hogy az eddigi konstrukcionkban mi romolhat el. Legyen ugyanis N egy differenci-
alhato sokasag és M = T*N. Ekkor tudjuk, hogy w nem csak zart, hanem egzakt
is, ezért a kohomologiaosztalya elttinik, vagyis felette az L mindig trivialis nyalab
lesz, ezért fogom a szeléseit a tovabbiakban fliggvényeknek hivni. I'(L) ~ C2°(M).

Legyen most

L(M) == {f € C*(M)[f(m) = p(X) + fo(m(m)), ahol X € X(N), és fo € C=(N)}

c sz

amin L(M) irreducibilisen hat.

Az ideologia a dolog mogott az az altalanos érvelés, hogy IL(M) elemei olyan
transzformaciokat generalnak, aminél barmelyik allapot (M-beli pont) elvihetd bar-
melyik hozza kell6en kozel lévébe. Azt vehetjiik azonban észre, hogy az eddigi
konstrukcionk nem egy irreducibilis reprezentaciot ad, hiszen a fibrumokon kons-
tans komplex fiiggvények tere fixen marad L(M) hatasanal. Emiatt tehat vehetnénk
az Osszes hullamfiiggvény helyett csak ezeket, hogy L(M)-et irreducibilisen tudjuk
reprezentalni (még ha a megfigyelhetd mennyiségek szamat ezzel csokkentjiik is.

Mi torténik akkor, ha a szimplektikus sokasagunk nem egy koérintényalab? Hogy
lehet mas terekre atvinni azt, amit itt a fibrumokon konstans fiiggvényekkel eljat-

szottunk?

20. Definicié. Legyen (M,w) egy szimplektikus sokasag. Ezen P : M — (TM)®

egy polarizacio, ha

1. P, C (T,,M)® egy involutiv linearis altér, tehat a szelései a Lie-zarojelre

zartak.

2. P, siman fiigg m-tdl.

40



7. Kvantélas

3. P maximaélisan izotrop, azaz w(P,, P,) = 0 és semelyik P,,-et tartalmazo

lineéris altér nem rendelkezik hasonlé tulajdonsaggal.
4. Minden m-re DSL = P,, N P,, allando dimenzi6ju.
Nézziink erre egy fizikai példat!
21. Definicié. Legyen N sima sokasag és M = T*N. Nézziik azon X € X(M)
vektormezdket, melyekre
X(fopr)=0

minden f € C*(N)-re. Ekkor az ezek altal kifeszitett linearis altér komplexifi-

kaltjat nevezziik vertikalis polarizacionak. Jeloljik U (M )-el.

Az elnevezés viszonylag magatol értetéds. Ha a fibrumokon konstans fiiggvénye-
ket nem véltoztatja meg egy ilyen vektormezs, akkor csak a fibrumok "iranyaba"
mutathat. Erdemes észrevenni azt is, hogy a kanonikus a 1-formara (tudjuk, hogy

a koérintényalaboknak olyan is van):

a(X)=0

A polarizéacidhoz sziikséges 2. és 4. feltétel trivialisan teljesiil, Az 1. tulajdonsagot
a definiciéban szereplé tulajdonsag alapjan kénnyen lathatjuk. Ugyanis, ha XY €
G(M), akkor

[(X,Y](fopr)=X(Y(fopr) —Y(X(fopr)) =0

minden f € C*°(N)-re. A harmadik tulajdonsagot w = da felhasznalasaval ugy

tudjuk ellenérizni, hogy

w(X,Y) = X(a(Y)) = Y(a(X)) = a([X,Y]) = 0
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8. fejezet

Komplex és Kahler-sokasagok

8.1. Kahler-polarizaci6

3]
22. Definicié. Legyen M sima sokasag, és rajta J,, : T,M — T, M linearis leképezés

olyan, hogy J? = —Id. Ekkor J-t majdnem komplex struktiranak hivjuk.

A "majdnem" komplex struktira elnevezést az indokolja, hogy az i-vel vald szor-
zast imitalja J az érint6téren. Fontos észrevenni, hogy majdnem komplex struktira
csak paros dimenzios sokasagon lehet, hiszen pontonként ha valasztunk egy béazist,
akkor a determinansanak a négyzete (—1)", ugyanakkor maga a determinans valos.
Milyen viszonyban tud ez lenni az w-val? Ha mér tudunk "i-vel szorozni" és van egy
antiszimmetrikus bilinearis fiiggvényiink, nem tudunk egy szimmetrikus bilinearist
csinélni?

23. Definici6. Legyen (M,w) egy szimplektikus sokaség, és J ezen egy majdnem

komplex struktura. Ekkor J-t kompatibilisnek nevezziik w-val, ha

g(u,v) == w(u, Jv)

egy Riemann-metrika M-en.

24. Definicié. Legyen (M, J) egy majdnem komplex sokasag. Ekkor J integralhato,
ha egy komplex strukturabol jon. (Lasd késsbb.)

Most, hogy tudjuk mit jelent majdnem komplex sokasdgnak lenni, és mit je-
lent a majdnem komplex struktura integralhatdsaga, be tudjuk vezetni a kovetkezd

fogalmat:
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

25. Definicio. Legyen (M, w, J) egy szimplektikus sokasag egy integralhato és kom-

patibilis majdnem komplex struktiaraval. Ekkor M-et Kéhler-sokasagnak nevezziik.

Miért érdekes nekiink ez? Mi koze van ennek az eddigiekhez? Az, hogy ezen van

egy természetes polarizacio!

26. Definicio. Legyen (M,w, J) egy Kéhler-sokaség, és

Py = {v,, € (T,,M)®|Jv,, = iv,}

Ekkor ez egy polarizacio, és ezt Kéahler-polarizédcionak hivjuk.

A 2. és a 4. feltétel most is trivialisan teljesiil (bar most dim(P,, N Py,) = 0).

8.2. Komplex sokasagok
3]

Sima sokasagoknal azt koveteljiilk meg a topologikus sokasagokhoz képest, hogy
legyen olyan atlasza, hogy az atmend leképezések, a "ragasztasok" simék (valos

értelemben differencialhatoak legyenek). Ez motivalja a kovetkezd definiciot:

27. Definici6. Egy n dimenzi6s komplex sokasig egy M topologikus sokasig, egy

A ={(Ua,Va, da)la € J}

atlasszal, ahol M = UU,, V, € C" tartoményok minden o € J-re, ¢, : U, — V,
pedig olyan, hogy ¥.5 = ¢35 o ¢! biholomorfizmus U,pn, N Us-n.

18. Tétel. Minden komplex sokasdg rendelkezik majdnem komplex struktirdval.
Bizonyitds. Vegylink egy komplex sokaségot a fenti jelolésekkel! Legyen (U, V, ¢) egy
térkép, ¢ = (z1,...,2,) és z; = x; + iy;. Ekkor p € U-ra:

T,M = spang{0y,|p, Oy, lp : j=1,...,n}

Ekkor lokalisan értelmes az i-vel valo szorzéas, és ennek hatésa az érintGtéren
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

Azt kell csak ellendrizniink, hogy ez a természetes definicidja lokélisan J-nek
valéban joldefinialt az egész sokasagon, és nem filigg a fedGelemtdl. Legyen tehat U
és U’ két kiilonbozs térkép, ¢ = (wy,...,wy), w; = u; +v; és P(21,...,2,) =

(w1, ..., w,). Ekkor tehat:

ou; ov;
Oy, = 20y, + =20,
o Z<ayk T Oy J)

Felhasznélva, hogy minden koordinatafiiggvény holomorf, és ezért teljesitik a

Cauchy-Riemann-egyenleteket:

Most tehat

Ezzel az allitast belattuk.

Legyen most ismét U egy térkép a fenti modon, és p € U. Ekkor
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

T,M = spang{0y,|p, Oy, lp : = 1,...,n}
T,M ® C = spanc{0y,|p, Oy |} =

1 , 1 .
= span@{é(amj lp — Zayj |p>} D 5pan€{§(awj lp + Zayj ‘p)} =

— Tl,O D TO,l

Legyen tehét 9., := 3(8,, — i0,,) és 05, := 3(0,, +10,,). Bzt a jelolést ismét a
Cauchy-Riemann-egyenletek indokoljak, hiszen akkor mondjuk, hogy egy f : C — C
fliggvény komplex differencialhato, ha valds értelemben az és kielégiti a Cauchy-
Riemann egyenleteket, ami azt jelenti, hogy

of _1of _ df
or 10y dz

A holomorfitast tehat a most bevezetett jeloléssel gy is le lehet irni, hogy f
pontosan akkor holomorf, ha valos derivalhato és % = 0!

Azt is akarjuk ugyanakkor, hogy komplex érintévektorokhoz tartozzanak komp-
lex differencialformak is, és hogy dz;(0.;) = 1 legyen. Ehhez a legtermészetesebb
valasztas, ha dz; := dz; + idy;, és analég modon dz; = dx; — idy;.

Legyen tehat

(T, : = spanc{dzl, : j=1,...,n}
(T%Y)|, : = spanc{dz;|,: j =1,...,n}

Ezzel definidlhatunk komplex differencialforméakat a kovetkezé modon:

28. Definicié. Legyen M egy komplex sokasig, J pedig a kanonikus majdnem
komplex-strukturaja. Ekkor J kiterjed komplex linearis médon T'M & C-re, és az
i-hez tartozo altere T o, a —i-hez tartozo Tp 1, ezek dualisa pedig rendre T és T,

Ekkor ezek sima szeléseinek tere QM0 és Q%! Legyen tehét

P ={ar A Nay ABL A+ A Byla; € QY0 B, € Q¥
ahol az elsé féle tényez&bdl p darab, a masodikbol g darab szerepel.

Vegyiik észre, hogy a klasszikus differencialformak nyelvén:

45



8. Komplex és Kéhler-sokasagok

a(M)° =  ar(m)

ptq=r

Ertelmes tehat az alabbi definicio:

29. Definici6é. Dolbeault-operatornak hivjuk a

Opq = Tpr1,4°d

Opq = Tpgt10d

leképezéseket.

Itt fontos kiemelni, hogy ez a két operator valojaban majdnem komplex sokasé-
gokon is értelmezve van, nem kell, hogy az adott sokasagon ténylegesen legyen egy
komplex struktira.

Komplex sokasagon konnyen lathatoé azonban, hogy mindenféle szép tulajdon-
saggal birnak ezek, amiket esetleg egy kohomologia kohatarleképezéseitél is megko-

vetelhetnénk:

P =0004+000=0 =0

Mindez a konstrukci6é csak arra volt nekiink jo, hogy eljuthassunk a kdvetkezd
tételig, ami 6sszefoglalja, hogy mikor lesz egy majdnem komplex sokasag ténylegesen

komplex.

19. Tétel. (Newlander-Nirenberq) Legyen (M, J) egy majdnem komplex sokasdg,

ekkor a kovetkezd dallitasok ekvivalensek:

~

. J eqy komplex sokasig majdnem komplex struktirdja.

2. [Tl,O’ TI,O] C Tl,O

3. Ny=0
4. d=04+0
5. m%d|qoa =0
Bizonyitds. Nem bizonyitjuk. ]

Térjiink vissza a Kéhler-polarizacié polarizacio létének bizonyitéasahoz!
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

Az Kahler-polarizacié involutivitashoz a zéartsagot kell csak felhasznalnunk,

ugyanis, ha X, Y € I'(P,,)

[X,Y] — [JX,JY] + JJX,Y] + JIX,JY] =0

amibdl a méasodik tag éppen ugyanaz, mint az elsG, az utolsd kettébdl pedig ki

lehet emelni ¢-t. Ha tehat ezeket kivonjuk mindkét oldalbdl, és ezen hatunk J-vel:

2J[X,Y] = 2i[X,Y]

Az utolso feltétel teljesitéséhez meg kell ismerkedniink egy kicsit jobban a komp-
lex sokasagok elméletével, az fog ugyanis kideriilni, hogy a fenti P,, egy mar jol
ismert fogalommal (a komplex differencidlhatosaggal) all kozvetlen kapcesolatban.
Amennyiben megértjiik, hogy a szimplektikus forma hogyan fogalmazhaté meg a
komplex differencidlok nyelvén, az is egyértelmtien ki fog deriilni, hogy ez tényleg
egy polarizacio, valamint értelmet nyer a "holomorf szelés" kifejezés is.

A komplex sokasdgok elmélete nagyon szorosan kapcsolédika de Rham-
kohomologiahoz is, hiszen lattuk, hogy itt is vannak kanonikus kohatarleképezések,
amikkel lehet kohomologiaelméletet csinalni.

30. Definicié. _
lm kerd : Qbm — Qbm+l

Dolbeault *— ng - Qlm=1 _y Qlm

8.2.1. Szimplektikus geometria komplex nyelven

3]

Hogy illeszthets ez be a mi elméletiinkbe? Egy komplex sokasag szimplektikus
2-formaja hogyan irhato le a most bevezetett eszkozokkel?

Mit kell tudnia a mi (M,w,J) Kéahler-sokasagunk szimplektikus (Kéhler) for-
majanak? Tudjuk, hogy minden Kéahler-sokasag komplex, hiszen definicié szerint J
integralhato, igy hasznalhatjuk az el6z6 tételt!

Mivel azonban M komplex, a (komplex) differencial 2-forméainak tere felbomlik:

Q*(M,C) = Q> @ QM @ Q2
Tudjuk, hogy w:

1. 2-forma
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

2. kompatibilis J-vel

3. zart

4. valos

5. nemelfajuld

1. Az elsé feltételbsl adodoan egy lokalis koordinatarendszerben:
w=Y ajdz Ade+ Y bedz AdZ + Y cpdZ; A dZy

2. A masodikbol, mivel J*w = w, és

J*dz; = dz; o J =idz;
J*de = de oJ = —idgj,

ezért

Jrw = Z izajdej VAN de + Z i(—i)bjdej A d?k + Z(—i)QCjkdEj A d?k =
= ajdz; Az + Y bidz; AdZ+ Y cpdZ; A dz

tehédt aj, = 0 = ¢;;, minden j-re és k-ra, azaz w € Q"'. Vegyiik észre, hogy mivel
a Kahler-polarizalas kapcsan kezdtiik el targyalni a komplex sokasagokat, ezen a
ponton mar akir be is fejezhetnénk a téma taglalasat, hiszen ha w(TH°, T10) = 0
ezen a ponton trividlisan teljesiil, hogy a Kéahler-polarizacié valoban polarizécio.

3. A harmadik feltételbdl adodoan:

0= dw = (0+ 0)w,

Azaz w definial egy (esetleg trivialis) Dolbeault-kohomologiaosztalyt:

[w] S H})’ilbeault(M>

4. A negyedik feltételbsl adodik, hogy w = w, lokalis koordinatarendszerben:
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

> bjdz AdzE = w

w

> birdz; A dzy,
= —bdz, A dz;
= bydaz, Adz;

Azt kapjuk, tehat, hogy B = —BT, ahol a B i-edik sordnak j-edik eleme b;;. Ha
viszont bevezetjiik a H = —2¢B matrixot, akkor azt kapjuk, hogy w valos értékiisége
ekvivalens H Hermitikussagaval.

5. Ha w nemelfajulé, az azt jelenti, hogy w™ egy térfogati forma. De mi is w” a

H fiiggvényében?

i _
w= 3 Z hjrdz; N\ dzy,

w™-ben csak olyan tagok szerepelnek, amik (%)ndzl ANdzy...dz, N\ dz, alakiak

(megfelels szamu atrendezés utan).

n_ (E\" = )
w" = (§> H howyo)dze) N dZgay A -+ A dzgmy N dZgm)
gESn PES, I=1
\" i - )
- (5) H howeaysgn(cd)dzy Ndzy A -+ N dz, A dz,
0ESy $ES, =1
I\ i
- (5) H hugpaysgn()dzy A dzy A -+ Ndzy N dZy,
0ESn YES, I=1
_ (%) ndet(hy)dz AdZ A - A dz A dZn,

ahol ¢ = 07 1¢. Azt is tudjuk még, hogy w(v, Jv) > 0.
A 2. feltétel kovetkezménye az is, hogy w(v, Jv) > 0 minden v # O-ra. Legyen
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

v = Z ’Ujaxj + Ujayj

J

= > 0i(0:, + 05,) +iuy (0., — 05,

J

= Z(’Uj + Zu])az7 + (?}j - @uj)ﬁg]
J

J?J = Z —uj&cj + ?Jjay].
J

= Z_uj azj +&Zj) +ivj(azj - 85)

J

= Z (ivj — u;)0,, + (—iv; — u;)0s,

Tehat

0 < w(v,Jv) Zh]k vj + ;) (—ivg — ug)

=3 Z ihi(v; + i) (=) (o + duy,)
7.k
1
= §UTHU

Azt latjuk tehat, hogy w pontosan akkor lesz Kahler-forma, ha H pozitiv de-
finit. Ehhez kapcsoloddan érdemes bevezetni a Kéahler-sokasagok elméletében nagy

jelentGséggel biro fogalmat:

31. Definicidé. Legyen M komplex sokasag, és p € CR*(M) olyan, hogy minden
(U, z1, ..., z,) holomorf térképen (%(p)) pozitiv definit minden p € U-ra. Ekkor
J

p-t szigorian pluriszubharmonikusnak hivjuk.

Ha egy sokaségon van ilyen fiiggvény, akkor az automatikusan Kéahler, w = %65p—

val. Erre fogunk latni példat a kovetkezé fejezetben.

8.2.2. Holomorf szelések

Most, hogy mar megismerkedtiink egy kicsit a komplex sokasagok nyelvezetével,

feltehetjiik a kérdést: Mikor lesz egy komplex sokasag feletti komplex vonalnyalab
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

egy szelése holomorf? Mik azok az (esetleg komplex) Hamilton-fiiggvények, amik ezt
a holomorfitast respektaljak?

Mivel L-en van komplex struktira ezért holomorfnak definidlhatunk egy szelést,
ha mint sg : M — L komplex sokasigok kozotti leképezés holomorf. Mikor kompa-
tibilis ezzel a konnexi¢?

A trivialis nyalab szelései fiiggvények, ezek akkor holomorfak, ha a 0-uk 0. A
konnexi6 ezzel akkor kompatibilis, ha az 1-formajanak a (0,1) komponense pont
a 0, azaz ilyen iranyban derivalva egy fiiggvényt pontosan akkor kapunk O-t, ha
a fiiggvény holomorf. Ezt kénnyen altalanosithatjuk tgy, hogy azt mondjuk, hogy
legyen egy konnexi6 kompatibilis a komplex strukturaval, ha (0, 1) irdnyba derivalva
egy holomorf szelést 0-t kapunk.

Legyen sy és X mint elébb, és g holomorf fiiggvény! Ekkor

ngso = X(Q)Sg —|—gVXso =0+0=0

Ez azt jelenti tehat, hogy holomorf szelés holomorf fliggvényszerese is holomorf,
épp ahogy varnank. Ahhoz, hogy megnézziik mikor lesz holomorf szelés képe holom-
orf egy 04-nél, emlékezziink mit csinél egy f Hamilton-fliggvény kvantumoperatora

egy szeléssel:

1

0rgso = —%fogso + fgs0

(29 aixg+ 19)s

fg— % - a(Xf)g) S0

(99 + 09)(Xy)

271

(
= (fg - - Oé(Xf)g) S0
(fg _@9)Xy) a(Xf)g> 50

211

Eddig a konnexionkrol megkdveteltiik, hogy metrikus legyen abban az értelem-
ben, hogy az Hermitikus strukttura skalaris szorzataba "be lehet derivalni". Most
azonban, hogy van komplex struktirank, meg tudjuk kovetelni azt is, hogy azzal is
kompatibilis legyen a kovetkezé moddon.

Vessiink egy pillantast ismét a metrikussag feltételére! Mi torténik, ha egy kon-
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

nexi6 mindkét strukturaval kompatibilis? Legyen most ismét H = (sq, o), ahol «
az so holomorf sehol el nem ting szeléshez tartozo 1-forma, és X egy (1,0)-tipust

vektormezd!

(dH)(X) = X(H) = (Vxso,50) + (50, Vx50)
= (2mia(X)so, o)

= 2mia(X)H
Amibdl kévetkezik, hogy:
1 OH
T omi H

Tudjuk, hogy minden Y € X(M) ® C-ra

—Y(f) = =df(Y) = da(X},Y)
= Xy(aY)) = Y(a(Xy)) — a([Xy, Y])

Tehat minden Y (0, 1)-tipust vektormezdre:

a(Dp. YDy = ¥ (£g — a(xp)g - ) v (2L

271 271

Miért adtunk hozza 0-t? Mert igy a jobboldalon az elsé tag (a feltételezésiink
szerint) épp egy holomorf fiiggvény (0, 1)-tipust vektormezd szerinti derivaltja. Ezt

az egyenletet tigy is atirhatjuk, hogy

Ly, x1(9)

a([Xf7 Y])g = i

Ami pedig ekvivalens azzal, hogy minden holomorf koordinatakoérnyezetben min-

den k-ra:

8X] 1 0X7 0g
<Z 0%k ) _2_7”2]: 8z_k@_,zj’

ahol A
X=> X0, +X0.
J

Nézziik hat meg, hogy néz ki ez lokalis koordinatakornyezetben!
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8. Komplex és Kéhler-sokasagok

a= L,alog(H(s)) = L Z wd%

Ugyanakkor

_Zf dzj — Zf dz; = —df = da(Xy,.) =

1 9?log(H (s)) = Plog(H(8)) 1, .
_ Tm(z g Vs = s X dzj)

j?k
Legyen H az az n X n-es matrix, amelyre:

(i1 = gl

Ekkor tehat az az f-re vonatkozo differencidlegyenletrendszer, amit ki kell elégi-

tenie ahhoz, hogy a holomorfitast megtarté kvantumoperatort indukéljon:

zj: (8logazJ Zk(ZH”le>) Zj: (g_ia;k<zl:gjlf;l>)

minden k-ra, és minden olyan holomorf g-re, amire gs, holomorfan terjed ki

M-re.
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9. fejezet
CP!

Bizonyitas nélkiil hasznaljuk azt az allitast, hogy a normélt Fubini-Study-forma
Chern-osztalya 1, tehat a hozza tartozé komplex vonalnyalab a tautologikus dualisa.

18]

H (s)-nek valaszthatjuk a

1
142z

H(s)

Kahler-potenciélt, hiszen ezen a koordinatakornyezeten csak a konstans fiiggvé-
nyeknek megfelels szelések lesznek sehol sem nullak, valaszthatjuk tehat a konstans

1-et, és a forrasban taglalva van, hogy

s(2)3(2)

(5:8) =107

valoban megad egy Hermitikus strukturat a nyalabon, ahol s(z) az s szelés az

adott koordinatakornyezeten, mint 2 fiiggvénye. Ekkor

1 1 -z
— — Blog(H(s)) = —
a=gn0logH(s) =507
és
_ 11
oo =—————dzNdz
a2
tehat
X = —2mi(1 + 22) 10, + 2mi(1 + 22)* f10=
és igy
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a([Xy, 8) =

1+ 23(22(1 +22) fL+ (14 22)° f2).

A sehol sem nulla holomorf szelések tehat egy koordindtakornyezeten éppen a
konstansok, az ket holomorf szelésekbe vivs (lokalisan) holomorf fiiggvények pe-
dig éppen a g(z) = g1z + go alakiak. Az kell nekiink tehat, hogy az Gsszes ilyen

fiiggvényre:

o([X . 0:))g = 5=0-(X4(9))

™

(222fL+ 2(1+ 22) fe) g = —(2:(1+ 22) f2 + (1 + 22)° f2) .

Vizsgéljuk meg egy kicsit ezt a differencialegyenletet és vezessiik be a

fiiggvényt! Ekkor az egyenletet atrendezve ott, ahol ¢ # 0:

(log(gp)), _ P 2279+ 22(1 + 22)g.,
. p Z(1+22)g + (1 + 22)%¢.’

Nézziik meg azt a specialis esetet, ha ¢ konstans! Mivel ez egy kevésbé szigo-
ra feltétel f-re nézve, igy a megoldasoknak csak egy bévebb halmazat kaphatjuk,
ha viszont ezek mind kielégitik az eredeti egyenletet, akkor ez az 0sszes. Ebben a

specialis esetben tehéat az el6z6 egyenlet arra egyszertisodik, hogy:

/
/ ~ —2
(l09(<P))E = % =17 jE = —2(log(1 + 22))

/
zZ.

Amibdl tehat

o(1+22)* =€
valamilyen holomorf h-re. Definidljuk a G(z)-t ugy, hogy ott, ahol ¢ # 0, ott

G = e", ahol pedig ¢ = 0, ott G is. Ezzel a holomorf G-vel:

B G
7 (14 22)%

Mit mond el mindez f-r617 Vegyiik észre, hogy
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(2f)z = 2f = a jiz)? - (5 iGzz)/

Ami tehat azt jelenti, hogy

G
= 4+ F
1+ 2z

zf

valamilyen F' holomorf fiiggvényre. De azt is tudjuk, hogy f valos értéki! Kozos

nevezdére hozva tehéat azt latjuk, hogy

G 1
G (- +2)F2)

z z
is az! Ez csak akkor fordulhat els, ha az %—s tagok kiesnek, és a z is legfeljebb

els6 hatvanyon szerepel (ahogy Z), tehat

a+bz+bz+c2z

f= 142z

ahol a, ¢ € R. Idézziik fel a sztereografikus vetités koordinatafiiggvényeit!

24z
f1(2)— 1+ 2z

l1z—%2
falz) = i1+ 27

2z —1
f?’(z)_ 1+ 2z

Azt latjuk tehat, hogy

£(2) = Re(®)fi(2) = Im(0) fo(2) + 52 fal2) + 25

A holomorfitast megtarté Hamilton-fiiggvények Poisson algebraja tehat 4 dimen-
zi6s, és minden eleme el6all < v,. > +¢ alakban, ahol v € R3 ¢és ¢ € R. Konnyen
ellenérizhets, hogy a konstans fiiggvények a Lie-algebra centruméban vannak, a vek-

tor rész pedig a vektorialis szorzatoknak megfelelen szorzodik. [9] Egy ilyen f-re
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o b2+ (c—a)z+b

o (14 22)?
X = 27ri((b22 +(a—0c)z =)0, + (bz° + (a — )z — b)(%)
(c—a)zZ + bz + bz

a(Xy) = —bz+ =
f—a(Xf)=bz+a
fg—a(Xys)g — X2f7gzg) = (bz+a)(g1z+go) — (bz* + (a —c)z — b)g

Ez valoban holomorf, tehat ezek a fliggvények megoldasok, és mivel legalabb
annyian vannak, mint az 0sszes megoldas, ezért a teljes Poisson-algebrat megkaptuk.
Mivel ez az « csak sehol sem nulla holomorf szeléshez tartozhat (ami tehéat ezen a

térképen konstans fliggvényként jelenik meg) ezért egy tetszéleges

s = (s12+ 50)3,

-re, ahol § a z; # 0 koordinatakornyezeten sehol sem eltiing szelés.(itt ugye csak

ezek vannak holomorf szelésként):

(SfS = (f — a(Xf))s — %Xf(slz + So)g
= ((bz+a)(s12 + s9) — (bz* + (a — c)z — b)s1)5
= ((cs1 + bso)z + bsy + asp)d

Tehat az f-hez tartozé kvantumoperator matrixa:

c b

(=l

a

Mikor lesznek a sajatértékei valosak? Ha a diszkrimindns nemnegativ, tehat

(a— o)
2

0.< (at o = dlac— ) =4 (5 4+ bf?),

ami mindig teljesiil!
Es mi valtozik meg, ha megszorozzuk egy n egész szammal a szimplektikus for-

méat? Ekkor az egészsége nem valtozik, de a kohomologiaosztalya igen, és igy a

szelések terének dimenzidja is n + 1, ezen a koordindtakdrnyezeten éppen a legfel-
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jebb n-edfokd komplex polinomok. A szimplektikus forméaval azonban megvaltozik

az « is n-szeresére, ugyanakkor
X}L =X f / n

az X} az 0] ferde gradiens. Legyen tehat egy szelés ezen a koordinatakornyezeten:

n
s = E skzk§,
k=0

ahol § a z; # 0 koordinatakornyezeten sehol sem eltiing szelés.|8] Ekkor az el6-

z6 f-ekre (a differencidlegyenlet nem valtozik, tehét most is ugyanazok lesznek a

holomorfitast megtart6 Hamilton-fiiggvények):

) B _
drs = (bz+a)s — Zt(a—oe E (k4 1)s32"5
k=

k 1 — 1
n

Sk+1 +

ahol s,.1 = s_1 = 0. A kvantumoperator méatrixa ekkor tehat:

c b/n 0o .- 0
p =bete opm 0
0 b
o "~ . (n=1b/n 0
0 2b/n (=bete
0 0 b/n a

o8



10. fejezet
Osszegzés

A szakdolgozat masodik fejezetében egy viszonylag egyszerti és nagyon klasszikus
példan (az ingén) keresztiil megismerkedhettiink a mechanika 3 elemi megkozelitésé-
vel, a Newton-félével, a Lagrange-félével, és a Hamilton-félével. Az elsé a testre hato
erk eredgjével irta le a test mozgasat (F' = ma), mig a masodik a legkisebb hatés
elve alapjan (Euler-Lagrange-egyenlet), a harmadik pedig az energiamegmaradéas
szerint Hamilton-egyenletrendszer.

Az utobbi két megkozelités kozott teremti meg a kapcsolatot a Legendre-
transzformécié, aminek a leirasara szintén a mésodik fejezetben keriil sor.

A harmadik fejezetben leirtam, hogyan lehet az euklideszi térben megsimert
egyenleteket differencialhatéd sokasdgokra atiiltetni (Lagrange-esetben az érinténya-
labokra, Hamilton-esetben pedig a koérintényalabokra. Ezek utan keriilt bevezetésre
a szimplektikus sokasag fogalma, ami altalanositja a koérintényalabokat és lehetd-
séget teremt mechanikai rendszerek altalanosabb lefrasara.

A negyedik fejezetben Osszefoglalom a megmaradé mennyiségekrsl a legfonto-
sabb informéciokat, bevezetésre keriilnek olyan fogalmak, mint a Poisson-zardjel,
és tobb érdekes, és a kés6bbiekben hasznos Lie-algebra homomorfizmussal is megis-
merkediink.

Az 6todik fejezet egy technikai segédeszkézt mutat be, a Cech—kohomolégiét,
amelynek segitségével bizonyitani tudunk késébb tobb olyan tételt, amelynek az el-
mélet szempontjabol nagy jelentGsége van, és ami sok topoldgiai informaciot konnyen
szamolhatova tesz.

A hatodik fejezetben elérkeziink a szakdolgozat 1ényegi részéhez, amikor klasszi-

kus mechanikai rendszerekhez kvantummechanikai rendszereket rendeliink komplex
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10. Osszegzés

vonalnyalabokkal. A f§ Gtlet az, hogy a komplex értékd hullamfiiggvények helyett
komplex vonalnyalabok szeléseit vegyiik, a lehet§ legkanonikusabban, és e lehetd
legtobb strukturaval ellatva. Szeretnénk ugyanis ezeket derivéalni (ezért kell a kon-
nexio) és szeretnénk ezeket pontonként skalarisan szorozni (ezért kell az Hermitikus
metrika), hogy aztan esetleg tudjuk ket integralni, aminek a részletezésére ebben a
dolgozatban nem keriil sor.

A hetedik fejezetben bizonyitéasra keriil az elmélet talan legfontosabb tétele, hogy
minden olyan szimplektikus sokasdg, aminek a szimplektikus formaja egész koho-
mologiaosztalyt reprezentél kvantalhato, avagy létezik hozza olyan konnexioval és
Hermitikus strukturéaval ellatott komplex vonalnyalab, aminek a gorbiilete ugyanezt
a kohomologiaosztalyt reprezentalja. Ezek utdn szo esik a polarizaciorol réviden,
amit részletesebben csak komplex (K&hler) esetben taglalok.

A nyolcadik fejezetben keriil részletezésre a Kahler-polarizacié, majd megismer-
kediink a komplex sokasagok elméletének sziikséges alapjaival, hogy aztan tudjuk
értelmezni a holomorf szelés fogalmat, és be tudjuk vezetni a Hamilton-fliggvényhez
rendelt kvantumoperatort. A fejezet végéhez kapcsolodoan tette fel a témavezetém
azt a kérdést, hogy mikor tartja meg a holomorfitast egy ilyen kvantumoperator,
aminek a feltételét onalloan dolgoztam ki.

A szakdolgozat legvégén kvantalom a projektiv egyenest, elGszor a Fubini-Study-

formaval, majd annak az egész szamszorosaival, tobb érdekes eredményt is kihozva.
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