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Bevezetés

A chip-firing jaték egy grafokon definialt kombinatorikai jaték. Segitségével minden

grathoz megadhato egy véges Abel csoport, a sandpile csoport, melynek rendje a

graf feszitéfainak szama. Ennek segitségével szalaggrafokon megadhatoak sandpile-

torzorok kiilonb6zd csaladjai, a sandpile csoport kiilonféle hatasai a feszitéfakon. A

dolgozatban a fentiek elméleti alapjait igyeksziink ismertetni, majd arra a kérdésre va-

laszolni, hogy a csoporthatésok ismeretében a szalaggraf génusza is meghatarozhato-e.
Legyen G = (V, E) véges, osszefiiggd, iranyitatlan graf. A

Div(G) ={z = vav}

veV

Abel-csoportot a graf divizorcsoportjanak nevezzik, az x € Div(G) elemeket di-
vizoroknak. Ezt képzelhetjiik gy, hogy a v csucson z, darab (akar negativ) chip
helyezkedik el. Egy divizor fokdn a ) _,, , szamot, tehat a konfiguracié 6sszchip-
szamat értjiik. A nulladfoku divizorok csoportjat Div®(G) jeldli, altalanosan k € Z
egész szamra Div®(G) a k-ad foku divizorokét. Egy cstics tiizelésekor minden raillesz-
kedd élen egy-egy chipet kiild at, mig rajta fokszamnyival csokken a chipek szama.
Ha L jeloli a graf Laplace matrixat, y, a v cstucs karakterisztikus vektorat, akkor a
keletkezett konfiguraciot
y=x— Ly,

alakban fejthetjiik ki. Két divizort linearisan ekvivalensnek tekintiink, ha tiizeléssel
egymaésba 16hetsk. Az
S(G) = Div*(G)/ ~

faktorcsoportot a graf sandpile-csoportjanak nevezziik, ahol ~ jeloli ez el6bbi ek-
vivalencia relaciot. Errgl belatjuk, hogy véges Abel-csoport, és rendje a graf 7(G)
feszitotainak szamaval egyezik meg:

1S(G)] = [T (G)].

(G, p)-r6l azt mondjuk, hogy szalaggraf, ha a G graf p szalagstrukturaja min-
den csucs koriil megadja a railleszkeds élek egy ciklikus sorrendjét. Ez lehet&séget
ad, hogy rogzitett v kezdGesics mellett S(G) szabad, tranzitiv hatésait definialjuk
szalaggrafok feszitéfain, vagyis arra, hogy minden T, 7" € 7(G) feszit6fakra egyértel-
mien létezzen olyan 7 € S(G) elem, hogy v - T = T" ezen hatasok szerint. Egy ilyen
hatést sandpile-torzornak neveziink. A dolgozatban kétféle hatés-csaladdal, torzor-
struktaraval ismerkediink meg: a rotor-hatéasban a feszitéfa éleit rotoroknak tekint-
jiilk, és alkalmas, szalagstruktura szerinti ,rotalasukkal” kapunk egy masik feszit6fat;
a Bernardi-hatasban egy feszit6fa szalagstruktura szerinti bejarasahoz rendeliink spe-
cidlis, in. break divizorokat, és ezek segitségével definialjuk egy fa képét. Tipikusan
egy szalaggrafon tobb ilyen hatéas létezhet, kiilonb6z6 kezdGcestcsra kiilonb6zé haté-
sokat kaphatunk. Egy szalaggraf génuszan azon minimalis génuszu iranyithato feliilet



génuszat értjiik, amire a szalaggraf a szalagstruktira tiszteletbentartasaval irhato.
Sikbaagyazott szalaggrafokon csak egyféle sandpile torzor struktira adhaté meg, nem
stk szalaggrafokon azonban mindig léteznek olyan u, v csticsok, hogy az altaluk meg-
adott o hatésokra «,, # a,. Ez motivalja a kérdést, hogy vajon a torzor struktira
ismeretében meghatarozhato-e a szalaggraf génusza, a szalagstruktira ismerete nélkiil
is. Alex McDonough egy 2020-as cikkében belatta, hogy a rotorhatésra ez lehetséges.
Mi az elmult masfél évben a Bernardi-hatasra probaltuk belatni ugyanezt. Mint latni
fogjuk, ez nem trivialis feladat, ugyanis a hatés igencsak faramuci médon definialt. A
legnagyobb nehézséget az adja, hogy a hatasokat S(G)-n definidltuk, ami egy faktor-
csoport. Ezzel szemben a kombinatorikai megkozelitések Div(G)-n dolgoznak konkrét
konfiguraciokkal. Ekkor mindig van egy utolsé 1épés, hogy belassuk, hogy azon kon-
figuraciok, amikkel dolgozunk, linearisan ekvivalensek-e vagy sem, vagyis hogy az
érvelésiink S(G)-n is megéllnd-e a helyét. A dolgozatban két f6 eredményiink van.
Az egyik egy sziikebb problémara fokuszal, amikor a hatasokat Div®(G)-n definialjuk
(ekkor persze nem lesz injektiv a hatés), a masikban pedig belatjuk, hogy mindezen
eredmények meddig altalanosithatok az eredeti feladatra.

Tétel (5.1.6. Tétel). Legyen G wvéges, egyszerd, oOsszefiiggd szalaggrdf. S(G)-nek
legyen B C Div°’(G) egy reprezentdns rendszere. Meg tudjuk adni B-t 1igy, hogy ha
minden v kezddesicsra adottak a 5, : T(G) X B — 7(G) Bernardi-hatdsok, akkor ezek
ismeretében eqyértelmiien meghatdrozhatjuk a szalaggrdf génuszdt, a szalagstruktira
explicit ismerete nélkil is.

Sejtés (5.2.4. Sejtés). Ha G 2-dsszefiiggd egyszerd grdf, akkor a 5, : 7(G) x S(G) —
7(G) hatdsok egyértelmien meghatdrozzdk a szalaggraf génuszdt, sét a szalagstruktira
minden csucs koril egyértelmien visszafejthetd.

Ez utobbi sejtés teljes bizonyitdsa még nem sikeriilt, egy tobb esetes bizonyités
utolso esete maradt nyitva, de erésen gyanitjuk, hogy igaz az allitas.

A dolgozat felépitése a kovetkezs. Az elsG fejezet egy torténeti kitekintés a chip-
firing jatékrol, mely a fenti elméletek kiindulé alapja. Eredetileg a chip-firing jatékban
nemnegativ konfiguraciokat néziink, és egy cstcs akkor tiizel, ha tobb chipje van, mint
ahény railleszkedd ¢él, igy tartva meg a konfigurdciok nemnegativitasat a tiizelések
soran. Ekkor beszélhetiink stabil konfiguraciokrol, amikor egyik csiics sem tud tiizelni,
és stabilizalodo konfiguraciokrol, amelyek alkalmas tiizelésekkel stabil konfiguracioba
vihetSk. Az elsG fejezet az ezzel kapcsolatos alapvets eredményeket foglalja Gssze.

A masodik fejezetben definidljuk a sandpile csoportot, és megvizsgaljuk néhany
alapvetd tulajdonsagat, kiszamoljuk a rendjét, és megnézziik néhany specialis graf
sandpile csoportjat. A harmadik fejezet a szalaggrafokhoz nyujt bevezetét. A ne-
gyedik fejezetben definidljuk a rotor- és Bernardi-hatasokat, és belatjuk a hozzajuk
kapcsolodo alapvetd eredményeket. Az 6todik fejezetben ratériink a sajat eredmé-
nyeinkre a génusz visszafejtéssel kapcsolatban. A fejezet végén ismertetjiik a tovabbi
lehetséges iranyokat, otleteket, amikkel azt gyanitjuk, hogy a dolgozat céljaul kittizott
kovetkezd sejtés bizonyithato.

Sejtés. Legyen G véges, 0sszefiiggd szalaggraf. Ha minden v kezddcsiucsra adottak
a By 2 T(G) x S(G) — 7(G) Bernardi-hatdsok, akkor ezek ismeretében egyértelmien
meghatdrozhatjuk a szalaggrdf génuszdat, a szalagstruktira explicit ismerete nélkiil is.



Koszonetnyilvanitas

Dolgozatom létrejottéért nagy halaval tartozom Toéthmérész Lillanak: az izgalmas
témafelvetésért; hogy bevezetett a kombinatorikus grafelméletnek ebbe az érdekes,
aktualis és kihivasokkal teli agaba; a jo hangulatt beszélgetésekért és konzultaciokért,
és hogy mindig a rendelkezésemre &llt; hogy irasaimat lelkiismeretesen végigolvasta és
megjegyzéseivel javitotta; és minden mas segitségéért, amivel a dolgozat elkészitését
segitette.

Ko6szonet illet ezenkiviil mindenki mast is, aki kedvességével, odafigyelésével és
érdeklsdésével atsegitett engem a mesterképzés 2 évén és jelen szakdolgozat megirasat
bérmilyen formaban elémozditotta.



1. fejezet
Chip-firing tipustu jatékok

Ebben a fejezetben definidljuk a chip-firing jatékot, ahogyan Bjorner, Lovasz és Shor
tette [BLS91]-ben, és megmutatjuk a kapcsolatat a Laplace matrixszal. Bevezetjiik a
stabil konfiguraci6 fogalmét, és bebizonyitjuk, hogy a jaték végkimenetele fliggetlen a
csucsok kilovésének sorrendjétsl. Két felss korlatot is levezetiink a stabilizalodasi id6-
re, egyet a graf atmérdje, egyet meg a Laplace matrix masodik legkisebb sajatértéke
fliggvényében.

A fejezet javarészt Caroline J. Klivans: The Mathematics of Chip-firing [Kl1i18]
konyvének masodik fejezete alapjan irddott.

1.1. A chip-firing jaték

Legyen G = (V, F) véges, iranyitatlan, osszefiiggs graf |V| = n csicson. A chip-firing
jatékot a kovetkezSképp definidljuk.

1.1.1. Definicié. o (G egy chip-konfigurdcioja egy nemnegativ egészértéki vektor
a csticsokon értelmezve:

= (11,...,2,) € Z5,.

Egy tetsz6leges x € Z" vektort megengedhetinek neveziink, ha minden koordi-
nataja nemnegativ, tehat ha chip-konfiguracio.

e Egy v € V csicesrdl azt mondjuk, hogy tizelésre kész (vagy méasként szolva
instabil), ha legalabb annyi chip van rajta, ahany él railleszkedik:

Ty 2 deg(v)
e Ha egy v csics tizel, minden railleszked6 élen atkiild egy-egy chipet, igy névelve
a szomszédai chip szamat, a sajatjat pedig deg(v)-vel csokkentve. Legdlis tii-
zelésrdl, vagy megengedhets 1épésrdl akkor beszéliink, ha a keletkezett kiosztas

szintén chip-konfiguracid, azaz nemnegativ, masként szolva ha a tiizel§ cstcs
tiizelésre kész allapotban volt.

e Egy x konfiguraciot stabilnak mondunk, ha semelyik csiics sem tiizelésre kész:
x, < deg(v),Yv € V.

Ha ez nem teljesiil, instabilnak mondjuk.



e A chip-firing jdték olyan folyamat a G grafon, amelynek inputja egy x konfi-
guracio, és minden egyes lépésben kivalasztunk és kiloviink egy tilizelésre kész
cstucsot, amelyik Gjabb cstcsokat tehet tiizelésre késznek. Ha a kilovések soran
stabil konfiguracioba keriiliink, a folyamat leall, a jaték véget ér.

A folyamatot az 1.1. abra szemlélteti.

1

1.1. dbra. A chip firing jaték: egy legélis kilovés és a keletkezett stabil chip-
konfiguracio.

1.1.2. Definicié. Jeldlje N(v) a v € V cstcs szomszédainak halmazat, deg(u,v)
pedig az u és v csicsok kozotti élek szamat. A G graf L Laplace mdtriza ekkor olyan
n X n-es egészértékd matrix, amelynek féatlojaban a csticsok foka, a féatlon kiviil
pedig a két csticsot Gsszekots élek szamanak ellentettje all:

—deg(vi,v;) i # j,v; € N(vi)
li,j = deg(v,) 1=
0 v; & N(vi).

Vilagos, hogy a definici6t témoéren gy is irhato, hogy i # j-re [, ; = — deg(v;, v;),
és l;; = deg(v;), de a fenti megfogalmazas informativabb.

1.1.3. Allitas. A Laplace mdtriz szimmetrikus, pozitiv szemidefinit mdtriz. Ha G
osszefiiggd, akkor a sajdatértékeire Ay > -+ > A\_1 > A, = 0.

Bizonyitds. Nézziik az x7 Lx kvadratikus alakot tetszdleges € R™-re.

n

o Z xil; jr; = Zx? deg(v;) — Z x;x; deg(vs, v;) = Z (z; — ;)% > 0.
i=1

i,j=1 ,j=1 ,5=1,

(vi,v; ) EE(G)

A sajatértékek tehéat valoban nemnegativak, tovibba konnyen ellenérizhetGen L1 = 0,
ahol 1 az csupa 1 vektor. A Laplace matrix tehat szingularis. Az allitas tovabbi részét,
hogy 0Osszefiiggs graf esetén a nulla sajatérték multiplicitdsa 1, nem bizonyitjuk. [J

1.1.4. Allitas. Legyen adott eqy = konfigurdcié és eqy v € V' csics. Ha a chip-firing
jatékban most a v csiucs tizel, akkor a keletkezett y konfigurdcio

y:l‘—LXU

alakban irhato fel, ahol x, a v csics karakterisztikus vektora.



Bizonyitds. Az Ly, vektor a Laplace matrix v-nek megfelel oszlopat adja, ez defi-
nici6é szerint deg(v) a v-nek megfeleld sorban, és — deg(v, u) minden u # v csicsnak
megfelel§ sorban. A chip-firing jaték soran a v csucs tiizelésekor v deg(v) darab chi-
pet veszit, minden u szomszédja pedig deg(v, u) darab chipet nyer. Ez pont a fenti,
matrix-egyenlet alakban felirt allitast adja. O]

1.1.5. Kovetkezmény. Fgy x konfigurdcio pontosan akkor stabil, ha minden v € V -
re az x — Ly, vektor valahol negativ koordindtdji, tomdoren

x— Ly, 20,
ahol O a csupa nulla vektor.

Bizonyitds. Az x pontosan akkor instabil, ha létezik tiizelésre kész v € V', azaz ame-
lyikre x, > deg(v). A fenti allitds miatt ez pontosan azt jelenti, hogy a v csucs
kitorésével keletkezett y = x — Ly, konfiguracié is megengedhets. A megengedhetd-
ség miatt ez azzal ekvivalens, hogy

0<y=ux— Lyx,. O

1.2. A felcserélhet6ségi tulajdonsag

Nézziik az 1.3. abrat! A mésodik 1épésben két cstucs is kitorésre kész volt. Elsére
nem vilagos, hogy, miként az a példan is leellendrizhets, a végeredmény nem fiigg a
csucsok kilovési sorrendjétdl.

1.2.1. Tétel (Felcserélhetsségi tulajdonsag, lokalis verzio). Adott x chip-konfigurdcio
a G grdfon. Tegyiik fel, hogy u és v s kitorésre készek, a kitorésikkel keletkezett
konfigurdciokat jelolje y1,ys rendre. Ekkor yi-ben v, ys-ben u kitérésre kész, €s a
kitorésikkel keletkezett konfigurdciok pedig megegyeznek.

Bizonyitds. A szimmetria miatt nézziik az u kitorésével keletkezett y; konfiguraciot.
Az allitas elsd fele szerint ekkor v tovabbra is kitorésre kész. Valoban. Vegyiik észre
ugyanis, hogy u kitorésével v chip-szama csak novekedhetett, de nem csokkenhetett.
Ha tehat z-ben kitorésre kész volt, akkor y;-ben is. Hasonléan u kitorésre kész yo-ben.

Hogy a keletkezett konfiguraciok megegyeznek, kozvetleniil is konnyen ellenériz-
hetd, de gyorsabb, ha észrevessziik, hogy

y1— Lxy, = (37 - LXU) — Lx, = (x - LXv) — Lxy = y2 — LXu-

A keletkezett z konfiguracio igy
z2 = LXu.y-

A tétel {6 allitasa tehat az volt, hogy a fenti 1épések megengedhetdek, és igy felcse-
rélhetGek. O

1.2.2. Megjegyzés. A

r— U1

[
.~ l
N
s

Yo — 2

diagram miatt a lokalis felcserélhetéséget szokas gyémdnt-tulajdonsdgnak is nevez-
ni.



Yj — Yj+1 > Yj+2 > Yj+3

/ /
Yy — Yjin ? Zjt2 7 Zj+3

1.2. abra. Gyémant-szabaly az 1.2.4. Tétel bizonyitasahoz

Az egyszertiség kedvéért a tovabbiakban bevezetjiik az alabbi definiciot.

1.2.3. Definicid. Azt mondjuk, hogy egy = chip-konfiguracioboél z elérhetd, ha létezik
megengedhetd kilovések olyan sorozata, mely z-be vezet:

T=Y —Y2— " > Y1 — Yp = 2.

A fenti tétel tomoren tehat a kdvetkez6t mondja:
Ha egqy x chip-konfigurdciobol vy, €s yo is eqy-eqy lépéssel elérhetd, akkor létezik
olyan z konfigurdcio, mely y,-bdl €s yo-bdl is eqy-eqy lépéssel elérhetd.

1.2.4. Tétel (FelcserélhetGségi tulajdonsag, globalis verzid). Ha egy s stabil konfi-
gqurdcio elérhetd az x chip-konfigurdciobol véges sok legdlis lépés alatt, akkor minden
x-bdl legdlisan elérhetd stabil konfigurdcio s-sel egyezik meg.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy s az z-bdl legalisan elérhetd egyik stabil konfiguracio,

és rogzitsiik a hozzavezets kilovéssorozatot: = = y; — --- — yr = s. Vegyiink
egy olyan s, z-bdl szintén legélisan elérhetd stabil konfiguraciot, melyhez vezets
kilévéssorozat a legtovabb megegyezik az s-hez vezetével: ©x = y| — -+ =y, = ¢,

ahol y; = y, minden i < j valamilyen j < min{k,[}-re, és j a lehetd legnagyobb az
ilyenek koziil. Ekkor a lokalis felcserélhet§ség miatt létezik z;4o konfiguracio, mely
Y;+1-bol és y}, 1-bdl is egy lépéssel elérhets (lasd 1.2. abra). Ugyanigy létezik olyan
Zjy3 is, mely y;19-b6l és zj19-b6l egyarant egy lépéssel elérhets. Iterativan folyatva
azt kapjuk, hogy létezik zx, 1, mely y,-bdl és z,-bol egy 1épéssel elérhets, am y, = s
stabil konfiguracio a feltevés szerint. Ha tehat s’ # s (vagyis j < min{k,(}), akkor
ellentmondésra jutunk. O

[Tho96] altalanosabb esetben is bizonyitja a felcserélhetdségi tulajdonsagot. Va-
lojaban tehat ez a chip-firing tipusu jatékokra altalanosan jellemzd allitas.

1.2.5. Definici6. A fenti tételben szerepls s chip-konfiguraciot az x-hez tartozo stabil
konfigurdcionak nevezziik, és
stab(z) = s

modon jeloljik. Egy x = y; — -+ — yr = s sorozatot stabilizdlo sorozatnak neve-
ziink. Ha van ilyen sorozat, akkor x-et stabilizdlodonak mondjuk.

A fenti két tétel kdvetkezménye az alabbi két egyszeri allitas is.

1.2.6. Kovetkezmény. Legyen x olyan chip-konfigurdcio, melyhez létezik stabilizdlo
kilovéssorozat. Ekkor

e minden kilévéssorozat stabilizalodik tddvel;
e barmely stabilizdlo sorozat hossza megegyezik,

e ¢s minden csics ugyanannyiszor fordul eld ezekben a sorozatokban.



Nem lehet tehat, hogy egy kezdeti chip-konfiguraciobol néhany kilévéssorozat vé-
ges, néhany végtelen.

1.2.7. Definici6. Egy stabilizal6odé = chip-konfiguracio stabilizaloddsi ideje alatt egy
stabilizalo sorozatanak hosszat értjiik, mely az el6z¢ allitas értelmében egyértelmii.

1.2.8. Megjegyzés. Bjorner, Lovasz és Shor [BLS91]-ben mas nézéponthol vizsgal-
ta a kérdést. Egy adott konfiguracio legalis kilovéssorozatait szavaknak tekintett a
csucsoknak megfelel§ betiik kilovési sorrend szerinti egymas mellé frasaval, és az igy
kapott nyelvnek nézte a tulajdonségait. A lokalis felcserélhetGségi tulajdonsag példa-
ul azt jelenti, hogy ha w egy legalis sz6, és wu, wov egyarant szétarbeli sz6, akkor wuwv
és wou is szotarbeli és ugyanazt a konfiguraciot adja. Ez a megkozelités ugyanakkor
valamennyire eltavolodik a jaték szemléletes voltatol, igy a torténeti hiiség karara
nem ezt hasznaltuk.

A szakasz 6 kovetkezménye a kovetkezd:

A chip-firing jaték sordn amelyik csics tizelésre kész, az (egyszerre) tizel. Ha
eqy konfigurdcio valamely legdlis kilovéssorozataval elér eqy stabil konfigurdciot, akkor
barmely legdlis kil6véssorozata ugyanahhoz a stabil konfigurdcidhoz vezet.

Ezek az eredmények annyira alapvetd fontossaguak, hogy késébb az idetartozo
tételek idézése nélkiil is hasznalni fogjuk Gket.

1.3. Konfiguraciék stabilizalédasarol

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy ha egy konfiguracioé stabilizalodik, akkor ez a stabil
konfiguracio egyedi. Felmeriil a kérdés, hogy el lehet-e elére donteni a kezdeti konfigu-
raciorol, hogy stabilizalodik-e, masként szolva van-e jo karakterizacioja a stabilizalodo
konfiguracioknak. Bjorner, Lovasz és Shor [BLS91|-ben talaltak egyet (ha mint lat-
ni fogjuk, csak részlegeset is) a graf csicsainak, éleinek, és a kezdeti konfiguracio
Osszchipszaménak fiiggvényében.

1.3.1. Allitas. Egy kezdeti © chip-konfigurdcié pontosan akkor stabilizdlddik véges
1don beliil, ha van olyan csics, amelyik nem tor ki x stabilizdloddsa folytdn.

1.3.2. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy rogtén implicit hasznaljuk a stabilizalo ki-
l6véssorozatok ekvivalenciajarol szolo tételt! Ha ugyanis lényegében kiilonboznének a
stabilizal6 sorozatok, nem csak a csticsok kilovési sorrendjében, de szaméban is, akkor
a fenti allitas értelmét vesztené.

Bizonyitds. Ha x sosem stabilizalodik, akkor G végessége folytan létezik olyan v cstcs,
amelyik végtelen sokszor tiizel. A cstuicsok véges foka folytan azonban ez azt jelenti,
hogy v minden szomszédja is végtelen sokszor tiizel, ugyanis egy idé utan v kitorései
szitkségszertien ,feltoltik”. A graf osszefiiggdsége folytan ez azt jelenti, hogy minden
csucs végtelen sokszor tor ki.

A masik irdanyhoz tegyiik fel, hogy = stabilizal6do, és vegyiik egy stabilizalo ki-
torés sorozatat! Tegyiik fel, hogy ebben a sorozatban minden cstcs legaldbb egyszer
szerepel (vagyis hogy minden csics legalabb egyszer kitor), és vegyiik azt a v csi-
csot, amelyik el6szor ,hagyja abba” a kitorést, vagyis az els6 olyan csticsot, amelyik
utan onmaga mér nem, de mindegyik méas csics legalabb egyszer még szerepel. Ha
minden mas cstcs kitor v kilépése” utan, akkor v minden szomszédja, tehat v deg(v)
chippel mindenképpen gyarapodni fog x stabilizalodasaig. Egy stabilizalo kitorésso-
rozat definicié szerint megengedhets, tehat v nemnegativ chipszammal fejezte be a



kitorést. Kovetkezésképp v szomszédai ,ajratoltik” v-t. Mivel a chipszam csckkentés
egyetlen modja a kitorés, és v instabil helyzetben van (kitorésre kész), v-nek muszaj
még egyszer kitornie.

Ha tehat minden csiics legalabb egyszer kitor, akkor a folyamat végtelen, ha pedig
a folyamat végtelen, akkor minden csiics végtelen sokszor tor ki. Ez bizonyitja az
allitast. O

1.3.3. Példa. Az 1.3 abran egy végtelen jatékot mutatunk.

1 2 3 1
3@2 0@3 1%0 2@1
0 1 2 2

1.3. dbra. Egy sosem stabilizalodo jatékban minden cstcs végtelen sokszor torik ki.

Vegyiik a csucsok egy tetszéleges vy, . .., v, sorrendjét. Ha minden élet a nagyobd

c sz

1.3.4. Tétel. Legyen G = (V, E) véges, dsszefiiggd, iranyitatlan grif |V| = n csicson
és |E| =m élen. Nézzik azon kezdeti x chip-konfigurdciokat, melyeknek dsszchipszd-
may oy Ty =N.

1. Ha N > 2m —n, akkor minden N 0sszchipszami kezdeti konfigurdciora a chip-
firing folyamat végtelen.

2. Hom < N < 2m —n, akkor van olyan x, amelyik sosem, és van olyan, amelyik
véges 1don stabilizalodik.

3. Ha N < m, akkor minden N dsszeqi chip-firing folyamat stabilizdlodik iddvel.
Bizonyitds. Legyen az x kezdeti konfiguracié N Gsszegi.

1. Tegyiik fel, hogy N > 2m —n. Tudjuk, hogy véges grafokra ) _, deg(v) = 2m.
Mivel a chip-firing jaték sordn az Osszchipszam valtozatlan, ezért a skatulya-elv
alapjan mindig lesz olyan v cstics, amelyiken legalabb deg(v) darab chip van,
tehat a folyamat sosem all le.

2. Tegytik most fel, hogy m < N < 2m —n. Az (z, = deg(v) — 1),ev konfiguracio
Osszchipszama 2m — n és trividlisan stabil.
Most mutatunk egy N = m 0Osszegi, végtelen folyamatot indukal6 konfiguraciot.
Ehhez vegyiik a graf egy tetszéleges aciklikus orientaciojat, és minden irdnyitott
uw él esetén v-re helyezziink egy chipet. Ezt nevezziik az élek egy irdnyitésa altal
indukalt konfiguracionak. Minden aciklikus orientéciénak van nyelGje, tehat van
legalabb egy v cstcs, amelyiken deg(v) darab chip van. Térjon ki ez a csucs,
és a beldle kivezetd éleket forditsuk meg! Vegylik észre, hogy az igy kapott
konfiguracié pontosan az 1j irdnyitas altal indukalt konfiguracioval egyezik meg!
Valéban: v-n 0 darab chip van, és forrassa valtozott, minden u szomszédja pedig
deg(u,v) darab chippel gazdagodott, pontosan annyival, ahany kezdetben wud
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tipusi él a kitorés utdn megfordult. Ezen megmaradési tulajdonsag miatt ez
a folyamat végtelen, az pedig vildgos, hogy az Osszchipszdm m. Ha az elsé
konfiguraciobol elvesziink (vagy a masodikhoz hozzédadunk), stabil (végtelen)
konfiguraciot kapunk.

3. Tegylik végiil fel, hogy N < m, és kezdjiik el jatszani a jatékot. Ha a kezdeti x
konfiguracié stabil volt, akkor jok vagyunk, ha nem, akkor egy id§ utan alljunk
le (ha addig nem stabilizalodtunk), és igy kapunk valami véges kilévéssorozatot.
Jeloljiikk meg a chipeket, és minden uv élhez rendeljiik hozzé azt a konkrét chi-
pet, amelyik akkor halad at az élen, amikor azon az élen el6szor halad at chip.
Ez ugyanaz, mintha azt a chipet rendelnénk hozza, amelyik akkor halad at raj-
ta, amikor az u, v csticsok koziil valamelyik elGszor tor ki. Sziikség van azonban
itt egy kis pontositasra. A bizonyitast ugy szeretnénk ugyanis befejezni, hogy
mivel élszamnél kevesebb chip van, van olyan él, amelyhez nem rendeltiink chi-
pet, ami csak ugy lehet, ha egyik végpontja sem tort ki. Mivel ekkor talaltunk
olyan cstcsot, amelyik sosem tort ki, az 1.3.1. Allitas értelmében ez azt jelenti,
hogy x stabilizal6do.

Igaz-e azonban, hogy az els6 kovetkeztetés, méasként szolva igaz-e, hogy egy
chip legfeljebb egy élhez tartozik? Gondolhatjuk ugyanis, hogy elgszor kitor a
v csucs, és minden railleszkedd vu élhez hozzarendeljiik a rajta most athaladoé c
chipet. Késébb u kitorésével a ¢ chip tovabbvandorol egy kivetkezs csiicsra, igy
szintén c-t rendelve hozzé a megfelels élhez. Vegylik azonban észre, hogy u kito-
résekor legalabb egy chip (egész pontosan deg(u,v) darab) vissza is keriil v-re!
Miért is ne kiildenénk akkor inkdbb wvissza a ¢ chipet, ahelyett, hogy tovdbb-
vandoroltatnank; a még chippel nem rendelkez& éleken pedig 1j, friss chipeket
kiildiink. Persze, ez utobbi is kis megfontolast igényel, ti. hogy minden chippel
nem rendelkezd élre ténylegesen jut-e 1j, még fel nem hasznélt chip. De hat ez is
igaz, ugyanis azt tudjuk, hogy ha egy u cstcs kitor, akkor legalabb deg(u) darab
chip van rajta. Ha van még chippel nem rendelkezd éle, az ezaltal azt jelenti,
hogy u-n volt chip eredetileg is, mégpedig legalabb annyi, ahany chippel nem
rendelkezd él most éppen illeszkedik ra, méaskiilonben nem lenne most kitorésre
kész. Tehat minden élre kiilonb6z6 chip jut(hat), igy kész vagyunk. ]

1.4. A stabilizaloédasi 1d6rol

Az el6z6 szakaszban részleges karakterizaciot adtunk arra a kérdésre, hogy egy kezdeti
konfiguracié stabilizalodik-e a chip-firing jaték soran. Ebben a szakaszban valaszt
adunk arra a kérdésre, hogy tudunk-e felsé korlatot adni a stabilizdlodo konfiguraciok
stabilizalodési idejére? Tardos |[Tar88|-ban a graf atmérdjét, Lovaszék pedig [BLS9I1]-
ben a Laplace matrix masodik legkisebb sajatértékét hasznalva adtak polinomialis
fels6 becslést a stabilizalodasi idére. Ebben a szakaszban mindkett6t ismertetjiik.

1.4.1. Definicié. Egy Osszefiiggé G graf atmérdje alatt a csticsok kozotti utak hossza-
nak maximumat értjiik. Precizen: ha d(u,v) jeloli az u és v cstuicsok tavolsagat, akkor
a graf atmérdje

diam(G) = max{d(u,v)|u,v € V'}.
1.4.2. Tétel. Legyen G = (V, E) véges, dsszefiiggd, iranyitatlan graf |V| = n csicson

és|E| =m élen. Ha eqgy N dsszchipszami x konfigurdcid stabilizdlodo, akkor legfeljebb
2mnd lépés alatt biztosan stabilizdlodik.
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Legyen z egy kezdeti chip-konfiguracio, és nézziik x egy k hosszu & = wy ... w,
legalis, de nem feltétlen stabilizald kilovés-sorozatat. Egy 0 < t < k id6pontban
Tf : V — N fiiggvény jeloli, hogy egy w cstcs hanyszor tort mar ki a £ sorozatban
a t id6pontig. Masként fogalmazva 7+ (w) = #{w € &|;}, ahol &|; a £-nek a t hosszi
kezdGszelete. Egy N chiposszegt konfiguraciora igaz a kovetkezd lemma.

1.4.3. Lemma. Legyen x eqy N chipdsszeqi kezdeti chip-konfigurdcio. A fenti je-
lolések mellett ekkor x minden k hosszi & = wy ... w, legdlis kilovés-sorozatdra és
minden u €s v szomszédos csiucspdrra, barmely 0 <t < s iddpontban

7 (u) =7 (v)] < N.

Bizonyitds. A jelolések egyszertisitése végett az altalanossag megszoritasa nélkiil fel-
tehetd, hogy az s-dik id6pontban vizsgalodunk, igy 7, helyett irjunk csak 7-t. Tegyiik
fel, hogy a = 75(u) < 7°(v) = b. A csticsok ekkor két részre particionalhatok:

S={weV|rt*(w) <a}, T=V\S.

A konstrukcid szerint u € S,v € T, és a graf OsszefiiggGsége miatt a két csicshalmaz
kozott vezet legalabb egy él (pl. az wwv él). Be szeretnénk latni, hogy v legfeljebb
N-szer tobbszor tort ki, mint . Ehhez csindljuk a kovetkezét!

A csticsokat szdmozzuk be V = {vy, ..., v,} alakban. Jelolje T = (75(vy), ..., 75(v,))
a 7 fiiggvény vektorizaltjat. A 7 vektort S és T szerint bontsuk két részre, ahol érte-
lemszertien Tg T-val egyezik meg az S-nek koordinatakon és 0 kiilonben, 71 pedig a
T-n egyezik meg 7-val. A £ kilovéssorozat altal kapott y konfiguraciot ekkor

y=x—LTt=x—Lts— LT

modokon szamolhatjuk ki. Fontos megjegyezni, hogy a fenti képlet algebrailag ugyan
helyes, de x — LTg nem feltétlen legalis kilovéssorozat eredménye! Semmi sem garan-
talja ugyanis, hogy S csucsai anélkiil tudnanak legalisan kitérni pontosan annyiszor,
ahanyszor &-ben, hogy T cstcsai akar egyszer is kitortek volna: marpedig a fenti fel-
irads azt sugallja, hogy el6szor az S csucsait, majd csak utdna a T' cstcsait 16jiik ki.
Az azonban igaz, hogy ha egy x kezdeti konfiguraciobol a & legdlis kilovéssorozat y-t
adja, akkor ¢ tetszéleges permutacioja is y-t adja, csak nem feltétlen legélis 1épések
sorozataként. Hasznaljuk ezt kil

A £ legalis kilovéssorozatbol készitsiik el a £ (nem feltétlen legalis) kilovéssorozatot
ugy, hogy T elemeit S mogé soroljuk. Ezt tigy csinédljuk, hogy £-bdl elhagyjuk elGszor
T elemeit, igy kapjuk a &g kilovéseket, majd forditva, £&-bél S elemeit hagyjuk el, igy
kapva &7 elemeit, majd a két 4j sorozatot egymas mogé irjuk. Az uj kilovéssorzat
ekkor ¢ = &g&r alakba is irhato. Vilagos, hogy a &s-beli csticsok Tg-szer, a &p-
beliek Tr-szer 16ttek ki &'-ben is. Mit kapunk igy, ha most £’ szerint is végigjatsszuk
a jatékot, am ezuttal nem feltétlen legalis csak lépésekkel, utkozben akir negativ
chipszamot is megengedve az egyes csucsokon? Miutan S csticsai mind kitortek 6k
méar csak kaphatnak chipeket az S és T kozotti éleken keresztiil, Sket visszakilden:
méar nem fogjak. S csicsai legfeljebb a-szor tornek ki, a jaték végéig pedig legfeljebb
N chip érkezhetett a T csucsai felgl (hiszen a chipek vissza méar nem keriilhettek).
Az u és v szomszédosak, a koztiik futo él S és T kozotti, igy adodik, hogy u kitorései
utdn v sem torhetett ki tébbszor, mint N, vagyis b —a < N. ]

Az 1.4.2. Tétel bizonyitdsa. A tétel bizonyitdsa innen mar konnyd. Vegyiink egy
N chiposszegli x kezdeti chip-konfiguraciot, a graf atmérgjét jelolje d = diam(G).
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Az 1.3.1. Allitas alapjan, ha = stabilizalodo, akkor van olyan v csics, amelyik sosem
tor ki x stabilizdlodasa alatt. Az el6z6 lemma alapjan ennek minden szomszédja
legfeljebb N-szer tor ki. Indukcioval lathato, hogy ekkor minden csiics legfeljebb dN-
szer torik ki. Az 1.3.4. Tétel alapjan N < 2m — n < 2m, mivel z-r6] feltettiik,
hogy stabilizalod6. Adodik, hogy n cstucsu grafon ekkor egy N Osszegi stabilizalodo
konfiguracio legfeljebb 2mnd id§ alatt biztosan stabilizalodik. O

1.4.4. Megjegyzés. A Lemma bizonyitasa koriillményesnek latszik, de valojaban
csak végig kellett gondolni, hogy ha a jatékra egy adott pillanatban néziink ra és
csak a kapott konfiguraci6 érdekel minket, a koztesek nem, akkor az addig kitort
csucsokat tetszéleges sorrendben kil6ve ugyanazt a konfiguraciot kapjuk, csak nem
feltétlen legalis 1épésekkel. Ez a triikk gyakran hasznos lehet a bizonyitdsokban. A
mi esetiinkben pl. két olyan részre tudtuk szedni altala a csticsokat, hogy a megoldas
lényegében az 6liinkbe hullott onnan.

Tardos felss korlatja n* nagysidgrendii. Lovaszéknak sikeriilt olyan felsé korlatot
adni, amely altalanos esetben rosszabb ugyan, mert akir n® nagysagrend is lehet, de
a grafra tett megszoritasokkal Tardos korlatja ala is keriilhet. Az allitasuk belatasdhoz
sziikségiink lesz néhany tovabbi spektralgrafelméleti allitasra.

1.4.5. Tétel (|[BLSI1|). Legyen G = (V, E) véges, dsszefiiggd, iranyitatlan graf |V | =
n csicson és |E| = m élen. Ha eqy N dsszchipszami © konfigurdcio stabilizdlodo,
akkor legfeljebb 2nN/\,_1 1épés alatt biztosan stabilizdlodik, ahol \,—1 > 0 a Laplace
mdtriz mdsodik legkisebb sajdatértéke.

1.4.6. Lemma. A grdf dtmérdgjét jelolje d = diam(G). Ekkor \,_1 > 1/(nd).

Bizonyitds. Szamozzuk be a csicsokat 1-t8l n-ig: V' = {vy,...,v,}. Tudjuk, hogy
L1 = 0. Jeldlje w a A,_;-hez tartozd egységhosszu sajatvektort. ||w|| = 1 miatt
létezik olyan cstcs, mondjuk vy, hogy

wi] > 1/v/n.

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy wy > 0. A w1 = >"" w; =0
skalarszorzat eltiinik, mivel a sajatvektorok merélegesek egymasra, igy létezik olyan
csucs, mondjuk vy, hogy

wy, < 0.

A vy és v cstucsok kozotti legrovidebb utat jelolje P. Ekkor
E—1<d.

Egyszeri szdamolassal kapjuk, hogy
Apo1=w" Lw = Z (wy, — wv)2 2 Z (wy — wv)2 = ().
wel uvEP

A szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlGtlenséghdl, és a korabbi kiemelt becslése-
inkbdl kapjuk a Lemma allitasat:

— 1 i ? (wy — wy)? w2 1
— 2 . 1 — Wg 1
(*) = Z(wz — Wig1)” > 1 (Z(w’ — wi—i—l)) I > A > o O

i=1 i=1
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A Tétel bizonyitasa el6tt idézziink fel néhany linearis algebrai allitast. Vegyiink
egy A pozitiv szemidefinit matrixot. A rangja legyen r, spektrumat jelolje Ay > --- >
Ar > N1 =+ =\, = 0. A spektralfelbontasa ekkor

n
§ T
A= )‘ivivi s
i=1

ahol Av; = \jv; az i-dik ortonormélt sajatvektor. A-nak A*-gal jeldlt pszeudoinverze
ekkor konnyen ellenérizhetGen

T

A" = Z %Uﬂ)iT

i=1 "

alakban frhat6. Egy ortonormalt rendszerre mindig igaza ) ;. v;v! = I,, dsszefliggés,
ahol I,, az n x n identitas matrix. Ezt kihasznalva az A* A szorzat

n

,

* _ 2T _ T

AA—E vv; =1, E V;U;
i=1

j=r+1

Az 1.4.5. Tétel bizonyitdsa. A kezdeti, N chipOsszegii chip-konfiguraciot jeldlje x =
(x1,...,2,). Nézziink ra a folyamatra s 1épés utén, a keletkezett konfiguraciot y =
(Y1, - -, Yn) jeloli. Mint korabban, 7 = (11,...,7,) jeloli, hogy az egyes cstcsok ezen
s 1épés alatt hanyszor tortek ki. Ekkor

LT=x—y.

Az 1.3.1. Allitas alapjan, ha z stabilizalodo, akkor van olyan cstcs, az altalanossag
megszoritdasa nélkiil legyen ez a vy cstics, amely nem tort ki ezen s 1épés alatt, vagyis
amelyre 71 = 0. Ekkor ef'T = 0, ahol e; az elsé standard bazisvektor. A lépések s
szamara s =y 7; = 177 adodik.

Osszefiiggs graf esetén L rangja n — 1, nézziik L és L* spektralfelbontasait:

n n—1 1
T * T
L= g vy, LT = E yvivi .
. . 1
=1 =1

A két matrix szorzatara az el6zéek alapjan

UL:@-WJ:@—E%
n

n

ahol v, = \/Lﬁln a 0-hoz tartozo, azonosan \/Lﬁ sajatvektor, J, pedig az n X n csupa

1 matrix. Ha ezt balrdl el-vel megszorozzuk, akkor el L*L = eI — %IT—t kapunk.
Atrendezve latjuk, hogy
17 = nel (I, — L*L).

Az el6z6ekkel Osszerakva a lépések s szamara a kovetkezé fels6 becslés adodik:
s=1"r =nel (I, — L*'L)T = —nel L*LT = —nel L*(x — y)

n—1

=3 e - )

=1
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Mivel tudjuk, hogy s > 0, a Cauchy-Schwarz-egyenlGtlénség segitségével s-et feliilrsl
becstilhetjiik

) ]
s= > Sl ullel (e - y) }j eFuil[of (z — )|
- 1 ’I’L -1

n n—1 n—1
< L Sk Y T - )
b\ =t i=1

modon.
A gyokvonas els6 tényezdjét szamolva

n—1 n—1 n—1 1 1
Z(efvi)Q = el (v; =el el(I,——Jyer=1-—=-<1
n

- N n
i=1 i=1 2:1

felsé becslés jon ki, mig a masodik tényezére hasonld szémolas alapjan

n—1 n—1
1
>l @ =y)f = (e =)' D (wal) (x—y) = (=) (L~ ) (x —)
i=1 =1
2 1 2 2
= llz =9l = —llw = yll} < lla = yl}3
Mivel

n

e —ylls < lle =yl =D |vs—wl <) (i +w:) = 2N,

i=1 =1

s becslésére visszatérve tehat

2 — ylls < 24
T —Y|l2 >
n—1 )\n—l

adodik, bizonyitva a Tételt. O

1.4.7. Megjegyzés. Ha az 1.4.6. Lemma eredményét is felhasznéljuk, azt latjuk,
hogy s < % < 2n2Nd, ami akar n® nagysagrend( is lehet, tehat azt latjuk, hogy
Tardos becsléséhez képest altalanos esetben rosszabb ez a becslés. Am léteznek grafok,
hogy ez jobb (|[BLS91|, Theorem 3.2. uténi megjegyzés).
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2. fejezet

Sandpile-csoport

Az el6z6 fejezetben bevezettiik a chip-konfigurécio és legalis tiizelés fogalmét, melyek
segitségével definialtuk, mikor neveziink egy konfiguraciot elérhetének egy masikbol.
Most ezt a relaciot fogjuk ekvivalenciarelaciova béviteni, majd ennek segitségével egy
S(G) Abel-csoportot rendeliink hozza egy grathoz, amit sandpile csoportnak fogunk
nevezni. Belatjuk, hogy a csoport rendje megegyezik a feszit6fak szamaval, ami miatt
a 4 fejezetben ezen csoport szabad, tranzitiv hatasat tudjuk definidlni egy szalaggraf
7(G) feszit6fain. Ezutén ismertetjiik a break divizorok fogalmat, végiill megnézziik,
hogy hogyan tudunk bijekciét adni a sandpile csoport és a feszit6fak kozott.

Legyen G = (V, E) véges, Osszefiiggs, iranyitatlan graf, =,y € ZY, két chip-
konfiguracio. Az y elérhets 2-bél, ha létezik legalis kilovéseknek z-ben kezdsds és
y-ban végz6ds sorozata. Vegylik észre, hogy az elérhetdségi reldcid reflexiv (barmely
konfigurécio az iires sorozattal elérheté Gnmagabol) és tranzitiv (a legalis kilovés soro-
zatok egymaés utén irasaval), de nem szimmetrikus: egy stabilizalodo konfiguraciobol
ugyanis elérhets egy stabil, a&m egy stabil konfiguraciobol definicié szerint nincs legélis
lépés, tehat az csak dnmagaval all reldcioban. Formaélisan, ha © — y jeloli, hogy y
elérhets x-bdl, akkor a — relécio

o reflexiv: z — x, Vo € ZY,,
o tranzitiv: x — y,y = 2z = x — 2z, Va,y, 2 € ZY,,
e nem szimmetrikus: 3z,y € ZY;:x — y,y A .

Hogyan tehetjiik szimmetrikussé a fenti relaciot? Az egyik, kevéssé elegans megoldas,
hogy azt mondjuk, két konfiguracié relacioban all egymaéssal, ha az egyikbdl elérhetd
a méasik. Ez vilagos, hogy reflexiv maradt és tranzitiv is, de ezenkiviil szimmetrikus is
méar. Hogyan lehetne az elérhetdségi relaciot természetesebb moédon szimmetrikussé
tenni? A megoldashoz be kell vezessiink egy 1j miiveletet, csicsok anti-tiizelését, és
el kell engedjiik a konfiguraciok nemnegativitési feltételét is. Fzzel természetesen a
legalis tiizelés fogalmat is elfelejtjiik.

2.1. Linearis ekvivalencia

Legyen G = (V, E) véges, Osszefliggd, iranyitatlan graf. Bovitsiik ki el6szor a chip-
konfiguracio és tiizelés fogalmat az 1.1.1. Definicié mintéajara.

2.1.1. Definicié. o (G egy divizora egy csiicsokon értelmezett egészértékd vektor:

= (z1,...,2,) €Z.
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A koordinatakat tovabbra is chipekként értelmezziik, megengedve a negativ sza-
mu chipet is. A divizorok Abel-csoportjat Div(G) jeldli, ahol a csoportmiivelet
a koordinatankénti 0sszeadas.

e Ha egy v cstcs tizel, minden railleszkeds élen atkiild egy-egy chipet, igy novelve
a szomszédai chip szamat, a sajatjat pedig deg(v)-vel csokkentve. Ha egy v cstcs
anti-tizel, akkor minden railleszkedé élen egy-egy chipet kap, igy csokkentve
szomszédai chip-szamét, a sajatjat deg(v)-vel novelve. Az anti-tiizelés tehat a
tiizelés inverze, és gyakran azt mondjuk, hogy a v csics kolcsonkér. Ha egy
csucs aktivalodik, akkor vagy tiizel vagy anti-tiizel.

e Kilovés-sorozaton csicsok egymas utani aktivalodasat értjiik.

e Egy y € Div(G) divizor elérhetd az x € Div(G) divizorbol, ha létezik x-ben
kezd6dé és y-ban végzdds kilvés-sorozat.

e Az x,y € Div(G) divizorokat linedrisan ekvivalensnek mondjuk és  ~ y modon
jeloljiik, ha x elérhetd y-bol.

2.1.2. Példa. Az 1.3. abra konfiguracioi tehat egymaéassal linearisan ekvivalensek. Az
Osszes veliik linearisan ekvivalens divizor alkotja az ¢ ekvivalencia osztalyukat.

2.1.3. Megjegyzés. Egy divizorra gyakran fogunk konfigurécioként is hivatkozni.
Mivel a megengedhetség (nemnegativitas) feltételét elengedtiik, a tovabbiakban ezt
a két fogalmat megegyezének tekintjiik, ahol ez nem okoz félreértést. A divizorok
fenti definicidjat vehetjiik a chip-konfiguraciok kibvitésének, természetes altalanosi-
tasdnak is.

2.1.4. Allitas. A linedris ekvivalencia ekvivalencia-reldacio a divizorok csoportjdn.

Bizonyitds. A fejezet elején leirtakhoz hasonloan vilagos, hogy az iires kil6vés-sorozatot
véve minden divizor linerdisan ekvivalens 6nmagéval, tovabba hogy a kilévés-sorozatok
egymas utan irasaval beldthatoé a relacio tranzitivitasa is. Tegylik fel, hogy egy
x € Div(G) divizorbol az y € Div(G) divizor elérhets a

Eil Eik
§=v;," ... v,

kilovés-sorozat segitségével, ahol g;; = 1 esetén a v csics kitort, g;; = —1 esetén
pedig kolesonkért, minden 1 < j < k-ra. Jelolje €71 a & megforditasat a kovetkezd
értelemben:

I ”U;:ik RS
¢ l-ben tehat a csticsokat forditva irjuk fel, és minden csics amelyik kitort, az kol-
csonkér, amelyik kolesonkért, az kitorik. Vilagos ez alapjan €71 egy y-bol a-be tarto
kil6vés-sorozat. O

Az 1.1.4. Allitashoz hasonléan a két kitorés miivelet felirhato a graf Laplace
matrixdnak segitségével.

2.1.5. Allitas. Legyen adott eqy x divizor és eqy v € V cstics. Ha a v csics tizel,
akkor a keletkezett y konfigurdcio y = x — Lx,, ha anti-tizel, akkor y = x + Ly,
alakban irhato fel, ahol x, a v csics karakterisztikus vektora.

2.1.6. Tétel (Felcserélhetdségi tulajdonsag). Legyen adott eqy x € Div(G) divizor

€s gy 19 = wi' .. wt kilovéssorozat.  Ekkor a &-beli elemek tetszdleges &g, . j,) =
wj-jl .. .wj;k permutdcidjdara x-nek a § dltali és &, .. ;) dltali képei megegyeznek.
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Bizonyitds. Az elézs allitast induktivan alkalmazva kapjuk, hogy z-nek a ¢ altali x¢

képére
k
= — E €i. " X
15 Vi
Jj=1

igaz. A jobboldali szummét megfelel§ sorrendben felirva & tetszéleges permutéaciojat
megkaphatjuk, mikézben az 0sszeg valtozatlan marad, igazolva az Tételt. O]

2.1.7. Allitas. Legyen adott eqy x divizor és tegyiik fel, hogy egqy v csics anti-tiizel.
A keletkezett konfigurdciot gy is megkaphatjuk, hogy minden v-t6l kiilonbozd csicsot
kiloviink.

Bizonyitds. A Laplace matrixos felirasbol rogton adodik az allitas. Tudjuk ugyanis,
hogy az L Laplace métrix 0-hoz tartozo sajatvektora a 1, csupa 1 vektor. Erre, mint
a csucsok karakterisztikus vektorat nézve a

1=xv=x0+X{vo}

felbontést kapjuk. Kovetkezésképp 0 = L1 = Lx, + Lx{v—,}. A jobb oldali &sszeg
méasodik tagjat levonva, az egyenlet mindkét oldalahoz z-et adva

T+ Lxy =2 — Lxqv—u)
adodik, vagyis a keletkezett konfiguraciok valoban megegyeznek. O]

2.1.8. Allitas. Az z,y € Div(G) divizorok pontosan akkor linedrisan ekvivalensek,
ha létezik olyan z > 0 egész vektor, hogy y = x — Lz. S6t, z wvdlaszthato olyannak,
hogy a {v € V|z, = 0} halmaz nem iires.

Bizonyitds. Legyen x ~ y, és legyen & az x-bsl y-ba vezetd olyan kilovéssorozat,
amiben a csicsok mindig tiizelnek. Az elézd allitas értelmében ilyen létezik. Legyen
2, = [{v € £}| a v el6fordulasi szama &-ben, és legyen 2z = (2, )y € ZY egész vektor.
Az 2 — Lz vektor ekkor pontosan y-nal egyezik meg a 2.1.5. Allitas értelmében.
Mivel L1 = 0, ezért ha y = x — Lz, akkor y = © — L(c- 1 + 2) is igaz lesz
minden ¢ € Z egész konstansra. Alkalmas ¢ valasztésaval igy elérhetd, hogy a {v €
V]z, = 0} halmaz ne legyen iires. Ez val6jaban annak a gondolatnak az algebrai
megfogalmazasa, hogy ha x ~ y, akkor van olyan kilévés sorozat, amiben valamelyik
csics nem 16. O

2.1.9. Megjegyzés. A fenti allitasok alapjan a linearis ekvivalencia definidldsahoz
az anti-tiizelés bevezetése tehat valojaban nem sziikséges, pusztan szemléleti és egy-
szertisitési célokat szolgalt, nélkiile is boldogultunk volna. Ha konnyebb a segitségével
az allitasokat és bizonyitasokat megfogalmazni, akkor tovabbra is hasznalni fogjuk.
Vegyiik azonban észre, hogy a nemnegativitasi feltétel elhagyasa kritikus! A nemnega-
tivitasi feltétel elhagyaséval nem beszéliink se legalis 1épésrdl, se stabil konfiguraciorol,
ahogyan jaték helyett is kilovés sorozatokat néziink csak — a jatéknak ugyanis, sta-
bil konfiguracié hijan, nincs természetes vége. Chipek helyett ezért gyakran tékének
vagy tartozasnak tekintjiik a csiicsokra irt értékeket, és egy cstics adhat vagy kérhet
koleson. A jaték egy ilyen variansat (egy un. nyels csics bevezetésével) szoktak dollar
game-nek is nevezni. |Big99| példaul ilyen kontextusban beszélt a chip-firing jatékrol.
A jaték végét ilyenkor valahogy méasként kell definialni, példaul ha egy nyels cstcs
kivételével (bank) minden més cstiicson nemnegativ érték szerepel.
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2.2. Sandpile-csoport

Egy x € Div(G) divizor foka a > | z; chipdsszeg és deg(x)-szel jeloljiik. A Div(G)
Abel-csoport k-ad foka divizorainak mellékosztalyat jeldlje

Div*(G) = {x|deg(z) = k} C Div(G), k € Z,

mely k = O-ra a nulladfoka divizorok Div®(G) részcsoportja. Div(G)-n a linearis
ekvivalenciat jelolje tovabbra is ~. Emlékezziink, hogy két divizor pontosan akkor
linedrisan ekvivalens, ha a kiilonbségiik a Laplace méatrix képében van:

r,y€ Div(G):x~ysSr—yecimLbe IzeZ : Lz=x —y.

2.2.1. Definici6. Az S(G) = Div®(G) /.~ faktorcsoportot a graf sandpile-csoportjanak
nevezziik. A Div*(G) mellékosztalyok képét Div(G)/-ben S*(G) jelli.

2.2.2. Tétel. Legyen G véges, iranyitatlan, dsszefliggd grdf, a feszitéfainak halmazdt
7(G) jelolje. Az S(G) sandpile-csoport ekkor véges rendi, és elemszima megegyezik
a feszitofak szamdval:

A tétel bizonyitasdhoz két allitasra van sziikségiink, ezeket nem bizonyitjuk.

2.2.3. Lemma (|Stal6]|). Legyen A : Z" — Z" invertdlhatd linedris leképezés. Ekkor
a Z"[ima faktorcsoport végesrendi, és elemszamdra |2 [ima| = det A igaz.

2.2.4. Tétel (Kirchhoff’s Matrix Tree Theorem). Legyen G véges, iranyitatlan grdf,
jelolje L a Laplace-mdtrizat. Ha L i-dik sordt és oszlopat torélyik, akkor a keletkezett
L' grdfra

det L' = |7(G)],
vagyis L' determindnsa megegyezik a grdaf feszitéfdainak szamdval.

A 2.2.2. Tétel bizonyitdsa. Toroljik L utolsé soran és oszlopat, a keletkezett méatri-
xot jelolje L'. A graf dsszefliggGsége miatt L’ invertalhatd matrix. Az el6zé két allitas
alapjan tehat |V| = n esetén

|Z”_1/imL/| =det L' = |7(G)|.

Ha tehat megmutatjuk, hogy a Div’(G) /i1 faktorcsoport izomorf a Z"~! /.1 cso-
porttal, akkor készen vagyunk.

Minden 2 € Div®(G)-re 31", x; = 0, ezért az utolsé koordinatara x, = — > x;.
Ez megad egy 0 : Z"' — Div®(G) leképezést a kovetkezs modon: (z),...,2), ;) =

@' € 7" '-re 2’ képe legyen az (2/, — Y. «) € Div®(G) vektor. Ez kénnyen latha-
toan valoban bijekcio a két halmaz kozott. A leképezés inverze ugyanis a projekcid
az utolso koordinatara: 0~!(z) = (x1,...,7,_1), minden z € Div®(G)-re. Vagyis

2" | = |Div’(G))

méar megvan. Nézziik a faktorcsoportokat.

Tegyiik fel, hogy z/,y/,2 € Z" 're L'? = 2/ — 3. Azt allitjuk, hogy ekkor
z = (2/,0)ra és x = 9(2'),y = O(y')re Lz = x —y. Az elsé n — 1 koordinataban
2z, = 0 miatt ez trividlisan teljesiil. Nézziik az utols6é koordinatat. Az L' redukalt
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Laplapce métrix sorait jelolje lzi), minden 1 <i <n — l-re. A Laplace matrix utolso
sorat jelolje [, = (lgn), lnn). Tudjuk, hogy a Laplace matrix sor- és oszloposszegei 0-t
adnak. Vektoralakban felirva ezt a Laplace matrix els6é n — 1 oszlopara a

n—1

r /
>l =~
1=1

Osszefiiggést kapjuk. Ha tehat a L'z’ = 2’ — ¢/ egyenletet soronként nézziik, akkor
l’(i) -2l = a} — vy, adodik az i-edik sorra. Minden 1 < i < n — l-re &sszeadva kapjuk,
hogy

n—1 n—1

l(n) 2= lzn) 2= Z(lzz) ' Z/) == Z(x; - y;) = Tn — Yn,

i=1 =1

tehat a kivant Lz = x — y egyenlGség az utolsd koordinatdban is teljesiil.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy z,y € Div®(G)-re és z € Z"re Lz = . — y
teljesiil. Jeldlje a szokott modon x’,y" az elsé n — 1 koordinatara vett projekciokat,
és L' az Laplace méatrix utolsé soranak és oszlopanak eltorlésével kapott redukalt
matrixot. Azt allitjuk, hogy létezik 2’ € Z"!, hogy L'z = 2’ — ¢/ teljesiiljon. Ha
z, = 0, akkor 2/ = 97!(z) trivialisan jo, hiszen soronként felirva az Lz = z — y
egyenlGséget a z = (2, z,,) felbontasra

lEi) 2 A iz, = -y, V1<i<n.

Ha z, # 0, hasznaljuk ki, hogy minden sordsszeg is nulla L-ben, vagyis

n—1
j=1
A fenti egyenletbe frva azt kapjuk, hogy a 2’ = (21 — z,, ..., 2,1 — 2,) vektor jo lesz,

hiszen minden i-re

n—1 n—1 n—1 n—1
T, —Y; = Z liij + linzn = Z liij — Zlijzn = — Zlij(zj — Zn) = lzl) . Z/.
Jj=1 j=1 j=1 j=1

Létezik tehat a kivant bijekcio a Div®(G)/snr faktorcsoportbol a Z"~1/;,. 1/ faktor-
csoportra, bizonyitva ezzel a kivant tételt. O

Minden csoportban egy részcsoport és a szerinte vett mellékosztalyok rendje meg-
egyezik, igy rogton adodik a kovetkezd allitas is.

2.2.5. Kévetkezmény. Az S*(G) mellékosztdlyok is véges elemszimiiak, mégpedig

|S*(@)| = |7(Q)] igaz minden k € Z-re.

A sandpile csoport tulajdonsagai

2.2.6. Tétel. Legyen G egy véges grif, g € V egy tetszdleges csics. S(G)-nek ekkor
az {(1,, —1,)|v € V'} alaku elemek ekvivalenciaosztdalyai generdtorrendszerét alkotjdk.
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Bizonyitds. Elég belatni, hogy a Z = {(1,,—1,)|v € V} alaku elemek Div°(G) egy
generatorrendszerét alkotjak. Ezt két lépésben tessziik. ElGszor belatjuk, hogy bar-
mely x € Div’(G) nulladfokt divizor linearisan ekvivalens egy olyannal, ahol a ¢
gyokércsucs kivételével minden csiicson nemnegativ szami chip van. Az ilyen alaki
divizorok természetesen valoban felirhatok Z-beliek linearis kombinaciojaként.
G-nek a ¢-bol inditott szélességi bejarésa a cstucsokat k 4+ 1 darab szintbe osztja.
A csicsok ezen particiojat jeldlje Lo = {q}, L1,..., Ly, ahol L; elemei a szélességi
bejaras i-edik szintjében 1évG csticsok. Az Li-beli csticsok egyideji antitiizelésével
elérhetd, hogy minden Lj-beli csiicson nemnegativ szami chip legyen. ! Iterativan az
1 — 1-edik lépésben Lj U ... L;_; csucsainak antitiizelésével elérhets, hogy mar Ly_;
csucsain is nemnegativ szamu chip legyen. Az utols6 1épésben mar csak ¢ nem kér
koleson, azt eredményezve, hogy ¢-n kiviil minden csticson nemnegativ szamu chip
all. Ha @ = (24,, ..., Ty, _,,T), akkor z = S0z, - (1, —1,). O

Nézziik meg, hogy néhany specialis esetben ki tudjuk-e fejezni egyszertien a sand-
pile csoportot. Ehhez sziikségiink van a kovetkezd linearis algebrai allitasra egész
maétrixok diagonalis normalforméjarol.

Legyen M egy n x n-es egész matrix. Az M i-edik determinans osztoja (determi-
nant divisor) d;(M) az i X i-es minorok determinansanak legnagyobb kézos osztoja.
Az M i-edik Smith-faktora oy = d;(M)/d;—1 (M), ahol do(M) = 1. Kovetkezésképp
a;|air1. Az M-r6l azt mondjuk, hogy Smith-norméalalakban van irva, ha diagonalis
egész és i-dik diagonéalis eleme az i-edik Smith-faktor.

2.2.7. Tétel (|Stal6]). Egy M € Z"*" egész mdtriz. Ekkor léteznek A, B € Z™™,
det(A) = det(B) = £1 unimoduldris egész mdtrizok, hogy az N = AMB mdtriz
Smith normdlalakban van irva.

Emlékezziink, hogy S(G) ~ Div®(GQ)/im(L) ~ Z" ! /im(L,), ahol L, jeldli a ¢
csuccsal redukalt Laplace méatrixot.

2.2.8. Tétel ([Big97|, Section 30.). Legyen G véges, dsszefiiggd n csucsi grdf, jelolje
L € Z™™ a Laplace madtrizdt. Legyen q egy tetszdleges csics, €s a redukdlt L, Laplace
mdtrixz Smith-normdlalakjdt jelolje N. Ha N diagondlis elemeit ag, ..., 0,1 > 0
jelolik, és 7.J0Z a trividlis csoport, akkor

S(G) ~ ﬁ Z]oZ.

A Smith-normélformaroél és annak kiilénféle kombinatorikai alkalmazasairol [Stal6]-
ben olvashatunk bévebben.

2.2.9. Megjegyzés. A fenti tétel és a Kirchoff-tétel alapjan |7(G)| = det(L,) =
det(N) = [['=) ai = |S(G)|, mely egy masik bizonyitas, hogy a sandpile csoport
rendje megegyezik a feszit6fak szaméaval (az el6z6 tétel ugyanis nem hasznélta a
Kirchoff-tételt).

Ki tudjuk-e ennek segitségével szamolni néhany specialis graf sandpile csoportjat?

2.2.10. Allitas. Legyen T egy n csicsi fa. Ekkor S(T) ~ 1 a trividlis csoport.

'"Ha max({0} U {—z,|v € Ly })-szor antitiizelnek, az biztosan elég.
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Bizonyitds. Ha N jeloli a fa redukalt Laplace matrixdnak Smith-normalalakjat, akkor
det(N) = |S(T)| = |7(T)| = 1 miatt S = diag(1,...,1). A 2.2.8. Tétel alapjan
S(G) ~ 1/~ 2/Z = 1 atrivialis csoport. (Vagy egyszertibben az egyetlen |S(T)| = 1
csoport a trivialis.) O

2.2.11. Allitas. Legyen C, az n-csicsi korgraf. Ekkor S(C,) ~ Z/nZ az n-ed rendi
ciklikus csoporttal izomorf.

Bizonyitds. Az n cstcsu kor L Laplace métrixa és L, redukalt Laplace matrixa az
utolso csiics torlésével

2 -1 0 0 ... -1 2 -1 0 0 ... O
-1 2 -1 0 ... 0 -1 2 -1 0 ... O
0o -1 2 -1 0 0o -1 2 -1 0
L= . y Ly =
0 0o -1 2 -1 0 0 -1 2 -1
-1 0 0o -1 2 o o0 ... 0 -1
nxn (n—1)x(n—1)

alaka. Célunk L, Smith-faktorait megkapnunk. FEz a minorok determinansainak
legnagyobb koz6s osztéja. Am minden i < n — 2-re létezik 1 determinanst minor,
tehat do(Ly,) = -+ = d,—2(L,) = 1. Ezt abbdl latjuk, hogy L, elsé sorat és utolso
oszlopat torolve egy felsd haromszog matrixot kapunk, melynek fGatlojaban —1-esek
allnak. Vagyis ezen minor determinansa +1. Az (n — 2)-dik Smith-faktor tehat
valoban 1. Haromszog métrix tovabbi sorainak és oszlopainak eltorlésével tovabbra is
haromszog matrixot kapunk, kovetkezésképp a tobbi Smith-faktor is 1. (Ez egyébként
a Smith-faktorok osztasi tulajdonsagabol is kovetkezik.) Mivel egyenls az n — 1-dik
Smith-faktor? Tudjuk, hogy a Smith-faktorok szorzata a feszitéfak szaméaval egyezik
meg. C), barmely élét elhagyva egy feszitéfat kapunk, tehat az utols6 Smith-faktor
n-nel egyenls. Ekkor S(G) ~ (Z/Z)"% x (Z/nZ) ~ Z/nZ az n-ed rend ciklikus
csoport. O

2.2.12. Allitas. S(K,) = (Z/nZ)"2, ahol K, az n-csicsi teljes grdf.

Bizonyitds. A bizonyitas [Big97|, Section 30. alapjan irodott, a szdmolasokat az
olvasora bizzuk. Jeldlje I, az egységmatrixot, J, a csupa 1 matrixot, 1,, a csupa 1, 0,
a csupa 0 vektort, ahol az als6 indexben a matrix dimenziojat jeloljik. K, Laplace
matrixara L = nl,—.J, igaz, melybdl az utolso sor és oszlop torlésével kapott matrixra

;o (n—1 -17,
" _1n—2 nIn—2 - Jn—2 .

1n—2 In—2 + Jn—2 ’ 0n—2 [n—2 ’

egész matrixokra det(A) = det(B) = 1, és

T
ALHB:( 1 On—2>.

Az

0n—2 n[n—2

L,, Smith-faktorai tehat a; = 1,0y = n,2 < i < n — 1. Kovetkezésképp S(G) ~
(Z/nZ) 2. O
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A Cayley-formula alapjan K, feszitéfainak szdma n™2. A fenti tétel a Cayley-
formula algebrai alakjanak is tekinthets ezért. [JNRO3| paros grafokra és teljes grafok
Descartes-szorzatéra is kiszamolja sandpile csoportot.

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon alkalmas-e a sandpile csoportok izomorfidja el-
donteni, hogy két graf izomorf-e.

2.2.13. Tétel.
1. Legyenek G és H izomorf grifok. Ekkor S(G) ~ S(H).
2. Léteznek G és H olyan grdfok, hogy S(G) ~ S(H), de G és H nem izomorf.

Bizonyitds. Az &llitas els6 fele vilagos. A 2.2.6. Tételben szerepls generatorrend-
szerek ugyanis izomorf grafokra valéban izomorf csoportokat generalnak. A masodik
felének belatasdhoz vegyilink két egymassal nem izomorf azonos cstcsszamu fat, pél-
daul egy utat és egy csillagot. A 2.2.10. Allitas alapjan mindkét csoport a trivialissal
izomorf. O]

Végiil belatjuk, hogy minden véges Abel-csoporthoz létezik olyan graf, amelynek
sandpile csoportja ezen Abel-csoporttal izomorf. Ehhez el6bb be kell lassunk egy
egyszert tételt in. csokorgrafokrol.

2.2.14. Definicié. A G = (V, E) grafot csokorgrafnak nevezziik ha létezik olyan v
cstcsa, hogy G\v nem Osszefliggs. A Gy, ..., Gy komponensekhez a v-t is hozzaadva
v-szirmoknak nevezziik, a grafnak pedig v-t a magjanak hivjuk. Két v-szirom tehat
pontosan v-ben metszi egymast.

2.2.15. Tétel. Legyen G egy v magi, G,...,Gy szirmi csokorgrdf. A sandpile
csoportjdra ekkor S(G) ~ S(Gy) x --- x S(Gy) igaz.

Bizonyitds. Toroljiik a v magesicshoz tartozo sort és oszlopot a graf L Laplace mat-
rixdbol. A redukalt L, matrix blokk-diagonalis alakra hozhaté a csicsok megfeleld
atszamozasaval, ahol a blokkok a szirmok redukalt Laplace méatrixai. (A 2.2.13. Té-
tel alapjan a sandpile csoport véltozatlan marad.) L, Smith-faktorai igy a szirmok
Smith-faktorainak Osszessége, ami a 2.2.8. Tétel alapjan igazolja a tételt. O

2.2.16. Kovetkezmény. Legyen A eqy véges Abel csoport. Ekkor létezik G véges,
osszefiiggd grdf, hogy A ~ S(QG).

Bizonyitds. A véges Abel-csoportok osztalyozési tétele alapjan A ~ Hle 7)o 7, ahol
az « faktorok egészek és osztjak az utanuk kovetkezdket. A 2.2.15. és 2.2.11 Tételek
alapjan a G = Hle C.,, csokorgraf sandpile csoportja A-val izomorf. O

2.3. Break-divizorok

Ebben a szakaszban megadjuk, S9(G)-nek egy természetes divizor reprezentacio rend-
szerét, ahol a g = |E| — |V|+ 1 a G = (V, E) graf un. kombinatorikai génusza. A
graf egy tetszéleges T feszitofaja két részre osztja az éleket: |V| — 1 faélre és g darab
nem-faélre. Jelolje ezen utébbi nem-faéleket ey, ..., e,. Ha minden ilyen él egyik vég-
pontjara egy-egy chipet helyeziink, akkor Div?(G) egy elemét kapjuk. Ezen elemet
hivjuk a T" fa egy break divizordnak, vagy roviden egy T-break divizornak. Vilagos,
hogy egy Div?(G)-beli elem tobb feszitGfanak is lehet break-divizora, és egy fahoz
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tobb break-divizor is tartozhat. A T feszit6fat és b divizort egymaéssal kompatibi-
lisnek neveziink, ha b T-break divizor. A graf break divizorainak halmazat jelolje
B(G) € Divd(G):

B(G) = {b € Div!(G)|3T € 7(G) : b egy T-break divizor}.

A kovetkez§ tétel azt mondja, hogy a break-divizorok halmaza S9(G)-nek egy termé-
szetes reprezentacioja.

2.3.1. Tétel. Jelolje g a G grdf kombinatorikai génuszdt. Ekkor minden x € Divd(Q)
g-ed foki divizorhoz egyértelmiien létezik egy vele linedrisan ekvivalens b € B(G) break
divizor. Kovetkezésképp

|B(G)] = |7(G)].

Ez azt jelenti, hogy minden A € S9(() ekvivalencia osztalyra egyértelmiien létezik
olyan b € B(G) break divizor, hogy a b ekvivalencia osztalyara [b] = \. A 4. Feje-
zetben B(G) segitségével fogunk definialni 7(G) x S(G) — 7(G) hatasokat. Az el6z6
tétel eredménye a hatas jol definidltsaganak bizonyitasakor kulcsfontossagu lesz. A
bizonyitashoz sziikségiink lesz az alabbi lemmara.

Legyen b = (by)vey egy break-divizor G-n, H < G egy Osszefiiggd részgraf. A
b-nek H-ra vett megszoritasan a

b|H - (bv)vEV(H)

divizort értjiik. Fontos megjegyezni, hogy b|y tipikusan nem break divizor H-n. Ha
azonban H feszitett részgraf, akkor egy break divizor megszoritdsanak a fokat H
kombinatorikai génusza alulrél becsli.

2.3.2. Lemma. Legyen b € Divd(G), H < G dsszefiiggd feszitett részgrdf, g(H)
kombinatorikai génusszal. Ha b break divizor G-n, akkor deg(blg) > g(H).

Bizonyitds. Legyen T € 7(G) egy b-vel kompatibilis feszit6faja G-nek. Ekkor a T'|y
H-ra vett megszoritas H-nak egy F feszitGerdejét adja. Kovetkezésképp |E(F)| <
V(H)| - 1.

Nézziik most meg, hogy a nemfaélek hova dobjék a chipjeiket. A kulcs észrevétel a
kovetkezs: H feszitettsége miatt minden e H-beli nemfaé¢l H-ban dobja le a chipjét.
Jelolje n(e) = v azt, ha az e nemfaél v-re dobja le a chipjét. Legyen bX = |{e €
E(H)\E(F) : n(e) = v}| minden v € V(H)-ra a csucsra illeszkedd H-beli nemfaélek
szama. Ekkor a by, = (b}),en divizor egyrészt egy foka egyrészt |E(H)| — |E(F)|,
masrészt a blg > b}, egyenlStlenség koordinatanként fennall. Ennek az az oka, hogy
mig létezhet olyan H-beli csics, ami H-n kiviili nemfaéltsl kapja a chipjét, addig bj,;-
hoz ezeket a chipeket nem adjuk hozza. Ekkor persze deg(b|y) > deg(b};) is fennall.

Osszegezve

deg(blr) > deg(b”) = |E(H)| - |E(F)| = [E(H)| - [V(H)|+1=g(H). O

2.3.3. Megjegyzés. Lehetne definialni tetszéleges H < G részgrafra a H-val kompa-
tibilis divizorokat is, ahol egy H-val kompatibilis d divizort tgy kapunk, hogy minden
nem H-beli él valamely végpontjara egy chipet dobunk. Vilagos, hogy d foka ekkor
|E(G)|—|E(H)|. Ha H feszitdfa, akkor ez a hagyomanyos break divizor fogalom. Az
el6z6 bizonyitasban konstruélt bj; divizor tehéat az F' feszitGerdével kompatibilis egyik
divizor H-n.
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Val¢jaban igaz az el6z6 lemma megforditasa is, miszerint ha minden H Gsszefiiggs
feszitett részgrafon a b € Div?(G) divizorra deg(bly) > g(H), akkor b break-divizor.
Ezt [ABKS14| Lemma 3.3 és Proposition 4.8 allitasi implikaljak.

2.8.1. Tétel bizonyitdasa. ElGszor lassuk be, hogy ha két break divizor linearisan ek-
vivalens, akkor valojaban megegyeznek egymassal mint vektorok. Ehhez vegyiink két
break divizort, by, by € B(G)-t és tegyiik fel, hogy by ~ by. A 2.1.5. Allitas értelmé-
ben ez azt jelenti, hogy létezik olyan z > 0 egész vektor, hogy by = by — Lz, és az
S = {v € V|z, = 0} halmaz nem tires. Tegyiik fel, hogy by # by! Ekkor V\S sem
tires.

Tekintsiik a G[S] feszitett részgrafot! Jelolje i(S) = [{uv € E(G) : u,v € S}| az
S-en beliil futo élek szamat; e(S) = |[{uwv € E(G) : u € S vagy v € S}| azon élek
szamat, ahol legalabb az egyik végpont S-beli; és d(S,V\S) = [{uv € E(G) : u €
S,v € V\S, vagy forditva}| az S és V\S kozt futod élek szamat. Vilagos, hogy ekkor

i(S) +d(S,V\S) =e(S) = |E| —i(V\9).

Egy b break divizor G[S]-re vett megszoritasat jelolje most b(.S). A 2.3.2. Lemma
értelmében tudjuk, hogy

deg(b(U)) =z g(G[U]), Vbe B(G), UCV.

A b(U)+ b(V\U) = b particionalas miatt deg(b(U)) + deg(b(V\U)) = deg(b) = g(G)
egyenléség is fennall. Igy egyrészt

deg(b1(5)) = g(G[S]) = i(S) — [S] + 1,
masrészt

deg(b2(95)) < 9(G) — g(GIV\S])
= B[ = [V][+1—i(VAS) + V| = |5] -1
= e(S) — 5]
egyenlGtlenség igaz a by, by break divizorokra, és S C V cstucshalmazra.
A by divizorba by-bdl tigy juthatunk el, ha V\S csucsait legalabb egyszer kil6jiik.

Mennyivel nétt a kilovések utdn S-en by chipszama? Mivel a kilovéssel S-en a chipek
szama csak néhet, és S és V\S kozott d(S,V\S) él vezet, a

deg(by(S)) > deg(b1(S)) + d(S,V\S)
egyenl6tlenség vilagos, hogy fennall. Am ekkor a kiemelt képletek felhasznalasaval

e(S) = |S| = deg(ba(5)) = deg(br(S5)) + d(S, V\S)
>i(S) =S| +14+d(S,V\S) =e(S) — |S| +1,
ami ellentmondas.

Ha most belatjuk, hogy |B(G)| > |7(G)|, akkor a break divizorok fiiggetlensége
miatt B(G) valoban S9(G) egy reprezentans rendszerét adja. Ehhez meg kell adjunk
egy 7(G) — B(G) injektiv leképezést, vagyis egy modszert, ahogyan kiilonbozs fe-
szit6fakhoz kiilonb6z6 break divizorokat rendeliink. A 4. Fejezet 4.3. alszakaszédban
definialt 3, . leképezés pontosan ezt csinalja. O

Felmeriilhet a kérdés, hogy vajon ha adott egy « € Divd(G) g-ed foku divizor, el
lehet-e rola gyorsan donteni, hogy break divizor-e. A valasz szerencsére igen.

2.3.4. Tétel (|Bacl7|, Algorithm 7.6). Létezik polinom ideji algoritmus annak el-
dontésére, hogy eqy konfigurdcio break divizor-e.
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2.4. Bijekciok S(G) és 7(G) kozott

Ez a szakasz a 4. Fejezetben targyaltakat kivanja megmotivalni. Az alapvetés a kovet-
kez6: felmeriil a kérdés, meg tudunk-e adni bijekciot a sandpile csoport és a feszitfak
kozott. Azonos elemszami halmazok kozott természetesen tudunk, &m lehet-e ennek
a bijekcionak valami tobblet jelentése, vagy természetes lesz-e valamilyen modon. A
természetességet lehet érteni az aldbbi értelemben.

Legyen G és H két graf, ¢ : G — H egy grafizomorfizmus kozottiik. Ezen
izomorfizmus természetes modon kiterjed egy ¢, : 7(G) — 7(H) bijekciova és egy
s : S(G) — S(H) csoport izomorfizmussa. A kérdés tehat megfogalmazhato ugy is,
hogy léteznek-e olyan ag : S(G) — 7(G),ay : S(H) — 7(H) bijekciok, melyekre a

S(G) = 7(@)

Jes |

S(H) 22 7(H)

diagram kommutativ, azaz ¢, o ag = ay o pg, tetszbleges g csoportizomorfiz-
musra és @, bijekciokra.

[lyen azonban nem lehetséges (|[Wag00]). Vegyiik a C, n-cstucsu kor feszit6fait
n > 3-ra. Ezen feszitéfak graf automorfizmusokkal egymasba vihetGek, mig barmely
csoport izomorfizmus az egységelemet helyben hagyja. Barmi is lenne tehéat az egy-
ségelem képe, az nem lenne invarians minden graf automorfizmusra.

Csoportok és halmazok kozott sokkal inkabb hatésokat szoktunk vizsgalni, mégpe-
dig azonos elemszam esetén megkérdezhetd, hogy létezik-e kanonikus szabad tranzitiv
hatésa a sandpile csoportnak a feszitéfakon, vagyis hogy megadhato-e egy 7(G)-n egy
kanonikus S(G)-torzor struktira. Azonban ilyen sem lehetséges. Vegyiik azt a két
csucsu grafot, ahol a cstcsokat n él koti Ossze. A 2.2.8. Tétel alapjéan a sandpile cso-
port ekkor az n-ed rendi ciklikus csoport, mig minden él egy feszitéfat alkot. Vagyis
egy kanonikus (graf automorfizmusra nézve invaridns) hatas ekkor megadna az élek
egy ciklikus sorrendjét, mely énmagaban nem létezik a grafon.

Itt jonnek be a szalaggrafok a képbe. A szalaggrafok éleinek minden cstcs koriil
adott egy ciklikus sorrendje. Ez esetben valoban megadhato a feszitfakon S(G)-
torzor struktura. A szalaggrafokrol a kdvetkezo fejezetben beszéliink b&vebben, utéana
pedig definialunk két fajta S(G)-torzort.

Fontos azonban el6re megjegyezni, hogy szalaggrafokon sem létezik egyértelmi
torzor struktura. A G grafnak legyen két csiicsa, v és w, melyeket harom él, e, eq, €3
kot Ossze. A sandpile csoport ekkor haromelemt, és elemei a 0, (1,, —1,), (14, —1,)
divizorok ekvivalencia osztalyai. A csoport ekkor Z/3Z-vel izomorf. Ha az élek
sorrendje mindkét csics koril p, = p, = (e1,e2,€e3), akkor meg lehet-e mondani,
hogy az e; feszit6fat melyik nem trivialis csoportelem képezi es-be? Nem, hiszen a
[(1y, —1yw)]-€1 —> €9 és [(1y, —1,)]-€1 — ey altal indukalt v és 8 hatasokra o® = 3 # id,
vagyis G-n két kiilonboz6 hatas is definialhato, lasd 2.1. abra.

Ez utobbi ambiguitas lekiizdésére a 4. Fejezetben megkiilonboztetiink majd egy
v csucsot, amit kezdG- vagy alapcsiicsnak fogunk nevezni, és ennek segitségével defi-
nidlunk (kiilénb6z6 alappontokra tipikusan kiilénb6z6) «, hatasokat.

2.4.1. Megjegyzés. Léteznek konstruktiv megfeleltetések S(G) és 7(G) kozott. Az
egyik ilyen a Cori-Le Borgne bijekci6. Az algoritmus a szuperstabil konfiguraciok
és a feszitéfak kozott teremt egyértelmi kapcsolatot. Az elmélet teljes kidolgozéasa
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2.1. abra. Melyik sandpile elem viszi ej-et es-be? Nincs természetes torzor struktura
szalaggrafokon sem. A szalagstruktira v koril negativ, w koriil pozitiv koriiljarasi
iranyban értendd.

azonban til messze vinne minket a dolgozat témajatol, igy ennél tobbet most nem
beszéliink rola, az érdekldsknek [Klil8] 2.6.7 Alszakaszat és 3.4 Szakaszat ajanljuk
figyelmébe és Coriék eredeti [CLB03| munkajat.
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3. fejezet

Szalaggrafok

A kovetkezs fejezetben megvizsgéaljuk a sandpile torzor strukturakat egy véges graf
feszitétain. Ehhez a grafot el kell lassuk egy un. szalagstrukturaval. Hogy ezt meg-
tehessiik, ebben a fejezetben atnézziik, amit szalaggrafokrol ehhez tudni érdemes. A
fejezet kés6bbi szakaszai javarészt olyan algebrai topologiai allitasokat tartalmaznak,
melyeket bizonyitas nélkiil kozliink, tobbségiik bizonyitdsa minden algebrai topologi-
aval foglalkoz6 tankonyv részét képezi.

3.1. Sikba rajzolhat6é grafok

Ismételjiik elGszor at gyorsan a skigrafokrol tanultakat! Ismert, hogy egy grafot akkor
neveziink sikba rajzolhatonak, ha létezik a grafnak olyan lerajzolasa a sikba, hogy a
graf élei ne messék egymast. A lerajzolast a szokasos modon értjiik, azaz a cstcsoknak
a sik pontjait feleltetjiik meg, és két pontot (folytonosan) osszekotiink, ha a nekik
megfelels csticsok kozott vezet él. A szalaggraf a sikbrajzolhatosag egy természetes
kiterjesztése lesz, amikor nem a sikra, hanem valamilyen feliiletre irjuk a grafot. Ehhez

“ e,

nézziik a sikgrafok egy formalis definicidjat.
3.1.1. Definicié. Legyen G = (V, E) véges, iranyitatlan, Osszefiiggs graf, és jelolje
C°([0,1],R?) a ¢ : [0,1] — R? folytonos sikgorbék terét. A graf sikbarajzoldsdn egy
(p, 1) leképezés-part értiink, ahol

0:V—=R: ¢ E—C%0,1],R?),

mégpedig gy, hogy
1. Yuv = e € E él esetén ¢(0) = u, (1) = v, vagy forditva; tovabba

2. Ve, e’ € E élekre im(i(e)) Nim(y(e)) C (V).

Az elsé feltétel a graf egy sikra lerajzolasat (immerzidjat), a masodik pedig a graf egy
injektiv sikba rajzolasat (bedgyazasat) jelenti. Ha egy graf sikba agyazéasat nézziik,
implicit mindig beleértjiik, hogy ez egy helyes, azaz élmetszés nélkiili lerajzolés, vagyis
beagyazas topologiai értelemben is.

3.1.2. Megjegyzés. Rogzitett bedgyazas esetén a grafot sikgrdafnak mondjuk. Egy
sikgraf tehat egy sikba rajzolhato graf rogzitett (és helyes) lerajzolasat jelenti, amit
fontos néha megkiilonboztetni az absztrakt, sikba rajzolhato graf fogalmatol, ahol a
(végtelen sok) lehetséges bedgyazasok koziil nem valasztottunk ki egyet sem.!

LAz angol szakirodalom az elébbire a plane graph, utébbira a planar graph szot hasznalja, egy
konkrét beagyazast pedig gyakran a planar embedding of a graph szokapcsolattal is kifejezi.

28



Vilagos, hogy egy sikba rajzolhat6 grafnak nem lehet til sok éle. Az Euler-formula
felhasznalasaval tudunk is fels§ becslést adni az élek szamara a cstiicsok szdmanak
fiiggvényében.

3.1.3. Definici6. Egy sikgraf tartomanyan az élek altal hatarolt tartomanyait ne-
vezzik a stknak. A Jordan-féle gorbe tétel miatt minden sikgrafnak pontosan egy
végtelen tartoméanya van, amit kiils6 tartomanynak szokas hivni.

3.1.4. Tétel (Euler-formula). Legyen G = (V, E) véges, irdnyitatlan, dsszefiiggd és
eqyszert sikgraf. Ha v jeloli a csicsok, e az élek, f pedig a tartomdnyok szamdt, akkor

v—e+ f=2.

Bizonyitds. Minden fanak n — 1 éle, és egyetlen tartoméanya van, a ,kiils6” végtelen
tartomany, az allitas fakra tehét teljesiil. Vegyilink most egy nem kormentes grafot.
A graf egy korébdl egy élet elvéve az élek és tartomanyok széma is pontosan eggyel
csOkken, ugyanis minden él legfeljebb két tartomanyt hatarol, &m minden korbeli él
szintén a Jordan-féle gorbetétel miatt pontosan két tartoményt hatarol. Ez a két
tartomény az él elvételével egybeolvad, tehat valoban eggyel csokken a tartomanyok
szama is korbeli él elvételével. Ez a folyamat mindaddig folytathatd, amig (a graf
végessége) miatt el nem ériink a graf egy feszit6fajahoz. Mivel fakon az allitas igaz,
és a baloldal értéke valtozatlan maradt a procedira soran, a tételt belattuk. O

3.1.5. Kovetkezmény. Ha G sikba rajzolhato egyszeri grdaf, akkor éleinek e szamdra
€s csucsainak v szamdra
e<3v—06

teljesiil, ha v > 3, mig v =1 vagy 2 esetén rendre e = 0 vagy 1 éle van a grafnak.

Bizonyitds. Vilagos, hogy egy és két cstuicsii grafokra az alliras nem igaz. Fzekrdl
azonban az Osszefiigg@ség miatt tgyis pontosan tudjuk, hogy rendre 0 és 1 éle van.
Nézziik hat a tétel f6 allitasat. Vegylink egy v > 3 cstucesu grafot és vegyiik a graf
egy sikba rajzolasat. Kettss leszamlélassal szamoljuk meg az él-tartomény parok
szamat! A tartomanyok szamat jelolje f, az élekét e. Egyrészt, minden tartoméanyt
legalabb 3 él hatarol, tehat ez a mennyiség nagyobb vagy egyenlS mint 3f. Méasrészt
minden él legfeljebb két tartoménnyal szomszédos, vagyis 2e-nél nem is tébb a keresett
mennyiség. Az Fuler-formula felhasznalasaval

3f=32—-v+e) <2 = e<3v—06. O

3.1.6. Megjegyzés. Bar nekiink nem lesz a késGbbiekben fontos, de felmeriil a kér-
dés, vajon mennyire fiigg a graf beagyazasa az élek bedgyazasatol, azaz létezik-e
olyan graf, amit egyenes vonalakkal (szakaszokkal) nem, de gorbe vonalakkal be lehet
agyazni a sikba élmetszés nélkiil. A valasz nem, amit bar egymastol fiiggetleniil Klaus
Wagner (1936), Fary Istvan (1948) és S. K. Stein (1951) is felfedezett, még az angol
szakirodalom is leggyakrabban csak Fary-tételként emlit ([Ist48]).

Ismert tovabba sikgrafok ,tiltott részgrafjairol” szolo tétel is, nevezetesen Kura-
towski tétele. Jelolje K, a teljes n-cstcsu grafot, K, ,, a teljes paros grafot n és m
csucson. Két grafot akkor neveziink topologikusan izomorfnak, ha csticsoknak az élek-
r6l valo ismételt elhagyaséaval és/vagy felvételével egymaéssal izomorf grafokba transz-
formalhatok. Cstcsok elhagyasa alatt azt értjiik, hogy egy 2 foku cstucsot torliink, és
az addig hozzéa kapcsolodo két cstucsot egymassal kotjiik 6ssze. Csticsok felvétele egy
él kettéosztasat jelenti egy 1j cstcesal, vagyis az el6z6 forditottjat.

3.1.7. Tétel (Kuratowski). Egy G graf pontosan akkor sikba rajzolhato, ha nem
tartalmaz Ks-tel vagy K3 s-mal topologikusan izomorf részgrdafot. O
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3.2. Iranyithat6 feliiletek R3-ben

Szeretnénk a sikba rajzolhato graf fogalmat kib&viteni. Természetes Gtletnek tiinik,
hogy a grafot valamilyen R3-beli feliiletre drjuk. Vegyiik példaul a Mobius-szalagot
és a K5-6t. Nem nehéz belatni, hogy K5 élmetszés nélkiil felrajzolhatéo a Mobius-
szalagra. Hamar kideriil azonban, hogy egyszertibb, ha csak irdnyithato feliiletekre
szoritkozunk.

Az iranyithatosag egy bonyolult topologiai fogalom, mely a sikon megszokott ,6ra-
mutato jarasaval egyez6 vagy ellentétes” irany altalanositésa feliiletekre. Informéli-
san azt jelenti, hogy egy alakzat transzlaciokkal nem tiikrézhets, fordithaté6 meg.
Konnyen lathatoan ez a Mobius-szalagra példaul nem teljesiil, hiszen egy alakzat egy
teljes kor megtétele utan megtiikrézédik az egyik tengelye mentén.? Ugyanez nem
igaz a toruszra, ahol akdrhogyan is mozgatunk (eltolassal) egy alakzatot, eredeti he-
lyére visszatérve az alakzat ugyanugy ,Aall”. Az iranyithatosag formalis definicioja
helyett inkdbb fogadjuk el a kiovetkezd allitast, mely a R? iranyithat6 feliileteit ka-
rakterizalja. Idézziik fel, hogy ha S! jeloli az egységkort, akkor az n-lyuki torusz
az T = S!' x --- x St n — l-szeres topologikus direkt-szorzattal egyezik meg. A
lyukak szaméat a feliilet génuszdnak is nevezik. A gomb génusza 0, T™ génusza pedig
n — 1 minden pozitiv n-re. T™ elképzelhets, mint egy n — 1 fogantyuji gémb, vagy
hétkoznapibban, mint egy tobbszemélyes tiszogumi.

3.2.1. Tétel. Eqy R3-be dgyazott, dsszefiiggd, perem nélkiili feliilet pontosan akkor
wrdnyithato, ha a gombbel vagy eqységkorok topologikus direkt-szorzatdval homeomortf.

3.2.2. Megjegyzés. Sztereografikus projekcioval konnyen lathatd, hogy egy graf
pontosan akkor sikbarajzolhat6, ha a gombre is felrajzolhatd az élek metszése nél-
kil. Ilyen forman egy graf iranyithato feliiletre irdsa valoban jol altalanositja egy graf
stkbarajzolhatosagat.

3.3. Szalaggrafok

Legyen F egy iranyithato felillet, G = (V| E) véges, iranyitatlan, Osszefiiggs graf. A
G grafnak a feliletre irdsdn a csucsok és élek olyan lerajzolasat értjik F-re, ahol a
csticsoknak pontokat, az éleknek gorbéket feleltetiink meg, oly médon, hogy minden
él képe a végpontjainak képei kozott fesziil. G-rél azt mondjuk, hogy S-re rajzolhato,
ha létezik olyan lerajzolasa, ahol az élek(nek megfeleld gorbék) csak a cstucsokban
metszik egymast.

Formalisan egy (¢,v) part a G graf egy F-re irasanak neveziink, ha

w:V—=F, ¢:E—C0,1],F),
ugy, hogy
1. Yuv = e € F él esetén ¢(0) = u, (1) = v, vagy forditva; tovabba
2. Ve, e € E élekre im(¢(e)) Nim(y(e')) C o(V).

Egy graf ilyen lerajzolasa egyben egy adott cstcsra illeszkedd élek ciklikus sor-
rendjét is megadja az irdnyitas szerint. Minden csiics egy kis kornyezete ugyanis

2Ezért szerencsés, hogy egy gémbbel homeomorf feliileten éliink. Képzeljiik el, mekkora galibat
okozna, ha egy Fold koriili utazas soran fejjel lefele érkeznénk meg!
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lokalisan R2-vel homeomorf, amit ha a F-rél 6rokolt iranyitassal ellatunk, akkor az
élek ciklikus sorrendjét az iranyitasnak megfelels koriiljarassal kapunk meg. Ennek
az allitasnak a megforditasa is igaz. Ha a graf minden cstucsara adott a csicsra illesz-
kedé élek egy ciklikus sorrendje, abbol az ember megkaphat egy irdnyithato feliiletet
is (egész pontosan annak egy triangulaciojat), ahol a triangulacio oldalai a graf meg-
felel6 koreinek felelnek meg. Hogy ezt pontosan megadhassuk, definialjuk a graf egy
szalagstruktirajat.

3.3.1. Definicié. Legyen G = (V, E) véges, iranyitatlan, Osszefiiggs graf. Egy v csics
koriili szalagstruktiran a v-re illeszkedé élek egy ciklikus sorrendjét értjiik, és p, =
(Cirs s Cigyy)-vel jeloljiik. A graf egy szalagstruktirdjdin a p(G) = (p,)vev vektort
értjiik. Ha egy G grafon adott egy szalagstruktara, akkor a grafot szalaggrdfnak
nevezziik és (G, p)-val jeloljik.

Ezzel a szohasznélattal élve tehat azt lattuk, hogy a graf minden feliiletre ira-
sa meghataroz egy szalagstrukturat, a feliilet irdnyitdsat nézve természetes modon.
Most bizonyitsuk be a forditottjat. Egy v cstcsra és egy railleszkeds e élre jeldlje
next,(v,e) az e utan kovetkezd élet v-nek a p szerinti szalagstruktarajaban. A graf
egy C = (eq,...,ex) korsétaja p-kompatibilis, ha minden szomszédos élpar rakovet-
kez6 a csatlakozo cstcs szalagstrukturajaban, azaz ha e; és e; 1 kozos cstcsa v, akkor
eir1 = next,(v,e;), minden i = 1,...,k (exi1-et e;-nek definidlva).® Egy feliiletre
irt graf cstcsai, élei és p-kompatibilis korei (ahol p a feliiletre irasbol szarmaztatott
szalagstruktura) pont a feliilet egy tn. felharomszogelését adjak (bar az oldalak nem
feltétlen haromszogek). Ezt megforditva, ha vesziink egy G grafot és rajta egy p sza-
lagstrukturat, akkor az élek megvastagitasaval és a p-komptabilis kérok kitoltésével
(a p-kompatibilis kérre mint homotopikusan S'-re a pereménél fogva raragasztunk
egy D?-t, ahol D? a zart egységkorlap) egy olyan komplexust kapunk, mely egy felii-
let triangulacioja. Koznapi szohasznalattal élve az éleket drotvaznak hasznaljuk, és
gy csavarjuk, hogy az oldalai a p-kompatibilis korok legyen, majd ezeket szappannal
kitoltjiik.

3.3.2. Allitas. Legyen adott eqy G véges, irdnyitatlan, sszefiggd grdf. és rajta eqy
tetszdleges p szalagstruktira. Ekkor a fenti eljardssal kapott F felilet wranyithato, és
csak p-tol fiigg.

3.3.3. Definici6. Az el6z6 allitasban szerepld feliiletet nevezik (G, p) kanonikus fe-
liletének, és g génuszat (G, p) topologiai génuszanak. Ez megegyezik azon minimalis
génuszu feliilet génuszaval, amire a graf élmetszés nélkiil felrajzolhato.

Intuitivan tehat egy szalaggraf tekinthet6 a kanonikus feliiletének egy triangu-
laciojaként. Nem megleps héat a kovetkezd két allitdas, melyek a sikgrafokra vo-
natkozd Euler-tétel egy altalanositdsanak is tekinthet6k. Helyesen a tételt CW-
komplexusokkal kellene kimondani, &m annak preciz definicidja (hasonloan az ira-
nyithatosag definiciojahoz) megint messze vinne minket célunktol. Legyen elég hozz4,
hogy a feliilet egy helyes felhdromszogelését adja, és azt jelenti, hogy a felharomszoge-
lés altal meghatarozott szalaggraf topologiai génusza megegyezik a feliilet génuszaval.*

3Azért fontos korsétakrol beszélni, mert ugyan egy egyfoki csiics sosem képezi részét egy kornek
hagyomanyos értelemben, de egy p-kompatibilis korsétaban (ha éppen ez az él a soron kovetkezs)
benne lehet. Mint latni fogjuk, ez nemhogy nehézséget nem okoz, de pont hogy igy lesz kivanatos
ez a definicio.

4Annak, hogy egy felharomszogelés CW-komplexus legyen sziikséges feltétele, hogy beldle egy-
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3.3.4. Tétel (Euler). Legyen F irdnyithato feliilet R3-ben. A feliilet tetszéleges helyes
KC felhdromszigelésének |V| csicsszdmdra, |E| élszamdra és |F| oldalszamdra ekkor a

2—-2g=|V|-|E|+|F|
osszefliggés 1gaz, ahol g a felilet génusza. O

3.3.5. Megjegyzés. A 2 — 2g értéket szokas y-vel is jelolni és a feliillet Euler-
karakterisztikdjanak nevezni. Sikgrafok topolégiai génusza g = 0, ekkor visszakapjuk
a 3.1.4. Tételben foglaltakat.

A drotvaz-modell elképzelés alapjan nem meglepd a kovetkezd allitas sem.

3.3.6. Allitas ([EJ60]). Legyen (G, p) szalaggrdf, és jelélje cyc(G, p) a p-kompatibilis
kérsétdk szdmat. A szalaggrdf g topologiai génuszdra ekkor a

2g =2 = VI +|E[] = eye(G, p)
osszefiiggés igaz, ahol |V| a grdf csucsainak, |E| az éleinek szima. O

3.3.7. Megjegyzés. Egy pillanatra azért csodéljuk meg a fenti eredményt! A sza-
laggrafok génuszanak elsé definicidja meglehetésen absztrakt volt: azon minimalis
génuszu feliilet génuszat értettiik alatta, amire a grafot élmetszés nélkiil irni lehet. A
fenti formula ezzel szemben egy konkrét képletet biztosit a szalaggraf ismeretében.

Végezetiil lassunk egy lemmaét, mely a késGbbiekben igen hasznos lesz szdmunkra.
A lemma tartalma tovabbra is intuitiv. Informalisan azt allitjuk, hogy ha adott két
szalaggraf a kanonikus feliiletiikre irva, akkor ha a feliiletet megfelels helyen Gsszera-
gasztjuk, konkrétan a grafok mint felhdromszogelések két cstucsanal, akkor a kapott
feliilet génusza mindig a két eredeti feliilet génuszéanak az Osszege, fliggetleniil a ra-
gasztas helyétsl.

Formalisan a kovetkezSképp hangzik az allitds. Legyen adott két szalaggraf,
(G1,p1), (G2, p2), 81,8, génuszokkal. Vegyiink két csicsot a két gratbol, vy € Vi-t
és vy € Vo-t, a szalagstrukturajukat jelolje py(v1) = (eq, ..., ex), pa(v2) = (f1,..., f1).
A (Vi —v1)U(Va—vq)Uv* csticshalmazon tekintsiik a kovetkezd (G, p;) szalaggrafot. A
v* cstcs legyen a vy, vo csiicsok Osszeolvasztasabol keletkezett csiics, az élek halmaza
legyen FyUFE;. (Vi —v1)U (Vo —w,y) csticsai koriil a szalagstruktira legyen valtozatlan,
v* koriil az i-tipusu ragasztas 1 < i < k-ra legyen

pl<U*) = (61 N X fl, Ce >fl7 Citly--- ,€k).
A keletkezett (G, p;) szalaggraf génuszat jeldlje g

3.3.8. Lemma (3.1. abra, [McD18| Lemma 18. kovetkezménye). A fenti jeldlések
mellett a kapott (G, p;) grif @i génusza tetszdleges 1 < i < k-ra

g =g, + 0.

értelmien rekonstrualhato legyen az eredeti feliilet. Gondoljunk bele, hogy formélisan két pont és
az Sket Osszekots gorbe a torusz egy felharomszogelését jelentheti, am a haromszogelés a sikot (vagy
gdémbot) hatérozza meg. Ez ugyanaz, mint amikor egy sikgrafot valahany lyuka toruszra irunk:
helyes lehet a felrajzolas, de felesleges, mert kisebb génuszu feliiletre is felrajzolhato helyesen.
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3.1. abra. Az (ey,...,e; f1,---, f1,€i11, ..., €k)y bedgyazasok génuszai minden i-re
megegyeznek a két eredeti graf génuszanak osszegével.

Bizonyitds. Az 1j graf csucs és élhalmazat jelolje G = (V) E), a régiekét G; =
(Vi,E;),i = 1,2. Hasznaljuk a 3.3.6. Allitast. Eszerint a szalaggraf génuszanak
meghatarozasahoz elég a p kompatibilis kordket megszamolni, ugyanis azt tudjuk,
hogy |V| = [Vi| + |Va| — 1 és |E| = |Ey| + |Es|. Azt allitjuk, hogy

cyc(G, p) = cyc(Gr, p1) + cyc(Ga, p2) — 1. (3.1)

Ha ez igaz, akkor valoban készen vagyunk, ugyanis a 3.3.6. Allitas szerint ekkor (G, p)
génusza

9" =2 [V]+|E] - cye(G, p)
= 2= (Vi + [Va| = 1) + (IEv] + | Ea]) = (eye(Gr, 1) + cye(Ga, pa) = 1)
= (2= N[+ [Er] = cye(Gr, 1)) + (2 = [Va| + | Bo| = cye(Ga, pa)) = 60+ 62

Lassuk tehat a p-kompatibilis koroket. Ahogy az el6z6 bekezdésben implicit rog-
zitettiink egy 1 <1 < k szdmot, most az egyszertiség kedvéért vegyiik az i = k esetet
és g*;-t jelolje g*, pr-t p*. A v* koriili szalagstruktira ekkor

pr(v*) = (e1,...,ex f1,. .-, fi)

Korabbi jeldléseink alapjan next,, (vi,er) = e1, next,,(vs, fi) = fi. A fenti 3.1 egyen-
let bizonyitasdhoz elég belatni, hogy a két graf minden, az eredeti szalagstruktira-
jukkal kompatbilis korsétdja megmarad, kivéve egyet. Ez igaz is. Azon korsétak,
amelyek semelyik e; vagy f; éleket nem érintik, megmaradnak p*-ban is kérsétéanak.
A legtobb e;-t, fj-t érint6 sétak is megmaradnak, hacsak ey, (és igy kovetkezésképp e;)
és f; (és kovetkezésképp f1) nem szerepel benniik. Az ey, kezdet kor e;-ben folyatodik
G1-ben, az f; kezdeti pedig fi-ben Gs-ben, am G-ben a két kor 6sszeolvad egy kozos
korré: ep-bol fi-be érve végigjarjuk az el6bb emlitett Go-beli korsétat, majd f;-ben
azt befejezve és ej-re lépve bejarjuk az emlitett G-beli korsétat, amit e,-ban befeje-
ziink. (Sikgrafok esetén azt mondanank, hogy a kiils6 tartoményok osszeolvadtak.)
A kapott p*-kompatibilis korsétédk tehat valoban a két korséta unidja, kivéve a két
specialis, Osszeolvadt korsétat. O]

3.4. Néhany példa szalaggrafokra

Nézziik az egyik legegyszertibb nem sik szalaggrafot. Vegyiink harom csicsot, v, vy, va-
at, és négy élet, ey, ex-t és e3, eq-et, hogy v és v; kozott az eq,es, v és vy kozott
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az es, ey €l fut; vy és ve nem szomszédos (3.2. abra). Ha v koriili szalagstruktira
py = (e1,ea,e3,€4), akkor (G, p) sik szalaggraf, am ha p! = (e, es,eq,€4), akkor
(G, p')-t mar csak a toruszra tudjuk helyesen lerajzolni. (A kétfoku csucsok koriil
a szalagstruktira mindig trivialis.) El6bbii esetben a p-kompatibilis kirsétak szama
3, utobbi esetben 1. Edmonds 3.3.6. Allitasa alapjan tehat az els§ valoban sik
szalaggraf, mig ez utébbi a téruszra van rajzolva tugy, hogy valodi korei a torusz
fékoreit adjak.

€3 €2
U1
Vg
e4 €4

3.2. abra. Kiilonboz6 szalagstruktira esetén ugyanazon graf génusza kiilonbozhet.
Ha mést nem mondunk, egy &dbréan a cstiicsok koriili szalagstruktira a sik pozitiv
iranyitasa mentén, az 6ramutatéd jarasaval ellentétes iranyban értendd.

Nem nehéz megmutatni azt sem, hogy a Kuratowski-tétel két tiltott grafja, K5 és
K 3 felrajzolhatoak a téruszra. Fontos azonban megjegyezni, hogy mindkét grafnak
létezik olyan szalagstruktiraja, amivel mar a téruszra sem rajzolhatoak.

Vegyiink végiil egy T' fat. Bar (mint minden mas grafon is) ], ., (deg(v) — 1)!
féle szalagstruktura adhatoé meg, fan mindegyik sik szalaggrafot hataroz meg. A fa
kérmentessége miatt ugyanis minden csticsrol egymassal csak v-n keresztiil 6sszeko-
tott részfak lognak le. A kiilonbozé szalagstruktiarak lényegében ezeket a részfakat
spakolgatjak”. Levélcsticsbol kiindulva igy meg is lehet adni egy fa sikba rajzolésat
tetszbleges szalagstruktira esetén.

3.4.1. Allitas. Minden T fa sik szalaggrdf, tetszdleges szalagstruktira esetén.

Bizonyitds. Cstcsszamra vonatkozo indukciéval bizonyitunk. Alapesetben a kétpontu
ut nyilvan sikba rajzolhat6. Ha minden n—1 cstcst fara mar tudjuk az allitast, akkor
egy n csucsu fa egy levelét (egyfokn csiicsat) elvéve a kapott fat rajzoljuk sikba az
orokolt szalagstruktiraval; ekkor a levelet a megfelel§ helyre visszarakva az eredeti fa
egy helyes sikba rajzolasat kapjuk. O

3.4.2. Megjegyzés. A fenti bizonyitas algoritmust is ad egy fa lerajzolasara. A
bizonyitashoz elég lett volna valojaban csak a 3.3.8. Lemmaét alkalmazni, kihasznalva,
hogy egy fa minden csiicsa elviag6. Indukcidval ugyanigy kaptuk volna, hogy a fa sik
szalaggraf.

[tt fontos megjegyezni, hogy ha cyc(G, p) szamitasaba csak a hagyomanyos kordket
vennénk be, akkor Edmonds tétele alapjan minden fa génusza g = 1/2 lenne. Eszben
kell tehat tartani, hogy a p-kompatibilis kdorsétakat szamoljuk.
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4. fejezet

Sandpile-torzorok

A 2. Fejezetben egy G grafhoz hozzarendeltiink egy S(G) véges Abel-csoportot, az
in. sandpile-csoportot, és megmutattuk, hogy ezen csoport rendje megegyezik a graf
feszitétainak szamaval. Lattuk azonban, hogy altalaban nem létezik kanonikus, a graf
izomorfizmusaira invaridns bijekci6 a két halmaz kozétt. Ebben a fejezetben belatjuk,
hogy ha a grafot ellatjuk egy szalagstrukturaval, akkor létezik a sandpile csoportnak
szabad, tranzitiv hatasa a feszit&fakon.

A fejezet soran a jelolésekben eltavolodunk a 1. Fejezetben megszokottol. Be-
vezetjilk egy v cstuicshoz tartozé v formaélis szimbolumot, melynek segitségével egy
(1,...,2,) =z € Div(G) divizort

r = E TV

veV

formaélis Osszeg alakban frunk fel. A két feliras kozott a megfeleltetés vilagos.

4.1. Csoporthatasok

A 2. Fejezet végén ugyan mar érintettiik, de most ismételjiik at, amit a csoporthaté-
sokrol tudnunk kell.

4.1.1. Definici6. Legyen €2 egy halmaz, H egy csoport. Az o : Qx H — () leképezést
csoporthatasnak nevezziik és w +— h - w moédon jeloljiik w € 2-ra és h € H-ra, ha

e homomorfizmus, vagyis minden h,h’' € H-ra és w € Q-ra b’ - (h-w) = (W'h) - w;
e az egységelem mindent fixen hagy: 1-w = w.

A hatasrol azt mondjuk, hogy szabad (vagy ht), ha injektiv, azaz minden w € )
halmazelemet csak az egységelem hagy fixen; és azt mondjuk, hogy tranzitiv, ha
minden w,w’ €  elemekre létezik olyan h € H, hogy h-w = W'.

A definici6 alapjan konnyen lathato, hogy ha h - w = &', akkor h™! - W' = w.
Ugyanisazw =1-w = (h™'h)-w = h™' - (h-w) egyenlségek miatt ha o’ jeldli h - w-t,
akkor h™1-w' = w.

4.1.2. Megjegyzés. A dolgozat soran a hatasokat (2 x H — €2 médon definialjuk,
de az a(w, x) hatéast h - w balrol szorzassal irjuk ki.
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4.1.3. Definicid. Legyen  egy halmaz, H egy csoport. Az Q) halmazt H egy torzo-
ranak mondjuk, ha létezik H-nak szabad, tranzitiv hatésa (2-n. Formélisan tehét (2
egy H-torzor, ha minden w,w’ € 2 halmazelemekre egyértelmten létezik olyan h € H
csoportelem, hogy h - w = W'.

Rogzitsiink egy tetszéleges w € ) elemet. Az «, : H — () leképezés legyen az
h — h-w modon definidlva. Mivel az eredeti o hatas tranzitiv, igy ay, képe az egész
(), a hatés hiisége miatt magja trivialis. Kévetkezésképp ay, egy bijekcio. Ha tehét €2
egy H-torzor, akkor || = |H].

Csoportelméletbdl jol ismert a kovetkezd lemma, amely kdvetkezménye, hogy elég
egy hatast a csoport egy generatorrendszerén megadni.

4.1.4. Lemma. Legyen eqy H csoport és () eqy halmaz, €és legyen tovabba Z a H egy
generdtorrendszere. Z-nek minden hatdsa az ) alaphalmazon egyértelmien kiterjed
H-nak egy hatdsdva.

4.2. Sandpile-torzorok a feszit6fakon

Legyen (G, p) véges, iranyitatlan, osszefliggs szalaggraf, S(G) a sandpile csoportja. A
kovetkezd két szakaszban definialjuk sandpile-torzorok két csaladjat. Jobban kifejtve
minden v cstcsra definidlunk egy a, : S(G) x 7(G) — 7(G) hatéast. Ez a kovetkezd
tulajdonsagokkal fog birni:

1. «, szabad, tranzitiv hatas, mely igy 7(G)-t S(G) torzorra teszi;

2. Ha (G, p) sik szalaggraf, akkor «,, nem fiigg a valasztott csicstol, vagyis létezik
a, hogy minden v cstcsra o, = «, és

3. Ha (G, p) nem sik szalaggraf, akkor (a trivialis esetektdl eltekintve) létezik leg-
alabb két olyan cstcs, hogy «a, # .

Két torzor-csaladot ismertetiink itt: az egyik az r, rotorhatas [HLM™ 08| alapjan,
a masik a [, Bernardi-hatas [BW18| alapjan. A rotorhatést csak definialjuk és ki-
mondjuk a hozza kapcsolodo tételeket, a Bernardi-hatéasra a legtobbet be is fogjuk
latni. A fejezet végén kimondjuk a kovetkezd megleps eredményt is:

4. Ha (G, p) sik szalaggraf, akkor r = f.
5. Ha (G, p) nem sik szalaggraf, akkor létezik v cstcs, hogy r, # 3,.

Léteznek mas sandpile-torzorok is, pl. cycle-cocycle [BBY19|, melyekre a hason-
loképp igaznak bizonyultak a fenti allitasok. Adodik tehat a kovetkezd sejtés is.

4.2.1. Sejtés. Ha (G,p) véges, 0sszefiiggd sik szalaggrdf, akkor egyfajta sandpile-
torzor struktira van rajta.

Ezen allitas nehézsége, hogy mint azt latni fogjuk, a kiilonb6z6 sandpile-torzorok
mind méas-més mechanizmust hasznalnak a divizorok és feszit6fak 6sszekotésére, és ne-
héz valami altalanos hatast definialni. Erdemes atfogalmazni a sejtést, hogy megadhato-
e valamilyen természetes feltétel, ami mellett mar egyértelmt a hatas. [?]-ben belat-
jak, hogy csak egy konzisztens torzor struktira van sik szalaggrafokon (ahol egy hatés
konzisztens, ha élelhagyasra és -Osszevonasra nézve ,szépen” viselkedik).

36



Azonban, mint ahogy azt a 2. Fejezet utolsé szakaszaban is lattuk, altalaban egy
szalaggrafon nincsen egyértelmd sandpile-torzor struktura (2.1. abra), sziikséges egy
béazis cstics valasztasa. Altalanosan sandpile torzornak nevezziik S(G) egy v kezddcsi-
csu szabad tranzitiv o, hatasat 7(G)-n, és sandpile torzor algoritmusnak neveziink
egy eljarast, melynek inputja egy (G, p) szalaggraf és annak egy v béziscsucsa, az
outputja pedig egy «, sandpile torzor.

A most kovetkezd szakaszban a Bernardi-féle sandpile torzor algoritmust, a rako-
vetkezGben a rotor-tipusut ismertetjiik.

4.3. Bernardi-hatas

Az els6 sandpile-torzor, amit ismertetiink, a Bernardi-hatés lesz. A hatast Bernardi
[Ber06] munkaja nyoméan Baker és Wang [BW18| dolgozta ki. A folyamat két 1épésbdl
all. Elgszor, Bernardi munkaja alapjan, rogzitett (v, e) kezdé adat mellett mutatunk
egy fPue bijekciot a feszitéfak és a break divizorok kozott. A 2.3.1. Tétel alapjan ez
megad egy bijekciot a feszitéfak és SY(G) kozott is, a

O : B(G) < S9G), b [b], be B(G)

megfeleltetést hasznalva. SY9(G) természetes modon tekinthets S(G)-torzornak, S(G)
ugyanis eltolassal hat S9(G)-n: tetszéleges * € Div®(G) és d € Divd(G) elemekre
r+d € Divd(G), vagyis az [z] - [d] — [z + d] egy joldefinialt SY(G) x S(G) — S9(G)
hatas. A Bernardi-hatast ekkor a kdvetkezGképp definialhatjuk:

—1
ﬂv,e

& i(ﬁl) S9(@) ‘1’__1> B(G) = 7(Q). (4.1)

B, (@) 25 B(G) % $9(@)

A jelolés helyességét az adja, hogy az els6 fontos tétel, amit beldtunk a hatéasrol, az
lesz, hogy bar a 7(G) <» B(G) bijekcio fiigg a kezdd e él valasztasatol, maga a hatés
mar nem (4.3.20. Tétel). Igy valoban indokolt a 3, : 7(G) x S(G) — 7(G) jelolés
alkalmazasa.

A Bernardi-bijekcio

Nézziik az elss lépést, a 7(G) <> B(G) bijekciot! Legyen (G, p) szalaggraf, és va-
lasszunk egy v cstcsot. Vegylink egy v-re illeszked§ e élet és egy T feszitéfat. Hogy
a By.(T) break divizort megadjuk, eldszor definidlnunk kell a (v,e) kezdd adatu,
T-hez tartozo 7,.(T") Bernardi-bejdrdst. Informélisan egy ilyen bejaras T éleinek a
szalagstruktira szerinti, e-ben kezd6dé olyan bejarasat jelenti, ahol a nem faéleket
atugorjuk. A bejaras elképzelhets gy is, mint a fanak, a szalagstruktura tiszteletben
tartasaval kapott mélységi bejarasat. Formalisan a bejaras cstucsok és élek valtakozo
sorozata, ahol az egymas melletti élek a kozrezart cstiicsban talédlkoznak, és ezen cstcs
szalagstruktiraja szerint rakovetkezGek.
A 7,.(T) bejaras definicidja a (v, e) kezdGadat mellett igy szol.

4.3.1. Definicié (Bernardi-bejaras). Kezdetben adott a (v,e) cstcs-él par. Ez az
elsé aktualis par. A bejarast a kovetkezs szabély adja:

e ha e ¢ T, akkor (v, next,(v,e)) a kovetkezd aktualis par,

e ha e e T, akkor (u,next,(u,e)), ahol u az e él v-tdl kiilénboz6 végpontja.
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Ha nemfaélet latunk, akkor azon (azt mondjuk) dtforgunk, ha faélet, azon dtutazunk.
A bejéaras véget ér, ha tjra a (v, e) cstucs-¢él part vizsgalom.

A bejarast kiirhatjuk
Tv,e(T) - (Uo, éi; U1, e_éa s 76_];7 Uk)
alakban is, ahol a (v;_1, €, v;, €;71) négyesekre a kovetkezsk igazak:
1. ejeqq €T,
2. € =v;1v;,
3. e;y1 az els6 faél v; koril e; utédn p, szerint.

4.3.2. Példa. Nézziik a 4.1. abrat! AT = {vc,va, as, sb} feszitéta (v, ve) kezdGadatt
Bernardi bejaréasa

Towe(T) = (v, 0@, a,as, s, sb,b, bs, s, sa,a,ab,v,ve),
a T = {vc,vb,bs,sa} taé
Towe(T") = (v,0b, b, bs, s, sa, a, as, s, sb, b, bv, v, v¢),

ha minden cstics koriil az élek ciklikus sorrendjét a lerajzolas szerinti pozitiv koriiljaras
szerint értjiik. A T bejarasakor a vb élen b felSl, a vs élen s felsl forogtunk at elGszor,
T’ bejarasakor va-n és vs-n is v feldl.

4.3.3. Megjegyzés. Topologiai szemmel nézve egy ilyen bejaras nem més, mintha
T egy kis U kornyezetét véve, annak 0U hatéarat jarnank be azon a feliileten, amelyre
a szalaggrafot irtuk.

A bejaras definiciojabol konnyd latni a kdvetkezs allitasokat.
4.3.4. Megfigyelés.

1. A graf végessége miatt a bejaras valoban véget ér (visszaériink (v, e)-be), és
minden élet lattunk (atforogtunk vagy atmentiink rajta), mivel T feszitéfa.

2. Valojaban minden f = uw faél pontosan kétszer szerepel a 7, .(T') felsorolasban,
mégpedig egyszer uw, egyszer pedig wu alakban. Ennek az az oka, T' kérmentes-
sége miatt amelyik élen egyszer dtmentiink, azon vissza is kell jojjunk. Azonban
elég ezt a fenti f alakban irni, ugyanis a bejaras definici6ja miatt tudjuk, hogy
(u, f: w) részbejaras esetén f: uw, azaz [ u-bol w-be van iranyitva.

3. Hasonl6an minden f’ = uw nem faélet pontosan kétszer lattunk, egyszer amikor
u fel6l, egyszer amikor w felSl forogtunk dt rajta.

4. Kovetkezésképp a bejaras hossza k = 2(n — 1).

Az elnevezések tisztazasa végett emeljiik ki, hogy amint az el6z6 Megfigyelés 1.-es
pontjaban is implicit hasznéltuk, egy élen azt mondjuk, hogy dtmentink, ha a faél,
és a bejaras soran 6t vizsgaljuk (és hozzatessziik a bejarashoz); dtforogtunk, ha nem
faél, és valamelyik végpontja felsl vizsgaljuk (és atugorjuk); lattunk, ha atmentiink
vagy atforogtunk rajta; tovibba azt mondjuk, hogy az f nem faél az u cstcs felé néz,
vagy f-et u feldl lattuk, ha a bejaras soran f-en elGszor u vizsgalatakor forogtunk at.
Ezen éleket az u cstics Bernardi-éleinek is nevezziik.
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4.3.5. Megfigyelés. A nem faélek egy iranyitasat kapjuk, ha az f = ww nem fa-
élet u felé iranyitjuk (vagyis f = wu), ha u-nak f Bernardi-éle. Az éleknek ezt a
résziranyitasat T-nek a (v, e) kezdGadati Bernardi-résziranyitasanak hivjuk.

Vegyiik észre, hogy masik, (v, ¢') kezdd adat valasztasa mellett a 7,0 . (T") bejaras
az eredeti 7, (1) bejaras egy ciklikus eltoltja:

Tv/,e’(T) = (Ui7 €i+1,Vit+15---,Up—1 = Vg, €1, ... 7€iavi)7
ahol ¢ azon index, hogy v; = v’ 7, .-ben.

4.3.6. Példa. A 4.1. abran két feszit6fa Bernardi-résziranyitasat lehet latni a (v, ve)
kezdGadat mellett. A T fa vs, vb nem faéleit a bejarés soran s és b felsl lattuk elGszor,
igy feléjiik vannak iranyitva, T’-nek vs és va nemfaélei v felé. A szalagstruktira ha
kiilon nem jelezziik, tovabbra is mindig pozitiv koriiljaras szerint értendg.

4.3.7. Megjegyzés. Van, hogy a 7,.(7") Bernardi-bejarasba belekodoljak a nemfa-
éleket is. Ekkor a (v;_1,€;,v;) harmast, ha e; € T, akkor a szokott modon értjiik és
tudjuk, hogy e; = v;_1v;; ha viszont e; ¢ T, akkor v; = v;_1, és e;-t aszerint iranyit-
juk, hogy lattuk-e mar vagy sem. Van, hogy konnyebb ezzel a definiciéval dolgozni,
mi azonban jobbnak lattuk, ha az elsg, intuitivabb verziot hasznaljuk. Az atjaras a
két feliras kozott magatol értéds. Ez utobbibdl elhagyva a nemfaélek (és a kozbiilss
cstcsokat) az eredeti verziot kapjuk, az eredeti verzio egy (€;, v;, €;11) harmasat pedig
kibévitjiik a kozbiils6 nem faélekkel, ha newt,(v;, €;) # €;41.

Hogyan segit a bejaras egy T feszit6fa, és a T-vel kompatibilis break divizorok
kozott kapesolatot 1étesiteni? A 7, .(7T) bejarashoz tartozo break divizort igy kaphat-
juk meg. Ha f nem faél, akkor f azon oldalara rakjunk egy chipet, amelyiket eldbb
lattuk a 7,.(7") bejaras soran. Vagyis, ha a bejaras 7, .(7') = (vo,€1,01, - .., €k, V)
alakjat nézem, akkor f = v;v;, i < j esetén v;-re dobunk egy chipet.! Jelsljiik ezt
Mwe(T)(f) = vi modon, ahol v; a fejezet elején leirtakkal 6sszhangban a v; csiucshoz
tartozo formélis szimbolum. A T-hez rendelt break divizor (v, e) kezdd adat mellett
ekkor

Bue(T) = mue(T)(f) = (u Bernardi éleinek szdma) - u. (4.2)
fér ueV

Az f e T faélekre n,.(T)(f) = 0, igy az Osszegség az els§ szummaban minden
f € E(G) élre is mehetne.

4.3.8. Megjegyzés. A T-hez tartozo break divizor egyébként a 4.3.5. Megjegyzésben
foglaltak szerint a nem faélek Bernardi-résziranyitasa altal indukalt divizorral egyezik
meg, ahol egy f = wu iranyitéas altal indukalt divizor u.

4.3.9. Példa. A 4.1. &bra két feszitéfajara visszatérve a T-hez tartozo break divizor
(v,vc) kezdGadat mellett 3, ,.(T) = s + b, mig a T7"-hoz tartozo [, ..(1") = 2v. Ha a
Bernardi-résziranyitasokat jeloljiik, akkor az el6z6 Megjegyzés alapjan a fahoz tartozo
break divizort nagyon kénnyi megkapni az abra alapjan.

Konstrukcio szerint 3, .(7) € B(G) minden T-re. Bernardi eredménye, hogy [, .
valojaban bijekcio 7(G) és B(G) kozott.

I'Mivel minden nemfaélhez tartozik egy chip a break divizorban, szokas nem csak azt mondani,
hogy az az él merre néz, hanem hogy az adott él melyik csics felé /4.
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4.1. dbra. A T és T’ feszitéfakhoz rendelt break divizorok (v, wvc) kezdGadat mellett
és a Bernardi-élek altal generéalt Bernardi-résziranyitasok. A szalagstrukturat mindig
pozitiv irdnyban értjiik, ha masként nem rendelkeziink.

4.3.10. Tétel (|Ber06]). Legyen (G,p) szalaggrdf, és B, : T(G) — B(G) a fent
defindlt leképezés. Ekkor (3, . bijektiv.

Bakernek és Wangnak sikeriilt, Bernardi eredeti bizonyitésaval ellentétben, kom-
binatorikus bizonyitast adni a fenti allitasra, mégpedig tgy, hogy algoritmikusan meg-
adtak 3, . inverzét. Mi az 6 bizonyitasukat kozoljiik most, az algoritmus polinomialis
futasidejére kiilon hangstlyt nem fektetve.?

A Bernardi-bijekcié inverze

Legyen tehat (G, p) szalaggraf és rogzitsiink egy (v, e) kezdd adatot. Legyen
B=Bue: T(G) — B(G)

a vizsgalt leképezés. A célunk megkonstrudlni egy o : B(G) — 7(G) leképezést,
melyre o o = idpc) és ao f = id. (). Ehhez minden b € B(G) break divizorhoz
hozza kell rendeljiink egy T' feszit6fat, aminek b a [ szerinti break divizora. Vagyis
a (v, e) kezd6adattol kezdve minden kovetkezs o, €' illeszkedd csuics-él parra el kell
dontsiik, hogy €’-n atsétaljunk vagy atforogjunk (pontosabban, hogy az eredeti be-
jaras soran atsétaltunk vagy atforogtunk rajta). A kulcs észrevétel a kovetkezs: a
bejaras egy adott pillanataban ha H jeloli a méar latott élek éltal feszitett részgrafot,
V' =3 tcpim) Mve(f) a mar felépitett break divizort, akkor o' T'|y-nak break divizora.
Vagyis:

4.3.11. Megfigyelés. Minden 1épésben a latott élekre szoritkozva az épiils divizor a
(megszoritott) feszitéfanak break divizora.

Forditott szemszogbdl nézve azt is mondhatjuk (és az algoritmus explicit ezt hasz-
néalja majd), hogy ha b € B(G) és egy f nem faélet u feldl lattunk (vagyis n,.(f) = u),
akkor G — e-n b —u break divizor, mégpedig ha b T-vel volt kompatibilis, akkor b —u
T\ e-vel kompatibilis.

Formaélisan mindezt az Algorithm 1 pszeudokod irja le. Eszerint akdrhényszor egy
f élet egy u cstucs feldl vizsgélva el akarjuk donteni, hogy fabeli legyen-e vagy sem,
akkor ha f nem eleme az « altal épitett feszitGfanak, tovabba f elhagyasaval a graf
nem esik szét, akkor f-et pontosan akkor adjuk hozza az épiilé feszitétahoz, ha b —u

2Az egzisztencia bizonyitashoz ugyanis nyilvan nem sziikséges, hogy a bizonyitas konstruktiv
legyen, miként az sem, hogy ha az, akkor polinomialis id6ben megoldhat6 legyen. Szép eredmény
azonban, hogy igy is lehetséges.
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4.2. dbra. A G/e-n indukalt szalagstruktira.

nem break divizor G — f-n. Algoritmikusan leirva az egyszeriiség kedvéért G-t G — f-
re cseréljiik, akarhényszor f-rél tgy dontiink, hogy nem fabeli. Ennek megfelelGen
a leallasi feltétel T = G lesz, ahol T jeloli az épiils fat. Ertelemszerten ekkor b-t is
folyton modositani kell, akdrhanyszor f-et nem tessziik bele T-be, hogy break divizor
maradjon.

Algorithm 1 «,.: a 8, Bernardi-bijekci6 inverze

Require: G osszefiiggs, b € B(G)
LT :=0,u:=v,f:=e
2: while T # G do
3: Legyen w az f él u-tol kiillénb6z6 végpontja
4: if G — f Osszefiiggs, f ¢ T,b—u € B(G — f) then
5: G:=G—f,b:=b—u, f:=nexty(u, f), ahol p’ a p megszoritasa G — f-re.
> Ha break divizor a G — f-en, akkor atforgunk rajta
6: else
7: T:=TUf, u:=w, f :=next,(w, f) > Kiilonben atsétalunk
8: end if
9: end while
10: Return T

Két megjegyzés az algoritmushoz. A 2.3.4. Tétel azt mondja, hogy a 4. sorban
szerepls b — u € B(G — f) feltétel gyorsan szamolhat6. A mésik megjegyzés az 5.
sorban emlitett 6rokolt szalagstruktirara vonatkozik. Ez nyilvan az e él eltavolitasat
jelenti a két végpontjanak szalagstrukturajabol.

4.3.12. Példa. Szamoljuk ki a 4.1. abra G grafjan a T feszitSfara o, ..-t! Legyen
adott az s + b g-ed foka divizor. A v csiicson és vc élen kezdink. G — vc nem
osszefiiggd, igy T' = {vc}. Most ¢-bdl vizsgalom a vc élet, &m ve € T' mér, igy nem
csindlunk semmit. A wva él vizsgéalatakor el kell dontsiik, hogy s+ b —v break divizor-e
G — va-n. Mivel egy break divizor minden eleme nemnegativ, ez igy nem igaz. Ezért
va-t hozzatesszitk T-hez. Ugyanigy az as és sb éleket is hozzatessziik T-hez. (Ekkor
T mar feszit6fa, de jatsszuk végig az algoritmust). Amikor vb élet b felsl vizsgaljuk,
azt kérdezzilk, hogy G — vb-n s breakdivizor-e. Az, mégpedig T-nek. Végiil amikor
s-bdl vizsgaljuk a vs élet, hasonléan latjuk, hogy b break divizor G — vs-en. Most
méar T = G — {vb,vs}, tehat leallunk. A kapott T' = {vc,va, sa, sb} élhalmaz G-nek
valoban feszitéfaja, és miként mar kiszamoltuk, 5, ..(1") valoban s + b-vel egyezik
meg.

Lassuk be, hogy a,. valoban f3,. inverze! Ehhez fel kell elevenitsiik az alabbi
definiciokat, és be kell lassunk egy lemmat.
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Mint azt tudjuk, e = wv esetén G — e az e él elhagyasaval kapott graf, mig
Gle = (V\{u,v} U {v*}, E\{e}), ahol 6(v*) = §(u) U d(v), ahol §(v) jeloli a v-re
illeszked élek halmazat. Vagyis G//e-t ugy kapjuk, hogy az e élet &sszehuzzuk egy
kozos v* csticsba, és a v*-ra illeszkeds élek a sziil6 cstucsokra illeszkedd élek unidja.
Ertelemszertien indukalodik ekkor G /e-n egy p* szalagstruktira is: a v*-tol kiilonboz6
cstcsok szalagstrukturaja valtozatlan, mig p, = (p1,€),p0 = (p2,€) esetén pi. =
p1Upo, a két eredeti struktiura egymaés mellé irdsa. Lasd 4.2. dbra. G —e-n az indukalt
szalagstruktaran nyilvan az u és v koriil az e él elhagyasaval kapott szalagstruktiurat
értjik.

4.3.13. Lemma. Tegyiik fel, hogy b — v nem break divizor G — e-en, ahol e = uv.
Jelolje b* € Div(G/e) a kdvetkezd divizort: w ¢ e esetén legyen b*(w) = b(w), az
dsszehiizott v* csucsra pedig legyen b*(v*) = b(u) + b(v). Ekkor b* € B(G/e).

Bizonyitds. Legyen T egy b-vel kompatibilis feszitéfaja G-nek. A kompatibilitds min-
den nem faélre megmondja, hogy merre néz, az alapjéan, hogy az él melyik oldalara
dobtunk le egy chipet. Ha e € T, akkor T'/e G/e-nek feszit6faja, és T'/e a b*-gal
kompatibilis a definici6 alapjan konnyen lathatoan (a keletkezett v* cstces b(u) + b(v)
darab nem faélet 6rokol u-tol és v-t6l). Tegyiik tehat fel, hogy e ¢ T. Ha e v felé
nézne, akkor b — v break divizor lenne G — e-n, kovetkezésképp e u felé néz. Ha az e
élet hozzatessziik a feszitéfahoz, akkor G-ben keletkezik egy Cr .-vel jelolt kor, melyet
kés6bb T-nek az e élhez tartozo alapkorének fogunk nevezni. Ha f jeloli azon u-ra
illeszked§ faélet, mely ezen kornek eleme, akkor a T* = T'\ f Ue G-nek egy olyan feszi-
t6faja, mely b-vel tovabbra is kompatibilis. Ennek az az oka, hogyha egy cstics koriil
a felé nézé nem faéleket ugy cseréljiik ki faélekkel, hogy a kapott részgraf tovabbra is
feszit6ta legyen, akkor vilagos, hogy a kapott feszitéfa kompatibilis maradt az eredeti
divizorral, hiszen egyik cstcs koriil sem valtozott a felé nézé élek szama. Visszatérve
a bizonyitasra, ha T* b-vel kompatibilis és e € T*, akkor b* T* /e-vel kompatibilis az
bizonyitas elsd felében leirtak szerint. O

4.3.14. Példa. A 4.1. dbra T feszit6fajara és vb élére Crop = {va, as, sb, vb}.

A bizonyités egyszertsitése végett adjuk meg a-nak egy rekurziv felirasat (Al-
gorithm 2)!' Az el6z6 lemmat hasznalva vilagos, hogy ez a modositas ugyanazt a
feszit6fat adja eredményiil, mint az Algorithm 1 altal megadott. Ebbdl az alakbol
konnyen latszik a kdvetkezd bizonyitas vége is.

4.3.15. Allitas. Legyen (G,p) szalaggrdaf és b € B(G). Ekkor a(b) € 7(G) és
Ala(b)) = 0.

Bizonyitds. Elszam szerinti indukciéval bizonyitunk. Alapesetben G egypontii és egy
hurokéle van, vagy kétpontu egy éllel osszekotve. Az els§ esetben g = 1 és b = v,
tehat teljesiilnek az algoritmus 4. sordban leirtak. Igy a(v) az egyponti feszitéfa.
Ennek [ szerinti képe valéban v. A masodik esetben ¢ = 0 és b = 0. Az egyetlen
él elvételével a graf megsziinik Gsszefliggének lenni, tehat magat G-t kapjuk mint
feszitéta, aminek [ szerinti képe valoban 0. Az alapesetek tehat rendben vannak.
Tegyiik fel, hogy minden m — 1 ¢éld grafra igaz az allitds. Tekintsiink egy m
éli (G, p) szalaggrafon egy b break divizort. Az e kezdél v-t6l kiilonb6z6 végpontja
legyen u. Ha b—v break divizor G —e-n, akkor az indukcios feltevés alapjan a(b—v) =
T feszitéfa G — e-n és S(T") = b—v. Mivel egyenls a(b)? Mivel e ¢ T" feszit6fa G-n
is, igy G — e Osszefiiggs, és b—v € B(G —e), vagyis az a-t definialo algoritmus 4.sora
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Algorithm 2 Az a rekurziv felirasa
Require: G 6sszefiiggs, b € B(G)

1: if |E(G)| > 1 then > Ha még hivhato rekurzivan
2: if G — e Osszefiiggs, b — v € B(G — e) then

3: Return a(G —e,b — v) > G — e-en dolgozunk tovabb
4: else

5: Legyen b* a G/e-en indukalt break divizor

6: Return a(G/e, b*) U {e} > Kiilénben G/e-n
7: end if

8: else > Alapesetek
9: if |V(G)| > 1 then
10: Return {e}
11: else
12: Return ()
13: end if
14: end if

teljestil, és G — e-n folytatodik az algoritmus rekurzivan. Kovetkezésképp a(b) =
a(b — v), ami bizonyitja ezt az esetet.

Ha b—v nem break divizor G —e-n, akkor tekintsiik a G /e grafot. Az el6z6 lemma
alapjan az ottani jeloléseket hasznélva b* break divizor G/e-n. Az indukcios feltevés
alapjan ezért a(b*) = T" és B(T") = b*. A b* definici6jabol konnyen lathatoan ekkor
T = T" U e nem csak hogy egy b-vel kompatibilis feszitéfa G-n, de 5(T) = b. Elég
tehat belatni, hogy a(b) = T'. Ezt az a-t rekurzivan definialé algoritmusbol mutatjuk
meg. Mivel b — v nem break divizor G — e-n, a 2. sor feltétele nem teljesiil. Ekkor
a(b) = a(b*) U{e} a 6. sor alapjan, vagyis a(b) valoban T-vel egyezik meg. O

4.3.16. Kovetkezmény. A f,. : 7(G) — B(G) leképezés sziirjektiv minden (v, e)
kezddadatra.

A 2.3.1. Tétel miatt tudjuk, hogy |B(G)| = |7(G)|, ami mar elég ahhoz, hogy
bebizonyitsuk, hogy [ bijekci6 és « az inverze. Mi azonban a a 2.3.1. Tétel bizonyi-
tasakor felhasznaltuk a most bizonyitandé allitasokat, igy be kell lassuk ezt az iranyt
is.

4.3.17. Allitas. Legyen (G,p) szalaggrdaf és T € 7(G). Ekkor B(T) € B(G) és
a(f(T) =T.

Bizonyitds. Az allitas elsé fele azzal ekvivalens, hogy 7" minden nem faéleinek vala-
hogy « valoban bal-inverz. Hasznaljuk az el6z¢ allitas bizonyitdsaban hasznalt ered-
ményeket.

Elszam szerinti indukcioval bizonyitunk. Az alapeseteket mér végiggondoltuk:
egyetlen hurokélre 3(0)) = v és a(v) = 0; mig kétpontu graf esetén B(e) = 0, a(0) = e.
Tegyiik hat fel, hogy minden m — 1 éld grafra igaz az allitas, és vegylink egy m éld
grafot. Jelolje b = (T a feszitofa képét, és lassuk be, hogy a(b) = T'. Ilyen feladatot
méar lattunk az eléz6 allitasban. Négy esetet kiilonbozetiink meg aszerint, hogy e
benne van-e T-ben és b — v break divizor-e G — e-n. Az els§ harom eset egyszert.

e Ha e ¢ T, akkor e v felé néz 7,.(7)-ben (rogton atvagjuk e-t v-bol), tehat
b — v break divizor G — e-n. Legyenck ¢ = next,(v,e) és ' = [, ., mely
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utobbi tekinthetd mint a 8 = 3, . 4ltal indukalt Bernardi-leképezés G — e-n. T
feszitéfa G —e-n is, és vilagos, hogy 5'(T') = b—v. Az indukcios feltevés alapjan
Qe (b—v) =T, amibdl kénnyen latszik, hogy a(b) = T (a definialo algoritmus
4. sora teljesiil a (v, e) par vizsgalatakor).

e Ha b — v nem break divizor G — e-n, akkor a 4.3.13. Lemma alapjan b* break
divizor G/e-n. Ha e ¢ T', akkor az el6z6 eset szerint kész vagyunk. Tegyiik hat
fel, hogy e € T. Jelolje 8" a (3, Bernardi-leképezést, ahol €' = next,(v,e), és
legyen o/ = «, . Az indukcios feltevés alapjan 5'(T'/e) =V esetén a(b') = T'/e.
A Bernardi bejaras definicioja alapjan azonban f'(T/e) = b*, kivetkezésképp
alb)="T.

Mi torténik, ha e € T és b —v € B(G — e)? Azt allitjuk, hogy ez nem lehetséges.
Tegyiik fel, hogy mégis. T'\e-nek v-vel egy Osszefiiggési komponensbe esé csucsait
jelolje A. A G' = G[A] indukalt részgraf (kombinatorikai) génuszat jelolje ¢'. T
megszoritasat G'-re jelolje T', b megszoritasat b'. Vegyiik észre, hogy nem magatol
ért6ds, hogy b’ kompatibilis T’-vel G'-ben, ugyanis b’ egyes chipjei szarmazhatnak G’-
n kiviili élekbdl is akar. Bebizonyitjuk azonban, hogy ¢’ valojaban T'-break divizor.
Ehhez G’-n nézziik a kovetkezd Bernardi-hatast. Jelolje e’ a szalagstruktira sze-
rinti elsg olyan élet v koriil, mely e utan kovetkezik. A f3, . leképezést G'-n jeldlje 5.
Azt allitjuk, hogy 5'(T") =V, vagyis b’ break divizor G’-n. Ehhez a kovetkezot kell
észrevenni. T-nek a 7, . szerinti bejarasaban elGszor e-n atsétalunk, és V\ A cstcsait
jarjuk be. Ezutan e-n visszajéve v-bdl kiindulva A csticsait is bejarjuk. Ez utobbi
lépés megegyezik a ['(T)-hez tartozo bejarassal is, leszamitva hogy az A és V'\ A ko-
zOtti éleket ez utobbiban nem vizsgaljuk. Vegyiik azonban észre, hogy 7,.(7")-ben
ezeket az éleket mind a V'\ A-beli csicsok felsl lattuk elGszor, tehat ezek az élek b’
chipjeihez nem tesznek hozza. Kovetkezésképp 5/(1") valoban b'-vel egyezik meg.
Ha azonban b’ break divizor G'-n, akkor foka ¢’-vel egyezik meg. Mivel b’ a b-nek a
G'-re vett megszoritasa, igy b— v megszoritasa b’ — v-vel egyezik meg, kivetkezésképp
a fokara ¢’ — 1 adodik. A feltevés szerint b — v break divizor G — e-n, vagyis az el6z6
2.3.2. Lemma szerint ¢’ — 1 = deg(/ — v) > ¢/, ami ellentmondaés. O

4.3.18. Példa. A 4.1. abra T fajat nézve az el6z6 bizonyitas jelolései mellett T\ ve-
nek v-vel egy Osszefliggdségi komponensbe ess csucsai A = {a, s, b}, ekkor G[A] =
(A, {va,vb,vs, sa, sb}), s T" = {va, as, sb}. Lattuk, hogy B, .,.(T) = b, ahol b = s+b,
és konnyen ellendrizhets, hogy 5, ,q(T") = bla = b =V is igaz. A V' — v divizor foka
1, mig G[A] kombinatorikai génusza azonban 5 —4 + 1 = 2.

A hatas fliggetlensége a kezd6él valasztasatol

Most lassuk be, hogy a 4.1. egyenletben definialt 5, hatéas valoban fiiggetlen a kezdGél
valasztasatol. Ennek belatasahoz a kovetkezé allitasra van sziikségiink.

4.3.19. Allitas. Legyen (G, p) szalaggrdf, v egy tetszdleges csics. Két v-re illeszkedd
e1, ez €lre a Bernardi-bijekciokat jelolje B; = Bye,, ahol i = 1,2. Ekkor létezik v* €
S(G), hogy

Bo(T) ="+ Bi(T)

minden T € 7(G)-re.

4.3.20. Tétel. Jelolje 5, : S(G) x 7(G) — 7(G) azt a hatdst, mely a (T,v) pdrhoz
avy-T = B.2(7- Bue(T)) feszitofdt rendeli hozzd. Ekkor (3, a jeldléssel Gsszhangban
valoban fliggetlen a kezdd e €l vdlasztasdtol.
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A 4.3.20. Tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy a 4.3.19. Allitast mar tudjuk. Be akar-
juk latni, hogy tetszéleges eq, e €l vilasztasa mellett a (31, B> bijekciokra az altaluk
definialt hatas megegyezik, vagyis

By - BuUT)) = By (v Bo(T)) (4.3)

igaz minden v € S(G)-re és T € 7(G)-re. Jelolje v* € S(G) azt az elemet, amelyre
a 4.3.19. Allitas szerint £, = +* - 1. A T feszitéfara legyen A = (5(T) € S9(G).
Ekkor T = B;1(N), és Bo(T) = ~* - f1(T) miatt T = B;'(—v* - A). Mivel minden
A € 59(@) eldall, mint valamely T' fa [ szerinti képe, igy

By H(A) =B (—=~*-)), minden A € SY(G) esetén.

A kivant (4.3). egyenletbe a kiemelt képleteket beirva és S(G) kommutativitasat
kihasznalva

Byt (v BaAT)) = B (="~ (v BoT))) = B (=" + ) - (D))
=B (=" +7) - (v BuUT))) = B (=7 + v +7) - Bu(T))
=6, (v Au(T)),
tehat a hatas valoban fliggetlen a kezd@él valasztasatol. O

A 4.3.19. Allitds bizonyitdsa. Vegyiink egy T' € 7(G)-t. A T-hez rendelt break divi-
zor a (4.2). egyenlet alapjan

BIT) = Bo(T) = D (oer(T)(f) = Mo (T)(f))-
1T

A szummaban szerepld tagokat jelolje 6(f) = 1ye, (f) — My, (f) minden f nem faélre.
A v koriili szalagstrukturat e; és ey két részre vagja. Ha

po = (€1,a1,...,ax,€2,b1,....b)
jeloli a v koriili szalagstrukturat, akkor I = {ej,aq,...,ax} jeloli az els§ részt,
J ={ea, by,..., b} améasodikat. T — v Osszefiiggd komponenseit osszuk kétfelé asze-

rint, hogy v-hez [-beli, vagy J-beli éleken keresztiil csatlakozik. A két diszjunkt
csticshalmazt jelolje A és B rendre. Vizsgaljuk a §1(T") — B2(T) kiilénbséget a hozza-
juk tartozd bejarasok szerint!

Mint mar emlitettiik, rogzitett T" fara a 7, ., (T") és 7., (1) bejarasok egymaés cik-
likus eltoltjai. A konstrukcié alapjan azonban most ennél tobbet is tudunk mondani!
A 7,.,(T) bejaras ej-ben kezdddik, és elészor A csicsait jarja korbe, majd es-be érve
B cstcsait. A 7,.,(T) bejaras forditva, es-ben kezd, B cstcsait jarja be elészor, majd
ha egy f nem T-élet ugyanolyan sorrendben latunk a két bejaras soran (vagyis mind-
két bejaras ugyanazon végpontjat latja el6szor), akkor 6(f) = 0. Igy tehat kénnyen
lathatoan

( # hurokeél;
f mindkét vége A-ban van,
0(f) =0, ha < vagy mindkét vége B-ben van;

f =wa valamely a € A cstcsra és va € 1,

| vagy f = vb valamely b € B csticsra és vb € J.

Ha azonban f 0n. dtkdtd él, vagyis ha az alabbi élek valamelyike, akkor a hozza-
tartozo d(f) nem trivialis: ha
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o f=uab,a€ A b€ B, akkor 6(f) = a — b, mivel az els6 bejaras soran a feldl,
mésodjara b felsl lattuk az f élet;

e f=wa € J, a€ A, akkor §(f) = a — v, mivel az els6 bejaras soran a feldl,
maéasodjara v feldl lattuk az f élet, hiszen f € J.

e f=uwvbe I, be B esetén hasonloan, csak forditva, 6(f) = v — b, mivel az els§
bejaras soran most f € I miatt v fel6l, mésodjara pedig b felsl lattuk az f élet.

A fenti kiemelt kiilonbséget tehat tovabbirva

p1(T) — Po(T) = Z a—b+ Z a—v+ Z v — b.

f=ab, f=va€edJ, f=vbel,
a€AbEB acA beB
Mi torténik, ha A csicsai egyszerre kitornek? Konnyen meggondolhato, hogy
ha egy él mindkét vége A-ban van vagy egyik sincs A-ban, akkor A kitoérésekor a
rajta 1évd konfiguraciéo nem véltozik. Ha egy élnek pontosan egyik vége van A-ban
és szerepel a fenti Osszeg valamely tagjaban, akkor rajta a konfiguracié kinulldzodik.
Ha pedig egy él nem szerepel a fenti Gsszegben, de az egyik vége A-ban van, akkor
A kitorésekor az él A-tol elfelé iranyitodik. Ezek egyébként pontosan azon va élek,
amelyekre va € I. Kévetkezésképp b1 (1) — B2(T) ~ D —uer 0(f)-
A fenti okoskodéast precizzé a kovetkezSképp tehetjiik. Az Ly 4 szorzat, ahol L a
graf Laplace-matrixat jeloli, a definicié alapjan

Lxa= Z a—b-+ Za—v:

f=ab, f=va,
a€AbEB acA
= E a—b+ g a—v+ E a—v,
f=ab, f=va€eJ, f=va€l,
a€AbEB a€A acA

a v koriili szalagstruktira szerint felbontva a méasodik szummat. Osszevetve

Bi(T) — Ba(T) = Lxa — Z a—v+ Z v—b

f=va€l, f=vbel,
acA beB
= Lxa+ E vV —u.
f=vuel

Mivel Div(G)-t im(L)-lel faktorizaljuk, ez pont azt jelenti, hogy
BiUT) — Bo(T) ~ Z vV —u,
f=vuel

vagyis a két divizor kiilonbsége linedrisan ekvivalens egy olyan Div®(G)-beli elemmel,
mely T-t6l fiiggetlen. A két Bernardi-bijekcio tehat valoban egymaés eltoltjai S9(G)-
ben. O]

4.3.21. Megjegyzés. Az allitdsban szerepls xy-ra
e Y vou~ Y ovow,
f=vuel f=vweJ
ahol a mésodik ekvivalencia helyességét v kitorésével mutathatjuk meg.
4.3.22. Kovetkezmény. Legyen (G, p) szalaggrdf, v egy csicsa. A 4.3.20. Tételben
definidlt B, hatdsra 7(G) egy S(G)-torzor lesz.
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A hatas fliggése a kezddcsticstol

Két tételt igértiink még. Az egyik, hogy G sikbarajzolhatosiga esetén 3, a v cstcs
véalasztéasatol is fliggetlen, vagyis a Bernardi tipusu sandpile torzor algoritmus minden
v € V-re ugyanazt a 3 hatast adja; tovabba ennek az ellenkezgjét, vagyis hogy ha
G nem sik szalaggraf, akkor vannak olyan v és v’ cstucsok, hogy 3, # (.. Lassuk az

elgbbit.

4.3.23. Tétel. Legyen (G, p) sik szalaggrdf, és vegyiik két csicsdt, vi-et és vy-t. Ek-
kor barmely T € 7(G) szalaggrdfra B, (T) = By, (T), vagyis ekkor egyetlen B = f,
Bernardi-tipusi hatds létezik 7(G)-n.

Bizonyitds. A graf OsszefiiggGsége miatt elég szomszédos vy, vo csicsokra bizonyitani,
a 4.3.20. Tétel alapjan pedig a kezdGéleket szabadon valaszthatjuk. Legyen tehét e;
egy vi-et vo-vel Osszekotd él, és eo = newt,(vo,e1). (Ha vy egyfoki, értelemszertien
ey = ep lesz.) Mutassuk meg, hogy a (v, e;) kezdGadati hatas megegyezik a (vq, €3)
kezdGadatuval minden T feszit6fara. Ehhez az el6z6 bizonyitashoz hasonléan a két
hatashoz tartozoé T-bejarast fogjuk nézni.

Ha e; € T, akkor konnyt dolgunk van, mivel a két bejaras csak abban kiilonbozik,
hogy az e; ¢l a bejaras els6 vagy utolsd éle. Specidlisan a nemfaéleket pontosan
ugyanigy latjuk a két bejaras soran, tehat ekkor Sy, ¢, (1) = Pyy.e, (1) trividlisan.
Kovetkezésképp az altaluk definialt hatésok is megegyeznek.

Mi torténik, ha e; ¢ T7 Ebben az esetben hasznéaljuk ki, hogy a szalaggraf
sikbarajzolt (szalaggraf értelemben). Legyen C' = Cr,, az a kor a grafban, mely agy
keletkezik, hogy T-hez e1-et hozzaveszem. Vegyiik a graf egy lerajzolasat. A C kor két
tartoményra osztja a sikot, nevezziik a korlatosat belsdnek, a végtelent kiilsének. A
sikbrarajzolhatosag miatt E(G)\T élei két halmazba sorolhatoak: E_-ban vannak a
koron beliili élek, F,-ban a kdron kiviliek. A helyes lerajzolas miatt olyan tn. metszd
élek, melyek a kor belsejébdl indulnak és kiilsején érnek véget (vagyis az olyan uw
élek, hogy u-ban az él E_-beli, w-ben E.-beli), nem lehetnek. A két élhalmaz tehat
diszjunkt. A két kezdGadathoz tartozd bejaras viszont igy nem csak hogy egymas
ciklikus eltoltja, de E_ és F, éleit ugyanonnan latja meg elGszor, csak egyméshoz
képest mas sorrendben! A (vy,e;) kezdSadati bejaras ugyanis (mivel e; nem faél)
er-et vy feldl atvagja, és T élein utazva elGszor F_ majd E, éleit latogatja meg. A
(v9, e2) kezdGadati bejaras nagyon hasonloan elszor E, majd E_ éleit latogatja meg,
és er-et ugyanigy v, feldl vagja at, hiszen es = next(vg, ;). (Hogy es T-beli-e vagy
sem, azt nem tudjuk, de nem is sziikséges, a két bejaras ugyanis ugyanugy fogja latni).
Mivel E_ és F, anem T-beli élek diszjunkt felosztasa és a két bejaras ugyanugy vagja
at ezen éleket, a két hatas megegyezik, vagyis B, ¢; = Bug.es- m

4.3.24. Példa. A 4.1. abra T feszitéfajan tekintsiik a g, és 5, hatasokat! A bejarésok
kezd6adatanak a tétel értelmében (b, vb)-t és (v,vc)-t veszem. Ekkor vb ¢ T. A
Cr.w = {va,as, sb,bv} alapkorre E_ = {vs}, mig ET = () most iires, és vs valoban
mindkét bejarasnal s felé néz. A vb € T' fat nézve a két bejaras szintén megegyezik.

A nem sikbeli eset mar bonyolultabb. Bizonyitasaba itt nem kezdiink bele, a
hozza sziikséges eszkozok ugyanis tilmutatnak ezen dolgozat keretein.

4.3.25. Tétel (|[BW18|, Theorem 5.4.). Legyen (G,p) nem sik szalaggrdf. Ekkor
létezik két csucsa, v és V', hogy By # P O

s sz

pile csoport élfiiggvényként torténé megadésat egyarant hasznalja. ElSbbir6l barmely
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algebrai topologia bevezetében olvashatunk bévebben, &m utobbirodl is bdséges szak-
irodalom (|[BLHN97|, [Big97|) all rendelkezésre.

4.3.26. Példa. Demonstracioképpen azért mutatunk egy nem sik szalaggraf keét
Bernardi-hatasat, melyek valoban nem egyeznek meg. Tekintsiik a 3.2. abra G
grafjanak jobb oldali, toruszra rajzolt szalagstrukturajat. A T = {es, e3} feszits-
fat véve a By, (T) = v + va, mig By e,(T) = vi + va. AT = {eq,e4} feszits-
fara Bye, (T") = Buye, = 2v. Vagyis mig egyik esetben v — va, a masik esetben a
2v — Vi — Vo ~ vy — Vg elemek ekvivalencia osztalyai képezik T-t T'-be. A sandpile
csoport a négyelemii ciklikus csoport, amiben konnyen ellenérizhetéen a két elem nem
egyezik meg.

4.4. Rotor-hatas

A rotor-hatas szintén megadja S(G)-nek egy szabad, tranzitiv hatasat 7(G)-n. A
Bernardi-hatast a Bernardi-bejarasok segitségével definidltuk. Most is hasonldéan ja-
runk el, bar a mechanizmus lényegileg kiilénb6z6 lesz. ElGszor — magyar terminologia
hijan — a rotor-routing folyamatot ismertetjiik, majd ennek segitségével definialjuk a
rotor-hatast. A rotor-routing elgszor [HLM™ 08| cikkében jelent meg, mely eredmé-
nyek 7 évvel késébb [CCG15]-ben lettek kiegészitve.

Rotor-routing

A rotor-routing nagyon téavolrol a flipper jatékra emlékeztet. A flipperben kiilonféle
akadalyok segitségével probéljuk elkeriilni, hogy a goly6 az asztal alji lyukba essék.
[HLM™08]-ék eredeti célja a chip firing jaték egy modositésa volt. Emlékezziink, hogy
a chip firingben egy cstics akkor tor ki, ha legalabb annyi chip van rajta, amennyi a
foka. Ez azt eredményezi, hogy ha egy chip tiizeléshez tul kevés chippel rendelkezd
csticsba ér, akkor varakozni kényszeriil, amig tovibbmehet. 3 Holroydék 6tlete, hogy
egy chip megérkezésekor rogton vandoroljon tovabb egy kovetkezs cstcsra, a folya-
mat pedig akkor fejez6djék be, ha egy elére kijelolt ¢ nyels- (vagy gyokér-) csticsba
e élen v-be érkezd chip mindig a newt,(v,e) élen haladna tovabb, akkor nem lenne
garantalt a chipek (lehetdség szerinti) egyenletes szétosztasa. Hidba érkezne nagyon
sok chip egy adott él fel6l egy cstucsba, azok mindegyike ugyanazon az élen menne ki,
és 1gy ugyanazt azt utat jarna be. Sziikség van tehéat valamiféle rotalasara, frissité-
sére az aktualis kimend éleknek, miel6tt kilGjiik a csticsot. Erre vezették be a rotor
konfigurdcio fogalmat.

A ¢ nyel6ji v-bdl indul6 rotor-routingot a kévetkezéképp definialjuk. A csticsokra
illeszkeds éleket rotoroknak tekintjiik, melyeknek a szalaggraf szerinti p sorrendje
elore rogzitett. Adott egy kezdeti g : V(G) — E(G) rotor-konfiguréacié, mely minden
csucsban egy kezdeti élet jelol ki. Ez a kezdeti rotor a cstcsban. A rotor-routing két
lépésbdl all: ha egy v cstcsba megérkezik egy chip, akkor eldszor frissitjiik a rotorok
allasat, és az aktualis p(v) élet a o(v)T-szal jelolt, a szalagstruktira szerint rakovetkezs
next,(v, o(v)) élre cseréljiikk, majd ezen a frissitett élen a chipet tovabbkiildjiik. Ezt
a két 1épést addig ismételjiik, amig a chip a nyel6be nem jut. A ¢ nyel6ji, v kezdeti
cstest rotor-routingban a chip v-ben kezd, és a o(v)™ élen halad tovabb elészor.

3A chip-firing jatékot, az 1.3.4. Tétel bizonyitdsaban ellentétben most chipek (véletlenszert)
tovabbvandorlasaként értelmezziik.
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A Bernardi-bejarashoz hasonloan jellemezhetd tehat a rotor-routing is. Mivel egy
lépést egy rotor-konfiguracié—csucs par ir le, a k-dik 1épés utan a folyamatot a

V= (QO?U[% 01,V15 .-+, Qk,vk)

vektor jellemzi. A kezdeti rotor-konfiguracio gg, a chip vp-rél indul, majd a frissités-
tovabbkiildés lépései kovetkeznek. Az i-edik lépésben a kordabbi konfiguracié o;_ 1
és a chip a v;_; csucsbol az e;_; élen keresztiil v;-be jutott. A frissitett o; rotor-
konfiguraciot a

_ 0i-1(u), u # v;
0i{u) = {nextp(vi, ei—1), uU="1; (44)

egyenlet definidlja. Ekkor a chip az e; = g;(v;) élen keresztiil tavozik v;-t6l. A
folyamat véget ér, ha valamely k-ra v, = q.

b
AU A0 .0
‘e, Ov = Oc R Oa ‘., Ob
.0 0. ‘0
. R o
... K ..,
‘<0 0 . 00 ¢ ®0
0 2 0" 9
R R .
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1 0 0

4.3. dbra. A kezdeti o rotor-konfiguraciot az élek résziranyitasaval jeleztiik, ahol egy
cstcs aktualis rotorja alatt a bel6le kifelé mutatd élet értjikk. Az s nyel§jd u €

c s

sorban.

4.4.1. Példa. Nézziik a 4.3. abrat. A kezdeti rotor-konfiguracio o = {va, a3, bs, cv}.
Az s nyel6ji, v kezdeti csticst rotor-routing egy 1épés alatt véget ér, ugyanis a kezdeti
o(v) = wva élre o (v) = vs. Az a kezdeti cstcsbol inditott rotor-routing két lépés alatt
ér véget, mert o(a) = as kezdetben és g(a)™ = av, amikor v-bsl megint s-re fordul
a rotor. A b-bdl inditott hasonléan bs-rél bv-re fordul, ahonnan v-bél vs-re. Mivel ¢
levélestics, a bel6le inditott rotor-routing megegyezik a szomszédjabol inditottal.

4.4.2. Tétel ([HLM108]|, Lemma 3.6.). Legyen G wvéges dsszefiiggd grdf, q a nyeld-
csucs. Akdrmilyen kezdeti (o,v) rotor-konfigurdcio esetén a rotor-routing véges iddén
beliil véget ér, vagyis a chip q-ba keriil.

A rotor-hatas

Mi torténik, ha a kezdeti ¢ rotor-konfiguracio élei feszitéfat alkotnak? A folyamat
soran vajon minden kozbiils6 rotor-konfiguracié szintén feszitétat indukal? Ez termé-
szetesen nem igaz, miként az ember hamar talal is ellenpéldat, am az viszont igaz,
hogy az utolsd, elnyel6dés pillanataban keletkezett o' konfiguracio feszit6fat alkot.
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4.4.3. Tétel (JHLMT08|, Lemma 3.10.). Ha a rotor-routing folyamatban a kezdeti
rotor-konfigurdcio feszitéfat alkot, akkor tetszdleges kezdeti csics vdlasztdsa esetén az
elnyelddés utan rotor-konfigurdcio szintén feszitdfat alkot. Vagyis ha a oo kezdeti kon-
figurdciora im(oo) € T(G), akkor az elnyelddés pillanatdban a ¢ rotor-konfigurdciora
im(¢') € 7(G) minden kezdeti v € V' csicsra.

4.4.4. Példa. Figyeljik meg az el6z6 példaban a keletkezett rotor-konfiguraciokat!
A kezdeti rotorkonfiguracié valéban meghatarozza a T = {va, as, bs, cv} feszitsfat.
Az u csucsu, s nyel6ji, or kezdeti rotor-konfiguracioju rotor-routing elnyel6dés utani

A

00 = {U%, a5, b3, G0}, 0o = {U%, ab, bs, Gb},

op = {U85, as, b?}, Guv}, 0. = {8, av, bjs, qu}.

Vegyiik észre, hogy a konfiguraciok nem csak hogy feszitéfat indukalnak, de az ira-
nyitasuk is helyes! Ez az el6z6 tétel egy egyszertii kovetkezménye.

Hogyan terjeszthets ki ez egy 7(G) x S(G) — 7(G) hatassa? Az vildgos, hogy
a q nyel§ji és v kezdeti cstucstu rotor-routinghoz tartozé divizor vq, és a folyamat
végetér, ha a chip a nyel6be keriil, mésként szolv a kapott chip-konfiguricié 0 lesz.
A 2.2.6. Tétel értelmében a Z = {v — q|v € V} alaki elemek generaljak S(G)-t,
és minden Z-n definialt hatéas egyértelmien terjed ki S(G)-nek egy hatasava a 4.1.4.
Lemma értelmében. A megoldando probléma, hogy egy T feszit6fabol hogyan kapjuk
a kezdeti rotor-konfiguraciot. Egy cstucsra ugyanis tobb T-beli él is illeszkedhet, ezek
koziil kell eldontsiik, melyik legyen az adott cstics kezdeti rotorja. Adodik erre egy
természetes megoldas. Tudjuk, hogy egy fan barmely két csics kozott pontosan egy
ut vezet, vagyis a fa élei a nyel§ felé iranyithatéak tgy, hogy minden csticsnak (a
nyels kivételével) egy kimend éle van, az, amelyik a g-val 6sszekots utjanak elss éle.
Ez adja a kezdeti o7 rotor-konfiguraciot.

Ennek segitségével konnyen megadhatoé S(G)-nek a g kezdGadati rotor-hatéasa a
feszit6fakon. Tetszoleges T feszitGfara és z, = v — q generétor elemre [z,] - T' legyen
a (or,v) kezdeti adatt rotor-routing elnyelédés utani rotor-konfiguraciojanak képe,
mely az el6z6 4.4.3. Tétel alapjan G egy feszitéfajat adja. Ha az x € Div’(G)
elem © = > uy2y, by € Z modon all els, akkor [z] - T' 1épésrdl lépésre kiszamolhato,
mégpedig az [z +y| - T = [z] - ([y] - T) szabély felhasznalasaval, z,y € Div°(G).

4.4.5. Tétel ([HLM'08|, Lemma 3.12. és 3.13.). Az eldbb definidlt v, : 7(G) X
S(G) — 7(Q) leképezés S(G) egy szabad, tranzitiv hatdsdt adja a feszitdfakon, mely
gy T(G)-t egy S(G)-torzorrd teszi.

A rotor-hatésra is igaz az alabbi allitas.

4.4.6. Tétel (|CCG15|, Theorem 1.2.). Legyen (G,p) szalaggrdf, q € V tetszdle-
ges csucs. Az ry rotor-hatds pontosan akkor figgetlen q vdlasztdsdatdl, ha (G, p) sik
szalaggrdf.

4.4.7. Megjegyzés. A T fanak a g nyelGji r, rotor hatasnél a v —q generatorelemen
vett képét gyakran (v — q), - 7' modon jelolik [CCG15]-vel 6sszhangban. Mivel a mi
dolgozatunk sokkal inkabb a Bernardi-hatésrol szol, olyan jelolést hasznaltunk inkabb,
mely ez utébbival van 6sszhangban.
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4.5. A két hatas egybeesése sik szalaggrafokon

Az el6z6 két szakaszban definidltuk a sandpile csoport két hatasat a szalaggraf feszi-
t6fain. Megmutattuk, hogy sik szalaggrafok esetén egyik hatas sem fiigg a kezdGestcs
valasztasatol, vagyis egyértelmtien létezik egy természetes rotor- illetve Bernardi-
hatas az ilyen grafokon. Egyszert grafokra tobb is igaz.

4.5.1. Tétel. Legyen (G, p) eqyszerd szalaggrdf, és jelélje r, a rotor-, 5, a Bernardi-
hatdsokat tetszdleges v € V-re. A grdf pontosan sik szalaggrdf, ha r, = [, minden
v € V-re, vagyis ha a torzor-struktirdk megegyeznek.

A tételt Baker és Wang sejtette meg [BW18| Theorem 7.1.-ben. Nekik azt sikertilt
belatniuk, hogy ha G sik szalaggraf, akkor az egyszertiség feltételezése nélkiil is igaz
az &llitds. Néhany évvel késébb egymastol fiiggetleniil Shokrieh és Wright [SW21],
illetve Ding [Din21] is belatta a masik iranyt.

Bizonyités helyett itt is csak példakat mutatunk a két iranyra. ElGszor mutatunk
egy toruszra rajzolt egyszerd grafot, amin a Bernardi- és rotorhatasok kiilénboznek,
majd mutatunk egy ellenpéldat, hogy valéban létezik olyan nem sik multigraf, amire
bedgyazastol fliggetleniil a torzor-strukturak megegyeznek. Vagyis az egyszertiség
elhagyasa esetén mér nem igaz a fenti allitas.

4.4. abra. A K, egy toruszra rajzolasan r, # [,. A toéruszt hagyomanyosan agy
rajzoltuk le sikba, hogy ha a korbefoglalo téglalap szemkozti oldalait (csavaras nélkiil)
egymashoz ragasztjuk, akkor egy toruszt kapjunk.

4.5.2. Példa. A 4.4. abra toruszra rajzolt Ky grafjan nézziikk T és T' feszitéfakat.
Az r, rotorhatést tekintve a [v — q] csoportelem T-t egy rotor-forgassal T"-be viszi
(v-ben a vu kezdeti rotor ¢-ba forog). A 5, Bernardi-hatés alapéléiil valasszuk a qu
élet. Ekkor B, (1) = q+u+w, mig 5, ,,(7") = v+2w. Vagyis a Bernardi hatasnal
a [v+w —u—q] elem képezi T-t T"-be. Ha a két hatas megegyezne, akkor

v—-q+tw—-—u~v-—q
lenne igaz, am w — u ¢ 0 konnyen ellendrizheten.

4.5.3. Példa. Nézziik a 3.2. abra G grafjanak két beagyazasat. Az elsében (G, p;) sik
szalaggraf, a jobboldaliban (G, p2) toruszra rajzolt. Egyszertien, de szamolasigényesen
megmutathatoak a kovetkezGek. Az els6 bedgyazasra a rotor- és Bernardi-hatésok
minden alapcstucsra megegyeznek, s6t a 4.5.1. Tétellel egyetértésben egymassal is.
Jelolje ezt az egyez6 hatast a. A mésodik bedgyazasra az azonos alapcsiicsi rotor- és
Bernardi hatasok szintén megegyeznek, am ezen a szalagstruktiiran a harom alapcstcs
kiilénb6z6 sandpile-torzor struktirat ad meg. Az egyezd hatasokat jeldlje a,,

Jelolje T;;, = {ei,e;}, i = 1,2, = 3,4 feszit6fakat. Szimmetria okokbodl az
vy, hatas hasonl6 lesz «,,-hez, igy most csak ez utobbit mutatjuk. Az i — 7 +
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2i = 1,2, 5 — j—2,7 = 3,4 cserékkel az «,, hatas a,,-bdl kiszamolhato. Az
alabbi tédblazatban osszefoglaltuk azon x € Div"(G)-ket, amire (a megfelels hatasnél)
[SC] . E]’ —> Tkl-

p1, & P2, Qy P2, Qo
T24'—>T231 V — Vg, V — Vg, V — Vo
T24|%T13 1 V3 — Vg, V3 —Vgy, V—V;
Tos—Tyy: v—vVvy, V—Vy, Vi3—Vy
Tos—Ti3: v—vVvy, V—Vy, Vi— Vg
Toz =Ty Vi—Vz, Vi—Vz, V-V
TlgHT14 I V—Vg, V—Va, V —Va.

A sandpile csoportot a v — vy, v — va, vy — Vg elemek generaljak.
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5. fejezet

Szalaggrafok génusza és a
sandpile-torzorok

Az el6z6 fejezetben megadtunk két sandpile-torzor algoritmust, a Bernardi és rotor
tipusut, és belattuk roluk, hogy a kapott hatas pontosan akkor fiiggetlen a kezdGcstics
valasztasatol, ha a szalaggraf sikbarajzolhato (4.3.23. és 4.4.6. Tételek). Vagyis a
hatasokbol a graf sikbadgyazottsiaga egyértelmiien eldonthets. Emlékeztetsiil, egy
sandpile torzor algoritmus inputja egy (G, p) szalaggraf és egy v bazis cstcs, outputja
egy a, : 7(G) x S(G) — 7(G) hatés.

5.0.1. Tétel. Legyenek adottak a Bernardi- vagy rotortipusi sandpile torzor algorit-
musok gy, hogy (G, p) maga ismeretlen. Ekkor egyértelmien eldonthetd, hogy (G, p)
stkbarajzolhato-e, vagyis g(G) = 0 vagy sem.

Bizonyitds. A tétel feltétele szerint adott egy €2 halmaz, mely a graf feszitéfaival
bijekcidoban all, és egy H csoport, mely a sandpile csoporttal izomorf, tovabba n
darab «; : 2 x H — () hatas. Ha az «; hatédsok minden i-re megegyeznek, akkor
a 4.3.23. vagy 4.4.6. Tételek egyike miatt GG sikbarajzolhato, ha pedig létezik olyan
csucs, amelyre nem egyeznek, akkor g(G) > 0. O]

Természetes modon felmeriil a kérdés, hogy vajon a nemsikbeli eseteket is tudjuk-e
tovabb csoportositani, példaul hogy a fenti feltételek mellett meghatarozhato-e tet-
sz6leges szalaggraf génusza. Ez azonban nem lehetséges.

5.0.2. Tétel (|[McD18|, Theorem 3.). Legyen (G,p) és (G, p') két olyan szalaggrif,
hogy V(G) = V(G"). Jelélje cv, a v kezddesicsiu Bernardi- vagy rotorhatdst. Létezzen
tovabbd ¢, : T(G) — T(G') bijekcio és pg : S(G) — S(G') csoport izomorfizmus, hogy
az aldbbi diagram kommutdljon:

7(G) x S(G) SELCEEN 7(G)

l@T Xps lWT

7(G') x S(G") = (@)
Létezik olyan (G, p) és (G',p'), hogy a fenti feltételek teljesiilnek rdjuk, de g(G) #
9(&).

McDonough ellenpéldaja egy 2 cstcstu, 5 éli multigraf, amire csak a p, p’ be-
agyazasok kiilonboznek (de G = G'). Egy cstcs kitorésével a chipek szama a kitord
csucsban ottel csokken, a masik csticsban pedig 6ttel ng. A sandpile csoport tehat
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7./57-vel izomorf. Igy a g : S(G) — S(G'), — 27 csoportizomorfizmus, mivel 2 és
5 relativ prim. A szalagstruktira megfelel§ varidlasaval elérhets, hogy létezzen olyan
or : T(G) — 7(G") bijekcio a feszitéfak kozott, hogy a fenti diagram kommutativ
legyen, am g # g'.

Ez azt mutatja, hogy nem elég ismerni 7(G)-n az S(G) orbitokat, adott kell legyen
példaul a graf maga. Nyilvan, ha ismerjiik a szalagstruktarat is, akkor a 3.3.6. Allitas
alapjan kiszamolhatjuk a graf (topologiai) génuszat, ez esetben tehat felesleges az v,
hatésok ismerete. Osszeallt tehat a fejezetiink alapkérdése.

Kérdés. Tegyiik fel, hogy adott egy G = (V, F) szalaggraf, aminek p szalagstruktura-
ja ismeretlen. Adott tovabba minden v € V csucsra az «,, : 7(G) X S(G) — 7(G) cso-
porthatés, ahol minden T" € 7(G) feszit6fa a feszits élek felsorolasaként van T C E(G)
modon megadva. Meghatarozhato-e ekkor a szalaggraf topologiai génusza a szalag-
struktrara explicit ismerete nélkiil?

Alex McDonough a rotor-hatasra 2018-ban bebizonyitotta, hogy ez lehetséges.

5.0.3. Tétel (|[McD18|, Theorem 4.). Legyen adott eqy G = (V, E) szalaggrdf, ami-
nek p szalagstruktirdja ismeretlen. Adott tovdbbd minden v € V alapcsicsra az
ry : T(G) x S(G) — 7(G) rotorhatds. A szalaggrdf topoldgiai génusza, a szalagstrukt-
rira explicit ismerete nélkiil s egyértelmiden meghatdrozhato.

Az el6z6 félévekben a Bernardi-hatésra vizsgaltuk ugyanezt a kérdést, am ez nehe-
zebbnek bizonyult. A {6 6tlet megegyezik a [McD18| McDonough cikkében leirtakkal,
azonban — ahogy a cikke végén McDonough is irja — a gondolatmenet teljes egészében
nem vihet§ at, ugyanis a bizonyitas magjaul szolgalé Proposition 15 és Lemma 17
allitdsoknak nincs egyértelmid analogiaja a Bernardi-hatésokra nézve.

Nézziink egy motivalo példat, ami erdsiti a feltételezést, hogy a hatasok ismereté-
ben meghatarozhato a szalaggraf génusza.

5.0.4. Példa. Nézziik a 3.2. dbran G-nek két beagyazasat. Mivel a hatas szabad és
tranzitiv, igy minden T, 7" feszitéfara egyértelmten létezik egy v € S(G), amelyre
v-T =T. A 4.5.3. Példaban kiszamoltuk az «, rotor (és Bernardi-) hatasokat.
Vegytik észre, hogy a v alapcstcsu hatasok megegyeznek, &m ha az «, és a,, hatasokat
hasonlitjuk 6ssze, akkor példaul a Ty, fat Ti3-ba a két beagyazasnal mas sandpile elem
viszi, ugyanis vq — va ¢ v —vy. (Val6jaban minden ¢ # k, j # [ indexekre kiilonbozik
az a csoportelem, ami T;;-t Ty-be képezi.) Ez a csoportelem tehat megkiilonbozteti
a két bedgyazast, hiszen ezen a grafon specidlisan nem adhaté meg 1-nél nagyobb
génuszu szalagstruktura.

5.1. Génusz meghatarozasa a Bernardi-hatasokboél

1. Feladat. Legyen adott egy G = (V, E) szalaggraf, aminek p szalagstruktaraja
ismeretlen. Adott tovabba minden v € V csucsra a 3, @ 7(G) x S(G) — 7(G)
Bernardi-hatas. Hatarozzuk meg a szalaggraf topologiai génuszat a szalagstruktrara
explicit ismerete nélkil!

Hogyan foghatunk neki ennek a kérdésnek? Az elézd 5.0.4. Példdban méar mutat-
tunk erre egy példat. Ezt fogjuk altalanositani. A kovetkezét fogjuk csinalni. Rogzi-
tett p bedgyazasra jeloljon x, € Div(G) egy olyan divizort, amire [z, - T = T1". Ha
meg tudjuk mutatni, hogy minden p-t6l kiilonb6z6 p’ beagyazasra azon y, € Div(G)
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divizorok nem linearisan ekvivalensek x,-val, amikre y, - T'=T" ezen masik beagya-
zés szerint, akkor x, a T, T" par segitségével tanisitja, hogy a beagyazas p-val egyezik
meg.

Nézzitk most a Bernardi-hatést! Vegyiink egy v kezdGcstcsot és vizsgaljuk a (3,
hatast! A 4.3.20. Tétel alapjan tudjuk, hogy tetszéleges v-re illeszkeds e élet va-
laszthatunk a 3, . bijekcié szamolasahoz. Vegyiink egy T' feszit6fat és nézzik a 7,
Bernardi-bejarasat! Emlékezziink, hogy egy csics Bernardi-élei azon nemfaélekkel
egyeznek meg, amiket a feszitéfa bejardsakor ezen cstucs feldl lattunk elGszor. Ilyen
modon a T-hez rendelt break divizort

Boe(T) = Z Mwe(T)(f) = Z (v Bernardi éleinek szama) - v

fér veV

alakban is felirhatjuk, ahol szokas szerint 7, .(7")(f) = v pontosan akkor, f-et v fel6l
lattuk elGszor a bejaras soran.
Természetes modon adodik tehat egy lehetséges tant egy feszitéfaparra.

5.1.1. Definicid. Vegyiink egy {711, T2} rendezett feszit6fapart és nézziik a (3, Bernar-
di hatéast. Rogzitsiink egy v-re illeszkedd e kezdgélet. A péarhoz rendelt S, (11, Ts) €
Div®(G) Bernardi-konfigurécio legyen az a nulladfoku divizor, amit a 3, .(T1, Tz) :=
by — by egyenl6ség definial, ahol b; = B,.(1;), i = 1, 2.

5.1.2. Allitas. Az z, = Bue(T1,T2) Bernardi-konfigurdcick kilonbozd e kezddélekre
linedrisan ekvivalensek, és ekvivalenciaosztdalyukra [x.] - Ty = Ty igaz.

Bizonyitdas. A 4.3.20. Tétel szerint kiilonbozs e és €’ kezdGélek mellett egyértelmiien
letezik v* € S(G), hogy Byo(T) — By (T) ~ +* minden T feszitsfara. Ekkor

0~ (Bv,e(Tl) - 6v,e’(T1)> - (ﬁv,e(TQ) - Bv,e’ (TQ))
= (5@,6(T1) - 6v,e(T2)) - (ﬁv,e(T1> - Bv,e’ (TQ))
= 51},6(T2a Tl) - Bv,e’ (T27 T1)7

tehat a {77, T} par Bernardi-konfiguracioinak ekvivalencia osztalya valoban csak a
kezdGcesuestol fligg.

A hatés definicioja alapjan ekkor persze [x.] - T} = Ty, tetsz6leges v-re illeszkedd
e kezdgél valasztasa esetén. ]

Az egyszertsitett problémat a kovetkezSképp definialjuk.

2. Feladat. Legyen (G, p) Osszefiiggs, cimkézett szalaggraf. Tegyiik fel, hogy min-
den v, e kezdGadatra és {T,T'} feszit6fa-parra adott az © = 3,.(T,T') € Div°(G)
Bernardi-konfiguracio. A szalagstruktura ismerete nélkiil hatarozzuk meg a szalagg-
raf topologiai génuszat!

A kovetkez§ alszakaszban belatjuk, hogy egyszeri grafokon ezt a feladatot meg
tudjuk oldani, az azt kévets alszakaszban pedig kitériink arra, hogy az egyszeriiség
elhagyasa milyen nehézségeket okoz.

Milyen konnyebbséget jelent a feladat ezen konnyitése az elébbi 1. Feladathoz
képest, amikor a hatés S(G)-n adott? Az 5.1.4. Allitasban belatjuk, hogy egy spe-
cialis elrendezés esetén az x Bernardi-konfiguracio értéke a v kezd&estucson pozitiv,
egy masik elrendezésben pedig negativ. Ha a konkrét konfigurdcié helyett csak a
divizor ekvivalencia osztalyat ismernénk, akkor ez az allitas nem lenne értelmes: ha
ugyanis a v csucs elengedGen sokszor kitorik, akkor v-n mér negativ szama chip lesz,
a keletkezett konfiguracié pedig vele ekvivalens lesz. ha a v cstics ugyanis elenged&en
sokszor kitorik, akkor rajta mar negativ szamu chip lesz, a keletkezett konfiguracio
pedig vele ekvivalens lesz. Roviden S(G)-n egy csics elGjele nem jol definialt.
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Génusz meghatarozasa egyszeri szalaggrafokon a Bernardi— kon-
figuraciok segitségével
Ebben az alszakaszban tehat a kovetkezd feltételezéssel is éliink.

Feltevés. Legyen G = (V, E) egyszeri graf.

Milyen stratégiat valasszunk a szalaggraf génuszanak meghatarozésahoz, avagy
konkrétabban hogyan valasszuk ki a {T,7"} feszitéfakat? Csabité lenne, ha min-
den lehetséges [,y (deg(v) — 1)! féle szalagstruktirdhoz talalhatnank egy alkalmas
feszit6fa part, aminek Bernardi-konfiguracidja elkiiloniti ezt a beadgyazéast az Osszes
tobbit6l. Ez azonban til ambicidzus vallalkozas. Helyette minden cstics koriil lokéli-
san probaljuk meghatarozni a szalagstrukturat, mégpedig a cstcsra illeszked6 hdrom
¢l egyméashoz viszonyitott ciklikus sorrendjét szeretnénk meghatarozni. Példaul a v
csucs koriil nézziik mindazon beagyazasokat, ahol az ey, es, e élek ciklikus sorrend-
je (e1,es9,e3), és ezeket akarjuk a (eq,es, e9) tipustaktol megkiilonboztetni. Mivel a
haromelemt ciklusok is generaljak k elem permutaciécsoportjat, igy ezen informéciok-
bol a csucs koriili szalagstruktira egyértelmiien visszafejthets. Ekkor Edmonds 3.3.6.
Allitasa alapjan a génuszt a szalagstrukturaval kompatibilis korok megszamolasaval
kiszamolhatjuk.

Néhany megjegyzés a fenti modszerhez. Egyrészt, minden egy- vagy kétfokua cstcs
koriil a szalagstruktira trivialis, ezért elég a legalabb haromfoki csticsok koriil a ré-
illeszked6 élharmasok sorrendjét meghatarozni. Van masrészt azonban egy probléma
is. Mint azt a 3.4.1. Allitasban is lattuk mar, minden fa sik szalaggraf tetszéleges
beagyazasra, és a sandpile torzorok is trivialisak. A hatasokbol tehat a szalagstruktu-
ra egyértelmiien nem fejthets vissza. Nekiink azonban ez nem is feltétlen sziikséges.
Elég, ha a szalagstruktirat olyan mértékben visszafejtjiik, hogy utana mar a beagya-
zas tetszéleges kiterjesztésére ugyanazt a génuszt kapjuk. Ehhez a 3.3.8. Lemma
lesz segitségiinkre, mely azt allitja, hogy elvagd cstics koriil akdrhogyan ragasztjuk
Ossze az Osszefliggd komponenseket, mindaddig amig azok egymasba nem metszenek,
a szalaggraf génusza a komponensek génuszainak osszege.

Ebben az alszakaszban a kovetkez§ tételt fogjuk belatni.

5.1.3. Tétel. Legyen G wvéges, egyszeri, osszefliggd szalaggraf. FEkkor a Bernardi-
konfigurdciok ismeretében egyértelmien meghatdrozhato a szalaggrdf génusza, a sza-
lagstruktira explicit ismerete nélkiil is.

Nézziik el6szor a bizonyitas mélyén rejlé alapotletet, mely egyébként azt a szerepet
tolti be, mint [McD18| Proposition 15 allitésa.

S

Cva,vb,c

5.1. abra. Az 5.1.4. Allitas alapkonstrukcidja. A Chavbe c-t elkeriilé korbdl legyartjuk
a T és T’ feszit6fakat, és nézziik a 3, hatast ve kezdGélen.
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Alapkonstrukcié. Vegylink egy tetsz6leges, legalabb haromfoku v € V' csicsot.
Héarom v-re illeszkeds él legyen va, vb és ve, ahol a,b,c € V. (Emlékezziink, hogy a
graf feltevésiink szerint most egyszert.) Ezen harom él szalagstrukturabeli ciklikus
sorrendjét kivanjuk eldonteni. Tegyiik fel, hogy létezik olyan C' = Clqup, kOr, melyre

va,vb e C, decé¢ C.

A C\vb-t egészitsiik ki G egy olyan T feszitéfajava, hogy ve € T. A T" fat T-bdl ugy
kapjuk, hogy a va élet vb-re cseréljiik. (Mivel T-nek a vb-re vonatkozé fundamentalis
kore C-vel egyezik meg, T" valoban feszitéfa. Lasd az 5.1. abrat.) T'\v-ben az a-val
egy komponensben levd csiicsokat jelolje S, a c-vel egybe esSket pedig S’. Vilagos,
hogy a,b € S,c € S’. A konstrukcié alapjan T és T" ilyen felbontédsa megegyezik,
részletekért lasd az 5.2. abrét.

5.1.4. Allitas. Vegyiink G-n eqy p szalagstruktirdt, amely szerint v koril az va, vb, ve
élek ciklikus sorrendje (va,vb,vc),, és eqy p'-t, ami szerint (va,ve,vb),. Tekintsik a

By hatdst, és leqgyen x € Div(G) a {T,T"'} par ve kezddéld Bernardi-konfigurdcidja a
p szerinti bedgyazdsban, y pedig a p' szerintiben. Ekkor x, > 0, mig y, < 0.

Bizonyitds. A Bernardi-bejarasok alapéléiil tehat a vc élet vessziik. A fenti allitas
azzal ekvivalens, hogy az els6 beagyazas esetén v Bernardi-éleket nyer, a masik be-
agyazasra Bernardi-éleket veszit.

Nézziik az els esetet, amikor a ciklikus sorrend (va, vb, vc),, és nézzilkk meg a T
fa Bernardi-bejarasat!

A bézisunk a v cstucs és a ve él. A kezdGél faél, tehat elsétalunk rajta c-be és
bejarjuk a c-rél lelogd fakat. Ezutan c-bél visszasétalunk v-be a ve él masik olda-
lan, és ott forgunk a v-beli szalagstruktura szerint. Ha a wa él el6tt latunk faélet,
végigsétalunk az altala feszitett részfan, majd visszaérve v-be folytatjuk a v koriili
forgast. A wva faélen atsétalva megint forgunk az a — b ut elsg éléig, kivéve ha kdzben
faélet latunk, mert akkor el6bb végigsétalunk azon. Az a — b ut elsG éléhez érve
végigsétalunk S-en (az a — bt és a rola lelogo fak csiucsain), tehéat lényegében az
a — b uton, kivéve hogy az ut cstucsaiban, amikor forgas kozben faélet latunk, vé-
gigsétalunk a lelogd fakon. A b csticsba érve visszaforgunk az a — b Gt utolso éléig
(k6zben meglatjuk a vb nemfaélet), kivéve ha el6bb latunk még faélet, ekkor elsbb
azon sétalunk végig. Ezutan b-bdl sétalunk visszafelé az a — b at masik oldalan,
S maradék cstcsait is meglatogatva a lelogd fakrol. Végiil a-ban jra forgunk, faélt
latva azt a részfat bejarjuk, és végiil egészen a va élig forgunk. Végigsétalva az élen
v-ben forgunk a vc élig, és a bejarast befejezziik.

A T’ fa bejarasa nagyon hasonléan torténik. v-bdl c-be érve bejarjuk a c-rél lel6go
fakat, majd v-be visszaérve most el6bb b-t latjuk meg. b-bdl felsétalunk az a — b
uton ,visszafelé”, a lelogo fakat is bejarva. Az a csicsba érve visszasétalunk az a — b
uton az ,eredeti” iranyban, a lelogd fakat is bejarva. Visszatérve a b cstucsbol a v-be
megylink, és zarjuk a bejarast.

Hogyan néz ki tehat az © = f,..(7,T") Bernardi-konfiguracié a v cstcson? Azt
allitjuk, hogy a két bejaras csak a va és vb kozti éleken kiilonbozik v fel6l nézve. T
bejarasakor v-nek a va és vb kozti élei v-t6l elfelé néznek, mivel T-ben va faél, és igy S
cstcsait elébb fejezziik be (latjuk minden éliiket), mint hogy v fel6l lassuk a kérdéses
éleket. T bejarasakor ezzel szemben a va és vb kozti éleket v felsl 1atjuk, hiszen a va
nemfaélen atforgunk, és vb elérésig minden wva, vb kozti nemfaélet meglatunk v-basl.
Mivel v-re legalabb harom él illeszkedik, és vb nem Bernardi-éle T-ben, va viszont
igen T"-ben, kapjuk x, valoban pozitiv.

57



Nézziik most azt az esetet, amikor a harom él ciklikus sorrendje v koril (va, ve, vb).
Vegyiik észre, hogy nem sziikséges ezt az esetet kiilon megvizsgalni. Ha a {T,7"}
par Bernardi-konfiguréacioja helyet {7”, T'}-nek kérdezziik a Bernardi-konfiguraciojat,
akkor az el6zével egyezd gondolatmenet alapjan {T”,T'} Bernardi-konfiguracidja v-n
pozitiv, ugyanis ve utan a vb €l jon, mely T’-ben faél. Ha tehat x, pozitiv volt, akkor

Y, negativ. O

5.2. abra. Sematikus rajz az 5.1.4. Allitas bizonyitasdhoz. A v kériili ciklikus sorrend
p szerint (va, vb, ve), p’ szerint (va, ve, vb). Ha a bejarast a vc élen kezdjiik, azt 1atjuk,
hogy a két fa bejarasa a két bedgyazasnél csak v-re illeszkeds és néhany S-beli élen
valtozik.

Hogyan hasznaljuk ezt az allitast az igért 1. Tétel bizonyitasara? Minden olyan
esetben, amikor a fenti konstrukci6 megismételhets, tehat amikor egy deg(v) > 3
cstcs harom a, b, ¢ szomszédjara talalunk olyan part, mondjuk a-t és b-t, hogy grafban
van v-t6l és c-t6l diszjunkt a — b at, akkor tudjuk ezen harom cstcs ciklikus sorrendjét
a szalagstrukturaban. Ha a graf 3-Osszefiiggs, akkor vilagos, hogy a konstrukciod
minden v-re mikodik. A graf 3-Osszefligg@sége miatt ugyanis G\{v,c} Osszefliggs,
van benne tehat legaldbb egy ilyen a — b it. Mivel a 3-nal kisebb foku csucsokban a
szalagstruktira trividlis, adodik a kovetkezd allitas:

5.1.5. Kovetkezmény. Legyen G véges, egyszerd, iranyitatlan, 3-0sszefiiggd sza-
laggraf. FEkkor, ha minden feszitéfa-pdrra adott a Bernardi-konfigurdciojuk, akkor
egyértelmien visszanyerhetd a grdf teljes szalagstruktirdja, kovetkezésképp a génusza
18.

Tegyiik tehat fel, hogy a graf nem 3-Gsszefiiggd!

Vizsgaljuk a kérdést aszerint, hogy a harom wv-vel szomszédos cstcs, jelolje Gket
a,b, c, G\v melyik 6sszefiigg komponenseibe esnek (5.4. abra).

Ha v harom szomszédja koziil kettd, legyen ez a, b, ugyanazon Osszefiigg@ségi kom-
ponensébe esik, a harmadik, ¢ pedig masikba, vagy ugyanabba de van c-t6l diszjunkt
a — b at, akkor kész vagyunk. Tegyiik fel, hogy a harom csiics ugyanazon 6sszefiiggs-
ségi komponensbe esik, de minden a — b it c-n megy at. Ilyenkor b <+ ¢ szerepcserével
nézhetjiik a 3, hatast vb kezdGéllel az a — ¢ Ut feszitéfava terjesztésén, vagyis eredeti
jeloléseink szerint a Cyq pep kOrrel kezdve. Lasd 5.3. abra.

Mi van azonban, hogyha a harom csucs kiilonb6z6 komponensbe esik (5.4. abra)?
Ekkor hasznalhatjuk a 3.3.8. Lemmat! Ha a kivéalasztott v cstics valamelyik Osszefiig-
g6 komponensébe csak 1 él megy, akkor annak az élnek a szalagstruktarabeli helye
nem véaltoztatja meg a szalaggraf génuszat az idézett lemma miatt. Tegyitik fel ezért,
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5.3. abra. Ha minden a — b 0t c-n keresztiil vezet, akkor az a — c ut két kiterjesztésén
nézziik a 3, hatast vb kezdgGéllel.

hogy minden komponensbe legaldbb két él megy. Ekkor egyrészt az eddigiek alap-
jan minden Osszefliggd komponensen beliil meghatérozhatjuk a sorrendet. Barmely
két komponens éleinek az Osszefésiilését is meghatarozhatjuk: az egyik komponens
egyik élét vegyiik bazisélnek, és hasonlitsuk 6ssze a masik komponens tetszdéleges két
élével, majd forditva. Ezzel minden ilyen él-harmasra meghatéroztuk a sorrendet,
igy magénak a teljes Osszefésiilésnek is. Ha egy cstcs koriil ketténél tobb Osszefiig-
gési komponens van, akkor fésiiljiink Ossze elGszor tetszdleges kett6t. A harmadikat
féstiljiikk Ossze az egyikkel is és a masikkal is. Ez alapjan a harmadik egyértelmi-
en befésiilhets az els6 kettd Osszefésiilésébe is. Ezt ismételve minden Osszefiiggési
komponens ,befésiilhetd”.

5.4. abra. Osszefiiggéségi komponensek. Ha egy komponensbe csak egy él megy v-
bél, akkor azon él helye nem véltoztat a génuszon, ketténél tobb él esetén pedig Gssze
tudjuk fésiilni a komponensek éleit.

Bebizonyitottuk tehat a kovetkezd tételt.

5.1.6. Tétel. Legyen G wvéges, egyszeri, osszefliggd szalaggraf. FEkkor a Bernardi-
konfigurdciok ismeretében egyértelmiden meghatdrozhato a szalaggrdf génusza, a sza-
lagstruktira explicit ismerete nélkil is.

Bizonyitds. Minden csucs koriil az eddigiek alapjan fejtsiik vissza a szalagstrukturat,
amig lehet. Elvagd cstcs koriil az egy éllel kapcsolodd 6sszefiiged komponens elvagd
élének vegyiik egy tetszéleges szalagstrukturaba agyazasat. Vegylik a kapott szalag-
struktura egy tetszéleges p kiterjesztését. Erre cyc(G, p)-t meghatarozva kapunk egy
lehetséges génuszt, mely a 3.3.8. Lemma alapjan nem fiigg a szalagstruktira kiterjesz-
tésétsl. Igy minden esetben ugyanazt a génuszt kapjuk, mely tehat a szalaggrafunk
génusza. ]
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Mi romolhat el az altaldanos esetben, amikor a feszit6faparok Bernardi-konfiguracioinak

csak az ekvivalenciaosztalya van megadva? Nyilvanvaldéan az, ha — mint azt mar egy-
szer eldrevetitettilk — a két bedgyazasra a Bernardi-konfiguréciok linearisan ekviva-
lensek. A kovetkezs graf erre mutat példat.

5.1.7. Példa. Nézziik az 5.5. abrat! Tegyiik fel, hogy (a rajzzal ellentétben) v ko-
ril a szalagstruktira egyszer p, = (va,vd,vb,vc), méasodjara p. = (va,vc,vb,vd),
és nézziikk a T = {va,ab,vc,cd} és T' = {vb,ab,vc,vd} feszitéfakat. Ezek az 5.1.4.
Allitas Chawb,c kOréhez tartozo feszit6fak. A 3, hatast vc kezdgéllel nézve a p beagya-
zasnal {T,T"} Bernardi-konfiguraciéja © = v — b, a p’ bedgyazésnal y = a —v. A
{v, ¢, d} csucsok egytittes kitorésével megmutathato, hogy ekkor z ~ y. Nem igaz te-
hat az 5.1.4. Allitas altalanositasa, hogy ezen konstrukcié a Bernardi-konfiguraciéinak
ekvivalencia osztalyai eldontik a va, vb, ve élek ciklikus sorrendjét.

Elsére ugyan elszomorit6 lehet a fenti ellenpélda, valojadban bizonyos értelemben

ez egy ritka eset. Fontos ugyanis — mint azt nemsokéra latni fogjuk—, hogy nem csak
hogy itt v elvagd cstcs (elvételével szétesik a graf), de a tobbi csices koriil is igen
specialis a szalagstrukttra. Altalaban a kétféle beagyazéasra vett x,y konfiguraciok
nem ekvivalensek.

a T C
m
D Treeenett o Treenes? d

5.5. dbra. A B, hatéast nézve a T és T" fak Bernardi-konfiguracioi a (va, vd, vb, vc), és
(va,ve,vb, vd), bedgyazéasokra ekvivalensek, am a T' és T” faké mar nem.

Az el6z6 példa persze annyiban is santit, hogy mindkét beagyazasra a génusz 1.

Ha p/-nek a (va, ve, vd, vb) sorrendet valasztanank se lennénk azonban elérébb: ekkor
ugyanis a graf sikbadgyazott, marpedig azokat mindig meg tudjuk kiilonbozetni a nem
sik esett6l. Mindkét esetben tehat (erre) a konkrét grafra tudjuk a génuszt az S(G)-
hatasok ismeretében. Még egy komponens hozzdadasaval azonban elérhetd, hogy a
graf mar ne legyen sikba rajzolhato, s6t, hogy a két bedgyazas génusza kiilonbozzék!
Az abra egyszertisége érdekében mi ezeket nem akartuk berajzolni, csak megmutatni,
hogy a két Bernardi-konfiguracié lehet ekvivalens erre a konstrukciora.

5.2. Részeredmények az altalanos esetben

Nézziik az altalanos esetet. Most a hatas S(G)-n van megadva, vagyis minden {7, 7"}
feszitéparra azon v € S(G) ekvivalenciaosztéaly van megadva, amire -7 = T". Nézziik
meg, milyen beagyazasokra lesznek az 5.1.4. Allitas = és y Bernardi konfiguracioi
linearisan ekvivalensek. Ehhez meg kell értsiik a konfiguraciokat a v csticson kiviil is.

A p beagyazasra. Rogzitsiik a p bedgyazast, tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor
a va, vb, vc élek ciklikus sorrendje (va, vb, ve). Vizsgéaljuk elsének, hogy v milyen élek
mentén nyert chipeket. Ezen élek v-t6] kiilonb6z6 végpontjai ekkor chipet vesztettek.
Az 5.1.4. Allitas bizonyitdsdban azt lattuk, hogy ezen bedgyazasra a B,,.(T,T") = x
Bernardi konfiguraciora x, > 0. Ez azért volt igaz, mert megmutattuk, hogy T-ben a
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5.6. dbra. A v és S kozotti élek harom csoportja: folytonos vonallal a koztes élek
halmaza W = {vsy, vss, vsg}, stirtin szaggatva az elé- {vs;} és utéélek {vs,}. Ha v
koriil a va, vb, ve élek az emlitett ciklikus sorrendben vannak, akkor 7'+ T” iranyban
v Bernardi élei az el6- és utoéleken nem valtozott, a koztes éleken pedig nétt.

vb nem faél b felé, mig T'-ben a va él v felé néz, és minden mas v-re illeszkedd élen v
csak nyerhetett chipet. Nézziik, hogy pontosan milyen élek mentén nétt v Bernardi
éleinek a szama T-bdl T'-be haladva.

A v-re illeszked6 nemfa éleket harom részre oszthatjuk. A wve és va kozti éleket
eloéleknek, a va,vb koztieket kozteséleknek, mig a vb és ve koztieket utoéleknek ne-
vezzik. A harom kitiintetett élet nem soroljuk be ezen kategoridkba, igy a két fa
ilyen felosztasa megegyezik (5.6. abra). Konnyt latni, hogy az elé- és utdéleken a
Bernardi-élek megegyeznek, hiszen mindkét fa bejarasakor ugyanonnan lattuk ezen
éleket. Ha az elgéleket v fell lattuk, akkor ennek az élnek a végpontja 7'\ v-nek olyan
részfajara esik, amin még nem jartunk; ha pedig a masik vége feldl, akkor olyan rész-
fara esik, hogy onnan lattuk el6bb. Az utoélek esetén hasonléan okoskodhatunk. A
gondolatmenet mindkét beagyazasra miikodik, igy ezen élek mentén a Bernardi-élek
valoban nem véaltoztak.

A v Bernardi élei tehat csak a koztes éleken valtozhatnak. Ott sem valtoznak
azonban mindig. Ha egy koztes él v-t6l kiilonb6z6 u cstucsa V'\ S-be esik, akkor mind-
két fa bejardsakor ugyanonnan latjuk az el6z6 érveléssel 6sszhangban. Ha ugyanis az
u — v fabeli ut v-re illeszkedd utolséd éle ve és va kozé esik v-ben, akkor mindkét
bejaras soran az €l v-t6l elfelé; ha pedig vb és ve kozé, akkor v felé néz. Els6 esetben
ugyanis miel6tt v fel6l latnank az élet, vc felsl forogva bejarjuk a kérdéses részfat,
ellenkezG esetben a v fel6li meglatas utan csak. Ha ez a cstics T'\v-nek c-vel egybeess
komponensébe esik, akkor az allitds nyilvanvalo.

Jelolje W C S azon S-beli csticsokat, amiknek v-vel 6sszekots éle koztes él (ha
van ilyen). Azt allitjuk, hogy pontosan ezen élek mentén nyert v Bernardi éleket.
Valoban. T bejarasakor ezen éleket v fel6l csak S teljes bejarasa utan lattuk, tehat
ekkor ezek az élek W felé néznek. T’ bejarasakor ellenben S-et csak a koztes élek v
felsli meglatasa utan jarjuk be, igy ekkor v felé néznek.

Vannak-e v-n kiviili valtozasok a Bernardi élekben? Lehetnek. A vb és va kozti
élek (vagyis ve-t is beleértve) altal kifeszitett erdén ugyan a két bejaras megegyezik,
mint ahogy azt méar belattuk, de S-en lehet véltozas. Vegyiik a C' = C\q 1, kOrt, és
nézziik G[S] nem fa éleit. Ha egy e nemfaél s1, sy € S végpontjaira e mindkét csics
szalagstruktiraja szerint a C' koron belil halad, akkor ezen élet nevezziik S belsd
élének; ha C-n kiviil, akkor kilsének; ha pedig s; koriil C-n beliil, sy koriil viszont
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kiviil, vagy forditva, akkor pedig S wvdltoélének. Ha p sik szalaggrafot indukélna,
akkor ez utobbi élek nem lennének. Most azonban nem ismerjiik a graf génuszat, igy
nem tudhatjuk, iires-e ez az élhalmaz, lasd 5.7. abra.

Hogyan alakulnak ezen élek Bernardi irdnyitasai? Vilagos, hogy a belsd és kiilsé
élek iranyitdsai megegyeznek. A belsé éleket ugyanis mindig b fel6l a felé jarva, a
kor ,belsején felfelé” haladva latjuk; a kiils6ket pedig a ,kiilsején lefelé”, a-bol b felé
haladva. A valtoéleken azonban véaltozik az irdnyitds. T bejarasakor egy e valtoél
akkor volt az s; csiicsa felé iranyitva, ha e s; fel6l nézve néz a kor kiilseje felé. Ekkor
T-ben s; felé, T"-ben azonban a masik vége felé lesz irdnyitva az e él. Ha a masik
végét s jeloli, akkor minden ilyen valtoél az x konfigurdcidhoz s, — s; divizorokat ad
hozza.

o---°
S8 S4

5.7. abra. Az S-en beliili élek harom csoportja: szaggatva a bels§ {ass} és kiilss
{asy, sgss} élek halmaza, folytonos vonallal a valto élek {bsy, s1ss} élek.

Osszefoglalva ekkor z-et a kovetkezéképp irhatjuk fel:

x:(|W|+1)V—b—Zw+ Z Sa — S7.

weW $182€G]S] valtoél

A ' beadgyazasra. Hogyan néz ki a p’ bedgyazésra az y konfiguracio? Lényegében
megismételhets az el6z6 gondolatmenet, csak az a <+ b csticsok szerepét kell megcse-
rélni. A v elGélei ekkor a ve, vb kozottiek, a koztesek a vb, va koztiek, az utok a va, ve
koztiek. A W' C S halmaz elemei azon cstucsok, amik v-hez koztes éleken, tehat vb és
va kozott kapesolodnak. G[S|] éleit ugyanugy osztjuk fel belss-, kiilsé- és valtoélekre,
am vigyazzunk, mert a két élhalmaz a két beagyazasra csak akkor egyezik, meg ha
p és p' S-en ugyanazt a beagyazast indukalja S-en. A tovabbiakban ezért ha sziik-
séges a valtoeleket ellatjuk a hozza kapcsolodod szalagstruktiraval és p—valto- vagy
p—valtoélekrdl fogunk beszélni.

Vegyiink most egy masik Az y konfiguracio z-t6l annyiban kiilonbozik, hogy W'-n
a cstcsok chipet nyernek v-vel szemben (ha T-b&l megytink 7" felé), tovabba a vb
helyett most a va élen valtozik v egy Bernardi éle, mégpedig olyan moédon, hogy a va
Bernardi élét v elvesziti. A p’ tipusa valtoélek tovabbra is nem trividlisan jarulnak
hozza y-hoz.

Osszefoglalva

y=—(W|+)v+a+ Y w+ > sh—s.
w'ew’ s sheG[S]
valtoél

62



Alapeset. Az a kérdés, hogy a z = x — y konfiguracié mikor lesz 0-val linearisan
ekvivalens. Nézziik elGszor az egyszerti esetet. Tegyiik fel, hogy p és p’ olyanok, hogy
W NW' =10, és a valtoélek halmaza is tires. (Ez példaul olyankor fordul els, ha p'-t
p-bol tényleg gy kapjuk, hogy va-t kicseréljiik vb-vel.) Ekkor z-t

z:(]W\+\W’]+2)V—b—a—ZW— Z w

weWw w' eW’

alakban irhatjuk fel. Ha v elvagd csucs, és a W, W' halmazok iiresek, akkor az 5.1.7.
példaban pont egy ilyen konfiguraciorol lattuk be, hogy 0-val ekvivalens. Tegyiik
tehat fel, hogy v nem elvago csucs, specidlisan hogy létezik S és V\S kozott egy e
él, amelynek két végpontjat jelolje most s € S és t € V\S. Azt allitjuk, hogy ekkor
2 o4 0.

Két, korabban méar ismertetett allitast hasznalunk fel ehhez. Egyrészt, ha z ~ 0,
akkor van olyan kilévés sorozat, amiben valamely cstcs nem tiizelt soha. Elég tehat
azt megmutatni, hogy barmely lehetséges z — 0 kilévéssorozatban minden cstcsnak
legaldbb egyszer tiizelnie kellett. Ehhez azt hasznaljuk, hogy egy csucs csak tgy tud
chipet veszteni, ha 16. Valojaban tehat arra hajtunk, hogy barmely kilovéssorozatot
véve minden cstucsnak lesz pozitiv szamu chipje valamikor, ami miatt akkor minden
csucsnak legalabb egyszer 16nie kell, hogy egy z — 0 kilovés sorozatot kapjunk.

Ezt 4 {6 1épésben mutatjuk meg. Lassuk!

1. Mivel v-n pozitiv szamu chip van, ezért muszaj l6nie. W N W’ = () miatt
(W |+ |[W'| < |S], és mivel ve felé is 16tt v, ezért rajta most negativ szamu chip
van. S-en ezzel szemben nemnegativ, ugyanis minden W U W'-beli csticsot v
O-ra egyenlitett, hiszen W NW' = (). (Ellenkezs esetben v egyszeri kitorése egy
w € W N W' cstcs -2 chipjét nem egyenlitené ki.)

2. V\S-en z kezdetben azonosan nulla volt, most azonban v minden V\S-beli
szomszédjara keriilt chip. Mivel a chipvesztés egyetlen modja a kitorés, ezek
a csucsok mind kitornek sorban, majd ezek szomszédai, és igy tovabb. Vegiil
minden V\S-beli csucsra keriilt chip, igy ki is kellett torjon. Specialisan v
visszakapja a V\ S felé kiildott chipjeit, vagyis most olyan, mintha v csak S felé
tort volna ki.

3. Ha létezik olyan v-re illeszkeds vs nemfa él, hogy s € S\{a, b} ésvs ¢ W UW’,
akkor s-en most pozitiv szamu chip van. (Ez pontosan akkor teljesiil, ha vs
a korabbi elnevezéseinkkel élve el6- vagy utoél.) Igy s-nek is muszaj kitornie,
ami S tovabbi csticsait is kitorésre készteti. S minden cstcsan ugyanis az el6z6
lépés végén nemnegativ szamu chip volt.

4. Ha S-en a 2. lépés utéan nem volt chip (vagyis W UW' a v-t S-el &sszekots élek
végpontjainak egy particidja), akkor hasznaljuk ki, hogy v nem elvago él, vagyis
létezik az emlitett e = st an. hidél S és V\ S kozott. Ellenkezs eseteben lehetne,
hogy a 0 konfiguraciot kapjuk a 2. 1épés végén. Erre volt példa az 5.5. dbra T’
és T' fai. Az e élen azonban s € S-re a 2. 1épésben foglaltak szerint valamikor
jut chip, ugyanis ¢t € V\S is valamikor kitért. Ha S-en tehéat torténetesen a
nulla konfiguraciét is kapnank az 1. lépés végén, ezen s-re keriilt chip kitoreti
S minden csucsat. (Ne felejtsiik el, hogy S-en nincs most negativ chipd csiucs.)

Mi a helyzet, ha WNW’ # () vagy ha léteznek valtoelek? Az els két 1épés mindig
ugyanaz lesz: v és V\S cstcsai kitornek. Igy elég azt nézni, hogy v S felé tor ki.
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Precizen z ~ 0 pontosan akkor igaz, ha a 2’ = 2 — Lxy\g ~ 0. (Figyelem: ezen 2’
konfiguracioba V\ S cstcsainak elkeriilhetetlen kitorését v kitorése elé vettiik. Fontos,
hogy v ekkor még nem tort ki.)

To6bbszoros élek. Vizsgaljuk elGszor azt az esetet, amikor W N W' C S nem fires,
de nincsenek valtoélek. S-nek azon csiicsait, melyek v-vel Osszekottetésben vannak,
particionaljuk 3 részre a Bernardi-éleik szerint:

W =WAW £0, WO=WAW', W~ =V(,)\(WUuW’),

ahol WAW' a két halmaz szimmetrikus differenciaja, V' (v, S) = N(v) N S pedig v-
nek S-beli szomszédai. W™ csticsai 2-hoz 2v — 2w, alakban, W0 csticsai v — wy
alakban, mig W~ csicsai nem jarulnak hozza 2’-hoz. W cstcsait v-vel 6sszekotd
éleket nevezziik tobbszords éleknek, a WO és v kozotti éleket egyszeres éleknek, a W™
csucsait v-vel Osszekots éleket tolvay éleknek. Specidlisan va és vb egyszeres élek.

5.2.1. Megfigyelés. A tolvajélek pontosan azon v és S kozotti élek, amik valamelyik
struktira szerint v-nek el6- vagy utoélei; az egyszeres- vagy tobbszoros élek pedig v
valamelyik bedgyazas szerinti koztes élei. A tobbszords élek pontosan azok, amelyek
mindkét bedgyazas szerint koztesek.

5.2.2. Példa. Tekintsiik az 5.6. és 5.7. adbrakat! Az els6 dbran vs; és vsy tolvajélek
és igy W~ = {s4,87}. A p és p' bedgyazasok v koriili viszonyabol meghatéarozhato,
hogy a W UW? = {s, 53,50} halmaz cstcsai koziil melyek a tobbszorosek: amik
mindkét struktira szerint v-nek koztes élei.

Jelolje z* a v kitorésével z/-bdl keletkezett konfiguraciot. Ekkor

As= (W= hv— 3wt 3w,

wyeW+ w-_eW=

vagyis az egyszeres élek mentén a chipszam kiegyenlit6dott, a tobbszoros élek mentén
1-szeres deficit megmaradt, a tolvaj élek mentén pedig v-t6l egy-egy chip elvevédott.
Ha |[WT*| > |W~|, akkor v-nek még egyszer ki kell tornie, ekkor S-en méar minden
csticson nemnegativ szamu chip van, tehat S minden csticsa is az OsszefiiggGség miatt
ki kell torjon. Ha |[WW*| < |W ™|, akkor torjenek ki elébb W~ csticsai. Ekkor v vissza-
kapta a tolvajélek felé ,elveszett” chipeket, igy |W 7| > 0 miatt ebben az esetben is
ki kell torjon mésodszor is. (Vigyazat: ha 2z’ ~ 0, akkor néhéany cstics t6bbszori kito-
rése nem tiltott, s6t!, &m minden csics legaldbb egyszeri kitorése igen.) A keletkezett
konfiguraciot S-en

(WH=1Shv+ > w| =] Y degw)w_+ > u

weS\W+ w_ €W~ u€EN(w_):
w_eW™

alakban kaphatjuk meg, hiszen W~ kitorésével azok szomszédai nyertek chipet (mé-
sodik tag), &m v kitorésével minden nem t6bbszords él mentén athalado chip tovabb
noveli végpontjanak értékét (elss tag). Atrendezve

(IWH = |S])v + Z wo — Z (deg(w_) —1)w_ + Z u,

woeW?O w_eW= ueEN (w_):
w_eW=
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és ekkor v, W~ csticsai mar kitortek. WO csticsain szintén pozitiv szamu chip van,
igy azok is kitornek. Ki kell-e hogy torjon minden mas S-beli cstcs is, koztiik W+
csucsai is? A kitorések lancreakcidjat S-en csak W™ csticsai akadalyozhatnak meg,
hiszen rajtuk most negativ szamu chip van. Am emlékezziink, hogy 6k egyszer mar
kitortek! Ha 6k most térnének ki, akkor S minden cstcsa ki kéne torjon. Vehetjiik
hat tgy, hogy W™ cstcsai eldredolgoztak és hamarabb tortek ki, mint kellett volna,
a végeredményen ez nem valtoztat. Masként szélva minden olyan kezdetben 0 chipd
S-beli csticsnak, amely még nem tort ki, vagy van W0 U W ~-beli szomszédja (tehat
olyan, amelyik mostanra mar kitort), vagy van olyan, 0 chipii csticsokbol allo ut, mely
WO U W~-beli csticsba vezet. Ezen tit mentén elérkezik hozza is legalabb egy chip,
mely miatt ki kell hogy torjon. Ez az okfejtés a W-beli cstucsokra is igaz.

Az el6z6 eredményeket roviden ugy lehet Osszefoglalni, hogy ha azt a jatékot
jatsszuk, hogy minden lépésben mindazon csicsok, amiknek pozitiv szamu chipe van,
kitornek, akkor minden cstucs kitorik valamikor.

Valtoélek. Mi valtozik, ha a valtoélek halmaza sem iires? Ekkor z-ben a v-re
illeszkedd divizorokon kiviil S-beli s — s’ alaku divizorok is iilnek. Tovabbra is elég
azt az esetet nézni, amikor v S felé tor csak ki, vagyis amikor v és V\S csicsai
egyszerre tornek Kki.

A valtoéleket particionaljuk kétfelé. Y t-ba keriiljenek mindazon valtéélek, amik
p és p szerint is valtoélek, Y°-ba azok, amik csak az egyik bedgyazas szerint. A
keletkezett z = x — y konfiguracioé ekkor

=W+ W'+2)v-b—a-— Z w + Z y2—yi+t Z 2y, — 2y,

weWuUw’ y1y2€Y0 yiyhey+

alakba irhato. Mivel sem v-re, sem V'\ S semelyik csicsara nem illeszkedhet valtoél,
v-n pontosan |W |+ |W’| 4+ 2 darab chip van, V\S-en pedig nincs.

5.2.3. Példa. Az 5.7. abran s;sg és bs; valtoélek. Ha valamelyikiik mindkét beagya-
zés szerint valtoél, akkor tobbszoros valtoéllé valik.

Jatsszuk tovabbra is azt a jatékot, hogy minden cstcs, amelyiken egy lépés utan
pozitiv szamu chip van, kitorik. Elég megmutatni, hogy minden csticsra keriil pozitiv
szamu chip. Ekkor z ¢ 0.

Tegyiik fel, hogy Y = () iires, vagyis csak egyszeres valtoélek vannak. Nézziik
a valtoélek részgrafjat, vagyis csak azon G[S]-beli éleket, amelyek valtoélek az egyik
beagyazas szerint. Egy valtoélet iranyitsunk a +1 chipd csicsa felé. Ha a valtoélek
ilyen iranyitéasa tartalmaz kort, akkor ezen valtoéleket figyelmen kiviil hagyhatjuk,
hiszen ha egy e iranyitott valtoél fejét et jeloli, a tovét e, akkor

Z et —e =0
eeC,
iranyitott kor

harmonikus Osszeg, tehat ezen valtoélek z-ben egymast kioltjak. (Egy él a két be-
agyazas altal lehet kiilonb6z6 irdnyba indukalva, azaz ,masik iranyba” valtoél. Ezek
is kort alkotnak, ezeket is toroljiik.) Feltehetd tehat, hogy a valtoélek ilyen iranyitésa
aciklikus részgrafot indukal. Ha ezen részgraf egy nyelGje dltaldnos helyzett, vagyis a
nyelGestcs z-beli értéke a valtoélek nélkiil 0 lenne, akkor ezen nyel mentén mindaddig
eliminalhatjuk a valtoélek negativ chipjeit, amig egy specidlis, z-ben nemnulla chipd
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csticshoz nem értiink. Ez a cstics vagy W-beli vagy WO beli. Ha W9 beli, tehét egy-
szeres €l tove, akkor v els6 kitorése utdn ezen a csticson mar pozitiv szamu chip van,
tehat hamarabb torhet ki, mint eddig, ha pedig W*-beli, akkor v els6 kitorése utan
nemnegativ chip van rajta (ha tobb valtoél szomszédja van, akkor pozitiv is lehet),
igy ezen csticsok kitoréséhez sem sziikséges v masodik kitorése. S minden tovabbi
csucsanak elkeriilhetetlen kitorését a tolvajcsicsokéhoz hasonloan lathatjuk: nézziik
meg, hogy egy altalanos csiics mikor torik ki, ha a jatékot a valtoélek figyelembe nem
vételével (képzeletbeli eltorlésével jatszanank). Ha a valtoélekkel egyiitt jatsszuk a
jatékot, akkor ezek a cstcsok csak hamarabb, de nem késébb szintén kifognak torni.
A valtocsicsok mondhatni megint eldredolgoztak csak.

Ha Y # () nem iires, akkor nem tudtuk belatni, lehet-e z ~ 0. A fenti gondo-
latmenet ugyanis nem ismételheté meg teljes egészében, mert a vizsgalando esetek
szama tulsdgosan megnd a tobbszoros valtdélek megjelenésével. A valtokoroket eltéa-
volithatjuk a tobbszoros élek jelenléte esetén is (speciel a kétcsicsa valtokoroket is,
vagyis azokat, ahol ugyanaz az él van kiilonbo6z8képp iranyitva), am ha példaul egy
ilyen él —2-es csticsa v-nek szomszédja, akkor v kitorése nem ,tolti fel” ezt a cstcsot.
Ha az él masik végpontjat is el tudjuk csifitani tgy, hogy az se tudjon kitérni, akkor
az eddigi gondolatmenet kudarcot vall. Azonban ellenpéldat sem talédltunk még, igy
azt gyanitjuk, hogy tovabbra sem lehet z 0-val ekvivalens. Igaznak latszik tehét a
kovetkezd sejtés.

5.2.4. Sejtés. Ha G 2-dsszefiligqd eqyszeri grdf, akkor a hatds meghatdrozza a szalag-
grdf génuszdt, sét a szalagstruktira minden csiucs koril egyértelmien visszafejthetd.

5.3. Megoldasi javaslatok

Az el6z6 alszakaszban azt lathattuk, hogy az alapkonstrukcié altal megadott Bernardi
konfiguraciok speciélis esetben linearisan ekvivalensek, amikor is egy v elvagd cstics
koriil vizsgalva a (3, hatast a W és W' csicshalmazok particionaljak a v és S kozti
élek S-beli végpontjait. Milyen lehetGségeink maradtak erre az esetre? Nézhetjiik més
alapcstucsra a hatasokat, és rengeteg mésik feszitéfa parokra vizsgalhatjuk a Bernardi-
konfiguarcioik ekvivalencia osztalyait. Nézziink elGszor egy példat, ami megmutatja,
hogy alkalmas fakat nézve az el6z6 esetben is meg tudtuk volna kiillénboztetni a két
beagyazést.

5.3.1. Példa. Nézziik az 5.5. abrat megint. Nézziik tovabbra is a (3, hatéast, de a T”
fa helyett a T" = {va, ab, vd, cd} feszit6fat! A p beagyazasra B,(T,T") = v —d, p'-re
Bu(T, T") = b — d. Ezen két elem kiilonbsége (v —d) — (b —d) = v — b ¢ 0, vagyis
a {T,T"} par Bernardi-konfiguraciok nem linearisan ekvivalensek.

Egy megoldasi javaslatunk a kovetkezs. Ha a graf osszefiiged, de nem 2-6sszefiiggd,
vegyiink egy nagyon hasonld elrendezést. Ha v egy Osszefiiggd komponensébe csak
egy €l megy, akkor a 3.3.8. Lemma miatt annak az élnek a helye nem érdekes a
génusz szempontjabol. Tegyiik fel hat, hogy minden komponensbe legalabb két él
megy! Legyen v elvagod csics, és tegyiik fel, hogy a va, vb élek az egyik, a ve, vd élek
egy mésik ilyen komponensbe esnek. Vegyiink egy a — b utat és ¢ — d, vegyiik
hozzé a va,vc éleket, majd egészitsiik ki G feszit6fajava. Legyen ez a T fa. Most is
figyeljiink ré, hogy T ezen két komponensben ne tartalmazzon tovabbi v-re illeszkedd
éleket. A T' fat T-bdl a ve él elhagyasaval és vd él hozzavételével nyerjiik (5.8. abra).
Jelolje S az a — b uttal egy Osszefiiggségi komponensben levs cstcsokat, S a ¢ — d
komponens cstucsait.
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5.8. dbra. Sematikus rajz 5.3.2. Allitashoz.

Azt mondjuk, hogy a {va, vb} par elvagja p,-ben a {vc, vd} part (vagy csak roviden
elvagja), ha v kortil az élek ciklikus sorrendje

py = (va,ve,vb,ed)  vagy  (va,vd,vb,vc).
Nem nehéz az eddigiek alapjan meggondolni a kévetkezd allitast.

5.3.2. Allitas. Legyen v elvdgd csiics és veqyiik az dbra szerinti T, T" fdkat és nézziik
a B hatdst! Ha {va,vb} elvdgja {ve,vd}-t, akkor {T,T'} Bernardi-konfigurdcidjdt
jelolje x, eqyébkeént y. Ekkor x # vy, sot, tudjuk, hogy xp # 0, yp =0, v, = y. =1 és
Ty = Yo = Tqg=Ya = 0.

5.3.3. Sejtés. Az eldbbi konstrukciokra x + y.

Ekkor valéban visszafejthets lenne a szalaggraf génusza tetszéleges G Gsszefiig-
g6 grafra. Az allitast tobb példa is igazolja, 4m &ltalanos bizonyitast a dolgozat
elkésziiltéig nem sikeriilt talaljunk.

Hatra maradt még azonban a nem egyszer grafok esete is. Nem nehéz latni,
hogy ez az amugy is rengeteg esetet tartalmazo bizonyitasunkat végteleniil elbonyo-
litja. Nem tudhato¢ ilyenkor ugyanis, hogy példaul a v és a kozotti élek koziil (ha
tobb van), mely els-, koztes vagy utoél, és igy a-n melyik pillanatban mennyi chip
van. Azt valoszintsitjiik, hogy ebben az esetben valami egészen més konstrukciot
érdemes venni, példaul a csucsfiiggvényként megadott S(G) csoport helyett élfiigg-
vényként megadott divizorokat érdemes nézni. Ezt az is motivélja, hogy a Bernardi
konfiguraciokat z-ben valoban élek, a Bernardi élek generéljak.

67



Irodalomjegyzék

|ABKS14]

[Bacl7|

[BBY19]

[Ber06]

[Big97|

[Big99]

[BLHN97]

[BLS91]

[BW18]

[CCG15)

|CLBO3|

[Din21]

[EJ60]

Yang An, Matthew Baker, Greg Kuperberg, and Farbod Shokrieh. Cano-
nical representatives for divisor classes on tropical curves and the matrix—
tree theorem. In Forum of Mathematics, Sigma, volume 2. Cambridge
University Press, 2014.

Spencer Backman. Riemann-roch theory for graph orientations. Advances
i Mathematics, 309:655—691, 2017.

Spencer Backman, Matthew Baker, and Chi Ho Yuen. Geometric bijec-
tions for regular matroids, zonotopes, and ehrhart theory. In Forum of
Mathematics, Sigma, volume 7. Cambridge University Press, 2019.

Olivier Bernardi. Tutte polynomial, subgraphs, orientations and sandpile
model: new connections via embeddings. arXiv preprint math/0612003,
2006.

Norman Biggs. Algebraic potential theory on graphs. Bulletin of the
London Mathematical Society, 29(6):641-682, 1997.

Norman L Biggs. Chip-firing and the critical group of a graph. Journal
of Algebraic Combinatorics, 9(1):25-45, 1999.

Roland Bacher, Pierre de La Harpe, and Tatiana Nagnibeda. The lattice
of integral flows and the lattice of integral cuts on a finite graph. Bulletin
de la société mathématique de France, 125(2):167-198, 1997.

Anders Bjorner, Laszlo Lovéasz, and Peter W Shor. Chip-firing games on
graphs. European Journal of Combinatorics, 12(4):283-291, 1991.

Matthew Baker and Yao Wang. The bernardi process and torsor struc-
tures on spanning trees. International Mathematics Research Notices,
2018(16):5120-5147, 2018.

Melody Chan, Thomas Church, and Joshua A Grochow. Rotor-routing
and spanning trees on planar graphs. International Mathematics Research
Notices, 2015(11):3225-3244, 2015.

Robert Cori and Yvan Le Borgne. The sand-pile model and tutte polyno-
mials. Advances in Applied Mathematics, 30(1-2):44-52, 2003.

Changxin Ding. The rotor-routing torsor and the bernardi torsor disagree
for every non-planar ribbon graph. arXww preprint arXiv:2103.01137, 2021.

John Robert Edmonds Jr. A combinatorial representation for oriented
polyhedral surfaces. PhD thesis, 1960.

68



[HLMT08| Alexander E Holroyd, Lionel Levine, Karola Mészéaros, Yuyal Peres, James

[Ist48]

[INRO3]

[K1i18]

[McD18]

[Stal6]

[SW21]

[Tar88|

[Tho96]
[Wag00|

Propp, and David B Wilson. Chip-firing and rotor-routing on directed
graphs. In In and out of equilibrium 2, pages 331-364. Springer, 2008.

Fary Istvan. On straight-line representation of planar graphs. Acta sci-
entiarum mathematicarum, 11(229-233):2, 1948.

Brian Jacobson, Andrew Niedermaier, and Victor Reiner. Critical gro-
ups for complete multipartite graphs and cartesian products of complete
graphs. Journal of Graph Theory, 44(3):231-250, 2003.

Caroline J Klivans. The mathematics of chip-firing. CRC Press, 2018.

Alex McDonough. Determining genus from sandpile torsor algorithms.
arXw preprint arXiww:1804.07807, 2018.

Richard P Stanley. Smith normal form in combinatorics. Journal of Com-
binatorial Theory, Series A, 144:476-495, 2016.

Farbod Shokrieh and Cameron Wright. Torsor structures on spanning
trees. arXww preprint arXiv:2105.10370, 2021.

Géabor Tardos. Polynomial bound for a chip firing game on graphs. STAM
journal on discrete mathematics, 1(3):397-398, 1988.

Mikkel Thorup. Firing games. 1996.

David G Wagner. The critical group of a directed graph. arXiv preprint
math,/0010241, 2000.

69



	nyilatkozat
	dolgozat

