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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Nagy Zoltan Lorantnak a rengeteg
segitségét a kutatasban és a szakdolgozat elkészitésében, illetve hogy a sok hasz-
nos tanacsaval segit a kutatéi palyan valo elindulasomban. Szintén koszonetet
szeretnék mondani az el6z6 témavezetémnek, Csikvari Péternek a kutatéasban va-
16 sok segitségéért, és azért, hogy megismertette velem ezt az érdekes problémaét.
Tovabba koszonom szépen a csaldadom és a barataim minden tamogatésat.
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1. Bevezetés

Jelen szakdolgozat Balister, Gyéri és Schelp alabbi 2008-as sejtésével foglalkozik:

1.1. Sejtés. Legyen n > 2 egész ¢és m = 2""'. Ha adottak F§-ben a dy, da, ...,

d,, nemnulla kiilonbségvektorok (nem feltétleniil kiilonbozsk) ugy, hogy > d; = 0,
i=1

akkor 4 feloszthato diszjunkt {a;, b;} parokra (1 < ¢ < m) tgy, hogy minden i-re

a; — b; = d; legyen.

Ugyanebben az évben, a fenti sejtéstdl fiiggetleniil Bacher vetette fel a kérdésnek
egy masik valtozatat [I], melyben F} helyett I, \ {0} elemeit osztjuk fel parokba, ahol
p paratlan prim, és a megadott kiilonbségek Gsszegére nincs megszoritas. Ebben az
esetben Preissmann és Mischler [10] bizonyitast adott az allitas igazsagara. Ugyanez
a kérdés Iy \ {0} elemeire is feltehetd, ahol n > 1 egész. Karasev és Petrov [6]
megmutatta, hogy ekkor az allitas ugyanilyen forméban nem igaz, hanem csak egy
relaxalt verzidoban, amit kés6bb bemutatunk.

Balister, Gydri és Schelp [2] belattak az sejtésnek azt az esetét, amikor a
kiilonbségvektorok fele mind azonos, és a tobbi pedig parokba sorolhato tgy, hogy
minden parban a két érték azonos.

A sejtésnek vizsgalhato az alabbi relaxalt valtozata is, melyben az F vektortérben
nem teljes, hanem csak részleges parositast keresiink megadott kiilonbségek szerint:

1.2. Probléma. Legyenek n > 2, N =2" és M < %N — 2 el6re megadott egészek.

Igaz-e, hogy tetszéleges dq,da,...,dm € F3 nemnulla kiilonbségértékek esetén létez-
nek olyan csupa kiilénb6z6 ay, ..., am, b1, ..., bm € FJ vektorok, melyekre teljesiil,

hogy minden 1 <i < M-re a; — b; = d;?
Dolgozatom {6 eredményei a kévetkezdk:

e A 4-6. fejezetben az probléma allitasat igazolom abban az esetben, ami-
kor a megadott kiilonbségek szama M < 3%N . Itt bemutatom a "haromrészes
moh6 modszert": ez egy olyan moédszer, melyben a kiilonbségvektorokat az
els6 koordinatajuk alapjan alkalmas sorrendbe teszem, majd sorban minden i-
re olyan moédon valasztom ki mohén az a; és by vektorokat, hogy azoknak az
els6 koordinatajat alkalmas modon régzitem. Ez a modszer csak akkor miiko-
dik, ha a kiilonbségvektorok kozott a 0-val kezd6ddek részaranya egy bizonyos
intervallumon beliilre esik; ellenkezs esetben Fj-nek egy megfelel§ vektortér-
automorfizmusat hasznélva orvosolom a problémat.

e A 7. fejezetben az problémét abban a speciélis esetben vizsgalom, amikor
minden d; kiilonbségérték legfeljebb f(n)-szer fordul els, ahol f(n) = o(2") egy
rogzitett fliggvény. Ebben az esetben beldttam, hogy a probléma megoldhato
TN — o(N) kiilonbség esetére. (A tételben szerepel a konkrét felsg korlat.
Abban az esetben, amikor minden kiilénbségvektor csupa kiilénbozs, vagyis
f(n) = 1, akkor kell6en nagy n-re és megfelels C' > 0 konstansra a feladat
megoldhato %N — CNs kiilonbségre.) Ehhez a haromrészes mohd modszernek
egy olyan altalanositdsat hasznalom, ahol az egyes lépéseknél a kivalasztando a;
és b; vektoroknak nem csak az els§, hanem alkalmas k-ra az elsé k koordinatajat
adom meg.



o A 8. fejezetben az eredeti sejtés igazsdgat mutatom meg abban az esetben,
ha az %N kiilonbségvektor kozott csak legfeljebb n —2logn — 1 kiilonb6zé érték
fordul els. Ennek belatasahoz a kiilonbségértékek kozott tgynevezett kdroket
keresek, azaz tartalmazasra minimalis, modulo u linearisan 6sszefiiggs halmazo-
kat, ahol u a leggyakrabban elGfordulé kiilonbséget jeloli. Ezeknek megfelelGen
részleges parositasokat hozok létre tigy, hogy minden kiilonbségértékbsl péaros
sok maradjon meg. Ezutédn pedig a feladat mar egy sokkal egyszertibb esetre
visszavezethets, melyben csak 2-féle kiilonbségérték van.

e A 9. fejezetben egy hasonl6 korkeresési modszer hasznalataval belatom az
sejtést abban az esetben is, ha n elég nagy és a kiilonbségvektorok legaldbb %
része mind azonos.

1.1. Jelolések és elnevezések

A tovabbiakban az[I.1]sejtést f6sejtésnek, az[1.2] problémét f6problémanak fogjuk
nevezni.

A dolgozat soran F’; jeloli a p elemti test feletti k dimenzios vektorteret, [n] pedig
az {1,2,...,n} halmazt (ahol n pozitiv egész).

Tovabba hasznalni fogjuk az alabbi definiciot (jelolést) is:

1.3. Definicié. Legyen B = {By, Bs, ..., B;} egy multihalmaz, ahol By, Bs, ..., B;
tetsz6leges halmazok, és t € N. Ekkor B szimmetrikus differencidja:

AB:{xEOBi:]{i: mEBi}\El(mon)}.

Specialisan ha t = 2, akkor A{Bj, By} helyett a B; /A B, jelolést is hasznalhatjuk.



2. A probléma torténete és korabbi eredmények

A f6sejtésnek a bevezetében emlitett, Bachertsl szarmazo valtozatara (melyben
F% helyett F, \ {0} elemeit osztjuk fel parokba, ahol p paratlan prim, és a kilénb-
ségértékek Osszegére nincs megszoritas) Preissmann és Mischler igenls valaszt adott
[10]; modszeriik egy alkalmas F), feletti tobbvaltozos polinom értékeinek Osszegzésén
alapul.

2.1. Tétel (Preissmann, Mischler). Legyen p pdratlan prim és M = ;%1' Ha adottak
F,-ben a dy,ds, ... ,dy nemnulla kilonbségek, akkor F, \ {0} feloszthato diszjunkt
{a;,b;} pdrokra (1 < i < M) dgy, hogy minden i-re a; — b; = d; legyen.

Késébb Kohen és Sadofschi [7] ugyanerre az éllitasra 1j bizonyitast adtak a Kom-
binatorikus Nullstellensatz hasznalataval.

Az allitas vizsgalhaté mas ciklikus csoportokra is. A mod n maradékosztalyok
Z/(n) gytrijében jelolje Z/(n)* az egységek, vagyis az n-hez relativ prim elemek
halmazat. Adamaszek alabbi, paros rendd ciklikus csoportokra vonatkozod sejtését
Kohen és Sadofschi [§] bizonyitottak:

2.2. Tétel (Kohen, Sadofschi). Legyen n = 2M pozitiv pdros szam. Ha adottak tet-
szblegesen a dy,da, ..., dy € Z/(n)* elemek, akkor Z/(n) feloszthato diszjunkt {a;, b;}
pdrokra gy, hogy minden i-re a; — b; = d; legyen.

Karasev és Petrov [6] alabbi sejtése ezen &llitdsnak a paratlan rendd ciklikus
csoportokra vonatkozo valtozata:

2.3. Sejtés (Karasev, Petrov). Legyen n = 2M + 1 pozitiv paratlan szam. Ha
adottak tetszGlegesen a dy, da, . ..,dy € Z/(n)* elemek, akkor Z/(n)\ {0} feloszthato
diszjunkt {a;, b;} parokra gy, hogy minden i-re a; — b; = d; legyen.

A tételnek egy masik lehetséges altalanositasi modja, hogy F, \ {0} helyett
>\ {0}-ra vizsgiljuk a problémat. Karasev és Petrov megmutatta, hogy ekkor az
allitas ugyanilyen formaban nem igaz: példaul ha minden d; kiilonbség értéke ugyanaz
a nemnulla d vektor, akkor minden vektorparban a két tagnak azonos (d) szerinti
mellékosztalyba kell esnie, de a nemnulla mellékosztalyok paratlan elemszamuak, igy
ilyen parokra nem oszthatok. Azonban belatték az alabbi allitast [6, Theorem 3|:

2.4. Tétel (Karasev, Petrov). Legyen p pdratlan prim és M = 7%. Ha adottak
Fo-ben a {dy1,...,din},{d21,...,d2n}, .- {dm1, ..., Ay} halmazok gy, hogy
mindegyik halmaz egy bdzisa Fy-nek, akkor létezik olyan g : [M] — [n] fiiggvény, hogy
F>\{0} feloszthato diszjunkt {a;, by} pdrokra (1 <i < M) olyan médon, hogy minden
i-re a; — by = djgi) legyen.

Ha F) helyett F3-ben vizsgaljuk az éllitast, akkor a teljes parositashoz a nullvek-
tort is be kell venni a parositandé elemek kozé. Ekkor sem igaz megszoritas nélkiil az
allitas tetszdleges nemnulla kiilonbségvektorokra, mivel (mint ezt a 3. fejezetben is
latni fogjuk) a kiillonbségek Osszegének a vektortér Gsszes elemének Osszegével, azaz
nullaval kell megegyeznie. Balister, Gyéri és Schelp sejtése (az f6sejtés) szerint a
megfelels teljes parositas létezéséhez ez a feltétel elégséges is.

A 2] cikkben azt is leirjak a szerzdék, hogy n < 5 esetére igazoltak a sejtést, illetve
belattak a fGsejtés allitasat az alabbi specialis esetben [2, Theorem 4]:
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2.5. Tétel (Balister, Gy6ri, Schelp). A fdsejtés megoldhato abban az esetben, ha a
d,,ds,... ,d% vektorok mind azonos értékiek, és minden 1 <1 < 7 egészre dagj_1 =

do;.

Bizonyitasuk & 6tlete az, hogy eldszor mohé modon kijeldli a dq-t6l eltérd kiilonb-
ségekhez rendelt a; és by értékeket ugy, hogy ha egy 1épésben az (a;, b;) part valasztot-
tuk, akkor a kévetkezd lépésben az azonos kiilonbséggel rendelkezs (a; + dq, b; + d1)
part valasszuk, és igy a végiil megmaradé elemek dy kiilonbségt parokat fognak al-
kotni.

Jelen témaban valé kutatasom folyamén (azt kéveten, hogy a haromrészes moho
modszerrel belattam egy pu > }l értékre a f6probléma megoldhatosagat legfeljebb N
kiilonbség esetére) 2021 szeptemberében Correia, Pokrovskiy és Sudakov egy altala-
nosabb eredményiiket publikaltak [4, Thm 1.5|, melybdl kovetkezik az probléma
megoldhatosaga M < AN — o(N) esetére is:

2.6. Tétel. Legyen G egy multigraf, melynek az éler t szinnel vannak megszinezve
gy, hogy minden szinosztdly eqy legaldbb t 4+ 20t/ ¢lbgl dlle pdrositds. Ekkor
létezik olyan t €lbdl dllo pdrositds, melynek minden éle csupa kiilonbozd szind.

2.7. Kovetkezmény. Az probléma dllitasa 1gaz M < %N— C N/ esetén, ahol
20

215/16 *

Bizonyitds. Az probléméra tekinthetiink tugy, hogy felvesziink egy grafot, mely-
nek csucsai az ) vektortér elemei, és minden megadott d; kiilonbségérték esetén
behtizunk egy i szind élt az Osszes d; kiilonbségi pontpar kozé. (Két pont koézott
tobb szinben is lehetnek élek, hiszen a d; értékek kozott lehetnek egyenlSek.) Ekkor
a feladat az lesz, hogy talaljunk egy M éld parositést, melynek minden éle kiilonb6z6
szind. Ha Correia, Pokrovskiy és Sudakov tételét alkalmazzuk az igy kapott M db
271 ¢lbol allo szinosztalyra, akkor megkapjuk a sziikséges parositast. O

Ha pedig Gao, Ramadurai, Wanless és Wormald alabbi sejtése [5] is igaz, akkor
abbol hasonlé médon kovetkezne az probléma megoldhatosaga M < %N -2
esetére is.

2.8. Sejtés. Legyen G egy multigraf, melynek az élei ¢ szinnel vannak megszinezve
ugy, hogy minden szinosztaly egy legalabb t + 2 élbdl allo parositas. Ekkor 1étezik
egy olyan t élbdl allo parositas, melynek minden éle csupa kiilonb6z§ szin.



3. Kezdeti észrevételek a f6sejtéssel kapcsolatban

A f6sejtésrdl és a féproblémarol gyakran a grafok nyelvén fogok beszélni. Ha M db
kiilonbségérték (dy, da, ..., dm) adott, akkor tekintsiink egy 2M cstcsu grafot, mely
M diszjunkt élbdl all, és legyen minden élre rairva egy Fj-beli nemnulla cimke (az 1.
élre d;). Ugy szeretnénk a graf minden csticsaba csupa kiilonbozs F3-beli értékeket
irni, hogy barmely két éllel 0sszekotott cstuces értékének kiillonbsége az Sket Gsszekots
él cimkéjével egyezzen meg.

3.1. Lemma. Az F} vektortér dsszes elemének dsszege 0, ha n > 2.

Bizonyitds. Adott 1 <14 < n-re 2"~ vektor van F3-ben, melynek i. koordinataja 0 és
27~1 aminek 1. Igy modulo 2 az 6sszes vektor 6sszegében az 4. koordinata 2"~ = 0,
mivel n > 2. O

3.2. Allitas. A fésejtés nem lenne igaz, ha nem kétnénk ki, hogy a d; cimkék dsszege
0.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy mégis igaz, és vegyiik egy olyan megadasat ad; (1 <i <
M

M) cimkéknek, melyekre > d; # 0. Ekkor az a;, b; vektorok egy helyes megadasara
i=1

M M M M M
Yodi =Y (a3—b;) = > (ay+bi) = > a;+> by = > x =0, hasznalva a|3.1{lemmét
i=1 i=1 i=1 i=1 =1 x€Fy

(azt is kihasznélva, hogy 2 karakterisztikdaju test folotti vektortérben az Osszeadas
ugyanaz, mint a kivonas). Ellentmondas. O

3.3. Megjegyzés. A féprobléma M = %N — 1 esetén sem mindig oldhaté meg,
ugyanis ha a megadott M kiilonbség Osszege 0, akkor nincs a csiicsoknak helyes
kitoltése: ha ki tudnank tolteni helyesen a 2M cstcsot az N = 2M +2 elemi vektortér
2M kiilénb6z6 elemével, akkor ezen elemek Osszege 0 lenne, igy a lemma miatt a
kimaradd két elem Gsszege is 0, de ez azt jelenti, hogy a kimarado6 két elem azonos,
ami ellentmondas.

3.4. Allitas. A féprobléma megoldhatdsiga M = %N —1l-re a Zf\il d; # 0 esetre
ekvivalens a fdsejtéssel.

Bizonyitds. Ha a fésejtés igaz, akkor tetszGleges adott dy, ds, ..., dyp nemnulla
M M M+1

vektorokra (ahol > d; # 0) legyen dypi1 = > d;, igy Y. d; = 0. Ekkor a sejtés
i=1 i=1 i=1

alapjan léteznek csupa kiilonbo6z6 a;, by vektorok tgy, hogy a; — b; = d; minden
1 < ¢ < M + 1-re, specidlisan igy az els6 M élt is helyesen toltottiik ki paronként
diszjunkt vektorparokkal.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy a féprobléma megoldhato M = %N — 1-re,
ha a kiilonbségek 0sszege nemnulla. Most vegyiink tetsz6leges dy, da, ..., dmaia

M
nemnulla kiilonbségeket, melyek 6sszege 0. Ekkor > d; = dyyq # 0, igy az els6 M

i=1
él végpontjai kitolthet6k megfelelGen 2M kiilonb6zs vektorral. A vektortér maradék
két elemének Gsszege megegyezik az eddigi 2M elem Osszegével (a lemma miatt),

M
ami éppen Y d; = dyyg- O
i=1



Az alabbiakban mutatunk egy egyszert moho algoritmust (ami a Balister, Gy6ri
¢s Schelp cikkében [2, Theorem 4| bemutatott modszerhez hasonléan jar el), mellyel
a f6probléma megoldhaté a fGsejtésbeli %N db él felére.

3.5. Tétel. A foprobléma megoldhato M < %lN élre.

Bizonyitds. Valasszuk ki az M db part sorban egymaéas utan. Ha mar ki van valasztva
ay,...,a;.1 ¢ésby,...,b; 1, ahol 1 < < M, akkor probéaljunk meg keresni olyan a;-t
és bi-t, hogy a; — b; = d;. Mivel d; # 0, F} felbomlik %N olyan péarra, melyek
mindegyikében a két tag kiilonbsége d;: ezek a parok pontosan a (d;) egydimenzios
altér szerinti mellékosztalyai Fj-nek. Ezen parok koziil tudunk olyat talalni, melynek
egyik tagjat sem valasztottuk még ki, mert az eddig kivalasztott legfeljebb 2(M — 1)
elem a parok koziil 6sszesen legfeljebb 2(M — 1) < 2M < %N -ben helyezkedik el. Igy
{a;, b; }-nek megvalaszthatunk egy ilyen part. O

A féprobléma hasonléan megoldhat6, ha ugyan a megadott élek szama }LN -nél
nagyobb, de koziiliik elég soknak mind ugyanaz a cimkéje.

3.6. Tétel. Ha }l < p < % s a > 21 — %, akkor megoldhato a féprobléma, ha

M < uN és az élek kozil legalabb alN -nek mind azonos a cimkéje.

Bizonyitds. Legyenek a megadott kiilonbségek dq,ds,...,da,...,dn, ahol dy =
dy =---=da =d és A > aN. Elgszor vilasszuk ki megfeleléen a dai1,...,dm
élek végpontjait. FEzt meg tudjuk tenni a tétel alapjan, mert ezen élek szama
M—A<(up—a)N < IN. (Ez azért teljesiil, mert m > § miatt p— 3 < 2u—3 < a,
gy p—a< i)

Ezutédn mar csak az kell, hogy a maradék A db d cimkéjii élre talaljunk megfelels
vektorokat, azaz talaljunk az eddig fel nem hasznalt vektorok koézott A db paronként
diszjunkt vektorpart igy, hogy minden parban d legyen a vektorok kiilonbsége.

Megint tekintsiik az 3N db (d) szerinti mellékosztalyat Fy-nek. Ezek mind d
kiilonbségii parok, melyek koziil eddig legfeljebb 2(M — A)-ban van lefoglalva legalabb
egy elem. Igy a maradék parok szama legalabb %N —2(M — A). Es mivel a >
20 — %, ezért A > aN > (QM—%)N > 2M — %N, igy %N—I—QA > 2M + A, tehat
TN —2(M — A) > A. Tehat legalabb A par maradt. O



4. A haromrészes mohd modszer bemutatasa

A 4-6. fejezetekben bemutatunk egy modszert, amellyel a tételt meghalado
eredmény érhet6 el: ezzel a modszerrel belathatoé a f6probléma megoldhatosdga M <
3%]\/ élre.

Fel fogjuk tenni, hogy van mér egy olyan modszeriink, mellyel a f6problémat
mindig megoldhatjuk M < AN él esetén (minden n > 2-re). Erre a modszerre A-
algoritmusként fogunk hivatkozni. A tétel miatt példaul vehetjiik \ értékét %—nek.

4.1. Megfigyelés. (i) Ha v € F} egy 0-val kezd6d6 nemnulla vektor, akkor F5-nek
a (v) szerinti mellékosztalyai kozott 272 olyan van, amiben mindkét vektor 0-val
kezdédik (tovdbbiakban: 0-0 pdrok) és 272 olyan, amiben mindkét vektor 1-gyel
kezdddik (1-1 pdrok).

(ii) Ha v € F} egy 1-gyel kezd6ds vektor, akkor Fi-nek a (v) szerinti mellékoszta-
lyai mind olyan parok, melyek egy 0-val és egy 1-gyel kezd6dd vektort tartalmaznak
(tovabbiakban: 0-1 pdrok).

Ebben a fejezetben feltessziik, hogy a megadott M db kiilonbség koziil B db-nak 0
az els6 koordinataja és C' db-nak 1. Legyen B = BN és C' = yN, igy ha az M = uN
jelolést hasznaljuk, akkor p = 5 + .

A célunk az, hogy az élek kitoltésének sorrendjét a rajtuk 1évs cimkék elsé ko-
ordinatai alapjan szabalyozva, és az egyes élekre irhato vektorok elsé koordinatéira
megfelel6 megkotéseket téve egy olyan mohé algoritmust kapjunk, mely nemcsak

1

p < ;4 esetén mikodik, hanem [ és 7 bizonyos értékei esetén kicsivel nagyobb pu

értékekre is.

Az alabbi modszert hasznaljuk:

4.2. Algoritmus. A B és C értékek fiigguényében vdlasztunk By és By egész szamokat
igy, hogy By, By > 0 és By + By = B. (A késdbbickben részletezziik, hogy Bi-et és
Bsy-t hogyan kell megfelelden megudlasztani, hogy a modszer mikédjon.) Ezutin a B
db 0-val kezdddd kilonbséget tetszdlegesen felosztjuk eqy By €s eqy Bo kiilonbségbdl
dallo részre: az elobbit nevezzik "induld"” csoportnak, az utobbit "befejezd" csoportnak.
Igy az éleknek hdrom csoportja keletkezik:

1. az indulo élek By elembdl dllo csoportja,
2. az 1-gyel kezdddd élek C' elembdl dallo csoportja,

3. a befejezd élek By elembdl dllo csoportja.
A mdadszerink az alabbi hdrom lépésbdl dll:

1. Az indulo éleket toltsiik ki 0-0 pdrokkal gy, hogy a kezdd nulldk elhagydsdval
kapott n — 1 dimenzios vektorokra a \-algoritmust haszndljuk.

2. Vegyiik sorra egyesével az 1-gyel kezdddd éleket, és toltsik ki dket 0-1 pdarokkal
tetszdlegesen.
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3. Végiil vegyiik sorra egyesével a befejezd éleket, €s toltsiik ki dket 1-1 pdrokkal
tetszdlegesen.

Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy mely B és C' értékekre lehet olyan Bi-et
és Bso-t talalni, hogy ez a modszer garantiltan miikddjon, azaz mindhérom lépés
teljesithetd legyen.

4.3. Allitas. Tegyiik fel, hogy van egy \-algoritmusunk (ahol % <A< %) Legyen
n >3 egész és N =2" Haa B,C >0, B;,By >0, By + By = B egészekre teljestil
B, < %)\N, B +C < %LN és C' + 2By < %N + 1, akkor a algoritmus mindig
helyesen mikodik B db 0-val és C db 1-gyel kezdddd Fy-beli kiilonbségre, a By, By
értékeket vdlasztva.

Bizonyitds. Megvizsgaljuk sorra, hogy a harom 1épés ebben az esetben miikddni fog.

1. Az algoritmus 1. 1épésében az indulo6 élek elsé koordinatajat elhagyva kapunk
By db n — 1 hosszt nemnulla kiilénbséget, melyekre a A-algoritmust hasznélva
rairhatjuk Fg_l—nek 2B, kiilonboz6 elemét, mert By < X\ - 2771 = %)\N. Ha a
csticsokba irt értékek elé irunk egy O-s koordinatat, akkor F5-nek kapjuk 25
kiilonb6z6 vektorat, melyeknek a paronkénti kiilonbsége mindenhol a megfeleld
indul6 él cimkéje.

2. A 2. lépésben azt kell belatnunk, hogy sosem akadunk el, azaz mind a C' db 1-
gyel kezd6d§ élnél talalni fogunk legalabb egy megfelels 0-1 part (melynek még
egyik tagjat sem valasztottuk ki). Legyen a C db él koziil a J-ediknek a cimkéje
d. Ekkor mivel d 1-gyel kezdsdik, F feloszthato 271 = %N db d kiilonbségi
0-1 péarra. Vizsgaljuk meg, hogy ezek koziil legfeljebb hany foglalt. Az F3-ben
eddig foglalt vektorok szama 2B; + 2(J — 1) (mivel az 1. 1épésben 2B, vektort
valasztottunk ki, a 2.-ban pedig az el6z6 J — 1 1épésben 2(.J — 1) vektort). A
lehetséges 0-1 parok koziil igy legfeljebb 2By 4+ 2(J — 1)-ben van foglalt vektor.
Azt kell belatnunk, hogy a foglalt 0-1 parok szama %N—nél kisebb. Ez pedig
teljesiil: 2B1 +2(J — 1) <2B; +2(C—1)=2(B;+C)—2<2- 1N -2 < iN.

3. A 3. lépésben megint azt kell belatnunk, hogy a J-edik befejezs élnél (1 <
J < B, legyen az él cimkéje d) mindig talalni fogunk megfelel6 1-1 part,
amit az ¢l csicsaiba frhatunk. Van 2772 db d kiilonbségd 1-1 par F3-ben, és
ezek koziil legfeljebb annyi foglalt, ahédny 1-gyel kezd6dé vektort eddig 6sszesen
kivalasztottunk az algoritmus soran. A 2. 1épésben kivalasztottunk C' db-ot, a
3.-ban pedig eddig 2(J — 1) db-ot. Igy elég belatni, hogy C + 2(J — 1) < 272
(és ebbdl kovetkezik, hogy nem lehet foglalt mind a 2772 db 1-1 pér). Ez pedig
teljestil, mert C +2(J —1) < C4+2(B,—1)=C+2B, —2< (3N +1) -2 <
IN = 2n2,

]

4.4. Allitas. Tegyiik fel, hogy van egy A-algoritmusunk (ahol i <AL %) Legyen
n > 3 tetszileges egész, N =2" és 0 < B,C < }lN olyan egész értékek, melyekre ha
B = B/N és~y = C/N, akkor f < min (i —’y,%)\) + (% — %7) Ekkor B db 0-val

kezddds és C db 1-gyel kezdddd F5-beli nemnulla kilonbségre mindig mikodik a
algoritmus (By és By alkalmas vdlasztdsdval).
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Bizonyitds. Legyen By = mm((8 10} B) és By = B — B,. Ekkor a allitas
alkalmazasdhoz a kovetkezd feltételeket kell leellendrizniink:

1. B1 >0
2. B, >0

3. Bi< AN és By + C < IN

4. C’—I—ZngiN%—l
Ellenérizziik ezeket rendre:
1. B, definici6ja alapjan vilagos, hogy By < B, és igy By = B — By > 0.

2. Annak belatasahoz, hogy By > 0, elég azt latnunk, hogy N — 1C > 0. Ez
azzal ekvivalens, hogy C' < lN , amit kikotottiink feltételként.

3. Ha By = B, akkor B, =0, igy a B; < )\N allitas trivialis, tovabba a C %
feltétel miatt a B; + C < 1N is. Maskulonben By, = (— C’W > - %C

Mivel < min (7 —7,3A) + (§ — 37), ezért (N-nel beszorozva):

B < min (iN—C,%AN) +-N—-=-C

Tehat
. 1 1
B S min (ZN_C’§>\N) +B2

vagyis B; < Z—llN —Cés B; < %)\N.

4. Végezetiil az utols6 pont teljesiil, mert By < (%N — %C’W < %N — %C’ + 1,
igy 2By + C' < %N - C+24C = };N + 2, és mivel mindkét oldal egész,
2B, +C < ;N +1.

O

4.5. Kﬁvetkezmény Tegyiik fel, hogy van egy A-algoritmusunk (ahol ; << %)
Legyenek 0 < B,y < 1 1 olyan értékek, melyekre f < min ( -, 2)\) (— — 57) Ekkor
a foprobléma mindig megoldhato ha a 0-val kezdddd kiilonbségek szama legfeljebb BN
és az 1-gyel kezddddeké legfeljebb vN .

Bizonyitds. El6szor foglalkozzunk az n = 2 trividlis esettel. Ekkor mivel 5,7 < }L, a
0-val kezd6d§ és az 1-gyel kezd6dé élek szama is legfeljebb 1, és nem lehet mindkettd
1, mivel a feltételbdl konnyen latszik, hogy 0 és v nem lehet egyszerre i. Igy csak
egyetlen éliink lehet, legyen ez d;. Ekkor a; = d; és by = 0 valasztéassal a; —b; = dj.

Most legyen n > 3. Legyen B = SN és C' = vN, valamint jel6ljiik a megadott
0-val kezdddé kiilonbségek szamat B’-vel és az 1-gyel kezdddsekét C'-vel. Tovabba

legyen B' = 3'N és C' =~+'N. Ekkor B' < Bés C' < C, ésigy f/ < pés <~.
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Ekkor nyilvan teljesil 0 < /< <160 <y <~ < i, tehat 0 < B',C" <

Tovabbaﬁ’<ﬁ<m1n( 7,2) (———V)Sm (——7,—) (——57)
ezért a allitas miatt a B’ db 0-val kezd6dé és C” db 1-gyel kezddd kiilonbségre
miikodik a [4.2] algoritmus. O

%IH

Az alabbiakban bevezetiink néhany jelolést, amivel az eddig elért eredményeinket
tomoren megfogalmazhatjuk.

4.6. Definicio. Jelolje U(p) azt az allitast, hogy a féprobléma M < uN él esetén
megoldhato (tetszéleges n > 2 ¢s dy,da,...,dy € F} nemnulla kiilonbségek esetén).

4.7. Definici6. Jeldlje U, (u, ) azt az allitast, hogy a féprobléma megoldhato tet-
sz6leges n > 2 esetén abban az esetben, ha a kiillonbségek szédma legfeljebb N, és
van legalabb a/N olyan kiilénbség, ami mind azonos.

4.8. Definicid. Jelolje Uy (5, ) azt az allitast, hogy a f6probléma megoldhaté tetszo-
leges n > 2 esetén abban az esetben, ha a 0-val kezd6d§ kiilonbségek szama legfeljebb
BN és az 1-gyel kezd6dseké legfeljebb v V.

4.9. Megjegyzés. Ezen definicidk nyelvén a korabbi éllitasaink igy szolnak:

o B.5 tetel: U (1)
. tétel: (3 <p<3)és(a>2u—3) = Us(p, )

)
és (0 < 8,7 < 1) és U(N) és (B < min(

1
4

o ké')vetkezmény: (3 <A<
730+ (5 = 37) = Ua(8
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5. Kezdetek aranyanak szabalyozasa linearis transz-
formacioval

Nézziik meg, mit mond a kovetkezmény allitasa A = }1 esetén: ha 0 < 3, <
és f < min (% -7, %) + (% — 57), akkor Uy (B,7).

Ez akkor igazolja az Uy (3,) allitast, ha a (5,7) pont az alabbi abran a piros
tartomanyba esik (ez az x + %y = % és x + %y = 1 egyenesek, valamint a két tengely
altal hatarolt zart négyszog):

4
0.35 1

1
4

0.3 |
0.25 1
0.2 |
0.15 1
0.1 |

0.05 |

0.05 0.1 0.15 02 025 0.3 0.35

Ha az élek szama M = uN, ahol u = S+, akkor lathato, hogy ha a[d.5 kovetkez-

mény segitségével szeretnénk belatni valamilyen adott p > %—re az allitast, akkor ez
csak ugy teheté meg, ha a 0-val kezd6ds élek r = g részaranya egy [Fmin (1), "maz(14)]
intervallumon beliilre esik, ahol 0 < 7,5, (1) €8 Tpae(p) < 1.
Az abra P pontja a (1%, %) pont, amire p = % ésr = g Igy % <u< 1%, esetén
az [Fmin (1), "maz (1)) intervallum mindig tartalmazza a 2 pontot, és p-t novelve egyre
sziikebb. Mindkét végpont g—héz tart, ahogy p — %. Ez azt jelenti, hogy ha ismert,
hogy r beleesik egy 2 koriili kicsi I = [k, 1 — /] intervallumba, akkor minél szitkebb
I, annal nagyobb u értékekre lathato be a f6probléma megoldhatosaga.

Azonban ha a kiilonbségek nagy része 0-val vagy nagy része 1-gyel kezdédik, akkor
r nem fog ebbe az intervallumba beleesni, igy egy ilyen megoldés nem miikodik.
I[lyenkor a kovetkezd lemma fog segiteni:

5.1. Lemma. Legyen ¢ : Fy — FL eqy Fo-vektortér-automorfizmus. Ekkor a di, da,
..., dym € FY kdlonbségekre pontosan akkor oldhatd meg a féprobléma, ha a ¢(d),
o(da), ..., ¢(dm) kilonbségekre megoldhato.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a dq, ..., dy kiilonbségekre az aq, ..., am, by, ...,
by értékek megoldjak a problémat. Ekkor minden i-re d; = a; — b;.

Ekkor az ai = ¢(a;), b} = ¢(b;) értékek megoldjak a problémat a di = ¢(d;)
kiilonbségekre: az automorfizmus csupa kiillonb6z6 vektorokat csupa kiilénbozékbe
visz, és minden i-re ¢(d;) = ¢(a;) — ¢(b;).

Ha ¢ automorfizmus, akkor ¢! is az, igy az odafelé irdnyt ¢ helyett ¢~ !-re hasz-
nalva az allitas forditott irdnya is megkaphato. O
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Igy ha adottak a dy, ..., dy kiilonbségek, melyeknek a nagy része azonos szam-
jeggyel kezdddik, de talalunk egy olyan ¢ : Fy — F automorfizmust, melyre ¢(dy),
..y ¢(dm) kozott a 0-val kezdddSek részaranya mar beleesik [ryin (1), Tmaz (10)]-be,
akkor az lemma miatt dolgozhatunk az eredeti kiilonbségek helyett a transzfor-
maéltakkal, melyekre a korabbiak alapjan mar meg tudjuk oldani a problémat.

Azonban ha a d; értékek kozott sok azonos van, akkor azok béarmilyen linearis
transzforméaciot kovetéen azonosak maradnak, igy ebben az esetben nem feltétleniil
fogunk tudni olyan transzformaciot talélni, ami mindkét fajta kezdetd értékbdl létre-
hoz elég sokat. A fejezet tovabbi részében igy azt fogjuk vizsgalni, hogy mely (k, ¢, d)
harmasokra teljesiil az alabbi allitas:

5.2. Definicid. Legyen 0 < k, ¢, d < 1 ugy, hogy k+¢ < 1. Ekkor jelolje T'(k, ¢, d) azt
az allitast, hogy tetszdleges n > 2-re, M € N*-ra és dy, da, ..., dy € Fy nemnulla
vektorokra teljesiil, hogy vagy legalabb dM azonos van a vektorok kozott, vagy létezik
egy olyan ¢ : Fy — FJ automorfizmus, melyekre a ¢(dy), ..., #(dnm) vektorok kézott
legaldbb kM 0-val és legaldbb ¢M 1-gyel kezdédik.

Ezen fejezet {6 eredménye az alabbi tétel lesz:

5.3. Tétel. Ha 0 < k < 3, akkor T'(k,k,1 — 2k) teljesiil.

A bizonyitéshoz sziikségiink lesz az alabbi definiciokra és lemmara. Legyen 0 <
k< % rogzitett, és legyenek adottak a dq, ..., dy € Fy nemnulla vektorok. A
d; vektor j-edik koordinatajat d;(j)-vel fogjuk jelolni (1 < i < M, 1 < j < n,
d;(j) € {0,1}).

5.4. Definicié. Ha K C [n] egy nemiires halmaz, akkor legyen Ax = {x € F} :
Yo x(i) = 0}. (Itt x(d) az x vektor i-edik koordinatajat jeloli.) Koénnyen lathato,
i€k

hogy Ak egy n — 1 dimenzits altere Fj-nek.)

5.5. Definicié. Egy K C [n] halmazt szegénynek neveziink, ha a di,da,...,dm
vektorok koziil kevesebb mint kM db esik bele az Ag altérbe, és gazdagnak, ha tobb
mint (1 — k)M db. Egy 1 < j < n indexet szegénynek, illetve gazdagnak neveziink,
ha a {j} halmaz szegény, illetve gazdag.

5.6. Lemma. Legyen n € N és ¢ € RT. Ha a By, Bs, ..., B, halmazokra teljesiil,
hogy minden S C {1,2,... ,n}-re |A{B; :i € S}| < ¢, akkor ‘U Bi' < 2c.
i=1

Bizonyitds. Ha egy x elem a By, Bs, ..., B, halmazok koziil u darabban van benne,
ahol 1 < u < n, akkor azon H C [n] részhalmazok szdma, melyekre A{B; : i €
H} tartalmazza z-et, 2v712"~% = 2"~1 (Mivel H-nak az x-et tartalmazé halmazok
indexei koziil paratlan sokat kell tartalmaznia, a tobbi index koziil pedig tetszéleges
szamut. )

Szamoljuk Ossze azon (H,z) parokat, ahol H C [n] nemiires részhalmaz, és
U B
i=1
Maésrészt viszont minden nemiires H C [n]-re tudjuk, hogy a hozza tartozd szimmet-

rikus differencia mérete kisebb c-nél, ezért a keresett parok széma Osszesen kisebb
¢(2" — 1)-nél. Tehat

r € A{B; : i € H}. Az el6z6 bekezdés alapjan ezen parok szama 27!
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A tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy van egy olyan K C [n] nemiires halmaz,
ami nem szegény és nem is gazdag. Ekkor a dy, ds, ..., dy vektorok koziil az Ax-ba
es6k szama legalabb kM és legfeljebb (1 — k)M. Egy véges dimenzios vektortérnek
barmely két azonos dimenzi6ju altere atvihets egymésba egy automorfizmussal. Azaz
Ag atvihet6 valamilyen ¢ automorfizmussal Ay;-be, mert mindketté n — 1 dimenzios
altér F3-ben. Ekkor minden i-re d; € Agx pontosan akkor, ha ¢(d;) € Agy, azaz
o(d;) 0-val kezdddik. Azaz ¢(dq),...,¢(dm) koziil legalabb kM db 0-val kezdédik
és legalabb kM db 1-gyel.

Igy mar csak az az eset maradt, amikor minden K C [n] nemiires halmaz szegény
vagy gazdag. Specidlisan minden 1 < j < n index vagy szegény, vagy gazdag: legyen
{s1,89,...,84} aszegény, {g1, g2, - . ., gp} pedig a gazdag indexek halmaza.

Minden 1 < j < ara legyen S; = {1 < ¢ < M : di(s;) = 0}, és minden
1 <j <brelegyen G; = {1 <i < M :di(g;) = 1}. Be fogjuk latni, hogy az igy
kapott Si,...,S4, Gy, ..., Gy halmazok unidja 2kM-nél kevesebb elemet tartalmaz.
Ehhez af5.6)lemmaét fogjuk hasznalni, ennek hasznalatahoz pedig az sziikséges, hogy a
halmazok koziil akdrhogyan is valasztunk ki néhanyat, a kivalasztottak szimmetrikus
differenciajanak elemszama kisebb kM-nél.

Ez utobbi allitast a kivalasztott halmazok szama szerinti indukcioval latjuk be.
Ha csak 0 vagy 1 halmazt valasztunk ki, akkor az allitas trividlis, mert a gazdag,
illetve szegény indexek definicidja alapjan minden S; és minden G; elemszama kisebb
kEM-nél. Most valasszuk ki WLOG az Si, Sy, ..., Se, G, ..., G halmazokat, ahol
0<e<a, 0 f<bése+f >2 Haaze+f dbhalmaz koziil egyet elhagyunk, akkor
az indukcids feltevés miatt a megmarad6 halmazok szimmetrikus differenciaja kM-
nél kevesebb elemet tartalmaz. Maga a kimarad6 halmaz is kM-nél kevesebb elemet
tartalmaz. Mivel tetsz6leges A, B halmazokra |A A B| < |A| + | B|, ezt hasznalva az
e + f db halmazunk szimmetrikus differencidjanak elemszama 2kM-nél kisebb.

Masrészt pedig ha K = {s1,...,5¢,01,...,95}, akkor S; A--- AS, AGL A--- A
Gy vagy megegyezik az {1 < i < M : d; € Ag} halmazzal, vagy pedig annak
komplementerével. (Hogy a két lehetGség koziil melyik all fenn, az e paritasatol
fugg.) Mivel a K = {s1,...,S¢, 01, -.,9s} halmaz vagy szegény, vagy gazdag, ezért
ST A AS.AGy A - A Gy| vagy kM-nél kisebb, vagy (1 — k)M-nél nagyobb.
Azt méar lattuk, hogy 2kM-nél kisebb, tehat nem lehet (1 — k)M-nél nagyobb (mert
k < %). Tehat kM-nél kisebb, azaz a kivant allitast belattuk.

Tehat a lemma miatt |[S;U---US, UG U---UGp| < 2kM. Tehat az union
kiviil es6 ¢ indexekre di(s;) = 1 és dj(g;) = 0 minden j-re, vagyis ezekre az i-kre a
d; vektorok mind megegyeznek. Vagyis a vektorok koziil t6bb mint (1 — 2k)M mind
azonos. O
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6. A féprobléma megoldasa M < SN élre

Ebben a fejezetben Gsszerakjuk az eddigi eredményeinket, hogy belassuk a féprob-
lémat M < 2N ¢l esetén.

6.1. Tétel. Ha adottak a k,t,d, o valds szdmok, melyekre teljesiil az aldbbi feltételek
mindegyike:

LO0<k(d<I1,
ko<1,
1 1
Z§a<§7

T(k,¢,d),

minden 0 < p < a-ra teljesil Uy, (u, dp),
6. minden k <r <1 — (l-re teljesil Uy (ra, (1 —r)a),
akkor U(a) is teljestil.

Bizonyitds. Legyenek adottak a dy, ..., dys nemnulla kiilonbségek F3-ben, ahol M <
aN. Legyen M = pN (ahol 0 < p < «). Ekkor T'(k, ¢, d) miatt vagy van legalabb dM
azonos a vektorok kozott, vagy van olyan a automorfizmusa Fj-nek, melyre a(dy),
.., a(dy) koziil legalabb kM 0-val és legalabb (M 1-gyel kezdddik.

Az el6bbi esetben, mivel a uN vektor koziil legalabb duN megegyezik, ezért
U,.(p, dp) miatt megoldhato a féprobléma.

Az utébbi esetben legyen rM azon i indexek szama, melyekre d; 0-val kezdddik.
Ekkor £ < r < 1 —/¢. A nullaval kezd6d6 di-k szama rM = ruN < ralN és az
1-gyel kezdsdseké (1 —r)M = (1 —r)uN < (1 —r)aN. Igy Uy (ra, (1 — r)a) miatt
megoldhato a f6probléma az «a(d;) kiilonbségekre, és igy az lemma miatt a d;
kiilénbségekre is. O

6.2. Tétel. A foprobléma megoldhato M < %N élre.

az 1-3. feltételek nyilvan teljesiilnek. A 4. feltétel ell?én(’)’rzéséhegé hasznaljuk az [5.3]
tételt k£ = %—ra.

Tekintsiik most az 5. feltételt. Azt kell belatnunk, hogy minden 0 < pu < a-ra
teljestil Uy, (pt, dpe). Ha pu < %, akkor atétel miatt U(u), igy Ua.(u, du) is teljesil.
Ha pedig %1 <pu< %7 akkor atétel miatt teljesiilni fog U, (u, dp), ha dpu > 21— %
Es %u >2u — % & % > g,u S p < , ami teljesiil.

A 6. feltétel belatasdhoz a kévetkezményt hasznéljuk A = }1, b = ra és
v = (1 —r)a valasztésaval, ahol 5 < r < 2 régzitett szam. Ekkor ; <\ < § és U(A)
nyilvan teljesiil, igy elegendé az alabbiakat beldtnunk minden % <r< %-ra:

(6a) 0 < 8,7 <1,

(6b) f< =7+ (5—37) =

(6) <A+ (5—37) =3 — 37

Ezek bizonyitasa:

Bizonyitds. Alkalmazzuk a tételt a k =0 =d =+ és o = 2 értékekre. Ekkor
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(6a) ra, (1 —r)a > 0 trivialis. Mivel r,1 —r < 2, ezért ra, (1 —r)a < 2 -
18 ~ 1
96 — 4-

6b)ra<i-31-rae Fr<i-201-rgesr<-2+2re;
ami teljesiil.

1 9 1 9 9 7 7

(6¢c) ra < i—i(l—r)aﬁﬁrg Z—%(l—r)ﬁﬁﬁ—ﬂ“g ger<sg
szintén igaz.

A tétel allitasa alapjan tehat U (%) teljesiil.
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7. Csupa kiilonboz6 kiilonbségek

Abban a specialis esetben, amikor minden megadott d; kiilonbség csupa kiilon-
b6z6, be fogjuk létni, hogy a f6probléma megoldhaté M < N — o(N) esetén. S6t,
ugyanez igaz lesz abban az esetben is, ha a kiilénbségek ugyan nem mind kiilonbozdk,
de az egyes kiilonbségek el6fordulasainak szaméara létezik egy f(n) felsé korlat, ahol
f(n) = o(2") egy rogzitett fiiggvény:

7.1. Tétel. Legyen € : N — R olyan figguény, melyre e(n) > 27" teljesil minden
n-re és e(n) — 0, ahogy n — oco. Ekkor létezik olyan C > 0 konstans és ng € N,
melyre M < X - % -2 ésn > ng esetén az probléma dllitdsa 1gaz, ha a di-k kézott
minden érték legfeljebb f(n)-szer fordul eld, ahol f(n) =e(n)-2" és A = 1 — Ce(n)s.

A tétel belatasdhoz a 4. fejezetben ismertetett hdromrészes mohd mdodszer altala-
nositasat hasznéljuk, melyben az F} vektortér elemeit és a megadott dy,...,dn € FY
kiilonbségeket az elsé k koordinatajuk alapjan 2 kupacra osztjuk. (Itt 1 < k < n
értéke megvalaszthato; a korabbi modszerben k = 1 volt.) A modszer miikodéséhez
sziikséges lesz, hogy a megadott kiilonbségek koziil mind a 2* kupacba nagyjabol azo-
nos szamu keriiljon. A feladat eltranszformélhato F3-nek egy tetszéleges ¢ vektortér-
automorfizmusaval (lasd az lemmat): a d; kiilonbségvektorokra az {a;, b;} parok
pontosan akkor adnak megoldast, ha a ¢(d;) kiilonbségvektorokra a {¢(a;), ¢(b;)}
parok megoldéast adnak. Egy olyan automorfizmust szeretnénk talélni, melynek az
alkalmazasa utan a kupacok a lehetd legegyenlébbek lesznek.

7.1. Megfelel6 transzformacio 1étezése

Adott ¢ = (cy,...,cx) € Fh-ra jelolje de(¢) a ¢ transzformécié utan a c-vel kez-
d6ds kiilonbségek szamat. Ekkor a d. értékek atlaga mindenképpen d = Q%M Ao
transzformécié hibaja legyen h(¢) = max{|d. — d| : ¢ € F5}. Az alabbi 4llitas, mely
felss becslést ad a legkisebb elérhetd hibéara, a Charbit et al. cikkében [3] talalhato 1.
tételnek az altaldnositasa. A bizonyitas is az ott szerepl6hoz hasonlé modszert kovet.
Véletlenszerd automorfizmust valasztunk, majd az egyes kupacok méreteinek kisza-
mitjuk az atlagat és szordsat, és a Csebisev-egyenlStlenség segitségével felsé becslést
adunk annak a valészintiségére, hogy a kupac mérete az atlagtol a kivant hibénal
jobban eltér.

Legyen 7 standard bazisa eq, ..., e,. A teljes automorfizmus helyett elég csak az
a; ;= ¢ (ey),...,ax := ¢ '(ey) vektorokat megadni, ennek megfeleléen a d.(¢) és

h(¢) helyett a dc(az,...,ax) és h(ay,...,ax) jelolést hasznaljuk. Az a;,...,ax € F}
vektorok pontosan akkor hatéroznak meg ilyen moédon egy ¢ automorfizmust, ha
linearisan fiiggetlenek.

7.2. Allitas. Legyenek uy,...,up € Fy nemnulla vektorok, és 1 < k < n egész.
Legyen A = {(i,7) : 1 <i,5 < M,w; = u;}, és tegyiik fel, hogy M > /A -2*. Ekkor
léteznek olyan ay, . . ., ax € FY linedrisan figgetlen vektorok, melyekre h(ay, ..., ax) <

VA.

Bizonyitds. Vezessiik be az alabbi jelolést: u,ay,...,a, € F% és ¢ € FX vektorok
esetén legyen
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1 ha (a;,u) = ¢; minden i-re,
c(uyag,... ag) =
felu, au k) {O kiilonben.
Ekkor
M
de(az,...,ax) = Z fe(uy,ag, ..., ax)
i=1

Most régzitsiik ¢ € F§ értékét, és tekintsiik az alabbi osszegeket:

S = Z de(ay, ... ax)

ay,...,ax€Fy
5= el ?
2 1= clay, ..., ak
a1,...,ak€]F§

Elgszor is

M
S = Z ch(uiyala--wak)

a1,...,ak€]F§ =1

A szummazés sorrendjét megcseréljiik:

M
S:Z Z fc(uiyala--wak)

=1 ay,...,ax€FY

Kihasznalva, hogy minden u; nemnulla, tehat az Fj-ben minden uj-re 2"~ db
merdleges és 2! db nem merdleges vektor létezik:

z n—1\k 1 k
S=> (2= S MN
=1

Most szamitsuk ki Sy értékét:

M
SQ: Z Zfc(ui?al""7ak>fc(uj,a1,...,ak)
ay,...,ag€fy i,57=1
M
52: Z Z fc(ui,al,...,ak)fc(uj,al,...,ak)

i,j=1ax,...,a, €F?

Ha u; = uj, akkor az ezen esethez tartozo tag értéke az elgbbiek alapjan

S felugag, ... a) = (27 HE.

ay,...,ax€Fy

Ha pedig u; # u;, akkor tetszdleges b,V € Fy esetén F3-ben }LN db olyan vektor
van, melynek u;-vel vett skalaris szorzata b, és az uj-vel vett skalaris szorzata pedig
b'. Ezért minden a,-re }LN -féle valasztasi lehet&ségiink van, vagyis
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k
Z fe(ui,ag, ... ax) fe(uy,a1,...,a5) = (;LN)

ai,..., akeng

és igy
k k
1 1 M?— A
Sy =A(=N M?*—A)(=N) =+ ———|NF
= (5] o () - ()
Ezek alapjan ha az aq, . .., ax € F vektorokat véletlenszertien valasztjuk (egyenle-
tes eloszldssal, egymastol fiiggetleniil), és ¢ € Fh rogzitett, akkor a de 1= de(ay, . . ., ax)

valoszintiségi valtozora az alabbiak teljesiilnek:

S 1
S A M?—-A
2\ _ P2

Igy

Vasde) = E(@) ~ E(de)* = (57 - 1) 4

2k 4k

A Csebisev-egyenlGtlenség alapjan
1 Var(d.) 1
Pllde— =M|>VA)] < —
( oh ' = ) =74 T ok

azaz annak az esélye, hogy létezik ¢ € F%, melyre }dc — Q%M } > /A, kisebb 1-nél.
Tehat létezik olyan ay, ..., ax € Fg, melyre h(ay, ..., ac) < VA.

Annak a belatdsa maradt, hogy ekkor a;,...,ax € F} linearisan fiiggetlenek.
Ha lenne kozottiik linearis osszefiiggés, akkor megadhatoak lennének olyan cq, ..., ¢
értékek, hogy semmilyen u € FJ-re ne teljesiiljon (u,a;) = ¢; minden 1 < i < k-
ra. Ekkor dc(ay,...,ax) = 0, tehat h(ay,...,ax) < VA miatt %M < VA, azaz
M < V/A-2¥ ez pedig ellentmond az allitas feltételének. O

7.2. Az altalanositott mohd modszer

Az alkalmazandd moho modszer felépitésének szemléltetéséhez tekintsiik az alabbi
feladatot, mely énmagaban is érdekes:

Feladat. Adott r» db pohar, mindegyiknek az trtartalma 1 egység. Kezdetben
minden pohér {ires. Az alabbi kétfajta lépés egyikét végezhetjiik:

1. kivalasztunk egy olyan poharat, mely legfeljebb 1/2 részéig van tele, és toltiink
bele valamilyen mennyiségd vizet gy, hogy tovabbra is legfeljebb 1/2 részéig
legyen tele;

2. kivalasztunk két kiilonbozé poharat, melyben Gsszesen legfeljebb 1 egység viz
van. A két poharba valamilyen mennyiségi vizet toltiink, mindkét poharba
ugyanannyit, mégpedig tgy, hogy ezutan is legfeljebb 1 egység viz legyen Ossze-
sen a két pohéarban.
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Végezziink el néhany ilyen lépést; a poharakba 6sszesen toltott viz mennyisége legyen
v. Mekkora lehet legfeljebb 27

Az aladbbi dbran lathato egy olyan 6 1épésbdl allo sorozat r = 3 esetén, mely Z—g—os
toltottségi aranyt ér el.

L T
@ 78
3. lépes
@ 6i5
I 2. 1epes 5. lépés
@ 48
@33 4 |9péS 6. |EDES
@28 I 1. lepes | .
5. lepés
2. |épés
3. lepes
@08

A [T tétel alabbi bizonyitasanak alapja egy olyan toltogetési eljaras, mely r — oo
esetén 1-hez tarto toltottségi aranyt ér el. A poharak a 2* db vektorkupacnak fognak
megfelelni; a ¢ € F4 cimkéji pohar tartozzon a c-vel kezd6dé F3-beli vektorok ku-
pacédhoz. Legyen most egyféle helyett 2% féle folyadékunk, a folyadéktipusok szintén
legyenek F% elemeivel cimkézve. Az 1. tipusi lépéseknél mindig 0 cimkéjii folyadékot
toltstink a pohéarba, a 2. tipustaknél pedig ha az a és b cimkéji poharakba tol-
tiink folyadékot, akkor b — a cimkéjtit toltsiink. A hasznalt eljaras azzal az erGsebb
tulajdonsaggal is rendelkezni fog, hogy minden tipusi folyadékbol pontosan ugyan-
annyit hasznalunk. Egy pohér aktualis toltottségi szintje annak fog megfelelni, hogy
az adott kupacbol hany vektort hasznaltunk mar fel, azaz rendeltiink eddig hozzé a
megadott kiilonbségvektorokhoz. A c¢ cimkéjd folyadék toltése az a és b poharak-
ba pedig annak, hogy c-vel kezd6dé kiilonbségvektorokhoz rendeliink hozza egy-egy
a-val és b-vel kezd6d6 vektort.

A tétel bizonyitdsa. Az alabbi jeloléseket fogjuk hasznalni: e9(n) = %\/g(n),

valamint B(n) = ﬁ (Ekkor B(n) = v2-¢(n)"2.) A bizonyitasban szerepls
logaritmusok 2-es alappal értenddk.

Adva vannak a dy,das,...,dym € F} nemnulla kiilonbségvektoraink. Legyen A =
{(4,7) : 1 <i,j <M, d; = dj}. Minden azonos értéki kiilonbségekbdl allo csoport
mérete < f(n), igy A < Mf(n). A allitast szeretnénk alkalmazni az M db
vektorra; ehhez egy olyan k egészt kell kijelolniink, melyre M > /A - 2%,

Legyen k = [1log B(n)].
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Ekkor elég nagy n-re 28/A < 26\ /M f(n) < M, mert 281/ f(n) = 25\/e(n)-2:" <
2B(n)2e(n)2 - 23" = 2ie(n)i - 22" < :- 22" < /M (hiszen M > 3+ 277! feltehets
a tétel miatt). Es k& < n, mert 1logB(n) +1 < n < 2y/B(n) < 27, ahol
e(n) > 27" > 2°. 274 miatt e(n) "1 < 271 - 27, tehat 2,/B(n) = 2ie(n) "1 < 2.

Tehat erre a k-ra a allitds miatt létezik olyan ¢ : Fy; — IFFj vektortér-
automorfizmus, amelyre minden s € F% esetén ¢(dy),...,d(dn) koziil legfeljebb
Q%M + /A db vektornak egyezik meg s-sel az els6 k koordinatéja.

Elegends az automorfizmussal attranszformalt valtozatot megoldanunk, igy mos-
tantol feltessziik, hogy minden s € F5-ra a d; vektorok koziil legfeljebb Q%M + VA
db kezdddik s-sel.

A korabban emlitett médon az Fj vektorteret osszuk a vektorok elsé k koordi-
natéja alapjan 2% kupacba (igy minden kupacba 2"~* vektor keriil; minden kupac
cimkéje legyen a benne 1év6 vektorok elsé k koordinataja). Ha r € 4, és r els6 k
koordinitaja s € F5, és s # 0, és a,b € Fh-ra teljesiil a — b = s, akkor az a és
b indexii kupacok kozott van egy teljes parositdas, melyben minden él két végpontja
kozti kiilonbség r.

Ha pedig r € FY, és r elsS k koordinataja 0 (de r # 0), akkor tetszdleges a € Fi-ra
az a indexd kupac feloszthato 2"~*=1 db parba tgy, hogy minden parban a két elem
kiilonbsége r legyen.

Ha a,b € F} és ¢ € N, akkor nevezziik (a,b,c) tipust lépésnek az alabbi fo-
lyamatot: a megadott d; kiilonbségeink koziil ¢ darab olyanhoz, amelyhez még nem
rendeltiink a; és b; vektorokat, és amelynek kezdete a — b € F, sorban egyesével
hozzarendeliink ilyen a;-t és b;-t tetsz6leges modon tgy, hogy a; kezdete a, b; kezdete
pedig b legyen. Ez a moho folyamat minden esetben elvégezhetd, ha teljesiil az alabbi
feltétel:

e a#besetén fo+ fi +2c < 27K,

e a = b esetén pedig fa + 2c < 2"k

ahol az (a, b, ¢) tipust lépés megkezdése el6tt mar felhasznélt a kezdetd vektorok
szamat fa, a b kezdettiekét fi, jeloli. (Ez a fenti parositdsok hasznalatéval lathato
mind a = b, mind pedig a # b esetén.)

Vegyiik észre, hogy ez a két feltétel megfelel a toltogetss feladat két lehetséges
lépésének feltételeinek.

Az F% vektorteret azonositsuk a 2% elemt testtel, és ilyen modon definidljuk az
elemein a szorzast. Legyen g generatora a 2* elemti test multiplikativ csoportjanak.
Ekkor F% = {1,9,9%, ... ,ng_2,O}. Legyen 1 < d < 2F — 2 egy konstans, melynek
értékét késébb rogzitjiik le.

Tegyiik meg az aldbbi 1épéseket, felsorolasuk sorrendjében, ahol ¢ szintén késGbb
kivalasztand6 konstans:

e (¢° 9% 0),(9° g% c),...,(¢% g% c),

e (9',¢%0), (9", ¢%¢c),....(g" g

e (¢%,0%¢), (4% g"¢),....(¢% g



° (g g ,¢), (g ,g¥ e

g (g 7g 76)7(g2k7d71’92k7d+17c>7"'(g

2k _d—2

e ...
° (g2k_3,g2k_2,c).

(Ebben a felsorolasban ha valamelyik 1épésnél az adott kezdeti kiilonbségekbdl
méar csak c-nél kevesebb maradt, akkor csak a megmaradoé kiilonbségekhez keressiink
vektorpart.)

Példaul £ = 3 és d = 2 esetén az aldbbi pohartoltogetési abra szemlélteti az
elvégzett lépéseket, ahol az Fg = % megfeleltetést hasznaljuk a ¢ = X + 1
generatorelemet valasztva, és az elemek koordinatézésa az (X2, X, 1) bazis szerint
torténik. A sorszamok azt jelzik, hogy az adott adag folyadék héanyadik 1épésben
keriilt a poharba, az alatta zardjelben 1év6 vektor pedig a folyadék cimkéjét jeloli. A
kiilonboz6 szinek szintén a poharakba toltott folyadék cimkéjét (tipusat) jelolik.

®
dc@®
6. 8 10.
(010) (110) (001)
3ce
4. 5. 7. 9 1.
(111) (001) (011) (101) (100)
Zce
2. 3 3 5. 7. 9 11.
(100) (110) (110) (001) (011) (101) (100)
ce
1. 1. 2. 4. 6. 8. 10.
(010) (010) (100) (111) (010) (110) (001)
0e
0 1 g g2 g’ g g° g®
(=000)  (=001)  (=011) (=101)  (=100) (=111)  (=010) (=110)

Minden s € Fk-ra az s-sel kezdsds kiilonbségeket de-szer szeretnénk az eljaras
soran Osszesen felhasznalni. Ha d < 2F, akkor ez mar teljesiil is, kivéve néhany

kimarado kiilonbséget: mivel minden 1 < i < d-re ¢° — ¢°, ¢ — ¢!, ¢"™2 — ¢2,
., g2 2 — g2 csupa kiilénbozo elemei Fh-nak, ezért egy adott i-re 28 — i — 1

kiilonféle kiilonbségkezdetet hasznalunk fel (mindegyiket c-szer), igy lesz i-szer ¢ db
kimarad¢ kiilonbség. Osszesen ha minden 1 < i < d-re tekintjiik a dolgot, akkor
@ db ¢ elembdl all6 kimaradd azonos kezdetd kiilonbségesoport van (melyeket
még pluszban fel kell hasznalnunk ahhoz, hogy minden nemnulla kiilonbségkezdetet
pontosan dc-szer hasznaljunk).

Tovabba 0-val kezd&d§ kiilonbséget sosem hasznaltunk az eljaras soran, igy abbol

dc kiilonbség kimaradt.
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A most kimaradonak tekintett kiilonbségeket hasznaljuk fel a fenti lépések el6tt
az alabbi modon:

e A 0-val kezd6ds kiilonbségeket mohd modon hasznéljuk el ugy, hogy a lehetd
legegyenlébben osszuk szét ket a 28 db kupac kozott. Ekkor minden kupac-
ban legfeljebb (%W < g—,f + 1 db kiilonbséget hasznalunk, melyek kupaconként
legfeljebb 2,‘351 + 2 vektort fognak érinteni.

e A t6bbi d2+ L db ¢ elembsl allo kiilénbségesoportot (minden csoport elemei
ugyanazzal a vektorral kezdédnek) csoportonként hasznéaljuk fel mohé modon
gy, hogy minden csoport elemeit szétosztjuk a 2~ db lehetséges vektorkezdet-
par kozott a leheté legegyenlébben. Minden csoportnél igy legfeljebb &= +
1 db Vektort hasznéalunk fel kupaconként, tehat az Osszes csoportot tekmtve
legfeljebb d+1) (2,9C T+ 1) darabot.

A fenti plusz parositasok tehat 6sszesen legfeljebb H := Qk - +2+4 d(dH) (g,f,l + 1)
vektort hasznalnak el minden kupacbol. Nézziik most meg, hogy mi szukséges ahhoz,
hogy a most leirt el6készitG 1épések, és a fenti altaldnos lépések is miikodjenek.

Az el6készité moho lépések miikddéséhez elégséges, ha minden vektorkupacnak
legfeljebb a felét hasznaljuk el ezek alatt, tehat ha H < 2n—F-1,

Egy &altalanos 1épésnél pedig — mint lattuk — ha az éppen a és b kezdetd kupacok
kozott torténik, elégséges a lépés miikodéséhez, ha fa + fp + 2¢ < 277F,

Konnyen lathaté, hogy az eljardasunk soran minden 1épésben teljesiil, hogy f. +
fo+2c<2H + (2d+ 1)c.

Ezek alapjan tehat elégséges feltétel az egész eljaras mikodésére, hogy 2H + (2d+
1)e < 277F teljesiiljon.

Vilasszuk meg a ¢ és d értékeket a kdvetkezGképpen:

1
c= {—/\ A L ga(n) - 2"‘5’“-‘

2
d— [Q%ﬂ

Lassuk be, hogy az emlitett elégséges feltétel valoban teljesiil (megfelels C' > 0 és
elég nagy n esetén).

Lathatjuk, hogy 27e (n)_i
21e(n)"1, tehat 28 = O(e(n)~

Valamint e5(n) - 2"72% < Jo¢ ( )z .27 B(n)"i =275 - 27¢(n)s.

Igy tehat d-re és c-re az alabbi fels6 becslések adhatok (elég nagy n-re):

NI

B(n)? = 2519650 < 2k < 2318 BV — 2B(n)

|

|H L

d<2-23F <25 .g(n)w

c< =202k 4 ey(n) - 275 4 1 = O(2%(n)R) + O(2%(n)R) + 1

| —

de = O(2"¢(n)1) + O((n) %) (1)
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Illetve pontosabb becslés alapjan

1
de < (225 + 1) (5)\ L2mak 4 gy(n) 22k 4 1) =

1 1
= A 2 b ea(n) 2"+ 25+ DN 2 () 27

2dc < X-2"7F 4 2e5(n) - 27 + 225 4 XL 2775F 4 2y (n) - 27 2R 4 2

Igy 2H + (2d 4+ 1)c < X~ 277% 4 2e5(n) - 27 + 2341 4 X . 2773k 4 2y (n) - 2072k 4
24 c+ 5 +4+dd+1) (55 +1).
Vagyis elég belatni, hogy

dc
2

2eq(n) - 2" + 2251 4 X272k 4 96y (n) - 272K 464 ¢ + =

+

vd(d+ 1) <2k_c_1 + 1) < Ce(n)t - 2+ 2)

A (2) egyenl6tlenség bal oldalan a 28 = ©(c(n)~1) és e(n) > 27" osszefiiggések
hasznalataval a tagokat feliilrsl becsiilve azt kapjuk, hogy minden tagnak a nagysag-
rendje O(e(n)s - 27F).

Az egyenlStlenség igy igaz, tehat a 2H + (2d+1)c < 277F feltétel valoban teljesiil.

A modszeriink tehat képes minden olyan felallas megoldasara, ahol a d; kiilonb-
ségek kozott mind a 2% db kezdet (emlékeztetéiil: egy vektor kezdete az elsS k ko-
ordinétat jelenti) legfeljebb dc-szer fordul elg. Nekiink arra kell felkésziilniink, hogy
minden kezdetbdl akar %M + v/A db is lehet, tehat a modszer akkor mikodik, ha

1
?]\/[Jr\/ZSdc (%)

Ekkor belatjuk, hogy () valoban teljesiilni fog elég nagy n esetén:

| 1 11 1 1
—MAEVA< =M+ /M < . )\.Z.9m A — - 227 R
M+ VAS ZM+ VM) < -2 527+ V V2 e(n)

1 1
= 5)\ LR L VX gy(n) - 20 < (5)\ onmak g gq(n) - 2"‘51“) (2%]"’) <dc
ahol hasznaltuk, hogy \ < 1. O
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8. Teljes parositas kevés kiilonbségosztaly esetén

Most a fésejtést fogjuk megoldani egy specialis esetben. Legyenek adottak a
dy,da,...,dy, nemnulla kiillonbségvektorok ugy, hogy > d; = 0, ahol m = %N :

Nevezziik egy kiilonbségosztalynak egy fix d-re a d érték% i{iilénbségvektorok Osszes-
ségét. Egy adott {d;,da2,...,dn} konfiguraciora a nemiires kiilénbségosztalyok szé-
mat jeloljiik t-vel. Adott n esetén minél nagyobb T'(n)-et szeretnénk megadni, melyre
t < T(n) esetén garantalni tudjuk egy megfelels teljes parositéas létezését Fi-ben.

A t = 1 esetben a feladat trivialis, hiszen ekkor valamely d # 0-ra 2"~! db d
kiilonbségii parra kell felosztanunk a vektorteret; ehhez vegyiik az F4 vektortér (d)
szerinti mellékosztélyait.

Ha t = 2, akkor a tétel segitségével konnyen megoldhato a feladat. Ekkor
ugyanis a Y d; = 0 feltétel miatt mindkét kiilonbségosztaly mérete paros, és legalabb
az egyik osztaly tartalmazza a kiilonbségek felét. Igy tehat fennall az a struktura,
hogy a kiilonbségek fele mind azonos, a tobbi kiilonbség pedig azonos értékid parokba
sorolhato.

8.1. Tétel. Az[1.1] sejtés igaz abban az esetben, ha a kilonbségosztilyok szima t <
n —2logn — 1.

8.2. Definici6. Jeldlje P, az [n] hatvanyhalmazat, mint tartalmazés szerint részben-
rendezett halmazt.

8.3. Lemma. Legyen n > 4. A P, posetnek legyen H eqy legfeljebb n + 1 elemd
részhalmaza, melyre ) € H és [n] & H. Tovdbbd tegyiik fel, hogy H nem tartalmazza
az 0sszes eqyelemi halmazt, és nem tartalmazza az 0sszes n — 1 elemi halmazt sem.
FEkkor P, \ H tartalmaz n + 1 elemd ldncot.

Bizonyitds. P,-ben nevezziink szimmetrikus ldncnak egy olyan X C Xpq C --- C
Xk sorozatot, melyre |X;| = ¢ minden k < i < n — k-ra. (Itt 0 <k < 3.) Fel-
hasznaljuk azt a tényt, hogy P, felbonthat6 szimmetrikus lancok diszjunkt unidjara.
Ennek bizonyitasa megtalalhato példaul a [9] jegyzetben (Proposition 2).

Ebbdl a ténybdl specidlisan az is kovetkezik, hogy P,-ben talalhatunk olyan, pa-
ronként diszjunkt C7, Cs, ..., C’@) szimmetrikus lancokat, melyek egy 2 elemt hal-
maztol egy n — 2 elemiiig tartanak. Egy ilyen, {a,b}-t6l [n] \ {c, d}-ig tarté lanc
pontosan akkor egészithets ki n + 1 elemii lancca P, \ H-ban, ha maga a lanc nem
tartalmaz H-beli elemet, tovabba ha {a} és {b} koziil legfeljebb az egyik, tovabba
[n] \ {c} és [n]\ {d} koziil is legfeljebb az egyik van benne H-ban.

Lassuk be, hogy a Cj-k kozott mindig lesz olyan, ami kiegészithetd n + 1 elemid
lancca P, \ H-ban. Adjunk fels6 becslést a "rossz" C;-k szaméra, azaz azokéra,
melyekre ez nem teheté meg.

Legyen a H-beli egyelem® halmazok szama k, az n — 1 elemiek szama /¢, és H
tovabbi elemeinek szama t. Ekkor k+/+t < n+1, és a feltevéseink miatt £,/ < n—1.
Ekkor legfeljebb (’;) db C; lesz, melynek a kételemt végpontjabol nem juthatunk el
(-ig, illetve (g) db olyan, melynek az n — 2 elemi végpontjabol nem juthatunk el [n]-
ig. Valamint a t db tovabbi H-beli pont legfeljebb t db C;-t fog le. A "rossz" lancok
emlitett harom kategoridja kozott lehetnek atfedések, de szamuk (melyet jeloljiink
R-rel) igy legfeljebb (g) + (g) + t. Belatjuk, hogy ez (g)—nél kisebb.
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k l k 14 K2 2 3 3
< < l—k—t0=" 34— -2 1
R< (2)+(2>+t_ <2)—|—(2)—|—n+ k—¢ 5T ok €+n+

Azt fogjuk belatni, hogy

K 0?2 3 3 n n?> n
S 4o - k-t 1 _ror
27273 e <(2> > 2

azaz

k> + 0> =3k —30+4+2n+2 < n® —n, vagyis

3\? 3\ 5
(k_é) +(€—§) <n —371-'-5 (*)

Ot esetet kiilonboztetiink meg:
1. eset: ¢ = 0. Ekkor az kell, hogy

3\ 9, 5
(k_ﬁ) +Z<n —3n+§
Tudjuk, hogy 0 < k <n —1, és mivel n — 1 > 3, ezért teljesiilni fog (k - %>2 <

(n —1- %)2 Igy

3\? 9 3\? 9 5\ 9
. <(n-1-°2 o (n==2 Tonp?_
( 2) +4_(n 2) —1—4 (n 2) +4 n®—on+9

Itt n> —5n+9 <n®?—3n+ 32 < n>L amiteljesiil (hiszen n > 4).
2. eset: { = 1. Ekkor az kell, hogy

3\ 1 5
(1{3—5) +Z<n—3n+§

Ez az el6z6 esetbdl trividlisan kovetkezik, hiszen az egyenlGtlenség bal oldala csok-
kent.

3. eset: k£ =0. Ez k és ¢ szimmetridja miatt kijon az 1. esetbdl.
4. eset: k= 1. Ez is kijon a 2. esetbdl.
5. eset: 2< k. /<n-—1.

Ekkor £+ ¢ < n+1 (és ¢ > 0 miatt ‘E—%‘ < ‘n+1—k—%|), igy (E—%)2§
(n—k‘—%)z. Tehat

3\? 3\? 3\? 1\’ 5
_Z _ ) < _Z —k— ) =9k? — e
<k: 2) +(€ 2> < <k 2) +(n k 2) 2k (2n+2)k+(n n+2)
Itt k2 — (n+ 1)k = (k — ”—H)2 (i1

< {

Ok ,ahol2 <k <n-— 1m1att‘k %\g”*i”
tehat k2 — (n + 1)

1 1 —2n + 2. Vagyis

|| ~’>+
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3\° 3\° 5 13
(k—E) +(€—§) §2(—2n+2)+n2—n+§:n2—5n+?

és itt n?2 — Hn + % <n?—3n+ % & 4 < 2n, ami n > 4 miatt teljestl.
A "rossz" lancok szdma igy valoban kisebb (g) -nél, igy létezik jo lanc. m

A tétel bizonyitdsa. Legyenek a megadott kiillonbségvektorok: n; darab uy, ns
darab us, ..., n; darab ug, ahol ny > ny > -+ > n,. Itt 22:1 n; = m. Ekkor
nq Z %

AV = FJ-ben, mint Fo-vektortérben legyen U = (uy,...,u;), ekkor dimU =
k < t. (Feltehets k& > 2, kiilonben t = 1, és ezt az esetet mar lattuk.) Nevezziik
V-nek az U szerinti mellékosztélyait rétegeknek. Ekkor a kész megoldasban minden
vektorparnak egy rétegen beliil kell lennie. Az egyes rétegeken beliil a parositéasokat
kiilon-kiilon fogjuk elkésziteni, és az elkésziilg rétegeket kés6bb méar nem modositjuk.
Osszesen 2"~F réteg van.

A moédszernek harom fazisa lesz.

1. fazis: Néhéany (-nél kevesebb) réteg elkészitésével elérjiik, hogy minden kii-
lonbségosztalybol paros sok vektor maradjon meg.

2. fazis: Néhany (t-nél kevesebb) réteg elkészitésével elérjiik, hogy minden kii-
16nbségosztalyban a megmaradé vektorok szama oszthatd legyen 28~ !-gyel.

3. fazis: Az sszes megmaradt kiilonbségbdl homogén (azaz csak egy osztalybeli
kiilonbségeket hasznalo) rétegeket készitiink.

Az elsé fazis. Legyen H = {u; : 2 <i <t,n; =1 (mod 2)}, tovabba hasznaljuk
az u = u; jelolést.

H-nak egy S részhalmazat nevezziik kornek, ha elemei mod u linearisan Gsszefiig-
gbek, és S-nek semmilyen valodi részhalmaza nem rendelkezik ezzel a tulajdonséggal.
(Tehat S kor, ha elemeinek Gsszege 0 vagy u, és ez S-nek semmilyen valodi részhal-
mazara nem teljestil.)

Egy S kort nevezziink jé paritdasinak, ha S elemeinek 6sszege |S|u. Ha egy S
korre ez nem teljesiil (tehat ha az elemeinek 6sszege (|.S| + 1)u), akkor S-et rossz
paritasunak nevezzik.

Mivel > n;u; = 0, ezért a H-beli elemek Gsszege megegyezik njug-gyel, tehat 0
mod u. Az alabbi lépést fogjuk ismételni: ameddig H-ban még van elem, kivalasztunk
belsle néhany (legalabb harom) vektort, és egy réteget elkészitiink ezen vektorok
egy-egy példanyéat, illetve u-bol kell6 szamu példanyt hasznalva. Az elhasznalt H-
beli vektorokat ezutan toroljiik H-bol. Amikor pedig a H-beli vektorok elfogynak,
tovabblépilink a masodik fazisra.

Most részletezni fogjuk a vektorok kivalasztasanak és a rétegek elkészitésének
modjat. Egy olyan U-beli, nemnulla vektorokbol all6 (v, va, ..., v;) sorozatot, mely-
re 0, vi, vi + Vo, ..., Vi + Vg + -+ + vij_1 mind kiilénb6z6k mod u, nevezziink
vdltozatosnak.

Tekintsiink egy olyan valtozatos (vq,va, ..., Vi) sorozatot (i > 1), melyre teljesiil
vi + vy + -+ v; = tu. Ekkor készithet§ egy olyan réteg, melyben a vy, ..., vj
kiilonbségvektorokbol egy-egy példanyt hasznélunk, és az Osszes tobbi felhasznalt
kiilonbségvektor értéke u: vegyiik a {0,vy}, {vi +u,vy + va +u}, {vy + vy, vy +
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va+vsh {vi+ve+vs+uvi+vatvgt+vgtul, ..., {vi+vat+--F+vig+
(it —1u,vi+va+ -+ vi+ (i — 1)u = u} vektorparokat. Vegyiik észre, hogy ezek
teljes U-beli u szerinti mellékosztalyokat fednek le, és a kimarad6é mellékosztalyok
lefedhet6k néhany u értéki kiillonbségvektorral.

Most legyen A = {ay, ..., a;} egy olyan minimélis elemszamu részhalmaza H-nak,
melyben az elemek 6sszege 0 mod u. (Ilyen létezik, mivel H elemeinek 6sszege 0 mod
u.) Ekkor A kor. Két eset van:

(0%
1. eset: A jo paritisu. Ekkor A tetszéleges sorrendje valtozatos, mert ha > a, =
c=1

B B

> a. (mod u) lenne, ahol 0 < v < f <i—1, akkor >  a. = 0 (mod u), tehat
c=1 c=a+1

létezne linearisan Osszefiiggd valodi részhalmaz. Mivel A elemeinek Gsszege |A|u, a

fent leirt moédon elkészithets egy megfelels réteg.

2. eset: A rossz paritdasi. Ekkor mivel H és A elemeinek Osszege is 0 mod u,
ezért a H \ A-belieké is. Feltehets, hogy H \ A mar nem tartalmaz jo paritasa kort
(mert ha igen, akkor az 1. eset ismételt alkalmazéaséaval ezek elhasznalhatoak). A
lemma miatt minden réteghen a vektorok Osszege, igy a benne hasznalt kiilonbségek
Osszege is 0. Mivel kezdetben 0 volt az Gsszes megmaradé kiilonbségvektor Osszege,
ezért most (néhany réteg elkészitése utén) is. A marado kiilonbségvektorok szaméanak
természetesen parosnak kell lennie. Ezért H \ A # 0, mert kiilonben H elemeinek
Osszege (|H| + 1)u lenne (hiszen néhany jo paritasu és egy rossz paritasa korbol
tevédne 6ssze H), de ekkor kezdetben az elemek 6sszege 0 = nyu+ (|H|+1)u, amibsl
ni+|H|+1 paros, de a kezdeti vektorok szama ny +mns+---+n; = ny+ |H| (mod 2),
azaz paratlan, ami ellentmondas. Igy H \ A-bél is kivalaszthatunk egy minimalis
elemszami, mod u linearisan Gsszefliggé halmazt, ez legyen B = {by,...,b;}. Ekkor
B rossz paritasi kor.

Azt fogjuk csinalni, hogy A U B elemeit valtozatos sorrendbe tessziik. (Ha ezt
sikeriil megtenni, készen vagyunk, mert két diszjunkt rossz paritast kor unidjéra
teljesiil, hogy u szorozva az elemek szaméval megegyezik az elemek Osszegével; igy a
kivant réteg elkészithets.) Vegytik észre, hogy AUB = {ay,...,a;, by, ..., b;} elemei
kiilonboznek 0-t6l mod u. (A kiilonbségek kozott 0 nem szerepelhet, és u sem, mert
u ¢ H.) Mostantol ha nem jelziink méast, akkor a = jel6lés mod u kongruenciat fog
jelolni.

Mivel A-t hamarabb valasztottuk ki, mint B-t, ezért ¢« < j. Tovabba nyilvan
2 < i, mert egy egyelemi kor csak {u} lehetne, de u nem szerepel H-ban. A valto-
zatos sorrendet (ar,,Ds,, ary, ary, - - -, &r, Dsy, Bgy, ..., by;) alakban fogjuk keresni az
indexeknek egy jol megvalasztott sorrendjére.

Kezdjiik azzal a legéaltalanosabb esettel, amikor ¢ > 4 és j > 5. Ekkor AU B
elemei nem csak 0-t6l, hanem egymastol is kiilonbéznek mod u. (Ugyanis ha v és
v + u szerepelne benne, akkor ezek egy kisebb kort alkotnanak A-nal.)

A sorrendet kezdjiik az a;, majd by vektorokkal, idaig nyilvan valtozatos a sorrend
(a; # by, igy a; + by #0). Ezutan az aa, .. ., a; vektorokkal szeretnénk a sorrendet
folytatni. Ez ¢ — 1 linearisan fiiggetlen vektor mod u, melyek O6sszege a; mod u.
Ilyen modon a sorrend folytatésa elképzelhets a P;_; poset egy maximaélis lancaként,

ahol a poset minden L C {2,...,i} elemének az a; + by + > a. (mod u) vektort
ceLl
feleltetjiik meg. Ekkor a poset minden eleméhez csupa kiilonb6z8 vektort rendeltiink
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mod u (a linearis fiiggetlenség miatt), és ha a lemma miatt ha a 0 és a; (mod
u) vektorokhoz tartozé elemeket kivessziik a posetbdl (ha léteznek), akkor (mivel
i —1 > 2, igy nem vehettiik ki az 6sszes 1 vagy i — 2 elemi halmazt) még mindig
marad benne 7 elemi lanc. A sorrendet ha ezen lancnak megfelel6 modon folytatjuk,
akkor tovabbra is valtozatos marad.

Végiil a sorozat végére a b, ..., b; vektorokat kell odafrnunk valamilyen sorrend-
ben. Ez is j — 1 lineérisan fliggetlen vektor, és az el6z8 posetes okoskodas alapjan itt
a részosszegekkel a korabbi i + 1 részosszeget kell elkeriilntink. Azonban a 0 (mod u)
elkeriilésére nem kell tigyelniink, hiszen (a kortulajdonsag miatt) akarmilyen sorrend-
nek a végpontja ennek fog megfelelni, és a poset 6sszes eleméhez itt is csupa kiilonb6z§
vektorokat rendeltiink. Tehat a P;_; posetbdl itt legfeljebb ¢ elemet vesziink el, és
igy kell benne tovabbra is talalnunk egy j elemi lancot.

e Ha 1 < j — 2, akkor lehetetlen, hogy mind a j — 1 db egyelemt, vagy mind a
j—1db 7 — 2 elemd halmazt elvegyiik a posetbdl, ezért a lemma alapjan
létezik megfelel sorrend, ez pedig befejezi az AUB halmaz elemeinek valtozatos
felsorolasat.

e Ha i = j — 1 vagy ¢ = j, akkor iigyelniink kell arra az esetre, amikor minden
egyelemt, vagy minden j — 2 elemi halmazt elvettiink a posetbdl. De ezek
nem lehetségesek. Ha ezek barmelyike bekovetkezik, akkor az a;, a; + by,
a;+bi+ay,,...,a1+by+ay,+ - +a, , (mod umind kiilonb6z6) elemek
koziil legalabb 5 — 1 felel meg az elvett elemeknek. Ezen elemek szama i < j,
és gy koziiliik legalabb i — 1 megfelel egy elvett elemnek. Tehat vagy aj,
vagy pedig a; + by megegyezik mod u egy by + be (2 < ¢ < j) vagy egy b
(2 < ¢ < j) alaku elemmel (az elgbbi egy egyelemt, az utobbi egy j — 2 elem
halmaznak felel meg a posetben). Azonban konnyen lathato, hogy ezekben
az esetekben A U B tartalmaz egy legfeljebb haromelemt, mod u linearisan
Osszefiiggs halmazt, tehat (i > 4 miatt) A mégsem minimaélisra lett valasztva,
ami ellentmondés. Tehéat itt is létezik megfelel lanc, és igy sorrend.

Most pedig oldjuk meg a kimarado eseteket is, amelyekben ¢ vagy 7 kicsi.

Ha i =j =2, akkor AUB = {x,x + u,y,y + u} valamely x # y-ra. Ekkor az
(x,y,x+u,y + u) sorrend megfelels lesz (ennek a részosszegei rendre 0, X, X +y és
y + u, melyek egymastol mind kiilénb6znek mod u).

Ha i =2 és j = 3, akkor A = {x,x + u} valamely x-re, és B = {by, by, bs}, ahol
b1, by, bs paronként inkongruensek mod u (kiiléonben B nem minimalis linearisan
fiiggd halmaz). Itt by +bg +bs = 0. Az (x, by, x+ u, bs, bs) sorrend j6 lesz, mert a
mod u tekintett részosszegek: 0,x,x + by, by, bg paronként inkongruensek. (Ennek
belatdsdhoz a by + by + by = 0 feltételt hasznaljuk, valamint a megadott vektorok
nemnullasagat mod u.)

Ha i =2 és j > 4, akkor A = {x,x + u} valamely x-re, és B = {by,ba,...,b;}.
Kezdjiik a sorrendet (x,by)-gyel. Ezutan x + u jo folytatas, mert a 0,x,x + by, by
részosszegek inkongruensek mod u. Ezutén a sorozat befejezéséhez a P;_; posetben
kell maximalis lancot talalnunk gy, hogy legfeljebb 2 pontot (x és x 4+ by mod u)
kell elkeriilniink. Ha 7 > 5, akkor a lemmabol kovetkezik, hogy ez lehetséges.
Es j = 4 esetén pedig trivialis, hogy Ps-ban nem fedhetd minden 4 hosszt lanc két
ponttal.
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Hai=3ésj = 3, akkor A = {a;,as,as} és B = {by, by, bs}, ahol a; +as+az =
b; + by +bs =0 és {0, a;,a,as, by, by, bg} mind inkongruensek mod u. (Ha ketts
kongruens lenne koziiliik, akkor nem A lett volna az elején a legkisebb Osszefliggd
halmaz.) Ekkor kénnyen lathato, hogy az (aj, by, ag, ag, ba, bs) sorrend miikddik.

Ha i = 3 és j = 4, akkor A = {a;,as,a3} és B = {by, by, bs, by}, ahol a; +
a +azg = 0 és by +by +bsg+by = u Itt is AU B elemei egymassal és 0-
val is inkongruensek mod u. A sorrend mindenképp elkezdhets az (a;, by, as,as)
vektorokkal, ezutan pedig olyan sorrendben kell a bs, bs, by vektorokkal befejezniink,
hogy az ezutan érintett két pont mod u ne egyezzen meg az eddigi a;, a; + by és
ag + by részosszegekkel. Itt P3-ban keresiink utat gy, hogy legfeljebb harom pont
tiltott. Ez csak akkor nem lehetséges, ha a harom pont a harom egyelemii vagy a
harom kételemi halmaznak felel meg. ElGbbi esetben a; +b; is megegyezik a by +ba,
by + bz és by + by (egyelemt halmazoknak megfelel) vektorok valamelyikével mod
u, azonban ez egy kételemi linearisan fiiggé halmazt eredményezne, ami kisebb A-
nal. Utobbi esetben a; megegyezik a by, bs és by (kételemii halmazoknak megfelels)
vektorok valamelyikével mod u, ami ugyanigy ellentmondéast okoz. Tehat a sorrend
mindig befejezhets megfelelGen.

Ha i =3 és j > 5, akkor is elkezdhetd a sorrend az (a;, by, ag, ag) vektorokkal, ez-
utan pedig a Pj_; posetben legfeljebb 3 pont lesz tiltott (3 < j—1), igy mindenképpen
taldlunk megfelel6 utat.

Ha i =4 és j = 4, akkor pedig A = {a;,a3,a3,a4} és B = {by,ba, bz, by}, ahol
a; +as+ag+ag =by +by+bsg+ by =u. Ittis AU B elemei egymassal és 0-
val is inkongruensek mod u. A sorrend mindenképp elkezdhets az (ap, by, as, as, a4)
vektorokkal, hasznalva, hogy 4-nél kevesebb elemii Gsszefiiggés nincs. A befejezéshez
a P3 posetben kell keresniink olyan utat, ami blokkolt pontot nem tartalmaz. A poset
1, illetve 2 elemt részhalmazainak a by + by, by 4+ bg és by + by, illetve a bs, bs, by
vektorok (mod u) felelnek meg. A blokkolo elemek pedig az a;, a; + by, a; + by +az
és a4 + by részosszegek. Vegyiik észre, hogy a; nem blokkolhatja egyik pontot sem,
kiilonben egy legfeljebb 3 vektorbol allo lineéris Gsszefiiggés jonne létre A U B-ben.
Ugyanez all a; +b;-re is. Igy valojaban legfeljebb 2 pont van blokkolva, és igy mindig
lesz 4 elemt lanc a posetben.

Ilyen médon a kivant valtozatos sorrendet, és igy a réteget is minden esetben
elkészitettiik.

Mindig, amikor egy réteget elkészitiink, akkor a réteghen felhasznalt kiilonbség-
vektorok osszege 0, igy a hasznalt H-beli vektorok osszege 0 mod u (mivel azokon
kiviil csak u-bol hasznaltunk példanyokat). Igy megmarad az a tulajdonsag az el-
hasznalt elemek torlése utan is, hogy H elemeinek 6sszege 0 mod u.

A masodik fazis. Minden 2 < ¢ < n-re egymas utéan hajtsuk végre az alabbi
lépést.

Ha az u;-b6l megmaradé vektorok szama m; maradékot ad 2F~!-gyel osztva (ahol
2 < m; < 281 — 2 paros), akkor m; db u; kiilénbséghdl és 2571 — m; db uy kii-
16nbséghdl készitsiink el egy réteget. FEz megtehets, mivel ez a fésejtésbeli feladat
Fk-ra (valojaban annak egy eltoltjara, de ez nem valtoztat a helyzeten), és mivel
m; és 2871 — m; paros, ezért itt a hasznalando kiilonbségvektorok dsszege 0, és két
kiilonbségosztaly esetére pedig mar megoldottuk korabban a feladatot.

(Ha m; = 0, akkor nincs teendénk az i. osztallyal.)
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A harmadik fazis. Mivel minden osztalyban a megmaradé vektorok szama oszt-
hato 2 1-gyel, és tetszSleges 0 # v € U esetén U (illetve annak tetszéleges eltoltja)
feloszthato 281 db v kiilonbségii parra, ezért ennek a lépésnek a végrehajtasa trivi-
alis, ezzel az F3-beli teljes parositast elkészitettiik a kivant modon.

Vegyiik észre, hogy mindharom fazis minden esetben végrehajthato: az elsd fa-
zisban minden rétegben H elemeibdl legalabb 3-at felhasznalunk, igy legfeljebb %
réteget rakunk ki. A masodik fazisban pedig t-nél kevesebb réteget raktunk ki. Igy
az els két fazisban Gsszesen < 3(t — 1) - 257! példényét hasznaltuk u-nak. Ennyi
rendelkezésre is allt, mert

1 n 1
t(t—1)-2n2losn=2 — g-t(t—l)— < 5-2” <2t

4 4
“tt—1)-2F1 < Zpt—1)-20t <
SHt=1)2" < o(e-1)27 < 2

ol i

ésigy%(t—l)-2k4<$:%§n1. O
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9. Teljes parositas sok azonos vektor esetén

Ebben a fejezetben a f&sejtés megoldasa szerepel abban a specidlis esetben (elég
nagy n-re), amikor a kiilonbségvektorok legalabb % része mind azonos, a tobbi pedig
tetszdleges. Tehét Balister, Gydri és Schelp tételével (lasdtétel) szemben itt most
nem koveteljiik meg, hogy minden kiilénbségvektor paros sokszor szerepeljen.

9.1. Lemma. Legyen G eqy véges Abel-csoport, és legyen adott eqy X C G rész-
halmaz. Az {a+x : v € X} alakd halmazokat (ahol a € G tetszdleges) nevezzik
X-mintdnak. Ekkor G-ben kivdlaszthato legaldbb
Junkt X -minta.

\XI(\X| D+ damb pdronként disz

Bizonyitds. Valasszunk mohon X-mintédkat egymas utdn, mindig egy tetszélegeset,
ami az eddigiektdl diszjunkt. Legyenek a kivalasztott mintdk a; + X, as + X, ...,
ap + X, és tegyiik fel, hogy tijabb X-minta méar nem valaszthatd ezek mellé.

Ekkor minden ayy 1 € G elemre teljesiil, hogy az ay, 1+ X minta titkozik valamelyik
korabbival, azaz léteznek x, 2" € X elemek és 1 < i < /¢ gy, hogy apy1 + v = a; + 2/,
tehat ap1q = a; + 2’ — z. Ilyen alakban azonban csak legfeljebb ¢(1 + | X|(|X| — 1))
elem irhato fel (mivel 2’ — x legfeljebb | X|(|X| — 1) nemnulla értéket vehet fel), ezért
|G| < (14 |X|(|]X]| —1)), és igy a lemmat belattuk. O

9.2. Megjegyzés. Ha a G csoport exponense 2 (azaz minden g € G-re g —i— g=20),
akkor x' — x legfeljebb (‘)2( |) nemnulla értéket vehet fel, és igy legalabb (GO X|) darab

paronként diszjunkt X-minta is kivalaszthato.

9.3. Lemma. Legyenek n > 2 wvalamint a > t > 2 egészek, melyekre ZE@J (‘Z) >
2. Ekkor F3-ben tetszdleges a db vektor kozétt taldlhato legfeljebb t darab, melyek
linearisan osszefiiggenek.

Bizonyitds. Indirekten tegytik fel, hogy a vi,...,va € F} vektorok kozott minden
legfeljebb ¢ meéretd halmaz fiiggetlen. Ekkor akdrhogyan valasztunk ki H, H' C
{1,2,...,a} halmazokat, ahol |H|,|H'| < |%| és H # H’, teljesiilnie kell annak,
hogy >  vi # > i, hiszen kiilonben > v; = > vi+ > v; = 0, és igy

i€H ieH’ i€HAH' i€H i€l
1 < |HAH'| < |H|+ |H'| <t miatt egy legfeljebb ¢t méretd nemtrivialis linearis
Osszefliggés létezne.

Mivel tehat {1,2,..., a}-nak minden legfeljebb | % | mérett H részhalmazéra 3 v;

ieH
értéke kiillonboz6, ezért az ilyen részhalmazok szama legfeljebb 2" ellentmondasban
a lemma feltételével. O

9.4. Tétel. Az[1.1 sejtés igaz abban az esetben, amikor a d; kilonbséguektoroknak
tobb mint g—g része mind megegyezik, és n kellden nagy.

Bizonyitds. A megadott kiilonbségeink szama most m = % - 2", és jelolje u € Fy
azt a kiilonbségértéket, ami ggm nél tobbszor fordul el6 a megadott dy,ds, ..., dy
vektorok kozott.

Jeloljiik H-val azon d; vektorok multihalmazat, melyek nem egyenl6k u-val. Ekkor
|H| < %m
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Az alabbi moédon fogjuk megkonstrualni az Fy vektortérnek egy megfelels par-
ticiojat. A vektorteret az (u) altér szerinti (kételemii) mellékosztalyokra bontjuk,
majd minden lépésben a H multihalmaznak kijeloljik néhany elemét (vq, va, ...,
vi), és ezeket felhasznaljuk, azaz F3-ben az eddig felhasznalatlan elemek kozott kije-
16liink minden 1 < j < i-re egy v;j kiilonbségi elempart (tgy, hogy azok diszjunktak
legyenek egymaéstol). Egy adott 1épésben mindig olyan elemhalmazt fogunk felhasz-
néalni, amely néhény (u) szerinti mellékosztaly unioja, igy a folyamat végén, miutan
H elemeit mind felhasznaltuk, mar csak u értéki kiilonbségek maradnak és ezekhez
hozzarendelhets egy-egy mellékosztaly.

Az egy lépésben elhasznalandé kiilonbséghalmazok kivalasztasa a tétel bizo-
nyitasanak elsé fazisaban hasznalt modszerhez lesz hasonlatos, ezért az ott hasznél-
takhoz hasonloéan definidljuk az alabbi fogalmakat:

e Egy FJ-beli vektorokbol 4ll6 (vy, va, ..., v;j) sorozatot nevezziink vdltozatosnak,
haaO, vy, vi+vVva, ..., Vvi+Va+---+vi_1 vektorok mind kiilénb6znek modulo
u.

o Egy FZ-beli vektorokbdl all6 multihalmazt nevezziink kdrnek, ha elemei mo-
dulo u linearisan Osszefiiggenek, és a multihalmaz erre a tulajdonsagra nézve
tartalmazasra minimalis.

e Egy S kort nevezziink jo paritdasinak, ha elemeinek osszege |S|u. Ellenkezd
esetben (ha az 6sszeg (|S| + 1)u) rossz paritasinak nevezziik.

Ha a (vq, va,...,Vv;) nemnulla vektorok véaltozatos sorozatot alkotnak, és vi+va+
-+ -4v; = tu, akkor tetszéleges ¢ € Fj-re ha vessziik a {c,c+v1}, {c+vi+u,c+vy+
vat+u}, {c+vi+va,c+vi+vatvs}, {ct+vi+vat+vztu,c+vi+vatvs+vytul,
oo {etvitvet+ o+ vig+(i—1Duct+vi+vat o+ vi+ (i —1lu=c+u}
vektorparokat, akkor ez ¢ darab paronként diszjunkt vektorpar, amelyek a megadott
sorozat vektorai koziil mindegyiket pontosan egyszer hasznaljak fel kiilonbségként, és
melyek uni6ja néhany (u) szerinti mellékosztaly uni6ja. Minden lépésben egy ilyen
mintat fogunk felhasznéalni a vektortér particionélasanéal.

Az eljarasunkban elGszor H-t felosztjuk csoportokra az alabbi médon ugy, hogy
minden csoport egy kor vagy két kor unidja legyen. Osszuk fel el6szor H-t kordkre
ugy, hogy mindig a legkisebb méreti kort vessziik ki bel6le (egy kor elemeinek dsszege
mindig 0 mod u, igy minden kor kivétele utan a maradék elemek 6sszege 0 lesz mod u,
tehat lesz linearis Gsszefiiggés és igy kor kozottiik). Tehat legyen H = CLUCU- - -UCY,

i1
ahol minden i-re C; a legkisebb kér H\ [ |J C; |-ben, és minden i < j-re C;NC; = 0.
j=1

Ekkor |C}| < |Cy] < --- < |Cy| is teljestil. Ha a legkisebb méretii korbél jo paritast
és rossz paritésu is van, akkor kezdjik mindig a jo paritasiakkal a kivételt.
Ekkor a C; korok kozott paros sok rossz paritasta van, ugyanis C; elemeinek Ossze-

¢ m ¢ ¢
gét s(Cy)-vel jelolve, > s(Cy) = > dj— (2" 1 =S 1C)u=0-0+ (Z |C’Z|) u=
i=1 i=1 i=1

i=1
¢
(Z |C’l|) u. Ha a rossz paritast korok Cy,, Ca,, .. ., Ca,,, ahol a1 < ag < -+ < g,
i=1
akkor hozzuk létre bel6lik a {Ch,, Cay}y {Cas, Casty -+, {Cas._1» Cas. } csoportokat.
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A j6 paritasu korok pedig 6nmagukban alkossanak egy-egy csoportot. Ilyen médon
az { kort s + (¢ — 2s) = ¢ — s db csoportba osztottuk; legyen t = £ — s.

Rendezziik ezeket a csoportokat elemszamuk szerint csokkend sorrendbe: legyenek
Y1,Ys, ..., Y, ahol |Yi| > |Ya| > -+ > |Yi|. Ebben a sorrendben fogjuk a csoportokat
felhasznélni 7 elemeinek parositasahoz.

A 8.1] tétel bizonyitasanal belattuk (és igy itt is igaz), hogy az ebbdl az eljarasbol
szarmaz6 minden csoport elemei valtozatos sorrendbe teheték. Ugyanis ott azt lat-
tuk be, hogy egy jo paritasi kérnek minden sorrendje valtozatos, két rossz paritasa
kor (R és Rs, ahol |Ry| < |Ry|) unidja pedig szintén valtozatos sorrendbe tehetd,
amennyiben R; U Ry nem tartalmaz R;-nél kisebb méretti kort, sem pedig két azonos
vektort. Fzek a feltételek pedig itt teljesiilnek, hiszen a koérok névekvs sorrendben
lettek kivalasztva, és a korok kivételét a 2 méretii jo paritasu korokkel (azaz az azonos
elemparokkal) kezdtiik.

Tehat a fentiek alapjan minden Y; csoportnak megfeleltethets egy X; C FI rész-
halmaz, mely (u) szerinti mellékosztalyok uni6ja, és mely |Y;| db vektorparra bontha-
t6 olyan modon, hogy a parok kiilonbségei éppen Y; elemei legyenek. (Nyilvan ekkor
X; tetszoleges eltoltja is felbonthato Y; elemeinek megfelels modon.) Sorban minden
1 < i <t értéken végighaladva az X; halmaznak vessziik egy olyan eltoltjat, mely
az Osszes korabbi X;-t6l (1 < j < ¢ — 1) diszjunkt, és ezt felosztjuk az Y; elemeinek
megfelelGen, ilyen moédon "felhasznalva" Y; elemeit.

Mar csak azt kell belatni, hogy ilyen eltolt minden X;-re 1étezni fog. Nevezziink
egy Y; csoportot nagynak, ha |Y;| > 8, kiilénben pedig nevezziik kicsinek. Amikor a
C; koroket kijeloltiitk H-ban (mindig a maradékok koziil a legkisebbet), akkor a
lemma miatt ameddig a megmarado6 vektorok szama (a) teljesitette az (g) +(H+(5) >
2" Osszefliggést, addig taladltunk legfeljebb 4 méretti kort.

fgy a > 222" esetén )+ )+ = 1+a+@ > 1a? > 2.2" > 2" emiatt
pedig a legaldbb 5 méret korok osszmérete legfeljebb 2 - 22", Minden nagy csoport
tartalmaz egy legalabb 5 méretd kort (és ez legalabb a csoport méretének felét teszi
ki), igy a nagy csoportok Osszmeérete legfeljebb 4 - 23",

Lassuk be el6szor, hogy a nagy csoportoknal lesz megfelel§ eltolt. Minden ¢-re
jelolie X; C F2/(u) az X; halmaz vetiiletét. Tekintsiik az X; halmazt, ahol Y; egy
nagy csoport. A korabbi X; halmazok osszmérete legfeljebb 4 - 22", igy ha F2 /(u)-
ban taldlunk 4 - 23"-nél t&bb diszjunkt X;-mintat, akkor lesz koztiik olyan, aminek a
metszete minden korabbi X ;-mal iires. A megjegyzés alapjan ez teljesiilni fog, ha

on—1 1
e >4.28" (%)

Itt Y; legfeljebb két kor uni6ja, és minden kor legfeljebb n+1 elemii (mivel tartal-
mazasra minimalis linearisan Osszefiiggd halmaz F3-ben), ezért |Y;| = | X;| < 2n + 2.
Tgy (1) +1 < 22E0D 11 < (20 4 2)2, és igy 8 ((');") + 1) < 8(2n+2)% < 22"
kell6en nagy n esetén, ebbdl pedig (x) is kovetkezik.

Most pedig lassuk be, hogy a kicsi csoportokndl is lesz megfelels eltolt. Ha Y;
egy kicsi csoport, akkor a korabbi X (j < i) csoportok Gsszmérete legfeljebb |H| <
5sm = = -2". Igy ha F3 /(u)-ban talalunk legalabb = - 2" diszjunkt X;-mintét, akkor

29
Y; elemeit megfelelGen fel tudjuk hasznalni. Ehhez elégséges, ha
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on—1 1
il =
() +1
Itt a csoport kicsisége miatt \X’Z] < 8, ésigy (|)§i|) +1 < 29, ami éppen a kivant
allitast adja.
Tehéat a megadott modszeriink valoban miikodik és H Osszes elemét felhasznalja,

ezek utan pedig az Fi-ben megmarado elemek u kiilonbségi parokra oszthatok. Ezzel
tehat megadtuk Fi-nek egy megfelels parokba osztasat. O

2" (%)
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