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Bevezetés

Az elmult években a mesterséges neurélis halok jelentGs fejlédésen mentek ke-
resztiil, alkalmazasuk méra szamos teriileten széles korben elterjedt. A szakdolgozat
célja, hogy bemutassa a neurélis halozatok altaldnos miikodését, és felhasznalasat
egyszeri differencidlegyenletek megoldasara.

Az els6 fejezetben rovid attekintést adunk az agyi neuronok, valamint a beldlik
felépiils idegrendszer felépitéseérsl és miikodésérsl, az [1, 2, 3| forrasok felhasznala-
saval.

A maésodik fejezetben a [4] forras alapjan a mesterséges neurélis halozatok model-
lezését mutatjuk be. Részletesen targyaljuk a neuralis halézatok viselkedését alap-
vetGen meghatérozo aktivacios fiiggvényeket és veszteségfiiggvényeket. Az |5, 6, 7|
forrasok ismeretében bemutatjuk a leggyakrabban hasznalt aktivacios fliggvényeket,
elemezziik el6nyeiket és hatranyaikat. Emellett felhasznalva a (8, 9, 10, 11] forraso-
kat, személetesen bemutatjuk a kiilonbo6z6 veszteségfiiggvényeket, melyek a halozat
kimenetének hibdjat hivatottak mérni.

A halézati modell felépitése utén a [12, 13, 14, 15, 16] forrasok alapjan a harma-
dik fejezetben ismertetjiik a miikodést, targyaljuk azokat a folyamatokat, amelyek a
rendszer kimenetének elGallitasdhoz, valamint a hibajanak visszaterjesztéséhez sziik-
ségesek. Ebben a fejezetben egy egyszert példan keresztiil bemutatva atfogd képet
kap az olvas6 arrdl, hogy miként miikodik egy mesterséges neurélis halozat tanulési
folyamata és végsé kimenetének elGallitasa.

A szakdolgozat negyedik fejezete a [17, 18] forrasok alapjan kozonséges diffe-
rencidlegyenletek megoldasat mutatja be Python programozési nyelv hasznalataval.
Adunk két konkrét példat, ahol a felhasznalt modell hatékonyan és pontosan oldja

meg a differencialegyenletet.



1. fejezet
Biolb6gial neuralis hal6zatok

Az emberi idegrendszer iranyitokdzpontja az agy, melynek feldolgozo egységei az
idegsejtek, az tn. neuronok. A neuronok ingerlékeny sejtek, f6 alkotorészeik a dren-
dit, a sejttest és az axon. A drenditek az idegsejtek ,bemenetei”, a rajtuk keresztiil
érkezd ingert a sejttest és az abba agyazodo sejtmag dolgozzék fel. Az idegsejtek
,kimenetei” az axonok, amik a sejttestbdl indulnak és mas sejtekhez csatlakoznak.
Ezek a csatlakozésok szinapszisok révén valésulnak meg a neuronok kozoétt. A neu-
ronokat és az ket 6sszekots szinapszisok egyiittesét hivjuk neurélis halézatnak. Egy

neuron vézlatos képét mutatja az 1.1 abra.

sejtmag

szinapszis

./
e’.

dendrit /

sejttest

1.1. abra. Egy neuron véazlatos képe

Ha egy neuron ingert kap, aktivalodik és tovabbitja az ingert. Ekkor a kibocsatott



1. Biolégiai neuralis halézatok

informaci6 (inger) hatasara a szinapszis méasik oldalan taldlhaté neuron is aktiva-
lodik, és igy tovabb. Az agyban 1év6 neuralis halozatok képesek a tapasztalatok és
élmények alapjan valtozni. Az agy folyamatosan tanul és alkalmazkodik az Gj hely-
zetekhez, igy a neuronok kozotti kapcsolatok erésodhetnek vagy gyengiilhetnek az
ismételt aktivaciok hatasara. Az agy neurdlis halozataiban szamos szinten torténik
az informéacié feldolgozasa. Az alsébb szintek a bejovd informéciok feldolgozéaséaval
foglalkoznak, mig a magasabb szintek az Osszetettebb észlelések és gondolkodési

folyamatokért felelgsek.



2. fejezet

Mesterséges neuralis haloézatok

modellezése

A mesterséges neuralis hélozatok graf alapt modellek, melyek a biologiai ideg-
rendszer miikodésébdl inspirdlodtak, és az emberi agy miikodésének mintéjara épiil-
nek fel. A mesterséges neuronok a mesterséges neuralis halozat elemi szamitasi egy-
ségei, hasonloan az idegsejtekhez az emberi agyban. A mesterséges neuralis halozat

modellezése a kovetkezs:

szinapszis

L1
dendrit sejttest
sejtmag

o (D, wi -z +b)

2

dendrit
szinapszis

2.1. abra. Egy neuron modellje

e axon — neuron kimeneti éle: tovabbitja a neuron kimenetét a kdvetkezs

neuron bemenete felé



2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

e szinapszis — w élsuly: két szomszédos neuron kapcsolatanak erdssége

e dendrit — neuron bemeneti éle: elGtte 16v8 szomszédos neuron kimeneti ér-

téke a szinapszisukkal silyozva

e sejttest — csomopont: Osszegzi a kapott bemeneti értékeket és hozzaad egy,

az adott neuronhoz tartozo b szémot

e sejtmag — aktivacios fliggvény: elGallitja a neuron kimeneti értékét a sejttest

altal meghatarozott értékre

Egy neuronhélézat modelljének megtervezése a megoldani kivant feladat tipusa-
tol és bonyolultsagatol fiigg. Az agyban talalhaté ideghalozat rettenetesen bonyo-
lult, a modellezés soran torekedni kell egy egyszeriibb megvalosithatosagra, amely
konnyen menedzselhetd és programozas soran karbantarthato. Igy a halozati modell-
ben rendezett rétegekbe rendezziik a neuronokat: az elsé réteg neuronjai kapnak egy
x € R™ bemeneti vektort, végiil a kimeneti réteg egy y € R™ vektort ad eredményiil.
A koztes rétegek, illetve a benniik elhelyezkedd neuronok szamanak eldéntése na-
gyon nehéz feladat. Az optimalis réteg- és neuronszam megtalalasa sok tapasztalatot
igényel és gyakran csak empirikus tton lehet megtalalni. Altalanosan elmondhato,
hogy a halozat rétegeinek és neuronszaméanak novelésével komplexebb problémak
oldhatdéak meg hatékonyan. A szomszédos rétegeket balrol jobbra iranyitott élekkel
kotjiik Ossze ugy, hogy minden bal oldali neuron kimenetét minden jobb oldali neu-
ron megkapja bemenetként. A 2.2. abra egy két darab bemeneti értékre két kimeneti

adatot add modellt mutat be, egy koztes rétegen beliil hdrom neuronnal:

2.2. abra. Egy mesterséges neuralis halozat vazlata



2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

A halozati paraméterek, vagyis a w € R élstulyok és a b € R eltolasok kez-
deti értékeinek definidlasara tobb elterjedt szokas létezik. Az élsulyok megadasa
leggyakrabban random szamok generélasaval torténik, vagy esetleg standard nor-
malis eloszlasbol vett értékekkel. A b szamok kezdGértékét sokszor nullara allitjak.
A modell a tanulas soréan ezeket a halézati paramétereket véaltoztatja majd annak
érdekében, hogy megfelel elérejelzéseket adjon. Ahhoz, hogy mérni lehessen a mo-
dell kimenetének hibajat, definialni kell egy hibafiiggvényt. Nagyon fontos szerepet
jatszanak tovabba a ¢ aktivacios fiiggvények, hiszen meghatéarozzak az egyes neu-
ronok, és veliik egylitt az egész réteg kimenetét. Feladattol fiiggden, a kiilonbozd
rétegek neuronjaihoz rendelhetéek kiilonbozé aktivacios fliggvények.

A kovetkez§ alfejezetekben az aktivacids- és a veszteségfiiggvényeket mutatjuk

be.

2.1. Aktivaciés figgvények

A mesterséges neurélis halozatok aktivacios fiiggvényei azok a matematikai fiigg-
vények, amelyek meghatarozzak az egyes neuronok aktivalédasanak mértékét a ha-
lozatban. Hasznuk abban rejlik, hogy korlatozzak a neuronok kimenetének ampli-
tudojat, ami a halozat stabilitasahoz sziikséges. Ugyanis ha az aktivacios fiiggvény
nem korlatozna az egyes neuronok kimenetét, akkor az értékiik ,til nagy” is lehet-
ne. Ez azért jelent problémét, mert csupan egy bementi jel is hatalmas valtozéso-
kat okozhatna a halézat paramétereiben, és a tanulés hatékonysagat veszélyeztetné.
Alkalmazastol fiiggGen persze hasznalhatoak nem korlatos fliggvények is. A halo-
zat tanuldsédhoz sziikséges gradiens modszer miatt ajanlott a derivalhato aktivacios
fiiggvények hasznélata. Sok modellhez viszont nagyon gyorsan szamolhato, egyszerd
aktivacios fliggvényeket hasznalnak, ahol valamilyen tton biztositott, hogy ne tegye-
nek kisérletet egy nemlétezd derivalt kiszamitasara. Alabb bemutatunk par gyakori

aktivacios fiiggvényt.

2.1.1. Identitas fiiggvény

PIdentitas - R—R
Spldentités(x) =T

gpidentités('l) =1
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Az identitas a legegyszertibb aktivacios fiiggvény. Nem korlatos, igy a kimeneti
értéket sem korlatozza. Egyszertisége miatt nagyobb neuralis halézatokban kevésbé
hasznaljék, de praktikus lehet, ha fontos a be- és kimeneti adatok kozotti linearis

Osszefiiggés.

2.1.2. ReLU fiiggvény

¢Yrerv: R — R
z, haxz>0
e = 0, = ’
rery(7) = max{0, z} {O, kilonben
1, ha x>0
Spi:{eLU(‘(E) = 07 ha T < O

nem létezik, ha x =10

A ReLU aktivécios fiiggvény hatékony a képfeldolgozasi problémék megoldésa-
ban. Amikor egy adott tipusu jellemz&t tanul a halozat, a hozza tartozo rész a
modellben aktivalodik, mig mas részek nem, igy ezekre nem lesz hatassal. Tehét ha
a halozat megtanul egy adott objektumot felismerni, utana ugyanezt a haloézatot
megtanithatjuk mas objektumok detektalasara is. Nagyobb halézatokban is hatéko-
nyan alkalmazhat6 gyorsasdga miatt, mivel a fiiggvényérték egyszertien szamolhato.
Ha ezt az aktivacios fliggvényt hasznaljuk, akkor a teljes halozati modellben csupan
szamok Osszehasonlitdsara, szorzésara és Osszeadésara van sziikség.

Nagy hatranya azonban a ,halott neuron” problémaja. Ha az a jelenség lépne
fel, hogy egy neuron mindig negativ értékeket kap, akkor az eredmény mindig nulla
lenne. Ez azt jelenti, hogy a neuron nem tud tovabb tanulni, mert a gradiens nullara

csokken, és a tovabbiakban nem valtoztatja meg a paramétereit.

2.1.3. Szivarg6 ReLU fiiggvény

o:R=>R AeR

x, haz >0
Psuivargo ReLU(T) = max{\ -z, v} = {)\ . z. kiilénben
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1, hax >0

SDISzivérgé ReLU (.I') = )‘7 ha z <0
nem létezik, ha x =10

A ReLU fiiggvény hibajat kompenzélja, a neuronok 6rokos inaktiv allapotba
keriilésének lehetGségét kiiszoboli ki. A szivargd ReLU fiiggvény ezt a problémét
ugy oldja meg, hogy a negativ bemeneteket kicsi pozitiv, jellemzden egy A = 0,01
értékekkel szorozza meg, igy a neuronok a negativ bemenetekre is képesek reagélni.

Habar kénnyen szamolhato, kicsit Osszetettebb fiiggvény, mint az egyszert ReLLU,
igy szamitasigényesebb. Mivel a negativ bemenetekre is aktivalodik a fiiggvény, igy

nem tud olyan hatékonyan tanulni, mint eldje.

2.1.4. Szoftplusz fliggvény
(PSzoftplusz: R — (07 —I—OO)

PSzoftplusz (33) = ln(l + eaz)

er 1

:1+e$:1+e—$

SDISzoftplusz (ﬂf)

A ReLU aktivécios fliggvény x = 0 koriili simitasa. A két fiiggvény nagyrészt
hasonlo, de a Szoftplusz a ReLU fliggvénnyel ellentétben differencidlhaté a nullaban.

Kiszamitasa idGigényesebb, mint a ReLU fliggvényé.

2.1.5. Logisztikus fiiggvény (Szigmoid)

PLogisztikus - R — (0, 1)

1 er

= = =1~ ogisztikus\ —
lde® 140 Progisatikus(—7)

SOLogisztikus (SL’)

e

T T 2
e
(plLogisztikus(x) = 1 + e - (1 + 61) = @Logisztikus(x) : (1 - @Logisztikus(mn

Tulajdonsagaibol addédodan ez a fiiggvény neurélis haldzatokban jol alkalmazhato
0 és 1 kozotti valoszintségek elsallitasara. Igy féleg binaris osztalyozasi feladatokra
hasznaljak, amikor a kimenetben egy igen vagy egy nem dontést kell meghozni.

Hatréanya, hogy ha a bemenet nagyon kicsi vagy nagyon nagy, akkor a gradiens

nagyon lapos lesz és nehézkessé valik a tanulas. Ez a jelenség az angol irodalom-

10



2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

ban ,vanishing gradient - eltting gradiens” problémaként szerepel. Emiatt nagyobb

méretd hal6zatokban nem javasolt a hasznalata.

Megjegyzés. Habar a szakirodalomban a Logisztikus aktivicios fliggvényt inkabb
Szigmoidnak nevezik, a ,szigmoid” jelz6t az ,S’ alaka gorbével rendelkezd fiiggvé-
nyekre hasznaljak. Ezek a fiiggvények hasonlo viselkedést mutatnak az értéktarto-
méanyuk két végén, azaz az alacsony és a magas értékeknél. Harom szakaszuk van:
egy monoton lassan névekedd szakasz, majd egy hirtelen valtozasi, a fiiggvény egyet-
len inflexiés pontjat tartalmazd monoton noéve rész, végiil ismét egy monoton lassan

novs szakasz. Egy szigmoid fiiggvényt két vizszintes aszimptota korlatozza.

2.1.6. Tangens hiperbolikus fiiggvény
p:R—(—-1,1)

et —e " 2

e ter 1te

PTangens hiperbolikus (Q:) = th(l') =

et —e "

2
_ 2
er + ex) =1- SOTangens hiperbolikus(x)

/ JR—
@Tangens hiperbolikus(x) =1- (

Hasonléan a logisztikus fiiggvényhez, tobbnyire dontési feladatok meg-
oldasara hasznaljak. Paratlan fiiggvény, tehdt  @rangens hiperbolikus(Z) =
— P Tangens hiperbolikus(— ), 18y a pozitiv bemenet mellett a negativ értékeket is
ugyanugy képes osztalyozni, és a nulla kozeli bemenetekez nulla kozeli fliggvényér-

ték fog tartozni.

2.1.7. Szoftmax fiiggvény

OSzoftmax © R™ — (0,1]™, ahol n > 1

ex

@Szoftmax(x) - Zn—

o i=1,...,n; x=[x1,...,2,] ER
i=1

A szoftmax aktivacios fliggvényt altalaban akkor hasznaljak, ha a halozatnak
tobbkategorias osztalyozasi problémét kell megoldania. A szigmoid fiiggvény tobb
dimenziora vonatkozé altalanositasa, a neuralis hal6zatok utolso aktivacios fiiggvé-
nyeként hasznéljak. Mivel a fliggvény eredménye egy olyan vektor, amelynek elemei
0 és 1 kozotti értékek, valamint 6sszegiik 1-re normalizalt, igy a kimenet valészint-

ségeloszlasként értelmezhets. Tehat a szoftmax fliggvény az egyes kategoriakba valo

11



2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

tartozas valoszintiségét adja meg, a maximum érték indexe pedig a legmagasabb
valoszintiségl kategoria.

Példaul az x = [2;3;9; 5] bemenetre alkalmazva a szoftmax fiiggvényt:
[e?; €% e”; €7

zoftmax ([2; 3; 9 5]) =
Psotumax(| V=g rora

~ [0,001;0,002; 0,979; 0,018].

Jol lathato, hogy kiemeli a nagyobb értékeket és elnyomja azokat, melyek jelen-
tésen elmaradnak a maximum értéktél. Vegyiik észre azonban, hogy a 0 és 1 kézotti

értékek esetén a szoftmax fliggvény elnyomja a maximaélis értéket:

0.2, 0.3, 0.9, 0,5]

e eV e
02 + 03 1 09 1 (05

OSzoftmax([0,2;0,3;0,9; 0,5]) = ~ [0,183;0,202; 0,368; 0,247].

2.2. Veszteségfiiggvények

Neuralis hal6zatokban a gradiensereszkedés megvalosithatosaga miatt a veszte-
ségfiiggvények olyan differencialhato fiiggvények, amelyek egy skalarérték formaja-
ban meghatarozzak, hogy mennyire pontosak a halozat elérejelzései a célvaltozod
értékeivel 6sszehasonlitva. A neuralis halozatok témakorében alapvetGen két tipusat

kiilénboztetjiik meg a veszteségfiiggvényeknek.

Regresszios tipusu veszteségfiiggvények: Regresszios feladatokat megold6 ha-
lozatokban hasznaljak, tehat olyan problémak megoldasahoz, ahol az egymaés-
hoz tartozo értékekre legjobban illeszkeds gorbét keressiik. Ehhez elGszor de-
finidlunk egy hibafiiggvényt, amellyel meghatarozzuk, hogy az illesztett gérbe
milyen mértékben tér el a ponthalmaztol, majd ezt az eltérést minimalizaljuk.
Alabb ismertetjiik a négyzetes és az abszolut eltérést, valamint bemutatjuk a

Pszeudo-Huber veszteségfiiggvényt.

Kategorizald tipusu veszteségfiiggvények: Kategorizald neuralis halozatokban
hasznaljak, ahol a halézat egy adott bemenetre valoszintiségi vektort allit els.
Ez a vektor tartalmazza a bemenet kiillonb6z6 osztélyokba tartozasanak valo-

szintségeit.

A veszteségfiiggvények bemutatasa soran az y; tényleges értékekhez tartozo pre-

dikcios értékeket g; jeloli.

12



2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

2.2.1. Négyzetes eltérés

Lnégyzetes = Z(gl - yl)2
=1

Legaltalanosabb valasztés a legkisebb négyzetek modszere, amely az adathalmaz
és a gorbe kozotti fiiggbleges tavolsagok négyzetének Osszegét minimalizalja. Ilyen

esetben tekintsiink a 2.3. Abran egy linearis regressziés modellt:

Linearis reg

oy - ) Négyzetes veszteségfiiggvény

2.3. dbra. Linearis regresszio négyzetes eltéréssel és a négyzetes veszteségfiiggvény

Most ugy tiinik, szépen illeszkedik az illesztett regresszios egyenes az adathal-
mazra. Nézzilkk meg a 2.4. abran, mi torténik, ha megjelenik néhany kiugré érték az

adatok kozott:

Linearis regresszi6 négyzetes eltéréssel (extrém eset) Négyzetes veszteségfiiggvény

2.4. abra. Linearis regresszi6 négyzetes eltéréssel (extrém eset) és a négyzetes
veszteségfiiggvény

13



2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

Lathato, hogy ebben az esetben az egyenes nem illeszkedik tul jol az adathal-
mazra, par 1j pont teljesen eltorzitotta a modellt. Ez azért van, mert a négyzetes
hiba a kiugré értékeket fontosabbnak tartja kezelni, és emiatt Gket probalja meg a
legjobban illeszteni. Ahhoz, hogy ezt elkeriiljiik, valtoztassuk meg a veszteségfiigg-
vényt. Vizsgaljuk meg, hogyan viselkedik a modell, ha a hibak négyzete helyett az

abszolutértékiiket nézziik.

2.2.2. Abszolat eltérés

n
Labszoll’lt - Z ‘Q’L - yz’
i=1

A kiugré értékeket ugyanigy kezeli, mint barmely més pontot, igy nem tesz
kilonbséget az adatok kozott. Az alabbi képen lathato, hogy az extrém értékek nem

okoznak nagy valtozast a modellben:

Linearis regresszi6 abszolit eltéréssel Linearis regresszi6 abszolut eltéréssel (extrém eset)

2.5. 4dbra. Linearis regresszi6 abszolut eltéréssel normaél és extrém esetben

Okozhat rossz elérejelzéseket, de ha az extrém eseteket figyelmen kiviil szeretnénk
hagyni, akkor ez a veszteségfliiggvény megfelels. Nagy hatranya viszont a matemati-
kai analizisben val6 hasznalhatosaga, ugyanis mint tudjuk, az abszolatérték fiiggvény
nem differencialhato az x = 0 helyen. Ez azért probléma, mert az abszolit hiba nem
optimalizalodik a gradiens csokkenésével: mivel a nullaban veszi fel a minimumat és

ott nem sima a fliggvény, igy a gradiensmoédszer nem fog jol konvergélni.
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2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

2.2.3. Pszeudo-Huber veszteség

Lattuk, hogy a négyzetes veszteség kiemeli az eltéré adatokat, mig az abszolut
veszteség inkabb figyelmen kiviil hagyja azokat. Nagy adathalmazokhoz jé lenne egy
olyan hibafiiggvény, amely megfelelGen figyelembe veszi a kiugr6 értékeket, de nem
négyzetesen nagy sullyal. Az alapotlet az, hogy a kicsi, legfeljebb 6 > 0 abszolutér-
tékd x = y; — y; hibdkra alkalmazzuk a négyzetes hibafiiggvényt, a nagyobbakra az
abszolut veszteségfiiggvényt. Az x? fiiggvény ¢ helyen vett meredeksége 2 - 6, tehat
egy ilyen meredekségi abszolutérték fliggvényt kell illesztentink hozza. Ahhoz, hogy
az ¢ = § helyen egyenl6ek legyenek, az abszolut hibafiiggvényt —d2, értékkel kell

eltolni a fiiggsleges tengelyen, igy a Huber veszteségfiiggvény:

xQ, ha |[17| S 5
2.6 |x] — 6% kiilonben

LHuber(x) = {

A Huber hibafiiggvény kozelitéseként a Pszeudo-Huber veszteségfiiggvényt alkal-

mazzak, ami a szamitogépek szamara egy konnyebben kezelhetd kifejezés:

Lpszeudo—Huper(T) = 2+ 6% - ( 1+ <§>2 — 1)

Derivaltja konnyen kiszamithaté és mindenhol létezik:

/
PszeudofHuber<I> = —2
1+ (%)
)
A Pszeudo-Huber veszteségfiiggvény kis x értékekre jol kozeliti az x? értéket, mig

nagyobb z-ekre a 2 - 9 meredekségii abszolutérték fliggvény értékéhez tart. Fontos

tudni, hogy més sima kozelitések is 1éteznek a Huber veszteségfiiggvényre.
2.2.4. Kereszt-entropia (Logaritmikus veszteség)

n
Llogaritmikus = - E Y; - ln(yz), n: OSZtél}/'Ok szama
=1

Ez a hibafliggvény klasszifikiciés modellekben hasznalatos, vagyis ha a beme-
netet osztalyozni szeretnénk valamilyen tulajdonsag alapjan. A kimeneti értékeket

norméal6 Szoftmax aktivacios fiiggvény mellett hasznélatos, tehat g; € [0, 1]. Mindig
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2. Mesterséges neuralis halézatok modellezése

arrol kell dontést hozni, hogy egy adott osztalynak eleme-e az adott bemenet, te-
hat a kimeneti érték 1 (igen), vagy 0 (nem). Pontosabban, az osztélyozas soran a
kimenet egy vektor, ami a bemenet kiilonb6z6 osztalyokba tartozasanak valészini-
ségeit tartalmazza, és a legmagasabb valoszintiséghez tartozo osztaly lesz a végleges
kimenet.

Vegyiink példanak egy olyan modellt, amely képeket kap bemenetként. Tudjuk,
hogy az egyes abrakon a koévetkezd gyiimolesok egyike szerepel: alma, narancs vagy
kiwi. A bemenetre egy almérol késziilt kép érkezik, ekkor legyen a halozat kimenete

a Szoftmax aktivacios fiiggvény utéan:

g = [P(alma); P(narancs); P(kiwi)] = [0,76;0,18; 0,06].

Viszont tudjuk, hogy alma van a képen, tehat az y = [1;0;0] eredményvektort

varnank. Ekkor a logaritmikus veszteség:
3
Llogaritmikus = - Z Yi * 111(@1) = _(1 ' 111(0,76) +0- 111(0718) +0- 111(0,06)) ~ 0)2744
i=1

Felmeriilhet a kérdés, hogy a logaritmikus veszteség hasznalata miért jo klasszi-
fikacios problémak megoldasara. A vélasz abban rejlik, hogy az ¢ € [0, 1]™ interval-
lumon a valészintiségi értékeket logaritmikusan vessziik figyelembe. Ha az 1 valo-
szintiségi értékhez tartozo y; prediktiv érték nagyon kicsi, vagyis kozel van a 0-hoz,
akkor a hibat egyre jobban ,biinteti”, mivel ylh_>n01+ —In(g;) = oc.

Fontos megjegyezni, hogy az Lisgaritmikus fliggvény meghivasakor a gyakorlatban

az 1) vektor értékeihez egy kicsi, programozasi nyelvtdl fiiggs, példaul 10716 nagy-

sagrendi e szamot adnak hozza, hogy elkeriiljék a 0 logaritmusédnak kiszamitésat.
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3. fejezet

Mesterséges neuralis haloézatok

miikodése

3.1. Kimenetképzés

Lattuk, hogyan néz ki egy mesterséges neuralis halozat modellje. Az aldbbiakban
megnézziik, miként all el§ egy ilyen modell kimenete. Tekintslink egy k rétegt halo-
zatot, amelyben az i. réteg n; darab, ¢, aktivacios fiiggvénnyel rendelkezd neuront
tartalmaz, minden 1 < i < k egész szamra.

Az i. réteg neuronjaihoz tartozo stulyértékeket a W® e R™*™-1 silymatrix, mig
az eltolo értékeket a b € R™ eltolo vektor tartalmazza. Az i. réteg az (i — 1).
bemenetre allitja el§ az i. kimeneti vektort, amit a kévetkezd réteg kap meg beme-
netként, és igy tovabb. A halozat x(©) bemenete (amit tehat egy 0. réteg kimenetének

tekinthetiink) legyen ng mérett, vagyis x(©) € R™. Ezt lathatjuk a 3.1. dbran.

1. réteg k. réteg
w 1)
x() ¢ R™0 — —xD e Rm— cee xR — x(F) € R
bV bk

3.1. abra. Neuralis hal6zat modellje

17



3. Mesterséges neuralis halézatok miikodése

Az 1. réteg x(¥ bemenetre adott x") kimenete:

1 1 1 1 x
wiy wy w1 T T
IR VR NONENES by
¢1(W(1)X(0)+b(1)) = o 21 22 23 .. 2ng . T3 + . — X(l)
1 1 1 1 .
wr(“)l w,’(,bl)g U),(Ll)g) o e 7(“)”0 l,no bnl

A tovabbi rétegek kimeneteit hasonléan sorban megkaphatjuk, a teljes halézat

x() bemenetre adott predikcioja az x*) vektor lesz.

3.2. Hibavisszaterjesztés

A visszaterjesztés egy olyan algoritmus a neuralis hélézatok tanitésara, amely
visszaterjeszti a halozat hibajat az Osszes rétegen keresztiil, igy a hal6zat minden
paraméterét modositani tudja annak érdekében, hogy minimalizalja a modell ki-
menetének hibajat. Ennek koszonhetGen a hélézat meg tudja tanulni a be- és ki-
menetek kozotti Osszefiiggéseket, igy javitva az elérejelzési képességét. A folyamat
megértéséhez elGszor tekintsiik at a témakorhoz kapcesolodod fontosabb matematikai

alapismereteket.

1. Definici6. Lokalis minimum:
Az f: (Dy CR") — R fiiggvénynek a p € R" pontban lokilis minimuma van, ha
p-nek van olyan U C R” kornyezete, amelyben f értelmezve van, és minden x € U-ra

f(z) > f(p). Ekkor a p pontot az f fiiggvény lokalis minimumhelyének nevezziik.

1. Tétel. Ldancszabdly:
Haag: R — R fiiggvény differencialhato p € R pontban és az f: R — R fiiggvény
differencidlhaté g(p)-ben, akkor a h = f o g figguény is differencidlhaté p-ben, és

Azy=g(z) és z = f(y) jeloléssel a tétel dllitasa a konnyen megjegyezhetd

dz dz @

%_d_y'da:

alakban irhato.
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3. Mesterséges neuralis halézatok miikodése

2. Definicid. Skaldrmez gradiense:
Az f: (Dy C R") — R fiiggvény gradiensvektora, mas szoval gradiense a grad f =
Vf:R" — R" vektorfiiggvény. A p = (z1,22,...,2,) € Dy pontban a gradiens:

0L )|
6)—fl(p)
Vip) = |0r2" 7|,

vagyis f parcialis derivaltjai a p pontban vannak szdmolva.

Megjegyzés. Az Osszetett (esetleg tObbszorosen oOsszetett) f fiiggvények gradiense

hatékonyan szamolhato a lancszabaly segitségével (1d. 1. Tétel).

Emlékeztets. Mint lattuk, neuralis halozatokban példaul az i. réteg (¥ kimenete
fiigg az (1 — 1). réteg kimenetétsl (ami 6nmaga is egy fiiggvényérték), valamint a

réteg neuronjainak paramétereitsl: (9 = (W@ . (=1 4 p®),

A skaldrmez§ gradiensének geometriai jelentése az, hogy a p pontban megadja a
legnagyobb meredekség iranyat. A vektor hossza pedig ennek a legnagyobb meredek-
ségnek a nagysagat mutatja meg. Ha a p pont lokalis minimum, lokalis maximum

vagy nyeregpont, akkor a gradiensvektor a nullvektor lesz.

Gradiens siillyedés:

A gradiens siillyedés iterativ optimalizalo eljaras egy megfelel simasagi tulajdon-
sagokkal rendelkezs f fiiggvény lokéalis minimuménak megtalalasara. Az f fliggvény
egy p, pontjabol indul ki, ahol a legnagyobb meredekség iranyat V f(p,) adja meg.
Ekkor a —V f(p,) vektor a legmeredekebb ereszkedés iranyaba mutat. Az otlet az,
hogy ezt a vektort egy tn. tanulasi rata (vagy tanulési sebesség) skalarértékd para-
méterrel szorozzuk meg, ami meghatarozza, hogy mekkorat 1ép lefelé az algoritmus.

Az igy kapott Gj pontokbdl iteralva kozelitjiik f lokalis minimumhelyét.
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3. Mesterséges neuralis hal6zatok miikddése

3.2. abra. Gradiens egy domborzat kiilénb6z6 pontjaiban

Ha a tanulési sebesség értéke til nagy, akkor az algoritmus instabilla valhat,
ugyanis kicsi meredekségeknél konnyen tulléphet az f fiiggvény minimumhelyén és
az konvergenciaprobléméahoz vezetne. Tl kicsi érték esetén viszont lassabb konver-

gencia mellett tobb iteracios 1épés sziikséges.

kicsi optimalis nagy

f(z) f(z) flz)

3.3. dbra. Lokalis minimumbhely keresése kiilonb6z6 nagysagt tanulasi sebességek
mellett

A tanulési rata megfelel6 értékének megvalasztasa nehéz feladat, fiigg f visel-
kedésétsl és paramétereinek szamatol. Ertéke altalanosan 0,1-nél kisebb szam, de
a gyakorlatban nem ritka a 0,001-nél kisebb értékd tanulési sebességek hasznéalata
sem. Bizonyos esetekben az értéke valtozhat a mar megtett lépésszam fiiggvényé-
ben is: minél tébbszor 1éptiink, értéke annal kisebb legyen. A gradiens siillyedés
hasznalataval tehat a neuralis hal6zatok hibafiiggvényeinek minimumbhely-keresése

optimalizacids probléméara vezethets vissza.
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3. Mesterséges neuralis halézatok miikodése

A tanulas folyamata:

1. A veszteségfiiggvény gradiensének meghatarozéasa a halozati paraméterek (a w

sulyértékek és b eltoloértékek) szerint.

2. A gradiens kiszamolasa a halozati paraméterek jelenlegi értékének behelyette-

sitésével.

3. A paraméterek 1épéskozeinek meghatarozasa:

lépéskioz = tanuldsi rdata - meredekség

4. Frissitjiik a paraméterek értékeit:

g érték = eldzo érték - lépéskoz

Altalaban akkor all le egy neuralis halozat tanulasa, amikor a lépéskoz mar na-
gyon Kkicsi lesz, vagy a modell elér egy elére meghatarozott pontossagot a veszte-
ségfiiggvény szerint. Az is opcid lehet, hogy K darab tanulési folyamat utdn nem
tanitjuk tovabb a hélézatot. Amig nem all le a tanulas, addig a 2. ponttol ismételjiik
az eljaréast.

A kovetkez§ alfejezetben egy neuralis halozat miikodése kivethets végig 1épésrsl

lépésre.

3.3. Példa

A konnyebb megértés érdekében nézzilk meg egy mesterséges neuralis halozat
miikodését egy egyszerti példan keresztiil. A modellnek legyen egy be- és kimene-
te, valamint egy koztes rétegen beliil legyen két neuronja. Ehhez a két neuronhoz
szoftplusz, mig a kimeneti neuronhoz lineéaris aktivacios fliggvényt rendeliink. Az
élek stulyai kezdetben standard normalis eloszlasbol vett értékek, az eltolo-vektorok
pedig nulla értékiek legyenek. A tanulasi sebesség legyen LR = % és az varjuk,
hogy az x = 2 bemenetre y = % kimeneti értéket kapjunk. A hiba kiszédmitasahoz
hasznaljuk az L = (§ — y)? négyzetes veszteségfiiggvényt. Ha a kapott érték 5%-os
hibahataron beliili, vagyis L < (% - 0,05)% = 0,000625, akkor leallitjuk a hélozat

tanitasat.
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3. Mesterséges neuralis halézatok miikodése

b

Y3

3.4. dbra. A példa modell

A modell paraméterei kezdetben:

o w; = 0,81
e wy =—1,38
o w3 = —2,07
e wy =0,19

o by =by=bs=0

1. kimenetképzés

Neurononként irjuk fel az x1, x9, x5 bemenetek, és az yi, 1o, y3 kimenetek kiszé-
mitasanak modjat a halozati paraméterek szerint, illetve a hibafiiggvényt:

r1r=w-xr+b=081-24+0=1,62

To=wy-T+by=—-138-24+0=—-2,76

Y1 = Pspoftplusz (1) = In(1 4+ ™) = In(1 + €%2) = 1,8006

Yo = Pspofiplusz(T2) = In(1 + €72) = In(1 + e~ 37%) ~ 0,0614

T3 = w3 - Y1 + Wy - Yo + b3y = —2,07-1,8006 4+ 0,19 - 0,0614 + 0 ~ —3,7156

Y3 = Pldentitas(T3) = T3 ~ —3,7156

L= (ys—y)* =~ (=3,7156 — 0,5)® ~ 17,7713
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3. Mesterséges neuralis halézatok miikodése

1. hibavisszaterjesztés:
A fenti, kimenetképzésben leirtaknak megfelelGen a gradiens lancszaballyal valo

kiszamitasdhoz segitségiil rajzoljunk fel egy segédgrafot:

by

e
ow, . %i: k%:g.(yzg,y) o
w: yitwyyp+by yz=a3 L=(y;—y)
N Ow, v 8zy 14e=
e Ty Tyg-erbz
Oxy
07)2 = wy
by
3.5. abra. Fagraf a lancszabaly felirasahoz

oL oL 0Oyz 0wz Oy On el
e _ 27 ) . . — e — ) - 1 - wa - -z~ 29,1387
8w1 ayg (9.753 8y1 8x1 8w1 (y3 y) s 1+em v
oL OL 0Oys Oxz 0y 0o e"r?
22 _ 77 ) ) ) — e — ) - 1wy - x~ —0,1907
8w2 (’9y3 01133 8y2 81'2 8w2 (y3 y) b 1+ ex o
oL oL 8y3 (9373
IR _ 02 A O oy —y) 1y & —15,1812
8’11]3 ayg 81'3 a'IU3 (y?, y> 4 ’
oL oL 8y3 81133
I I T oy —y) 1y A —0,5177
8w4 8y3 8(13'3 8w4 (y38 y> Y2
oL oL 0Oyz Oxs Oy 0On et
= T . . ) = 2 ya — ) - 1 - wa - 1~ 14,5693
861 8y3 81‘3 8y1 6x1 81)1 <y3 y) ws 1 + e¥1
oL OL 0Oy3 Oxs Oys Oxsg er?
-z T . ) ) — 2 ya — ) - 1wy - 1~ —0.0954
Do~ Oy Dus Typ O Dby 2 TY)Lrwe T ’

8_L . oL 8y3 8x3

— =2(ys—y)-1-1~ —8,4312
(%3 8y3 8I3 (%3 (yg y) ’

1. tanulas utan frissitjiik a paraméterek értékeit:

e Wi = w — (LR . %) ~ —1,0111
o Wy = Wy — (LR . g—w2> ~ —1,3681
® W3 = w3 — (LR . 86_153) ~ —1,1212
o Wy = Wy — <LR . 5—5);) ~ 0,2224
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3. Mesterséges neuralis halézatok miikodése

OL
=b— |LR-— ) = =091

° b 1 (R 3b1> 0,9106
oL

.bg = bQ—(LRa—Zh)%O,OOGO
oL

bs :=bs— | LR- — | =~ 0,5270
® 03 3 (R 863) )

2. kimenetképzés:

ry =wp-x+b =—10111-2+ (—0,9106) = —2,9328

Tog =wq - T + by = —1,3681 - 2 + 0,0060 = —2,7302

Y1 = Qssoftpius:(T1) = In(1 + €™) = In(1 + e >9%) = 0,0519

Yo = Qssoftplus:(T2) = In(1 + €72) = In(1 + e~ >72) = 0,0632

T3 =ws -y +wy- Yo + bz = —1,1212-0,0519 + 0,2224 - 0,0632 + 0,5270 ~ 0,4829
Y3 = Plineris(T3) = x5 ~ 0,4829

L= (ys —y)* =~ (0,4829 — 0,5) ~ 0,0003

Lathato, hogy az 1. tanulas utan elértiik a kivant pontossigot, tehat a halozat

sikeresen el tudta végezni a kittizott feladatot.
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4. fejezet

Differencialegyenletek megoldasa

neuralis hal6ézatokkal

A differenciadlegyenlet kapcsolatot ir le egy fliggvény, annak fiiggetlen véltozoi,
és az egyes fiiggetlen valtozok szerinti derivaltjai kozott. A kozonséges differencial-
egyenlet egy specidlis esete a differencidlegyenletnek, ahol csak egy fliggetlen valtozo
van jelen. Ebben a fejezetben kozonséges differencidlegyenletek neuralis haldzatokon
alapul6 megoldasat mutatjuk be Python programmal.

Legyen f: R x R — R a mésodik valtozdjaban lokalisan Lipschitz-folytonos
és a,b,tg,rg € R. Ekkor keressiikk azt a folytonosan differencialhatdé z: R — R

fiiggvényt, melyre
{x’(t) = f(t, (1), 1€ la;0] (KDE)

ZL‘(to) = X29-

4.1. Programko6d

A kod kezdetben el6késziti a kornyezetet a neurdlis halézat hasznalatdhoz. A
sziikséges konyvtarak importaldsa utan definialjuk a megoldani kivant differencial-
egyenletet a kezdeti értékével egyiitt, és annak analitikus megoldéaséat az 6sszehason-
litdashoz. A bemutatott kodban a (KDE) rendszert oldjuk meg f(t,z) =t -x,a =
0,b=1,t9 =0 és zg = 1 valasztassal, aminek megoldasa az x(t) = s fiiggvény.

A megoldani kivant differencélegyenlet tehat:
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4. Differenciadlegyenletek megoldasa neuralis halézatokkal

import tensorflow as tf

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import math

from matplotlib.pyplot import figure

# KDE és az z0 kezdeti érték:
def f(t, x_t):
return t * x_t

x0 = 1

# KDE analitikus megolddsa:
def analitikus_megoldas(t):

return tf.math.exp(0.5 * t**2)

A modell kiilonb6z6 paramétereit valtozokban rogzitjik. Az [a;b] értelmezési
tartoméanyt 100 egyenld részre felosztva beallitjuk az X € R!°' bemeneti vektort,
amelynek minden elemére egy kozelitd megoldast ad majd a rendszer, szintén egy
vektor forméjaban. A be- és kimenet kozott két koztes réteget definidlunk, mindket-
t6t 32 darab neuronnal. A reprodukalhatosag céljabol a tf.random.set_seed(0)
kodsor segitségével bedllitjuk a TensorFlow véletlenszam-generatoranak kezddgalla-

potat.

# Paraméterek és az X bemeneti vektor:
tf.random.set_seed(0)
reteg_1l_neuronszam = 32
reteg_2_neuronszam = 32
tanulasi_sebesseg = 0.001
lepesek_szama = 2%*7

a=20

b=1

X = np.linspace(a, b, 101)

Inicializéljuk a halozati paramétereket. Az egyes rétegekhez tartozo silyméatri-
xokat és eltolovektorokat szotarként definialjuk. Elébbieket standard normalis elosz-

lasbol vett véletlen értékekkel, utobbiakat nulldkkal toltjiik fel.

# Halozati paraméterek:

sulymatrixok = {
'Wi': tf.Variable(tf.random.normal([1, reteg_1_neuronszam])),
'W2': tf.Variable(tf.random.normal([reteg_1_neuronszam, reteg_2_neuronszam])),
'W3': tf.Variable(tf.random.normal([reteg_2_neuronszam, 1]))

}

eltolovektorok = {
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4. Differenciadlegyenletek megoldasa neuralis halézatokkal

'bl': tf.Variable(tf.zeros([reteg_1_neuronszam])),
'b2': tf.Variable(tf.zeros([reteg_2_neuronszam])),

'b3': tf.Variable(tf.zeros([1]))

Epitsiik fel a neuralis halozatot. A modellnek a bemeneti vektort kell az egyes ré-
tegeken keresztiil feldolgoznia, majd elGallitani a kimeneti vektort. Mint mar lattuk,
a bemenetet feldolgozza az elsG réteg, annak kimenetét feldolgozza a masodik réteg,
és igy tovabb. A két koztes réteg neuronjai a @pogissikes (Masik nevén Szigmoid)
aktivacios fiiggvényt alkalmazzak, a kimeneti réteg egy neuronja pedig a Yigentitas

fiiggvényt hasznélja.

# Modell felépitése:

def modell(x):
x = np.float32(np.array([[[x]11]1))
reteg_1 = tf.matmul(x, sulymatrixok['Wi']) + eltolovektorok['bl']
reteg_1_kimenet = tf.nn.sigmoid(reteg_1)
reteg_2 = tf.matmul(reteg_1_kimenet, sulymatrixok['W2']) + eltolovektorok['b2']
reteg_2_kimenet = tf.nn.sigmoid(reteg_2)
kimenet = tf.matmul(reteg_2_kimenet, sulymatrixok['W3']) + eltolovektorok['b3']

return kimenet

A halézat kimenetének elGallitasa utan sziikség van egy veszteségfiiggvényre,
amivel a hibat mérni tudjuk. A modellt a megadott differencidlegyenlet megoldasa-

nak kozelitésére hasznaljuk, tehat a cél:

modell(t) ~ z(t).

Az z(t) fiiggvényt nem ismerjiik, mashogyan kell elgéllitani a hibafiiggvényt. Az
otlet az, hogy ha a modell(t) jol kozeliti az z(t) megoldast, akkor derivaltjaik is jol
kozelitik egymast, igy:

modell’(t) ~ 2'(t) = f(t,z(t)) =~ f(t, modell(t)).

Ebbél f fiiggvény adott, modell’(¢) pedig meghatarozhato. A veszteségfiiggvény
létrehozasakor természetesen figyelembe kell venni a megadott kezdetiértéket is,

vagyis a hibafliggvény legyen:

L= Z( modell(t;) — f(ti,modell(t,»))) + (modell(0) — z)?.
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A gyakorlatban sok esetben az igy definialt veszteségfiiggvény hasznalata nem
vezetne megoldésra, instabil tanulasi folyamatot eredményezne. E probléma kikii-
szObolésére létezik egy hatékonyabb tanulast eredményezd hibafiiggvény. ElGszor de-

finialni kell egy 0j fiiggvényt, ami a modell(t) helyett alkalmazhato:

kozelité megoldas(t) = t - modell(t) + .

Trivialis, hogy ez az 1j fiiggvény mindig kielégiti majd a kezdeti feltételt, hiszen
t = O-ra x( értéket ad, és ez a tulajdonsaga nagyon fontos szerepet jatszik majd

abban, hogy a tanulasi folyamat stabilabb legyen. Igy az 0j veszteségfiiggvény:

d 2
L= Z (akézeh’té’ megoldas(t;) — f(t;, kozelits megoldés(ti))) :

Az alabbi kodrészlet az imént leirtakat valositja meg. A kozelito_megoldas
fliggvény t pontjaiban a derivalt értékének kiszamitasa numerikus dton torténik, a

differencialhanyados definicioja szerint. Ehhez h-t, egy kis gépi epszilont adunk meg.

# KDE kozelité megolddsa:
def kozelito_megoldas(x):

return x * modell(x) + x0

# Négyzetes veszteségfigguény:
h = np.sqrt(np.finfo(np.float32).eps)
def vesztesegfuggveny():
negyzetosszeg = 0
for i in X:
t = np.float32(i)
dNN = (kozelito_megoldas(t + h) - kozelito_megoldas(t)) / h
negyzetosszeg += (dNN - f(t, kozelito_megoldas(t)))**2

return negyzetosszeg

A tovabbiakban meg kell hatarozni a veszteségfiiggvény gradiensét a halézati
paraméterek szerint, majd értékiiket frissiteni. A gradiens siillyedés algoritmust,

mint optimalizal6 eljarast meghivhatjuk a TensorFlow konyvtar segitségével.

# Kimenetképzés + Hibavisszaterjesztés:
gradiens_sullyedes = tf.optimizers.SGD(tanulasi_sebesseg)
def lepes():
with tf.GradientTape() as tape:
veszteseg = vesztesegfuggveny ()

halozati_parameterek = list(sulymatrixok.values()) + list(eltolovektorok.values())
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7 gradiens = tape.gradient(veszteseg, halozati_parameterek)

8 gradiens_sullyedes.apply_gradients(zip(gradiens, halozati_parameterek))

A kod végén a bemutatott fliggvényekkel megvalositjuk a miikodési folyamatot.
Az els6 dbra megmutatja, hogy a halozati paraméterek kezd&értékével milyen ko-
zelitést ad a modell. A tovabbi grafikonok minden 2°. tanulas utan (i = 0,1,...)
illusztraljak a halozat altal adott predikcios fliggvényt és a tényleges megoldéast. Az
utols6 diagram a veszteség alakulasat abrazolja, a tanulédsok szamanak fiiggvényé-

ben.

1 # Mikodés:
2 kovetkezo_2hatvany = 1
3 vesztesegek = []

4 for i in range(lepesek_szama + 1):

5 vesztesegek.append (vesztesegfuggveny () .numpy () [0] [0] [0])

6

7 if (i) == 0:

8 y_kalap_kezdoallapot = []

9 for j in X:

10 y_kalap_kezdoallapot .append(kozelito_megoldas(j) .numpy () [0] [0] [0])

11

12 figure(figsize = (12, 8))

13 plt.plot (X, analitikus_megoldas(X), label = "Analitikus megoldas", color = '"green")
14 plt.plot(X, y_kalap_kezdoallapot, label = "Kozelitd megoldas", color = "red")

15 plt.legend(loc = 2, prop = {'size': 15})

16 plt.title("Veszteség a kezdGallapotban: %f " J, vesztesegfuggveny(), fontsize = 20)
17 plt.show()

18

19 elif (i) == kovetkezo_2hatvany:

20 kovetkezo_2hatvany *= 2

21 y_kalap_2hatvany_lepesek = []

22 for j in X:

23 y_kalap_2hatvany_lepesek.append(kozelito_megoldas(j) .numpy () [0] [0] [0])

24

25 figure(figsize = (12, 8))

26 plt.plot(X, analitikus_megoldas(X), label = "Analitikus megoldas", color = "green")
27 plt.plot (X, y_kalap_2hatvany_lepesek, label = "Kozelitd megoldas'", color = "red")
28 plt.legend(loc = 2, prop = {'size': 15})

29 plt.title("Veszteség a(z) %i. lépés utan: %f " ) (i, vesztesegfuggveny()), fontsize = 20)
30 plt.show()

31

32 lepes()

33

34 figure(figsize = (12, 8))

35 plt.xlabel("tanuldsok szama")

36 plt.ylabel("veszteség")

37 plt.plot(vesztesegek, color
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38 plt.title("Veszteség alakuldsa a tanuldsszam fiiggvényében", fontsize = 20)

39 plt.show()

4.2. Szinusz fuggvény kozelitése

Oldjuk meg a (KDE) rendszert f(t,z) = cos(t),a = —m,b=m,tg =0 és xp =0

valasztassal, azaz keressiik

megoldésat, ami az z(t) = sin(t) fiiggvény. A kodban az alabbi beallitasokat tegytik:

def f(t, x_t):
return tf.math.cos(t)

x0 = 0

def analitikus_megoldas(t):

return tf.math.sin(t)

a = -math.pi

b = math.pi

A miikodési folyamatot 0,001 tanulési sebesség mellett a 4.1. abra szemlélteti a

kovetkezd oldalon.
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Veszteség a kezd8allapotban: 613.314270

Veszteség a(z) 1. Iépés utan: 1713.876587

—— Analitikus megoldas
—— Koézelité megoldas

—— Analitikus megoldés
—— Kozelité megoldas

2 Y o 1 2 3

Veszteség a(z) 2. 1épés utan: 5076.305176

-1 o 1 2 3

Veszteség a(z) 4. 1épés utan: 11262.626953

—— Analitikus megoldas

—— Analitikus megoldés

-0.25
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-100
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-100
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1
3
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Veszteség a(z) 8. |épés utén: 65.269798 Veszteség a(z) 16. Iépés utan: 33.215809
—— Analitikus megoldas 1004 —— Analitikus megoldas
—— Kézelit6 megoldas —— Kozelité megoldas
o075
030
025
000
o025
-050
o075
100
5 = I 13 1 : 3 5 = I 13 1 2 3
Veszteség a(z) 32. [épés utan: 11.285624 Veszteség a(z) 64. |épés utan: 1.791514
—— Analitikus megoldas 100{ —— Analitikus megoldés
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—— Analitikus megoldas
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4.1. abra. A sin(t) fiiggvény kozelitése
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2 2

Vizsgaljuk meg a kovetkezd abran, hogy a tanulasi sebesség megvaltoztatasaval

hogyan modosul a rendszer predikcios képessége az utolsod tanulasi ciklus utan.

Veszteség a(z) 128. 1épés utan: 45.994358

Veszteség a(z) 128. 1épés utdn: 6.725954

—— Analitikus megoldés
—— Kozelité megoldas

LR =0,00001

LR =0,0001

—— Analitikus megoldas
—— Kézelité megoldas

-3 -2 -1 o 1 2 3

Veszteség a(z) 128. Iépés utén: 0.452414

-3 -2 -1 o 1 2 3

Veszteség a(z) 128. [épés utén: 857459264.000000

—— Analitikus megoldés
—— Kézelité megoldas

LR =0,001

10000

5000

2500

~2500

~5000

~7500

oo LR =0,01

—— Analitikus megoldas
—— Kézelité megoldas

-3 -2 Y o 1 2 3

-3 -2 Y [ 1 2 3

4.2. abra. Kozelités kiilonb6z6 LR tanulési sebességek mellett

Mint lathato, az LR = 0,001 érték vezetett a legpontosabb eredményre. A két ki-

sebb sebesség esetén a modell lassan, de szépen elkezdte kozeliteni a sin(t) fliggvényt.

T6bb szamitasi eréforrassal és tanulasi ciklus megtételével a kozelités jol konvergalna

a megoldéashoz. Az LR = 0,01 tanulasi sebesség egyértelmiien instabil miikodéshez

vezetett.

4.3. Exponencialis fliggvény kozelitése

Vizsgéaljuk meg a 4.1. fejezetben bemutatott kédban szerepld

t €[0;1]

rendszert. A kezdGértékével adott differencidlegyenlet analitikus megoldésa az z(t) =

2
e fiiggvény. A tanulasi folyamat a 4.3. abran lathato.
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150

Veszteség a kezdéallapotban: 205.990997

Veszteség a(z) 1. 1épés utén: 207.150986

—— Analitikus megoldés
—— Kozelité megoldas

—— Analitikus megoldas
—— Kozelité megoldas

Veszteség a(z) 2. 1épés utan: 206.909378

Veszteség a(z) 4. 1épés utén: 171.936905

—— Analitikus megoldas
—— Kozelité megoldas

—— Analitikus megoldas
—— Kozelité megoldas

150

025
oo o ) as as T oo o ) ) as To
Veszteség a(z) 8. |épés utén: 72.201729 Veszteség a(z) 16. 1épés utan: 6.700830
—— Analitikus megoldés —— Analitikus megoldas
—— Kozelit6 megoldas 16] — Kozelits megoldas

Veszteség a(z) 32. Iépés utan: 0.894802

Veszteség a(z) 64. 1épés utan: 0.568834

—— Analitikus megoldas
—— Kozelité megoldas

—— Analitikus megoldas
16| — Kozelité megoldas

Veszteség a(z) 128. 1épés utan: 0.298517

—— Analitikus megoldas
—— Kozelité megoldas

00 02 04 06 o8 10

Veszteség alakuldsa a tanuldsszam fliggvényében

150

veszteség

60
tanuldsok széma

2
4.3. dbra. Az e fiiggvény kozelitése
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2 s

Az el6z6 példaban megvizsgaltuk, hogyan médosul a tanulési sebesség megval-

toztatasaval a modell viselkedése. Most figyeljiikk meg a miikddést kiilonb6z8 neu-

ronszamu koztes rétegek mellett a 4.4. abran. Az NN||m, n]| azt a modellt jeldli,

melynek elsé koztes rétegében m, masodik koztes rétegében n darab neuron van.

Veszteség a(z) 128. 1épés utdn: 1.147019

Veszteség a(z) 128. 1épés utdn: 1.295704

—— Analitikus megoldés
16| — Kozelité megoldés

NNI[16, 16]]

—— Analitikus megoldas
—— Kbzelité megoldas

NNI[16, 32]]

00 02 04 06 08 10

Veszteség a(z) 128. 1épés utdn: 0.362017

02 04 06 08 10

Veszteség a(z) 128. 1épés utdn: 0.298517

—— Analitikus megoldés
16| — Kozelité megoldés

10 NNI[[32, 16]]

—— Analitikus megoldas
—— Kbzelité megoldas

NNI[[32, 32]]

00 02 04 06 08 10

02 04 06 08 10

4.4. abra. Kozelités kiilonb6z6 neuronszamu koztes rétegek mellett

Nem tual nagy hibahatar mellett minden esetben elfogadhaté eredményt kaptunk.

Az a modell, amelynek csak az elsé koztes rétege tartalmazott 32 darab neuront,

meglepden jol teljesitett az eredeti, NN[[32, 32|| modellhez képest.
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Osszegzés

A szakdolgozat elsé felében megismertiik, miként ihlette az agyi idegrendszer a
mesterséges neurélis hélozatok lemodellezésének otletét. Bemutattuk a halozat leg-
fontosabb elemeit, a modell felépitésének folyamatat. A dolgozat méasodik felében
leirtuk, hogyan miikddik a létrehozott neuralis halozat, valamint hogy milyen elja-
rassal képes tanitani magat egy adott feladat elvégzésére. Végiil bemutattunk egy
konkrét gyakorlati alkalmazast, a differencidlegyenletek neurélis hal6zatokkal torté-
né kozelité megoldésat.

Lattuk, hogy a modell tanuléasi sebességének megvalasztasa dontéen befolyasol-
ja a kozelités konvergenciajat a megoldashoz. Kisebb sebesség mellett lassabb, de
stabilabb konvergencia érhetd el a tanuldsban. Rétegenként tobb neuron alkalmazé-
saval bonyolultabb feladatok oldhatok meg, nagyobb halézat hasznélataval ponto-
sabb kozelitéseket kaptunk. Az a kovetkeztetés biztosan levonhato, hogy az optimalis
tanulési sebesség és a haldzatot felépité neuronok szamanak meghatarozasa nehéz

feladat, ami sok gyakorlati tudast igényel.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni konzulensemnek, Csomos Petranak az egész féléves mun-
kéjat. Nagyon halés vagyok neki, hogy mindig kiilon id6t és energiat forditott ram,
mikor segitségre volt sziikségem. Ertékes javaslatai és Gtletei nagyban hozzajarultak

a szakdolgozatom elkészitéséhez.
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Fuggelék

Négyzetes eltérés MATLAB kodja:

/ Adatok inicializdldsa

x
16; 6.5; 7;...
7.5; 8; 8.5; 9; 9.5; 10];

y = [0.1; 0.4; 1.3; 2.1; 1.8; 2.5; 2.9; 4.3; 3.9; 5.1; 4.7

70.8; 1.7; 0.6;...
7.2; 8; 8.9; 9.5; 10.2; 9.8];

felosztas = 101;

karika_meret = 100;

/ Linedris regresszio kiszdmitdsa négyzetes wveszteséggel

regresszio_felosztas = linspace(min(x), max(x), felosztas);

p = polyfit(x, y, 1);
meredekseg = p(1);
tengelymetszet = p(2);

regresszios_egyenes = @(x) meredekseg * x + tengelymetszet

/ 1280x720 méretd dbra

figure('Renderer', 'painters', 'Position', [0 0 1280 720])

4 1. dbra

subplot(1l, 2, 1)

scatter(x, y, karika_meret,...
'MarkerEdgeColor', [0 0 1.0],...
'MarkerFaceColor', [0.75 0.75 1.0],...
'LineWidth', 2.0);

hold on;

plot(regresszio_felosztas, regresszios_egyenes(regresszio_felosztas),...

[0; 0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3; 3.5; 4; 4.5; 5; 5.5;...

'MarkerEdgeColor', [0.5 0 0], 'LineWidth', 3.0);

legend('', '$$\hat{y}$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20, 'Location','southeast');

axis square;

title('Linearis regresszid négyzetes eltéréssel', FontSize
xlabel('$$x$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);

ylabel('$$y$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);

hold off;
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AVeszteségfiigguény

hibak = regresszios_egyenes(x) - y;

veszteseg_felosztas = linspace(-max(abs(hibak)), max(abs(hibak)), felosztas);

negyzetes_veszteseg_fuggveny = @(x) x.72;

/ 2. abra
subplot (1, 2, 2)

scatter (hibak, negyzetes_veszteseg_fuggveny(hibak), karika_meret,...

'MarkerEdgeColor', [0 0 1.0],...
'MarkerFaceColor', [0.75 0.75 1.0],...
'LineWidth', 2.0);

hold on

plot(veszteseg_felosztas, negyzetes_veszteseg_fuggveny(veszteseg_felosztas),...

'MarkerEdgeColor', [0.5 0 0], 'LineWidth', 3.0);

axis square;

title('Négyzetes veszteségfiiggvény', 'FontSize', 14);

xlabel('$$\hat{y} - y$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);

ylabel('$$(\hat{y} - y)~2$$', 'Interpreter',
hold off;

'latex', 'FontSize', 20);

Abszolut eltérés MATLAB kodja:

/ Adatok inicializdldsa

x = [0; 0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3; 3.5; 4; 4.5;
X 6; 6.5; 7;...
7.5; 8; 8.5; 9; 9.5; 10];

y = [0.1; 0.4; 1.3; 2.1; 1.8; 2.5; 2.9; 4.3;
7 0.8; 1.7; 0.6;...
7.2; 8; 8.9; 9.5; 10.2; 9.8];

felosztas = 101;

karika_meret = 100;

3.9; 5.1; 4.7; 5.1;...

/ Linedris regresszio kiszdmitdsa abszolut veszteséggel

regresszio_felosztas = linspace(min(x), max(x), felosztas);

p = polyfit(x, y, 1);

abszolut_vesztesegfuggveny = @(v)sum(abs(v(1) * x + v(2) - y));

mb = fminsearch(abszolut_vesztesegfuggveny, p); / az optimdlis m és b kiszdmitdsa

meredekseg = mb(1);

tengelymetszet = mb(2);

regresszios_egyenes = @(x) meredekseg * x + tengelymetszet;

J 12802720 méreti dbra

figure('Renderer', 'painters', 'Position', [0 O 1280 720])

/1. abra

subplot (1, 2, 1)

scatter(x, y, karika_meret,...
'MarkerEdgeColor', [0 0 1.0],...
'MarkerFaceColor', [0.75 0.75 1.0],...
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'LineWidth', 2.0);
hold on;

plot(regresszio_felosztas, regresszios_egyenes(regresszio_felosztas),...

'MarkerEdgeColor', [0.5 0 0], 'LineWidth', 3.0);

legend('', '$$\hat{y}$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20, 'Location','southeast');

axis square;

title('Linearis regresszid abszolut eltéréssel', FontSize
xlabel('$$x$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);
ylabel('$$y$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);

hold off;

A AR

/ Adatok inicializdldsa

X
By Bo®y 78cco
7.5; 8; 8.5; 9; 9.5; 10];

y = [0.1; 0.4; 1.3; 2.1; 1.8; 2.5; 2.9; 4.3; 3.9; 5.1; 4.7; 5.1;...

0.8; 1.7; 0.6;...
7.2; 8; 8.9; 9.5; 10.2; 9.8];

/ Linedris regresszié kiszdmitdsa abszolut veszteséggel

regresszio_felosztas = linspace(min(x), max(x), felosztas);

p = polyfit(x, y, 1);

abszolut_vesztesegfuggveny = @(v)sum(abs(v(1) * x + v(2) - y));

mb = fminsearch(abszolut_vesztesegfuggveny, p); / az optimilis m és b kiszdmitdsa

meredekseg = mb(1);

tengelymetszet = mb(2);

regresszios_egyenes = @(x) meredekseg * x + tengelymetszet;

X 2. abra

subplot (1, 2, 2)

scatter(x, y, karika_meret,...
'MarkerEdgeColor', [0 0 1.0],...
'MarkerFaceColor', [0.75 0.75 1.0],...
'LineWidth', 2.0);

hold on;

plot(regresszio_felosztas, regresszios_egyenes(regresszio_felosztas),...

[0; 0.5; 1; 1.5; 2; 2.5; 3; 3.5; 4; 4.5; 5; 5.5;...

'MarkerEdgeColor', [0.5 0 0], 'LineWidth', 3.0);

legend('', '$$\hat{y}$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20, 'Location','southeast');

axis square;

title('Linearis regresszid abszolit eltéréssel (extrém eset)', FontSize
xlabel('$$x$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);

ylabel('$$y$$', 'Interpreter', 'latex', 'FontSize', 20);

hold off;
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