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1. Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek, Csikos Balazsnak, hogy el-
vallalta ezt az altalam kitalalt témat és, hogy a konzultaciok sorén
rengeteget segitett a megirasaban, emellett sok 4j dolgot tanulhattam
t6le. Tovabba szeretném megkoszonni a csalddomnak és a barataimnak,
hogy a tanulméanyaim soran végig mellettem alltak és tamogattak.



2. Bevezetés

Amikor elGszor tanultam keriilet-, teriilet-, illetve felszin- és térfogatsza-
mitast, azota érdekel, hogy magasabb dimenziokban létezik-e hasonlé.
A hétkoznapi életben csak a 3 dimenziot érzékeljiik (esetleg 4-et, ha
az id6t is annak tekintjiik), viszont a matematikdaban lényegében béar-
hany dimenzi6 definialhato és az alapvets geometriai fogalmak (pont,
egyenes, sik, tavolsag, gomb, stb.) atvihetSek. Emellett a matemati-
kaban sok helyen (pl. operaciokutatas, valosziniiségszamitas) elgjon az
n-dimenziés geometria.

Egy n-dimenzios geometriai alakzat térfogatanak és feszinének kisza-
mitasa elvben ,csak” egy integrél, de a gyakorlatban sokszor nem ilyen
egyszeri (még 3-dimenzidoban sem). Ehhez sokszor geometriai- vagy
analitikus otletekre van sziikség. A dolgozatom célja betekintést nytj-
tani a magasabb dimenziokba, mélyebben megismerni az n-dimenzios
alakzatokat és zart formulakat adni azok felszinére és térfogatara. A
dolgozatomban elGszor definidlom precizen a térfogatot és a felszint és
megadom az altaldnos integralt, amivel ki lehet szamolni. Ezutén de-
finidlok péar egyszeriibb alakzatot n-dimenziéban (pl. gémb, poliéder,
henger, kup) és kiszamolom ezek térfogatat és felszinét, majd vizsgalok
par bonyolultabb felszin- és térfogatformulat (pl. Crofton-tipusa formu-
lak, Cauchy-formula konvex alakzatok felszinére). Végezetiil megnézek
par példat, amikben sziikség van a fentiekre. A dolgozatomban alakzat
alatt végig R™-beli, 0sszefiiggs, kompakt halmazt fogok érteni.



3. Mértékelméleti osszefoglalo

Ebben a fejezetben felhasznalom [1] és [2] jegyzetek anyagéat. Minde-
nek el6tt definidlni kell, hogy mit értiink térfogat és felszin alatt, mert
ezeknek még 3 dimenzidban is tobbféle definicioja létezik. A térfogatra
a naiv definicié a kovetkezs: Tetsz6leges R™-beli kompakt poliéder fel-
bonthato szimplexek unidjara, ugy, hogy azok belsejei diszjunktak. Az
R™-beli szimplexek térfogatat ki tudjuk szamitani (képlet, bizonyitas-
sal késébb), ezek térfogatanak az Osszege a poliéder térfogata. Legyen
H C R" korlatos halmaz. Vegyiikk a H-ba beleirhaté kompakt poli-
éderek térfogatdnak szuprémumat és a koré irhaté kompakt poliéderek
térfogatdnak az infimuméat. Ha ez a két érték azonos, akkor ezt nevez-
ziik H Jordan-mértékének, H-t pedig Jordan-mérhetének hivjuk, ami 2
és 3 dimenziéban megfelel a teriiletnek és a térfogatnak. Arkhimédész
ezzel a modszerrel kozelitette a 7 értékét és a Riemann-integralas is
ezen az elven miikodik.

Ennek a definicionak viszont az a hatréanya, hogy sok esetben a szupré-
mum és az infimum nem egyezik meg. Pl. vegyiik az S = [0,1] x [0, 1]N
Q? halmazt (az egységnégyzet, de annak csak a racionalis koordinataju
pontjai). Ha ennek akarjuk R?-ben kiszamolni a Jordan-mértékét, ak-
kor arra jutunk, hogy a koré irhaté sokszogek teriiletének infimuma 1,
mert az egységnégyzet a legkisebb koré irhato sokszog, de a beleirha-
t6 sokszogek teriiletének szuprémuma 0, mivel barmilyen, nem elfajulo
sokszoget vesziink az egységnégyzeten beliil, annak biztosan lesz olyan
pontja, aminek nem racionélis mindkét koordinataja, mert az irraci-
onalis szamok halmaza stird R-ben, igy nem lesz részhalmaza S-nek.
Lényegében csak pontta fajuld ,sokszogek” irhatdak bele, amiknek a
tertilete 0. Szebb tulajdonsagai miatt elénytsebb a Lebesgue-mértéket
hasznalni a térfogat és a felszin definidlasara. Ennek az az oka, hogy
a Lebesgue-mérték sokkal altalanosabb, sokkal tobb halmaz Lebesgue-
mérhets, emellett a Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérhetéek is
és a Jordan-mérhetd halmazok két mértéke azonos.



3.1. Mértéktér

3.1. Definicié (o-algebra). Legyen adott egy 2 alaphalmaz és egy
A C P(Q) halmazrendszer. Azt mondjuk, hogy A egy o-algebra, ha a
kovetkezdk teljestilnek:

e N A
e Ha A, B € A, akkor A\ B € A.

e Ha Ay, Ay, ... mindegyike A beli, akkor | J A; € A.
i=1
Megjegyzés: a sik egyelemt részhalmazai Jordan-mérhetéek, de a
fenti S = [0,1] x [0,1] N Q* megszamlalhat6 halmaz nem az, igy a
Jordan-mérheté halmazok nem alkotnak o-algebrat.

3.2. Definicié (Borel-féle o-algebra). Ha Q egy topologikus tér, akkor
a legsziikebb o-algebrat, mely tartalmazza az () 6sszes nyilt részhalma-
zat, ) Borel-féle o-algebrajanak nevezziik, az elemeit pedig (2 Borel-féle
részhalmazainak, vagy réviden Borel-halmazoknak hivjuk.

3.3. Definicié (Mértek). Adott A o-algebra €2 alaphalmaz felett, és
p: A — [0, 00| fiiggvény. Azt mondjuk, hogy pu mérték, ha az alabbiak
teljesiilnek:

e v(0)=0.
e Ha Ay, Ay, -+ € A paronként diszjunkt A-beli halmazok, akkor
v <|_| Ai> = Z v(A;) (o-additivités).
i=1 i=1

3.4. Definicié (Mértéktér). Adott @ alaphalmaz, A ennek egy o-
algebréaja és v egy A feletti mérték. Ekkor a (€2, A, v) harmast mérték-
térnek nevezziik. Par alapfogalom:

o A elemei a mérhetd halmazok.

e Azt mondjuk, hogy egy mértéktér teljes, ha minden nullmértéki
halmazéanak a részhalmazai is mérhetéek és szintén nullmértéki-

ek.



e Azt mondjuk, hogy v o-véges, ha Q) elgallithatdo megszamlalhato
sok véges mértékl halmaz uni6jaként.

3.5. Tétel (Teljességi tétel). Minden (2, A, v) mértéktérhez létezik egy-
értemiien egy (2, A, V) teljes mértéktér, amire A € A akkor és csak ak-
kor, ha léteznek A,N v-mérhetd halmazok, 1igy, hogy A € A ésv(N) =0
és ANA CN (A a szimmetrikus differencia). Ekkor v(A) = v(A).
(Q, A, 0) mértékteret (Q, A,v) teljessé tételének nevezziik.

3.6. Tétel (Ekvivalens definici6 a nullmértékre). Adott (2, A,v) mér-
tekter.
Egy N € A-ra v(N ) =0 <:) Ve > 03U, U, -+ € A halmazok so-

rozata, hogy N C U U; és Z v(U;) < e. Magyarul tetszdlegesen kicsi

osszmértéki halmazokkal lefedheto

3.2. Lebesgue-mérték és Lebesgue-integral

3.2.1. Lebesgue-mérték

3.7. Definicié (Borel-mérték). Egy Q topologikus téren megadott v
mérték Borel-mérték 2-n, ha értelmezve van €2 Borel-féle részhalmaza-
in. Egy Borel-mérték kiviilr6l regularis, ha minden B Borel-halmazra

v(B) =inf{v(U) | B C U, U nyilt}.
Egy Borel-mérték beliilrél reguléris, ha minden Borel-halmazra
v(B) =sup{v(K) | B D K, K kompakt}.
Egy Borel-mérték regularis, ha kiviilr6l és beliilrél is regularis.

3.8. Definicid (Lebesgue-mérték). Legyen A\ az egyértelm kiterjesz-
tése annak az R-en vett v, regularis Borel-mértéknek, amire v(]a, b[) =
b — a teljesiil. Ez egyértelmi, mert minden R-beli nyilt halmaz elGall
nyilt intervallumok uni6jaként. A tobbi Borel-halmaz mértéke a regu-
laritasbol kovetkezik. A Teljességi tétel miatt ez kiterjed a nullmértéki
halmazok részhalmazaira is.

Nyilvanvalo, hogy egy szakasz A; Lebesgue-mértéke egyenls az euk-
lideszi hosszéaval (lesz olyan eset, amikor ezt fogom kihasznalni).



3.9. Tétel (Szorzatmérték). Adott (21, A1, v1) és (Qa, Az, v5) két mér-
téktér, ahol vy és vy o-végesek. Legyen Ay X Ay C P(Q X Q) a leg-
szikebb o-algebra ami tartalmazza a {A; x Ay | Ay € Ay, Ay € Ay}
halmazt. FEkkor létezik eqyértelmien vy X vy mérték A; x Ay felett,
amire vy X vo(Ay X Ag) = v1(A1) - 1e(As). Ezt a mértéket hivjuk vy és
vy szorzatmeértékének.

3.10. Definici6 (Térfogat). Legyen A\; az 1-dimenzios Lebesgue-mérték
és 0 = R"™. Ekkor tekintsiik az A, = 2\1 X A X -+ X /\L szorzatmérté-

a'g
n-szer

ket. Ezt nevezziik egy R"-beli halmaz térfogatanak (n > 3 esetén szokas
hipertérfogatnak is hivni).

Jelolés: Tetszoleges H C R"-re V(H) = A\, (H), (esetleg V,,(H), ha a
dimenziot is ki akarom emelni).

Tovabbiakban a dolgozatomban térfogat alatt mindig a A\, n-dimenzios
Lebesgue-mértéket fogom érteni.

3.2.2. Lebesgue-integral

A Lebesgue-integral bevezetésével a célunk az, hogy kiterjessziik a Riemann-
integralt és modot adjunk a Lebesgue-mérheté halmazok térfogatanak
kiszamitasara.

3.11. Definici6 (Mérhetd fiiggvény). Adott (Q, A, v) mértéktér és f: Q —
[0, o] fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f mérhetd, ha vVt € R-re {z|f(x) >

t} € A, azaz az f szinthalmazai A-belick. Legyen ekkor F(t) =
v{z|f(x) > t}.

3.12. Definicié (v-mérték szerinti integral). Legyen (02, A, ) mérték-

tér és f: Q — [0, 00| egy mérhetd fiiggvény. Ekkor f v mérték szerinti
integraljat a kovetkezé modon definialjuk:

/Qf :/Qfdy:/OOOF(t)dt

A jobboldali integréal egy improprius Riemann-integral. Mivel a mo-
noton fiiggvények Riemann-integralhatoak és F'(¢) monoton cstkken,
ezért a jobboldali integral mindig létezik (de lehet végtelen).

3.13. Definicio (Indikator fiiggvény). Adott H C . Legyen H ka-
rakterisztikus fiiggvénye, mas néven indikator fiiggvénye a xp: 2 — R,

(2) 1 har € H
3’/’ =
X 0 hax ¢ H



képlettel definialt fliggvény. Ekkor a H halmazon vett Lebesgue-integralt
a kovetkezSképpen értelmezziik:

/Hfdy:/QXHfdu.

3.14. Definici6. Adott f: Q@ — R fiiggvény. Ekkor legyen f, =
max{ f,0} és f_ = max{—f,0} (f pozitiv-, illetve negativ része). Ekkor
lathato, hogy f = f. — f_. Ekkor legyen

/Qfdz/::/ﬂﬂrdy—/ﬂf_du,

amennyiben legalabb az egyik integral véges.

Megjegyzés: ha v = X\ akkor hasznalhatjuk a Riemann-integralnél
megszokott jeloléseket:

/Qfd)\ :/Qf(m)dm.

3.15. Tétel (Fubini-tétel). Adott (Q1, Ay, v1) és (Qa, Az, o) két mér-
tékteér és
f: Q1 x Qy — R mérhetd fiigguény. Ekkor, ha leXm |f| < oo, akkor

/legdeXV?:/Ql(/%fdug) dulz/%(/ﬂlfdyl)dy%

tehdt ilyenkor tetszdleges sorrendben ki lehet szamolni az integrdlokat.

3.16. Tétel (Helyettesitéses integralas). Adott U,V CR" ésh: U — V
diffeomorfizmus, azaz bijekcid, amire h és h=" is C-beli. Ekkor minden
f:V — R Lebesque-mérhetd fligguényre az alabbi két integrdl egyenld
(ha az egyik létezik, akkor a mdsik is):

/V f(v) dv = / F(h(u)) - | det(h(u))] du

A fenti tételt ki szeretnénk terjeszteni nem bijektiv fiiggvényekre.
Ehhez lesz sziikség a kovetkezd lemmara.

3.17. Tétel (Sard-lemma). Adott U C R"™ nyilt halmaz és h: U — R"
Cl-beli fiigguény. Legyen X, = {p € U : det(I/'(p)) = 0} a h szinguldris
pontjainak halmaza. Ekkor A(h(Xh)) = 0. Azaz a szinguldris értékek
halmaza nullmértéki.



Bizonyitds. |3] Minden R™-beli nyilt halmaz felbonthat6 majdnem disz-
junkt, zart kockdk megszamlalhato unidjara [1] (azaz olyan kockdkra,
amiknek a belsejeik diszjunktak). Tehat elég egy zart kockara belat-
ni, hogy a benne lev§ szingularis pontok képe nullmértékid. Legyen
K egy zart kocka és vegyiik h-nak a K-ra vett megszoritasat. Legyen
ho= (hi;he; s hy) és @ = (013205 520),y = (Y1592 -5 Yn) € K két
pont. A Lagrange-féle kozépérték tételbsl kovetkezik, hogy Vi3, az x;
és y; kozti szakaszon, amire
" Oh;
hi(y) — hi(x) = Z ap &)y — )
Lj

Legyen T" h-nak az z-beli lineéris kozelitése h(y) ~ T*(y) = h(z)+
R (z)(y — x) Ennek a koordinatafiiggvényei a kovetkezok:

A kett6t kivonva egymaéasbol:

h(y) ~ T (0) = Z(gjj](@) T @) ).

Mivel h € C}(K), ezért a parcidlis derivaltjai folytonosak, és mivel K
kompakt ezért egyenletesen folytonosak is. Tehat létezik egy b(e) fiige-
veny, amire lim. o b(e) = 0 és [|hi(y) — T (y)|| < b([lz — ylDlz — yll
Ha z kritikus pont, akkor 7% determinénsa 0, tehat 7%, R"-t egy
kisebb dimenzios S, hipersikba képzi. Ha ||y — x| < e akkor fenti
egyenl6tlenség miatt h(y) és S, tavolsaga legfeljebb b(e)e. Emellett
|h(y) — h(zx)|| < Le, mert h C'-beli, ebbdl kovetkezik, hogy Lipschitz-
folytonos is. Tehat h(y) benne van egy x kozéppontu, Le sugara gémb-
ben, ez koré irhatd egy 2Le élhosszusagu, S,-szel parhuzamos oldald
kocka, illetve benne van S,-t6l b(e)e tavolsagra levs, vele két parhu-
zamos sik altal hatarolt tartomanyban is. Vessziik ennek a kettének a
metszetét, az egy téglatest lesz, aminek a térfogata 2" L™ e"b(e). Most
bontsuk fel K-t p™ darab, Il? ¢lhosszusagu kockara. Ha egy kockaban

van egy x kritikus pont, akkor vegyiik az x koriili \/TE sugaru gémbot,

ez tartalmazni fogja a kockat is, amiben x van. Ezen gomb képének a
térfogata legfeljebb 2”L”_1(\/Tﬁ)nb(‘/7ﬁ). Ha az Osszes kritikus pontot
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tartalmazo kockat vessziik, az legfeljebb p™ lehet, tehat az 6ssztérfogat
legfeljebb p”2”L”_1(*/TE)nb(\/Tﬁ) = 2”L”_1n%b(\/7ﬁ). Ha p-vel tartunk a
végtelenbe, akkor ez tart a nullaba (n és L fix), tehat a kép térfogata

nulla. O

3.18. Tétel. Helyettesités nem bijektiv fiigguvénnyel: Adott U,V C R”
nyilt halmazok és h: U — V Cl-beli fiigguény. Legyen m(v): V — NU
{oo} = |h7 (v)| azaz v h-Gsképeinek szdma. Ekkor minden f:V — R
Lebesgue-mérhetd fiigguényre az aldbbi két integrdl eqyenld:

/Vf(v)m(v) dv = /Uf(h(u)) - | det(h' (u))| du.

Bizonyitds. Inverz fiiggvény tétele: adott h: U — R Cl-beli fiiggvény
és det(h/(p)) # 0 egy p € U pontra, akkor létezik p-nek egy V' és h(p)-
nek egy W nyilt kdrnyezete, hogy hly: V' —W egy diffeomorfizmus.

Tudjuk, hogy ¥, zart U-ban, mert egy egyenlet definialja (det(h') = 0),
tehat U\ X, nyilt. Ekkor U\X), minden pontjara alkalmazhaté az inverz
fliggvény tétele, mely szerint minden p € U\X),-re van olyan K, raciona-
lis csticst, tengelyparhuzamos, nyilt kocka, melyre h|g, : K, — h(K))
diffeomorfizmus. (Az inverz fiiggvény tétele altal biztositott kérnye-
zetbe frhato ilyen kocka). Ilyen kockadkbol megszamlalhato sok van.

Legyen ezek egy felsorolasa Ky, Ks,.... UK, = | K,=U\ %,
i=1 pEU\Eh

Legyen Kl = Kl és Kl = Kz \ (Kl U K2 U..uJ Kz) Kl—k mar diszjunk
halmazok. Legyen K = |J K;. Ekkor (U\X,)\K nullmértékd, mert
=1

megszamlalhato sok hipersik (amik a kockdk hatarait tartalmazzak)

unioja lefedi. Mivel ¥j,-n az integrandus 0, ezért

/Uf(h(U))'\det(h’(u))lduz/ f(h(u)) - | det (R’ (u))| du

U\Zp,

=3 [ snw) | der(w'(w)) o

Mivel a K;-ken f diffeomorfizmus, igy ott hasznalhato a ,bijektives”
helyettesitéses formula, igy a jobboldali integrél tovabb egyenld

;il /h(li) flv)dv = /h(K) i (Xh(ki) (U)) f(v)dv.

=1
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Mar csak az hianyzik, hogy a jobboldali integralban > (Xh( &_)(v)) i
i=1
m(v), és ez a fiiggvény 0 a h(K) halmaz komplementerén. Nyilvan

> (Xh(,gi)(v)) < m(v), mert a szumma azt szamolja meg, hogy K;-ben
i=1

hany Gse van v-nek. EgyenlGség akkor van, ha v-nek nincs Gse ¥ U S-
ben, ahol & azon hipersikok unidja, amik lefedték a kockak hatarait
a K;-k elsallitasakor. Masik észrevétel, hogy V\h(K) C h(Z, U S),
mert a jobboldal az azon v-k halmaza, akiknek van Gse Xj,-bol, vagy
valamelyik hipersikbo6l, a baloldal meg olyan v-k, amiknek csak onnét
van Gsiik. Tehat mar csak be kell 1atni, hogy h(X,US) nullmértékd. A
Sard-Lemmabdl tudjuk, hogy h(%;) nullmértékd, azt, hogy h(S) null-
mértéki, ahhoz elég, hogy egy hipersik h-képe nullmértéki (akkor azok
megszamlalhato unidjanak a képe is az lesz). Legyen S egy hipersik.
Ekkor létezik egy P mergleges projekcio, amire P(R") = S. Ekkor
h(S) = h(P(R™)). Viszont h o P minden értéke szingularis (mivel P
egy nulldeterminansu, lineéris leképezés), igy im(h o P) a Sard-lemma
miatt nullmértékd. Szoval h(S) nullmértéki, ebbsl kovetkezden h(S)
is. Tehat:

/h(K)i<Xh(I?i)(v))f(U) dv = /Vm(v)f(v) dv. O

i=1
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3.3. A felszin definici6ja és kiszamitasa

Miutan a térfogatot definialtuk és megadtunk par alapvets térfogatsza-
mitasi modszert, a felszinnel is hasonléan kell eljarni. Intuitive felszin
alatt legtobbszor egy alakzat hataranak az (n — 1)-dimenzios mértékét
értjik.

3.19. Definici6 (Feliilet). Adott I C R" ! &sszefiiggs, zart halmaz
és &: ' — R" folytonos, int(F)-en injektiv fiiggvény. Ekkor & ér-
tékkészletét feliiletnek hivjuk. Amennyiben az is igaz, hogy létezik
Fi, Fy, ..., hogy ezek majdnem diszjunkt uni6ja F' és minden int(F;)-n
® folytonosan derivalhato és derivalt matrixanak rangja (n — 1) akkor
darabonként sima feliiletrsl beszéliink. A & leképezés a feliiletnek egy
paraméterezése.

3.20. Definicio (Felszini integral). Adott FC R"™! §sszefiiggs, zart
halmaz és ®: F — R" Cl-beli, F belsején injektiv fiiggvény. Ekkor
legyen F = ®(F') sima feliilet és f: F — R egy olyan fliggvény, melyre
f o ® Riemann-integralhato. Ekkor f-nek az F-en vett integraljat a
kovetkezdképpen definialjuk:

/ff(v)dv:/Ff(q)(u))-\/det(G<§i;gi;...;a§i1>)(u)du

Ahol G(2%; 92 . 92 ) 4 ¢ parciélis derivaltjaibol képzett Gram-

dui’ dug’ ) Dup_1
matrix, azaz (®)7®. G determindnsédnak a gycke az a parcialis deri-
valtak altal kifeszitett parallelepipedon térfogata (bizonyitas késobb).
Amennyiben, ® nem folytonosan derivalhat6 az egész halmazon, akkor
az F-et felbontjuk a darabonként sima feliilet definici6jaban szerep-
16 Fj-kre, és mindre kiilon szamoljuk ki a fenti integralt, majd ezeket
osszeadjuk.

A definici6 szemléletes motivacioja a kovetkez6. Az F halmazt
egyenletesen felosztjuk kis A oldalhosszu kockékra. Egy ilyen kocka
® képe a feliilet egy darabja. A felosztas racspontjainak ® képeibdl ka-
pott feliileti pontokat tekintjiik, ezek lesznek a ,racspontok a feliileten”.
Az [ug,up + A] X -+ X [uy_1, un—1 + A] kocka képének térfogatat a

D(ug;. . ui+ A upg) — Plug; . up), (i=1,...,n—1)
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vektorok altal kifeszitett parallelepipedon térfogataval kozelitjik. Vi-
szont az elsérendd Taylor-formulabol kévetkezik, hogy

0P
8ui

Dug;..u; + A upg) — Plug; . upq) & A (ur. .5 Up_1),

tehét a parallelepipedon térfogata kozelitéleg

oe 0P 0P
n—1 . . .
(A) \/det (G(aUI X 8u2’ Cey (9un,1 )) (u)

Ezek Osszege, szorozva f értékével az adott feliilleti pontokban egy
Riemann-kozelit§ Gsszeg:

3 f((I)(u))-A”l\/det <G (g—i;g—z;...;af—i»(u).

u racspont

Ha A — 0, akkor ez az Osszeg tart a fenti integralhoz.

Megjegyzés: Itt azért ,elégszem meg” a Riemann-integralos definicioval
és nem Lebesgue-integralként definidlom, mert a felszin kiszamitasahoz
elég lesz az azonosan 1 fliggvényt integralni, ami nyilvan Riemann-
integralhato.

3.21. Tétel. A felszini integrdl nem fiigg F paraméterezésétdl, azaz
tetszbleges FC R™™Y zdrt, dsszefiiggd halmazra és ®: F — R™ Cl-beli,
F belsején injektiv ®(F) = F figgvényre, az F-en vett integrdal egyenld.

Bizonyitds. Adott F és ' C R* ! zart, 6sszefiiggs halmazok és @ és
® olyanok, hogy ®(F) = ®(F) ugyanaz az F sima felillet. Azt is fel-
tehetjiik, hogy ezek injektivek az értelmezési tartoméanyaik belsejében.
Ekkor létezik h: R*' — R* ' amire h(F) = F. Pl h = &' o .
Ebbdl kivetkezik, hogy ® = @ o h . Azt kell belatnunk, hogy

0P 0P 0P
/Ffo(I)(u)\/det(G<au1; é)u2;...; aun-l))(u) du

- (0D 0P 9P
_/ﬁfoq)oh(u) det(G(8u1,au2,..., aun-l))(u)du.

Legyenek h koordinatafiiggvényei
h(u) = (hy(u); ho(w); ...; hp_1(u)).
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A lacszabaly alkalmazaséval

u) = 3 0,0 (h(u)) - Db (u),

amibdl

Ebbél viszont kijon, hogy G(u) = G(h(u))h' (u) (K (u))T,
tehat
det (é<u>) = det(G(h(w))) - (det(h' (u))*.

Gyokot vonva az egyenletbdl

det< ) Vadet(G(h(w))) - |(det (R (u

adodik. Ezt beirva az integralba, pont egy h-val helyettesitést kapunk:

/fo et (@) du—/fo ) VA (h(w) - |1 ()] du

g

det(G) (u)
O

3.22. Definicié (Felszin). Adott H C R™ alakzat (6sszefiiggs, kom-
pakt halmaz). Amennyiben OH sima feliilet, akkor a kovetkezd integralt

nevezzik H felszinének:
A(H) = / 1 dv
OH

Mivel a felszini integral invaridns az atparaméterezésre, ez jol definialt.
Emellett 2- illetve 3 dimenzioban megfelel a keriiletnek és a ,szokésos”
felszinnek.

Megjegyzés: 2 dimenzidban is lehet olyan alakzatot konstruélni,
aminek a feliilete semelyik pontban sem sima, de ebben a dolgozatban
olyanokkal foglalkozok, amiknek a felszine kell6en sima.
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4. Egyszeri alakzatok térfogata és felszine

Most, hogy definidltuk a térfogatot és a felszint is tetszéleges dimen-
zibban és meg is adtuk azok &ltalanos kiszamitésat, ratérhetiink par
konkrét alakzat felszinére és térfogatara.

4.1. Gombok térfogata és felszine

4.1. Definicié (Gémb). Adott Py € R™ pont és R > 0. Ekkor a
{PeR":||P—-PF| =R}

halmazt P, kozéppontd, R sugart gombfeliiletnek, ha az = jel helyett
< szerepel, akkor gombtestnek hivjuk. A tovabbiakban ,,gémb” alatt a
gombtestet fogom érteni.

Jelolések: B, (Py; R) az n-dimenziés, Py kozéppontiu, R-sugara, zart
gémbtest.

Sp—1(FPo; R) az n-dimenzios, Py kozéppontt, R-sugarta gombfeliilet. (Ha
B,.(R)-t vagy S,_1(R)-t irok, az alatt az n-dimenzi6s, R-sugart gomb-
testet és felszint értem, ugy, hogy a koézéppontot nem specifikdlom). Ha
B,-t vagy S,,_i-et irok, akkor az alatt az n-dimenzids egységgémbot-
illetve egységgombfeliiletet értem.

4.2. Tétel (Rekurziv képlet a gombok térfogatara). [5] Adott egy R
sugari, n-dimenzios gomb, jeloljik ennek az n-dimenzios térfogatat R
fiigguényében V,,(R)-rel. Ekkor a kévetkezd rekurzid teljesiil:

2R han =1,
Vo(R) =< R2n han =2
%’rR” - Vo_a(R) han > 2

Bizonyitis. n = 1-re és 2-re trivialis. Figyeljilk meg, hogy egy n-
dimenzidés gomb, R-sugari gomb térfogata egyenls az n-dimenzios egy-
séggdomb térfogatanak az R"-szeresével. Azért mert az a hasonldsagi
transzformécio, ami az egységgdmb sugarit R-szeresére nagyitja, az
egy n X n-es, R-ekbdl allo, diagonalis matrix és ennek a determinénsa
(amennyivel noveli/csokkenti a térfogatot) R™. Tehat elég az egység-
gombre belatni a képletet, majd beszorozni R"-nel.

Cél, hogy visszavezessiik V,(1)-et V,_o(1)-re. Ezt ugy tehetjik meg,
hogy a gomb kozépponjat az origoba helyezziik és elmetssziik az els6
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két koordinatatengely altal kifeszitett sikkal. Ezen a sikon csinalunk
egy polarkoordinatas helyettesitést (az Osszes tobbi koordinatat hely-
benhagyjuk): legyen r a tavolsag a kozépponttol és 0 a szog. Ekkor ha
fixalunk egy (r;6) pontot a sikon, az egy, erre a sikra mergleges, n — 2-
dimenzids hipersikot fog meghatarozni (pl. 3 dimenzidban egy fliggdle-
ges egyenest). Fzen hipersik metszete a gombbel egy n — 2-dimenzios
gdmb, aminek a sugara v/1 — 72, tehat a térfogata V,,_o(v/1 —12). Ezt
végigintegralva az Osszes lehetséges 1 és 6 szerint megkapjuk V,,(1)-et.
Nem szabad elfelejteni, hogy mivel az els6 két koordinataban polér-
helyettesitést csindltunk, mig a tobbit helyben hagytuk, igy a Jacobi-
determinansbél kijon egy r (a Jacobi-méatrix bal fels§, 2 x 2-es része
egy 2 dimenzids polar-helyettesités Jacobi-matrixa, azonkiviil a {6atlo
csupa 1, minden més 0). Tehat az integral igy néz ki:

27 1
Va(1) = / Ld\, = / / Voo (V1 —12)r drdo.
B.(0,1) o Jo

Itt a 6-t azonnal ki tudjuk integralni, mert az integrandus nem fiigg
t6le, illetve V,_o(v/I — 72) = Vi, _5(1)-(1—r2)"2" (kihasznalva a v/1 — 12
sugart és az egységgomb térfogata kozti Osszefliggést). Az integrél a
kovetkezdvé egyszertisodik:

1
27 - Vn_g(l)/ (1-— 7“2)”7_27’ dr.
0

Ebbe u = 1 — r2-et helyettesitve a kovetkez6t kapjuk (dr = 2%):

—2r

0 1
o vn2(1>/ W vn2(1)/ W7 du
1 ug . 20
=T - Vn_g(l) |:—:| =T - Vn_g(l)—.
0

Tehat V(1) = 2 - V,_5(1) Alkalmazva egy R-szeres nagyitast, kijon,
hogy
21 R?
Vo(R) = " - Va_o(R)

(a jobboldalt R?  kintmarad”, mert V,,_o(R) = R"2V,_5(1)).
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Ezzel kaptunk egy rekurziét az n-dimenzios gombok térfogatara.
Most a cél, hogy zart formulat kapjunk.
4.3. Tétel (zart formula a gombok térfogatara). V,(R) = F(%fl) -R",
2
ahol T'(x) = [T e """V dt, a gamma figgvény.

Bizonyitds. A Gamma-fiiggvényrdl tudjuk, hogy I'(x+1) = 2I'(z) Vo >
0, illetve ha n € Nt akkor I'(n) = (n — 1)! Vegyiik kiilon ha n paros
és ha péaratlan.

Ha n péros, akkor legyen n = 2k ekkor I'(5 + 1) = I'(k + 1) = kl. A
korabbi rekurzios formulabol tudjuk, hogy Var(R) = ”TRQ - Vak—1)(R)
Ezt a formulat Vog_1)(R)-re is felithatjuk és igy tovabb. A végén az

alabbit kapjuk: Vi (R) = ™& . 7B .. 7R Ezt osszevonva kijon,

hogy Vor(R) = ’;—If - R* . Ebbe visszairva n-et és a Gamma-fiiggvényt,
kijon a fenti képlet.

Ha n paratlan, legyen n = 2k + 1, ekkor a Gammaboél nem lesz fak-
torialis, viszont a rekurziv tulajdonsaga akkor is megvan. Ebbdl az
kovetkezik, hogy T'(k+3) = (k—3)-(k—32)-...- 2. 1.T(3).
I’(%) = fooo e~tt3 dt. Ezen végziink egy t = x? helyettesitést (dt =
2xdx). Ekkor az integrél a kovetkezs lesz:

& 2 ]. &0 2
e —=2xdr = 2/ e dx
/0 Va? 0
Ez egy péros fliggvény, tehat tovabb egyenls [~ e~ dx = /7. Tehat

I'(3) = /7 . Ekkor frjuk fel itt is a térfogat rekurziv formuléjat:

Vake1 = ;j%f Vak—1(R) = ;fz : ;f; . ...%2-23. Itt 2R = &, illetve az
egészet beszorzom %—vel, akkor a szorzat a kovetkezévé egyszertisodik:
7rk+%
T(k+3)
allitast minden n-re belattuk. O

- R¥+1 Ebbe visszairva n-et, kijon a fenti képlet. Tehat az

4.4. Tétel (Gombok felszine). Adott egy R sugari, n-dimenzids gomb.
Jeloljik ennek az n-dimenzids felszinét A, (R)-rel. Ekkor a kovetkezd
d

teljesiil: A,(R) = zVa(R) (tehdt a térfogatot, a sugdr szerint derivdlva

megkapjuk a felszint).

Bizonyitds. Egy R sugart gomb r sugarta paralleltartomanya egy R+1r
sugart gomb. Késébb bizonyitani fogjuk Steiner formulajat, mely sze-
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rint az r sugard paralleltartoméany térfogata r-nek egy n-edfoku poli-
nomja, melyben az r egyiitthatdja a test felszine. Jelen esetben

VaR+7) = Va(D)(R+1)" = V(1) Y (") Rk,

k
k=0
amibdl p
A, (R) =nV,(1)R" ' = —V,(R),
(R) = nVa(1) =Va(R)

ahogy bizonyitani akartuk.
Az allitas egyenértékii azzal, hogy az R sugaru gémb térfogatét
felirhatjuk a néla kisebb gémbdk felszineinek integréljaként:

R R
Vo(R) = / / 1dvdr = / Ap(r)dr. O
0 Sn—1(0;7) 0

4.2. Poliéderek térfogata és felszine

4.5. Definicié (Szimplex). Adott n+1 altalanos helyzetd pont R™-ben.
Ezek konvex burkat szimplexnek nevezziik.

4.6. Definici6 (Poliéder). Egy P C R™ halmazt poliédernek neveziink,
ha elgall véges sok szimplex uni6jaként.

4.2.1. Téglak térfogata és felszine

4.7. Definici6é (Tégla). Adott I, I, ..., I,, C R korlatos, zart interval-
lumok. Ekkor T'= I x Iy X ... X I-et téglanak hivjuk (speciélisan, ha
A1) = A(I2) = ... = A({,,), akkor T-t (hiper)kockanak is hivjuk).

A szorzatmérték definiciojabol kovetkezik, hogy V(T') = [ A(L).
i=1

T felszine meg a kovetkezs: A(T) = 2 < STI )\(Il-)) Mert T" minden
i=1j=1
i
oldalat ugy kapjuk meg, ha az 7. intervallumot elhagyjuk és egy n — 1
dimenzids téglat kapunk és minden ilyen tégla kétszer jelenik meg T

hataran.

4.2.2. Parallelepipedonok térfogata és felszine

4.8. Definicié (Parallelepipedon). Adott vy, vs,...,vx k darab linea-
risan fiiggetlen vektor R"-ben (k<n). Vegyiik az Gsszes olyan pontot,
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amit ugy kaphatunk, hogy valahényat (esetleg nullat) 6sszeadunk ezek-
bél a vektorokbol. Ezen pontok konvex burkat nevezziik parallelepipe-
donnak.

4.9. Tétel (Parallelepipedon térfogata). Adott P parallelepipedon és
annak a vy, v, ..., v, generdlo vektora.

Ekkor V(P) = +/det(G(vi;ve;...;vx)), ahol V a k-dimenzids térfogat
és G a vektorokbol képzett Gram-mdtriz. Ha k = n, akkor a térfogat
megeqyezik a vektorok koordindtdibol képzett mdtriz determindnsdnak
abszolit értékével.

Bizonyitds. |6] Legyen S a vy, vs, ..., v altal generalt, k-dimenzios al-
tér. Ez egy origon atmend hipersik. Feltehetjiik, hogy R™ szokésos,
ortonormalt bazisanak elsd k eleme ebbe esik, a tobbi meg meréleges ra
(agy vessziik fel a koordinata rendszert, ez a térfogaton nem valtoztat).
Ekkor v;-k csak az els6 k koordinatajukban nem nullék és az altaluk ki-
feszitett P parallelepipedon is része S-nek. Ekkor legyen v} v; els6 k ko-
ordinatajara megszoritva (az utana levs nulldkat elhagyjuk) és legyen A
az ezekbol képzett matrix. Ekkor Vi, (P) = |det(A)|. Tehat (Vi(P))* =
(det(A))? = det(ATA), ami egyenls det(G(v};vh;...;v,))-vel. Mar
csak az kell, hogy det(G(vi;vh;...;v,)) = det(G(v1;ve;...5v;)). Ez
azért igaz, mert ha a v)-khoz visszairjuk a nullakat, a paronkénti ska-
larszorzataikba csak nullas tagok kertilnek ((v;; v;) = (v}; ) +(n—k)-0).

i Yj
Ezt kellett belatni. O

4.10. Tétel (parallelepipedon felszine). Adott P C R™ k db, lined-
risan figgetlen vektor dltal kifeszitett parallelepipedon ekkor A(P) =

k

2> \/det(G(vl; U1 Vi -3 V) (azaz az i, vektort kihagyjuk a
i=1

Gram-mdatrizbol).

Bizonyitds. P feliiletét 2k db k — 1 dimenzios parallelepipedon teszi ki,
amik paronként egybevagoak (mert a ,kihagyott” vektor mentén egy-
maésba tolhatoak), igy P felszine az ezek (k — 1)-dimenzios térfogatanak
Osszege. 0

4.2.3. Szimplexek térfogata és felszine

A szimplexek térfogata azért kiillonosen fontos, mert tetszéleges konvex

poliéder felbonthaté majdnem diszjunk szimplexek véges tnidjara. Igy
azok térfogata is kiszamolhato a szimplexek segitségével.
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4.11. Tétel (szimplex térfogata). Adott n + 1 dltaldnos helyzetid pont
R™-ben, gy, hogy az eqyik az origd (mivel a Lebesque mérték elto-
lds invaridns, ezért feltehetjik, hogy az eqyik csics az origd). Legyen
V1, Vg, ..., Up G Mdstk n pont helyvektora, illetve legyen S a pontok dltal
meghatdrozott szimplex.

Ekkor V(S) = & - det(v1;va; ... v5).

Bizonyitdas. ElGszor lassuk be az egységvektorok és az origd altal meg-
hatarozott S,, szimplexre. Erre a Fubini-tétel miatt, ha az n. egység-
vektor mentén integralunk, teljesiil az alabbi (S,-t ,fliggslegesen” n — 1
dimenziés szimplexekre bontjuk és a hasonlésag aranya az n — 1. hat-
vanyon van):

V(Sn)z/o (1—2)" 'V (S,_1)dx

Ezt egy u = 1 — x helyettesitéssel kiszamolva pont %V(Sn,l)—et ka-
punk. Ebbdl rekurzive kijon, hogy V(S,) = % Tetsz6leges, origd
csucsi S szimplexet ugy kaphatunk meg, hogy vessziik azt a lineéris
leképezést, ami az egységvektorokat a szimplexet generald vektorokba
viszi, ez pont a generald vektorokbol képzett matrix. Emiatt, meg ami-
att, hogy a determinans azt fejezi ki, hogy a linearis leképezés mennyivel
noveli/csokkenti a térfogatot, a keresett térfogat a kovetkezo:

Ekkor V(S) = V(S,) det(vi; ve; ...; vn) = = - det(v; va; .5 vy,). O

Ebbdl viszont az is latszik, hogy a szimplex térfogata % SZOT0Sa
az Gt generdld vektorok éltal kifeszitett parallelepipedonénak. Ebbél
és a parallelepipedonok térfogatképletébdl az is kijon, hogy R™-beli,
k < n darab vektor altal kifeszitett szimplex k dimenzits térfogata a

kovetkezs: V(Sk) = £1/det(G(,generdl6 vektorok”)).

4.12. Tétel (Szimplexek felszine). Adott S C R™ k db vektor dltal
kifeszitett szimplex.
Ekkor

A(S) = ﬁ (Z Vdet(G(vi; .. 501300055 v))+

=1

Vdet(G(vy — v1;03 —v1; ..Uk — U1)>>.

Bizonyitds. S feliletét k + 1 db k — 1 dimenzi6s szimplex teszi ki (egy
pontot elhagyva egy k£ — 1 dimenziés szimplexet kapunk és egy pontot
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k + 1 féleképpen hagyhatunk el). FEzek k£ — 1 dimenzios térfogatat
Osszeadva S felszinét kapjuk. A képletben az elsé k-tag az a generalod
vektorok végpontjai, az utolsdé meg az origdval szemkozti lap. O]

4.3. Kupok térfogata

4.13. Definici6 (Kuap). Adott H C R"! alakzat ¢és egy P ¢ H pont.
Ekkor P és H egyiittes konvex burkat (H alapu, P csucsu) kiapnak ne-
vezziik. Ha H egy poliéder, akkor ezt az alakzatot gilanak is nevezziik
(ami maga is egy poliéder)

4.14. Tétel (Kupok térfogata). Adott K C R™ H alapi, P csucsi kip
ekkor V(K) = tmV,_1(H), ahol m az a P euklideszi tdvolsiga a H
affin burkdtol (K-t tartalmazo legszikebb affin altér).

Megjegyzés: Az m magassag nyilvan egyenlé a P-t a H affin burké-
val 0sszekotd merdleges szakasz Lebesgue-mértékével, illetve azért nem
csak a H-t6l valo tavolsagot veszem, mert ha P-t levetitjiik H affin
burkara, akkor lehet, hogy a képe kiviil esik H-n. A fenti képlet az
ilyen ,ferde” kupokra is igaz.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlé ahhoz, amit a szimplexekre adtunk
(mert a szimplex is egy kip). Ha K-t egy H-ra mer&leges hipersikkal
elmetssziik, akkor H-nak egy, P-kézépponti hasonlosagi transzformaci-
6val vett kicsinyitettjét kapjuk. A Fubini-tétel segitségével az integral
felbonthaté gy, hogy a P-t a K affin burkaval 6sszekots szakaszon
integraljuk a merdleges stkmetszeteket

/KldAn - /Om (%)nl V1 (K) da.

Mert a hasonlosag aranya az n — 1-edik hatvanyon van:

F v an(K)}m:mvn;l(K). O

n mrl 0 n

4.4. Gorbék koriili csovek térfogata és felszine

4.15. Definici6 (Henger). Adott egy B,—1(R) C R" gémb és I =
[a,b] € R intervallum. Ekkor a C' = B,_(R) x I halmazt hengernek
nevezzik.
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Megjegyzés: Altalanosabban lehet tetszéleges k-dimenzios gomb és
n — k-dimenzios tégla Descartes-szorzatat hengernek nevezni (mondjuk
tgy, hogy k > 2, csakhogy egy tégla ne legyen henger). Az ilyenek
elgjohetnek n-dimenzids, hengerkoordinatas helyettesitésnél.

4.16. Tétel (Hengerek térfogata). Adott C = B,_1(R) x I henger,
n—1
ekkor V(C) = A1) - Vo1 (Bp—1(R)) = A1) - &nil)R”’l.
2

Bizonyitds. A Fubini-tételbdl kozvetleniil kijon, mert a hengert az iner-
vallum mentén, merdleges sikokkal metszve mindig B,,_1(R) egy eltolt-
jat kapjuk. O]

4.17. Tétel (Hengerek felszine). Adott C' = B,_1(R) x I henger, ekkor
A(C) =2V,_1(Bn-1(R)) + A(By-1(R)) - A1)

Bizonyitds. A ,szokasos” 3 dimenziés hengerhez hasonléan lehet eljarni.
A | palast” n—1-dimenziGs térfogatat gy kapjuk meg, hogy a gémb fel-
szinét végigintegraljuk az intervallumon. A henger két végének felszine
meg pont a gomb n — 1-dimenziés térfogata. O]

Megyjegyzés: 3 dimenzidban azt az alakzatot, amit ugy kapunk,
hogy egy henger két végét ,lefedjiik” egy-egy félgombel, angolul szoktak
capsule-nek nevezni (nyilvan mert tgy néz ki, mint egy kapszula). Ez
az alakzat is altalanosithato barhéany dimenziora, illetve a térfogata és
a felszine is konnyen megkaphato a gomb- és a henger képletébdl.

4.18. Definicio (Cs6). Adott v: [a,b] — R™ injektiv, C'-beli gorbe.
Vegyiik ennek az R-sugaru kornyezetét tgy, hogy a gorbe két végpont-
janal levs félgombot elhagyjuk. Az igy kapott alakzatot (v korili, R-
sugari) csének hivjuk.

4.19. Tétel (Hotelling tétele). [7] Adott T', v korili, R-sugari csé. Ha
T nem metsz énmagdba (azaz nincs olyan pontja, ami ~y t6bb pontjdtol
is R tdvolsdgra van) akkor V(T) = V(B,-1(R) x [0,4(7)]), ahol {(7)
a gorbe hosszdt jelenti. Magyarul a csd térfogata eqyenld az R-sugari,
0(y) magassdgu hengerével. Ha a térfogat helyett a felszint vessziik, arra
is teljestil a fenti eqyenldséy.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy a = 0 és azt is, hogy ||7/(¢)|| = 1 minden
t-re, mert a gorbe grafikonja invarians az atparaméterezésre. Vegyiik a
gorbe minden pontjaban 7/(t)-t és egészitsiik ki egy ortonormalt bazis-
sd. Ezen ortonormalt bazis tobbi eleme legyen E;(t), Eo(t), ..., E,_1(t).
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Mivel ~/(t) folytonosan differencialhato, ezért Ej-k is vélaszthatoak
ugy, hogy folytonosan differencidlhaté modon fiiggjenek ¢-t6l. Rog-
zitsiink egy C' = B,,_1(R) x [0, ()] hengert. Vegyiik az alabbi C!-beli
h: C — T leképezést: h(xy;wa;. .. 520 15t) = y(t)+ a1 By () + 22 Es (1) +
oo+, 1E, 1(t). Ez a leképezés a hengert a csébe viszi. Ekkor alkal-
mazzuk erre a helyettesitéses integralas formulat:

/1du:/|deth’(x)\dx.
T c

Tehat ezt a determinédnst kell kiszamolni:

Eq(t)

Ey(t)

det :
E, 1

V() + i Bi(t) + o aa B ()

Ezt a legegyszertibb geometriai uton megkozeliteni. A determinans
egyenld a sorok, mint vektorok altal kifeszitett parallelepipedon térfo-
gataval. Ebbdl az els6 n — 1 vektor az egységkockat fesziti ki, csak a
legalsoé sor nem feltétlen alkot ortonormalt rendszert a tobbivel. Eb-
bél viszont +/(t) ortonormélt a tobbire nézve. A kérdés a vektorok
altal feszitett parallelepipedon +/(t) iranya magassaga (mert a térfogat
ez, szorozva az alap térfogataval, ami 1, mert az alap az egységkoc-
ka). Ezt a magassagot ugy kapjuk, hogy kiszamoljuk a vektor minden
tagjanak a +/(t)-re es6 vetiiletét és ezeket Gsszeadjuk. z; El(t) vetiilete
z; (7' (t); El(t)). Tehat a keresett determinéns

|1+ 21y (8); EL()) + 22y (8); B5(6)) + - + 2t (V' (1) By (1)

Vegyiik észre, hogy ha ||x|| = 0, akkor a determinans 1. Ebbdl az is
kovetkezik, hogy ha R (a cs6 sugara, ||x|| maximuma) elég kicsi, akkor
a folytonossag miatt a det(h') > 0, emiatt az abszolut érték elhagyhato.
Tehat az integral, amit ki kell szamolni, a kdvetkezs:

/C L+ (o (1) B (0) + - + 2 (0 (2); By () dxdt =

()
/0 /B (R) L1 (Y (0); Ey(0) + -+ + e a (7 (); B, (1)) dxdt
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[lyenkor, rogzitett t-nél a skalarszorzatok konstansok, illetve az integ-
ral linearitdsa miatt egyesével ki lehet Gket integralni a gémbon. Ekkor
S5,y T (Y (); B},_1 () dx = 0, minden i-re, mert, Mert a gdmb szim-
metrikus, az x; = 0 sikra, az x; fiiggvény meg antiszimmetrikus. Igy
végiil az integrandusban az azonosan 1 lesz. Ezt akartuk belatni. Még a
kozepénél feltettiik, hogy az R kicsi, azt most meg lehet noévelni, annyi-
ra, hogy a csd ne legyen 6natmetszd.

A felszin meg kijon abboél, ami a gémboknél volt, hogy a sugar szerint
derivalva a térfogatot, a felszint kapjuk. Ez a hengerekre is igaz (pon-
tosabban a palast felszinét kapjuk meg ezzel). Ezt a derivalast beirva
a fenti bizonyitasba, a csovek felszinére is kijon az allités. m

5. Bonyolultabb térfogat- és felszin formulak

5.1. Crofton-tipusa formulak

[2] A Crofton-tipust formulédk a gérbék hosszara adnak egy képletet.
Egy v: [a,b] — R™ legalabb szakaszonként sima gorbére van az alabbi,
analizisbél ismert képletiink:

()= [ I

A Crofton-formulak egy ett6l merében eltérs képletet adnak a gorbe
hosszéra. Ehhez el6szor viszont meg kell vizsgalni az egyenesek, illetve
hipersikok terét és adni kell egy mértéket rajtuk.

5.1.1. Mérték az egyenesek terén R2-ben és a sikbeli Crofton-
formula

Legyen £ C P(R?) a sikbeli egyenesek tere. £ egy eleme megadhato két
paraméterrel. Legyen példaul e(6; ¢) az x cos(0)+y sin(f) = ¢ egyenleti
egyenes. Ekkor legyen ¢: [0, 7[xR — & a (0;¢) — e(0; ¢) leképezés. Ez
egy bijektiv leképezés. A sikbeli Ay Lebesgue-mérték ¢ segitségével
definial egy v mértéket £-n. Egy A C £ v-mérhetd pontosan akkor, ha
¢ 1(A) Lebesgue-mérhets. Ekkor legyen v(A) = Ay(¢ ™ (A)).

5.1. Tétel. A fent definidlt v invaridns a sik izometridira. Azaz ha
A C Ev-mérhetd és ® € Iso(R?) akkor ®(A) is v-mérhetd lesz és
v(®(A)) =v(A).
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Bizonyitds. Iso(R?)-et generaljak a kovetkezs transzformaciok: az R,
a szogt, origo kortli forgatasok, a Ty, z-tengellyel parhuzamos, (0;a)-
val valo eltolasok és az M, x-tengelyre valo tiirkdzés. Tehét elég ezekre
beléatni.

Az vilagos, hogy R, (e(0;¢)) = e(0 + a;c) azaz az egyenes elforgatott-
ja. Ekkor (R4 (A)) = M@ ' (Ra(A)) ez egyenls A 6sképének (a; 0)-val
valo eltoltjaval, amire a Lebesgue-mérték invarians, tehat a forgatésra
belattuk.

Az eltolasnal egy egyenes képe a kovetkezs: T,(e(f;¢)) = e(0;¢ +
acos(f)). Ez az sképeknél a kovetkezd transzformécionak felel meg:
(0;¢) — (0;c+ acos(f)) ennek a Jacobi-determindnsa 1, tehat ez is
invarians a Lebesgue-mértékre.

A tiikrozés az 6sképeken a (6; ¢) — (—0; ¢) transzforméacionak felel meg.
Ez is egy tiikrozés, tehéat ez is megtartja a Lebesgue-mértéket. Ezt kel-
lett belatni. O

Minderre azért volt sziikség, hogy tudjunk integralt definidlni az
egyenesek terén, mert a Crofton-formulak arra épiilnek.

5.2. Tétel (Sikbeli Crofton-formula). Adott v: [a,b] — R? girbe. Le-
gyen m: € — NU {oo} figgvény, amire m(e) = |{t € [a,b] |y(t) € e}|.
Magyarul m(e) egyenld az e és v metszéspontjainak szamdval, multip-
licitassal szamolva. Ekkor
= 1 / mdv.
2 Je

Bizonyitds. Legyen h € C' h: [0, 7] X [a,b] — [0, 7] x R leképezés, ami-
re h(0;t) = (0;z(t) cos(0) + y(t) sin(0)), ahol x(t), y(t) v(t) koordinata-
fiiggvényei. Ekkor vegyiik észre, hogy egy (0; c) pont Gsképeinek szama
megegyezik e(0;c) és v metszéspontjainak szamaval (multiplicitassal),
mert e(6;c) egyneletébe = és y helyére x(t)-t és y(t)-t irva a metszés-
pontok pont a (0;t) 6sképek lesznek. Emellett a transzforméacié Jacobi-
determinénsa a kovetkezd:

1 0
—x(t) sin(0) + y(t) cos(0) 2'(t) cos(f) + v/ (t) sin(0)

Ez egyenls 2/ (t) cos(6)+1/(t) sin(6). Ekkor alkalmazva a fenti integréalra
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a nem bijektiv helyettesitéses formulét, a kovetkez6t kapjuk:

/g mdy — /[0 el dnac
= /ab /07r |2’ (t) cos(0) + v/ (t) sin(8) | dOdt.

Itt 2/ (t) cos(0) + ¢/ (t) sin(0) = (7/(t); (cos(6);sin(h))). Ebben +/(t) atir-
hato polar alakba: ~/(t) = ||7/(¢)]|(cos(¢);sin(¢)). Ekkor, mivel ||+/(¢)]]
nem fiigg 0-t6l és a skalaris szorzas linearis, illetve a cos(f) cos(¢) +
sin(f) sin(¢) = cos(f — ¢) addicios képletet hasznélva a jobboldali in-
tegrél a kovetkezé modon irhatod at:

b pm b 7r
/ /0 |2’ (¢) cos(9)+y'(t)sin(9)|d9dt:/ ||7’(t)||/0 cos(0 — ¢)| dfdt.

Mivel az |cos(z)| fiiggvény 7 szerint periodikus, ezért a belss integral
nem fiigg ¢-t6l (eltolva ¢-vel, nem valtozik az integral értéke). Igy a
fenti integral tovabb egyenl§ a kovetkezdvel:

[ en [ ieostodsa = [y o)-2de = 2600).

Tehat kijott, amit be akartunk latni:

1/mduzf(’y). O
2 Je

5.1.2. Mérték a hipersikok terén és az R"-beli Crofton-formula

[2] Célunk &ltalanositani a fenti Crofton-formulat R"-beli gorbékre.
Ehhez el6szor a hipersikok terét kell megvizsgélni és definialni rajta
egy mértéket. Legyen H C P(R™) az Osszes hipersik halmaza. Le-
gyen S,_1 = {x € R"|||x|| = 1} az n-dimenzidés egységgémb feliile-
te. Vegyiik azt a ®: S,_; x R — H leképezést, ami egy (u;c) par-
hoz a H(u;p) = {x € R"|(u;x) = ¢} hipersikot. Ez a leképezés
sziirjektiv, mivel minden hipersik megadhaté a fenti, normélvektoros
egyenlettével. Viszont ez egy kétrétd fedés, mivel (u;c) és (—u;—c)
ugyanazt a hipersikot definialja. Ez a leképezés megad egy mértéket
H-n a kovetkezGképpen: egy A C Hr-mérhet§ pontosan akkor, ha
®~1(A) (0 x A\j)-mérhets, ahol o az S,,_j-en levé felszini mérték. Ekkor
v(@7H(A)) = 5(0 x A)(27H(A)).
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5.3. Tétel (R"-beli Crofton-formula). Adott : [a;b] — R™,C'-bels
gorbe. Legyen m: H — N U {oo} figguény, ami eqy H € H hipersikra,
annak y-val valé metszéspontjainak szamat adja meg (multiplicitdssal).
Ekkor a gorbe hossza az aldbbi modon megkaphato:

n+1
l(~y / mdv.

A konstans az az n — 1-dimenzios egységgé'mb térfogatanak a reciproka.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlé a sikbeli esethez. Legyeb B, az n-
dimenzios, nyilt egységgémb. Vegyiik az alabbi h € C', h: B, x[a,b] —
B, x R h(x;¢) = (x;(x;7(t))) leképezést. x # O-re egy (x;p) pont

Gsképeinek szama egyenls a «(t) gorbe H hipersikkal valo

IIXII IIXH
metszéspontjainak szamaval. A (0;0)-nak végtelen, a p # O-ra (0;p)-
nek 0 6sképe van, de ez egy nullmértéki halmaz, tehat elhanyagolhato.
Ennek a Jacobi-determinansa a kévetkezs

10 ... 0 0
01 ... 0 0
det | : L : = (x;7'(t))
00 ... 1 0
(1) (x;7'(t))

Alkalmazva a nem bijektives helyettesitéses integralformulét, a ko-
vetkez6t kapjuk:

fpuOnsie= [t (s g s

Ezt az p = ||x||p helyettesitéssel tovabb alakithatjuk (u egységvektor):

1
[ sl (i;ﬁ))dxdﬁz L[ it e dudear
Bn xR HX” RJo JS,_1

Mivel m(H p)) nem fiigg az a gdmb sugaratol, a dr-es tag kiinteg-
ralhato, igy a ovetkezore modosul az egész:

x|m(H : dxdp = // ) dudt
/anR” It <H [ p)’ p= P+ 7))
= /mdu.

28




Tehat mar csak ki kell szamolni a legfenti integralt. Ehhez elGszor
v (t)-t atirjuk poléar alakba, ||+/(t)|le alakba, ahol az e egységvektor.
Rogzitett t esetén e is fix, igy a B,-et felszeletelhetjiik e-re meréleges,
H(e; 1) hipersikokkal és azok mentén ki tudjuk szamolni az integrélt
(Fubini-tétel).

b 1
[ wpasae= [ [ e axra
By, x[a,b] a -1 nNH (e;7)

Itt, mivel a t-t6l csak a ||7/(¢)] fiigg, igy azt ki lehet integralni (és
0(7y)) lesz, emellett (x;e) = 7 egy egy hipersikon. Még az kell, hogy
B, N H(e;T) egy n — 1-dimenzios gomb, /1 — 72 sugarral, igy ennek a
térfogata V(B,) - (1 — 72)"z . Tehat az egész a kivetkezévé egyszerti-
sodik:

n

() [ VB - (=T dr = 26() [ V(B 0= ar

Itt csinalunk egy y = 1 — 72 helyettesitést (dy = ;—TldT, de a minusz jel
eltiinik, mert a helyettesités a hatarokat is megcseréli), igy a kovetkezot
kapjuk:

11 s 1yt ]! 2
20 B,_ —y 2 dy=|= = B,_
V(B [ 505 = 35| = v,
Tehat végezetiil kijott, hogy
2 2
= B,_1).
5 [ v = V(B
Ezt akartuk beléatni. O

5.2. Cauchy-formula Tetsz6leges konvex halmaz fel-
szinére

5.4. Tétel (Cauchy-formula konvex alakzatok felszinére). Adott K C
R™ konvex alakzat. Legyen m, az u normdlvektori hipersikra valo me-
réleges vetités. Fkkor a K felszinére a kévetkezd teljesiil:

/ Tu(P)du=V (B, 1) - A(K),
Snfl
tehdt a felszin kifejezhetd az ,drnyékok” térfogatdnak integrdaljdval.

29



Bizonyitds. El6szor is elég csak konvex poliéderekre (politopokra) be-
latni, mert tetszdleges konvex alakzat felszine kozelithets koré-, és be-
leirt politopokéval. Legyen P egy politop. Rogzitsiink le egy u egy-
ségvektort, és vetitsiik le P-t az altala definialt hipersikra (a hipersik
helyzete lényegtelen, csak az kell, hogy u-ra meréleges legyen): Legye-
nek Fy, Fy, ... F,, a P (n—1)-dimenzios lapjai. Kérdés, hogy mennyi a
vetiilet n — 1-dimenzios térfogata. Egy lapra a vetités egy affin transz-
formécionak felel meg (,egy irdnyban 6sszébb nyomja, a tébbiben hely-
ben hagyja”), aminek a matrixa (megfelelg bazisban) egy egységmétrix,
csak a legalsd egyese helyén egy A van. Ez a \ egyenlé a Hy, és a lap
sikja altal bezart szog koszinuszaval. Ez abbol jon ki, ha minden laphoz
vessziik annak egy n; egységhosszi normélvektorat, akkor a két stk szo-
ge egyenld u és n; szogével és (u;n;) pont egy-egy vektor vetiiletének
a hossza. Tehat V,,_1(mu(F})) = |(u;n;)|Vim1(Ly).

m m

D Vara(ma(F)) = D [(wing) Vi (L)

i=1 =1

A konvexitas miatt a vetités egyenesei majdnem minden esetben 2 lap-
jat metszik a poliédernek (kivéve, ha egy csicson, élen, k-dimenzids
lapon megy at. Akkor lehet, hogy t6bb lapot metsz, de ezek képe egy
nullmértékd halmaz a vetiileten). Ebbél kovetkezik, hogy

m

Y Vara(ma(F)) = 2V (ma(P))

=1

Ezt 6sszeadjuk minden u-ra, azaz végigintegraljuk az egységgombfelii-
leten:

m

2 [ VialmP)du =3 Vi) [ ftwmg)du

i=1 Sn—1

Itt [¢  [(u;ny)| du értéke nem fiigg n;-t6l (ha Fubini-tétellel, nj-re me-
réleges hipersikokkal szeleteljiik fel a gombot, ezeken az integral ugyan-
az lesz n;-tdl fiiggetleniil). Emellett a lapok térfogatanak osszege meg
nyilvan a felszin. Tehét



Tehat kijott, hogy az arnyékok integralja a felszin egy (dimenzi6tol
fiiggd) konstansszorosa. Mar csak maga a konstans a kérdés. Ezt meg-
kaphatjuk tgy, hogy beirunk egy olyan alakzatot, amire mindkett&t
konnyt kiszamolni. Helyettesitsiik be az egységgdémbot. Ekkor a ko-
vetkez6t kapjuk:

ma(Bn) du = T A(B,)

Su1 2

B,, vetiilete barmely iranybol nézve is B,,_1, igy ezt a konstanst kell
integralni S,,_1-en. A maésik oldalt meg A(B,,) = nV (B,), mert a felszin
a térfogat, sugar szerinti derivaltja. Igy a kovetkezét kapjuk:

V(Bp_1)nV (B,) = %”nV(Bn).

Ezt egyszertisitve kijon, hogy a ¢ = V(B,,_1). Ezt akartuk belatni. [

5.3. Pélya-formula kockidk hipersik-metszeteire

5.5. Tétel (Polya-formula [3]). Adott [—1,1]", az origd kozépponti,
2 élhosszusdgi hiperkocka és H(n) az n € S, _1 normdlvektori, origon
dtmend hipersik. Legyen S(n) a kocka metszete a hipersikkal (ez nyilvdn
az n-tél figg). FEkkor

Vo y(S() = 2 /_ [ sinc(ent,

T
o0 ;1
ahol

sine(z) = 1 ha x = 0.

Megjegyzés: A fenti integrdl egy improprius, Riemann-integrdl, mert a
sinc figguény nem Lebesque-integrdlhato.

{Smfcﬂ ha x # 0,

Bizonyitds. Legyen S(n;r) a kocka és az n = (vy,...,v,) normal-
vektord, az origotol r tavolsadgra levs hipersik metszete, azaz {p €
[—1,1]"| (p;n) = r}. Ennek a térfogatat akarjuk meghatarozni valoszi-
niiségszamitasos modszerrel. Legyenek X, ..., X, fiiggetlen, egyenle-
tes eloszlasok a [—1, 1] intervallumon. Ekkor X = (Xj;...; X,,) vektor-
valtozo egyenletes eloszlast a kockan. Ekkor

(|

n
E Uz’Xi - T
=1

< 5) = Q%Vn({p € [_17 1]n: |(p;n) - 74| < 5})

~ 2eV,-1(S(n;7)).
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Azaz annak a valoszintiségét nézziik, hogy a valtozo a |(p;n) —r| < ¢

savba esik. Ekkor, ha ¢ — 0, akkor ZUlX stirtiségfiiggvényét kap-
=1
juk meg az r helyen. A jobboldalt meg a sikmetszet n — 1-dimenzios

térfogata jelenik meg. Tehéat

Azt tudjuk, hogy > v;X; karakterisztikus fliggvénye a kovetkezs:

i=1

n H sinc(v;t)
E

Ebbdl, az inverzios formulaval vissza lehet fejteni a strtségfiige-
vényt:

fo =50 [ a0

1 o0
o/ sé7§:1 X, (t)(cos(rt) — isin(rt)) dt

1 [

=5 H sinc(v;t) cos(rt) dt.
m :

Mivel a szinuszos tag egy paratlan fliggvény. Ebbe r = 0-t helyettesitve
és atszorozva 2"-nel kijon, hogy

Vo-1(S(n;0)) = 2" /OO Hsinc(vit) dt.

& 0 =1

Ezt akartuk belatni. O
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5.4. Steiner tétele konvex halmazok paralleltartoma-
nyara

5.6. Tétel (Steiner tétele). Adott K C R"™ konvex alakzat. Legyen
K, ={p € R"d(p; K) < r} K r sugari paralleltartomdnya. FEkkor
Vo (K,) azr-nek eqy n-edfoki polinomgja, ahol az egyiitthatok K -tdl fiiggd
konstansok, azaz

Ahol ¢, = V(B,),c1 = A(K),cy = Vo (K) (a tobbi egyiithatora is van

hasonlé képlet, de azok kiszamoldsa hosszadalmas lenne).

Bizonyitds. A Cauchy formuldhoz hasonloéan elegendd konvex poliéde-
rekre belatni, mert tetszéleges konvex alakzat térfogata kozelithets eze-
kével. Adott K konvex poliéder. Ekkor K particionalhaté a lapjainak
relativ belsejeivel, azaz K = || relint(F'), ahol F lapja K-nak (itt
FCK
lapnak szamitanak a cstucsok, az élek a k-dimenzios lapok és az egész
poliéder is). Ennek segitségével R" is particionalhaté tgy, hogy tetszs-
leges p € R™-re legyen m(p) a p, K-hoz legkozelebbi pontja (nyilvan, ha
p € K akkor 7(p) = p). Mivel K- konvex és zart, ezért ez a pont egyér-
telmten létezik. Ekkor legyen Np = {p € R"|n(p) € relint(F)} tehat
azon pontok, amikhez F' relativ belsejében van a K-hoz legkozelebbi
pont. Tehat R™ = || Np. Ezek segitségével K, is particionalhato

FCK
hasonlé modon: K, = || (K, N Np). A térfogat szigma-additivitasa
FCK
miatt V(K,) = > V(K,NNg). Tehat ki kell szamolnunk egy-egy ilyen
FCK

metszet térfogatat. Legyen F' egy k-dimenziés lapja K-nak, vegylink
ehhez egy tamaszhipersikot (olyan hipersikot, mely F-ben metszi K-t)
legyen ennek a K-tol kifelé mutaté normalvaktora n ez nyilvan ortogo-
nalis F-re. Legyen Cp az F' Osszes lehetséges tdmaszhipersikjainak a
K-t6l kifelé mutatd normalvektorai altal generalt kap, (azaz ezen vek-
torok nemnegativ kombinacioiként el6allo vektorok halmaza). Ekkor
Np ={b+v|b € relint(¥) Av € Cp}. Ha F k-dimenzi6s lap, akkor
Ny N K, = relintF x (Cp N B,_x(r) (tehat lényegében vesszik a Cp
kupot, elmetssziik az r sugara gombbel, akkor megkapjuk a cstcsatol
legfeljebb r tavolséarga levé pontokat, ezt Descartes-szorozva relintF-
fel, tehat minden pontjaba odaallitva a kup cstcsat, pont Np N K,-et
kapjuk). Ebbdl, a Fubini-tételbdl, és a gomb térfogatanak aranyabol
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kovetkezik, hogy V,,(Np N K, = Vi(F) - 7" *V,,_1(Cr N B,,_;) Ekkor az
egész paralleltartoméany térfogata a kovetkezd:

Z > EV(E) - Vik(Cp N By

k=0 FCK
dim(F)=k

n

= Tnik Z Vk(F) . ank(CF N ank)

k=0 FCK

dim(F)=Fk

Lényegében ezt kellett belatnunk, mert fent r-nek egy n-edfoku poli-
nomja szerepel, aminek az egyiitthatoi (a bels§ szumma, fix k-ra) csak
a K-to0l fiiggenek. Ezek koziil a f6egyiitthatot, a konstans tagot és az
els6foku tagot konnyt kiszamolni.

A konstans tag elég egyszert, csak r = 0-at helyettesitve a képletbe
(ekkor nyilvan K, = K') a polinombol csak a konstans tag marad, tehat
Vo(K) = ¢.

Az els6fokt tagnal k& = n — 1-re kell megnézni a képletet. A belsd
szummaban V,,_1(F) - Vi(Cr N By) jelenik meg. Itt a Cr egy félegyenes
(mert az n — 1-dimenzidés lapra csak egy kifelé mutaté normalvektor
van) B; meg egy 2 hosszu szakasz, aminek a kozepébdl ,indul” a Cp
félegyenes. Tehat a metszet térfogata (hossza) 1. Emiatt a belss szum-

ma
> Vaa(F)-1
FCK
dim(F)=n—1
lesz, ez meg pont a K felszine.
A fGegyiitthatonal meg venni kell egy p € K pontot. Legyen

D = diam(K) = max{|lq1 — ¢l | 1,92 € K}

a K atmérdje. (A kompaktsag és a norma fliggvény folytonossaga miatt
felvétetik ez a maximum). Ekkor minden r-re és p-re teljesiil, hogy
B,(p;r) € K, C B,(p;r + D). Emiatt a térfogatokra a kovetkezd
teljesiil: V(B,)r™ < V(K,) < V(By,)(r + D)", r"-nel végigosztva, a
kovetkezot kapjuk: V(B,) < % < V(B,)(14+2)". Ekkor har — oo,
akkor a baloldal tart V' (B,,)-hez és a jobboldal is, igy e rendér-elv miatt
a kozépsa, Vsnlf") is oda tart. Emellett limrﬁm% = ¢,, mert a
térfogatot leird polinomot osztva r"-nel, a fGegyiitthato konstans lesz, a

tobbi tag meg nulldhoz tart. Ezekbol kovetkezik, hogy ¢, = V(B,). O
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6. Konkrét feladatok, ahol térfogatot és fel-
szint kell szamolni

Az egyik leggyakoribb kérdés, amit kapok, hogy mi értelme van annak,
hogy tudunk térfogatot- és felszint szdmolni n-dimenziéban. Mind az
elméleti- mind az alkalmazott matematikaban elgjonnek sok helyen az
ilyen jellegti szamitasok. Egyik példa az operacidkutatas, ahol a felté-
telek egy sok dimenzios poliédert alkotnak (ott a poliéder alatt félterek
metszetét értik, ami némileg eltér az itt targyalt poliéder fogalomtol),
bar itt a felszin és a térfogat ritkan jon el6. A valoszintiségszamitasban
viszont gyakran el6fordul, hogy az eseménytér egy n-dimenzios alakzat
és a kedvez6 események meg ennek a részhalmazai. Ilyenkor a valoszi-
niiség kiszamithato a térfogat segitségével (annyi valtoztatéassal, hogy
a Lebesgue-mértéket le kell normélni az eseménytér térfogatéaval, hogy
valoszintiségi mérték legyen). Olyan is lehet, hogy egy alakzat felszi-
ne az eseménytér. Ebben a fejezetben péar ilyen példat fogok mutatni,
ahol egy nehéznek tling valoszintiségszamitasi feladatot jelentGsen le le-
het egyszertisiteni, azzal, hogy a felszin- és térfogatszamitasra vezetjiik
vissza.

1. példa Egyméasutan n-szer generalunk egy véletlen szamot (egyen-
letes eloszlassal) a [-1,1] intervallumon. mennyi a valoszintsége, hogy
mindegyik pozitiv?

Matematikailag megfogalmazva, van n db, fliggetlen egyenletes elosz-
lasunk a [—1,1]-en és annak kéne a valosziniisége, hogy mindegyik a
[-1,0]-ba esik. Ezt meg lehet kozeliteni tgy, hogy az eseménytér az az
n-dimenzios, 2 élhossziisagu, origd kozept kocka, ebbdl a kedvezs esetek
meg az egységkocka és az a kérdés, hogy az el6bbibdl véletlenszertien
egy pontot valasztva mekkora az esélye, hogy az egységkockaba esik. Ez
a két kocka térfogatanak hanyadosa (a normalo tényezd mindkettGben
megjelenik, igy egyszertsiteni lehet vele): % = 2%

Ezt a feladatot nyilvan lehet moédositgatni, pl. hogy minden szémot
mas intervallumboél generalunk, ekkor kocka helyett téglatest térfoga-
tot kell szamolni. Olyan eset is lehet, amikor nem fiiggetlenek és az
egyeménytér masmilyen alakzat lesz.
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2. példa Valasszunk véletlenszeriien, egyenletes eloszléssal egy
pontot az n-dimenziés egységkockabol. Mekkora eséllyel esik a pont
a kockéba irhatd gombbe?

Az egységkockaba frhat6 gomb sugara % Ebbdl kijon, hogy a keresett
valoszintiség az alabbi gémbtérfogat (mert az egységkockaé nyilvan 1):
Féﬂ%. Erdekesség, hogy lim,,_,qc % = 0. Ez onnét lathato,
hogy a szamlalo egy exponencialis kifejezés, a nevezs meg részben egy
faktorialis fiiggvény, amirdl tudjuk, hogy ,,gyorsabban n§” mint az ex-

ponenciélis.

3. példa Adott B(R) egy R-sugart gomb és ¢ €]0,1]. B(R)-bdl ki-
vonjuk, a vele koncentrikus, B((1 —¢)R), (1 — ) R-sugart gombot. Az
szeretnénk megnézni, hogy az igy keletkezd ,,gémbréteg” térfogata, hogy
aranylik a B(R)-¢hez. V(B(R) \ B((1 —¢)R)) = ¢,(R* — (1 —¢)"R",
ahol ¢, a gémbtérfogat képletben szerepls konstans. Igy ennek az ara-
nya a B(R)-hez w. Ezt egyszertsitve 1 — (1 — ¢)"-t kapunk.
Ebben az az érdekes, hogy ha ¢ fix, akkor lim, ,o, 1 — (1 —¢)" =1
(mert € €]0,1[). Ami szemléletesen azt jelenti, hogy a homogén siird-
ségli gomb esetén a dimenzidt novelve a ,tomeg” egyre jobban a gomb
feliiletére koncentralodik, mert barmilyen kicsi e-t vesziink, a gémbré-
teg térfogata tartani fog a teljes gomb térfogatdhoz. Méasik eset, ha e-t
Lnek valasztjuk, akkor lim, o 1—(1—%)" = 1—1-t kapunk, tehat, ha
e nem fix, hanem a dimenzi6 reciproka, akkor az arany n-tél fiiggetlen
konstans lesz.

6.1. A ,zsugoroddé dartstabla” feladat

[9] Végezetiil egy nekem nagyon tetszd példat szeretnék mutatni, ami
elsére igen nehéznek hangzik, de vissza lehet vezetni a gombok térfo-
gatara. A lényeg, hogy van egy darts tablank és a kovetkezd szabaly
szerint dobalunk. A talalat helyét jelolje P, ezt Osszekotjik a tabla
kozéppontjaval, majd erre a szakaszra allitunk egy merdlegest, P-ben.
Ez a mer6leges meghataroz egy hirt a korben. Az dbran lathaté modon:
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Aztan vessziik ezt a h hosszu hurt és 0sszezsugoritjuk a tablat akkora-
ra, hogy az atmérdje h legyen. A cél az, hogy minél tobbszor talaljuk
el a tablat, agy, hogy az minden dobas utan, a dobas helyétdl fiiggden
Osszébb megy. Az is latszik, hogy egy dobés minél tavolabb van a ko-
zépponttol, annal jobban megy Ossze a tabla a kovetkezd dobés elGtt.
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy egy, a kezdeti tabla koré ir-
haté négyzet minden pontjat ugyanakkora eséllyel talaljuk el (tehét
viszonlag tigyetleniil dobunk). Az a kérdés, hogy igy varhatoan héany-
szor talaljuk el az egyre zsugorod6 tablat. Ez a matematika nyelvén
gy néz ki, hogy feltehetjiik, hogy a dartstabla kezdetben az egységkor
és adott (X;Y) egyenletes eloszlas a [—1,1]? négyzeten. Tegyiik fel,
hogy egy pontot kapunk csak azért, mert jatszunk, ezen feliil minden
talalat egy pontot ér (igy egyszertibben fog kijonni a formula). Tehét
legyen S a szerzett pontok eloszlasa. Az E(S) varhato értéket akarjuk
kiszémolni.

El6szor is mennyi az esélye, hogy az els6 nyil betalal? Azaz P(S >
1) =7, mert ugye egy pontrol indulunk. Ez nyilvan az egységkor terii-
lete, osztva a négyzet teriiletével, azaz P(S > 1) = 7. P(S > 2) mar
nehezebb, mert ugye fiigg az elsé talalat helyétdl. Legyen Ry = 1 és Ry
a k-adik dobas utani uj sugar, illetve hy a k-adik dobas tavolsédga az
origotol és (Xy; Ys) a k-adik dobas koordinatai. Ekkor hy = /X7 + Y7
a Pitagorasz-tétel miatt. Ry meg megint csak a Pitagorasz-tétel miatt
/ R2 — h? lesz, mert ugye az 1 sugarat ugy kapjuk, hogy merclegest
allitunk a dobas helyére, igy az abran lathato derékszogli haromszoget
kapjuk:
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Tehat Ry = /1 — (X? +Y?). Mivel h; kisebb kell, hogy legyen R-
nal (kiilonben megallunk), ezért nem jonnek be komplex szamok, meg
hasonlék. Ahhoz, hogy a mésodik dobas is betalaljon, az kell, hogy
hy < Ry teljesiiljon, amit, mivel ezek pozitiv szamok, négyzetre lehet
emelni: h3 < R} ez tovabb frhato X2+Y? < 1—(X7+Y}?) ezt atrendezve
XZ2+Y?+ X3 +Y7 < 1-et kapunk. Tehat pontosan akkor lesz legalabb
2 talalatunk, ha a fenti 4 koordinata a 4-dimenziés egységgombbe esik
(tigy, hogy ezek egyiittes eloszlasa az egyenletes [—1, 1]*-en) Ezt tetszo-
leges k-ra meg lehet ismételni: ahhoz hogy a k-adik dobés is betalaljon,
az kell, hogy hi < R?_, teljesiiljon. Mivel R} | = R} , — hi_, ez atir-
hato a kovetkezére: X7 +Yy, < Ri_,— (X7_, +Y?2 ) ezt tovabb bontva
és atrendezve kijon, hogy X? + Y72+ X3+ Y+ + X2+ Y2 < 1, ami
pont a 2k-dimenzios egységgomb egyenlete. Tehat P(S > k) = %.
Nyilvan P(S =k) = P(S >k —1) — P(S > k).

= in(P(S >n—1)— P(S >n)).

Vegyiik észre, hogy ez majdnem egy teleszkopikus 6sszeg, mert kibontva
a kovetkezot kapjuk: P(S > 0) — P(S > 1) +2P(S > 1) — 2P(S >
2)+3P(S > 2)—3P(S > 3)+..., azaz minden tag eggyel kevesebbszer
szerepel negativ elGjellel, mint pozitivval. Tehat a kovetkezst kapjuk:

E(S) = iP(S >n) = i T i a2, 10,
n=0 n=0

4nnl
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Ezt a feladatot nyilvan lehet moédositani, példaul hogy az egységkordn
vesziink egyenletes eloszlast (azaz feltessziik, hogy a jatékos az eredeti
tablat biztosan eltalalja), vagy vmi olyan eloszlast vesziink, ami az
origbhoz kozel koncentralodik, pl. egy 2-dimenzids, normalis eloszlast
(tehat a jatékos a kozepére céloz és nagyobb eséllyel megy oda, mint
kijjebb), de ezekkel most nem foglalkozunk.
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7. Végszo

Ezzel a dolgozattal betekintést nyerhettiink a magasabb dimenzidkba,
egy nehezen elképzelhets és felfoghato vilagba. Megnéztiik, hogy néz-
nek ki ott a gémbok, kockdk, hengerek, stb. Léathattuk, hogy sokszor
mennyire nem egyszerd egy alakzat térfogatat vagy felszinét kiszamol-
ni. Meg kellett érteni a magasabb dimenziés geometriat és analizist,
hogy ezeket meg tudjuk oldani. Nyilvan csak toredékét lattuk ennek a
vildgnak és arra, hogy az egészet bejarjuk egy élet sem elegendd, nem,
hogy egy szakdolgozat, viszont hasznos tudast szereztiink ezen latoga-
tas soran. Végén visszatérve a megszokott vilagba, fel is hasznaltuk a
megszerzett tudést.
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