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Bevezetd

Dolgozatomban véges geometridk, azon beliil is véges projektiv sikok minimélis le-
fogo6 halmazainak maximalis méretét vizsgalom. A projektiv sik fogalma pontok és
egyenesek euklideszi geometridban ismert illeszkedési viszonyait altalanositja, és az
absztrakcio ellenére megérzi a megszokott szemléletiink tobb fontos elemét. Els6-
ként tehat véges projektiv sikokrol esik majd sz6, ebben a kontextusban vezetem
be a lefogd ponthalmazok fogalmat is. Minden véges projektiv sik egyben egy igen-
csak szabalyos illleszkedési struktura, igynevezett négyzetes blokkrendszer. A tagabb
kontextus felé valo 1épést indokolja az is, hogy lefogd halmazokat mar altalanos illesz-
kedési struktirakon vagy veliik ekvivalens hipergrafokon is lehet értelmezni. Persze
teljes altalanossagban lefogé ponthalmazokréol nem sok minden mondhato, igy érde-
mes a fokuszt az un. t-rendszerekre sziikiteni, melyeket az illeszkedési strukturak
pontjaira és blokkjaira vonatkozo regularitési feltételekkel (szimmetria-szabéalyokkal)
definidlunk, jellemz&en gy, hogy fixaljuk a blokkok, illetve kézos metszeteik méretét,
az egy vagy valahany fix szamu ponton atmené blokkok szamat, stb. Speciédlisan egy
projektiv siknal a blokkokat egyeneseknek nevezziik, barmely két ponthoz pontosan
egy olyan egyenes van, amelyre mindketten illeszkednek, barmely két egyenes egy
pontban metszi egymést, és véges esetben az egy ponton atmend egyenesek és az egy
egyenesre illeszked6 pontok szama ugyanaz a rogzitett pozitiv egész szam.

Projektiv sikokon definialt, specidlis ponthalmazok méretére vonatkozd becslé-
sekhez sokszor elemi kombinatorikus megfontolasok segitségével (leszamlalassal) is
eljuthatunk. Az altalanos targyalasi keret azonban a kozvetlen szemlélettsl talan
tavolabbi, de igencsak erdGs, linearis algebrai eszkozoket biztosit, jelen esetben a sa-
jatértékek vizsgalatan keresztiil. Az itt bemutatott technika az un. Osszefondédo
sajatértékek modszere, melyet t-rendszerekben tetszGleges részsturktira méretének
becslésére tudunk alkalmazni.

Ebbdl a szemponthol tehat kozvetlen, kombinatorikus és komplexebb, linearis
algebrai modszereket hasonlitok Gssze a lefogd ponthalmazok kapcsan.



1. Projektiv sikok és lefogd6 ponthalmazaik

Els6ként tekintsiik a projektiv sikok és lefogd ponthalmazaik megszokott szemlélethez
kozelebb allo téméajat Kiss Gyorgy és Szényi Tamas Véges geometridk c. konyve [§]
alapjan, az altalanos keretre ez utan tériink at. A fejezetben talalhaté bizonyitasok
lényegiiket tekintve megegyeznek a konyvben szereplékkel, ezért csak az ettdl eltérs
esetekben tintetem fel kiilon a forrast.

1.1. Projektiv sikok

1.1.1. Definicid. Legyen P és £ két diszjunkt halmaz, I egy P x £ tipusu un. il-
leszkedési relacio. Ekkor a I1 := (P, &, 1) harmas projektiv sikot alkot, ha kielégitik
az alabbi axiémékat:

(A1) P barmely két kiilonb6z6 eleméhez egyértelmiien létezik egy E-beli elem, amellyel
mindketten relacioban allnak,

(A2) & barmely két kiilonbozs eleméhez egyértelmien létezik egy P-beli elem, amely
mindkett§jiikkel relacioban all,

(A3) P minden eleméhez létezik legalabb harom kiilonbozs E-beli elem, melyekkel
relacioban all,

(A4) & minden eleméhez létezik legalabb harom kiilénb6zé P-beli elem, melyek vele
relacioban allnak.

P elemeit pontoknak, £ elemeit egyeneseknek nevezziik, a pontokat latin nagybe-
tiikkel, az egyeneseket latin kisbettikkel fogjuk jelolni. Tovabbé ha egy P pont és egy
e egyenes relacioban allnak, ezt a tényt PIe modon jeloljiik, és azt mondjuk, hogy
a P pont illeszkedik az e egyenesre, vagy masképp az e egyenes atmegy a P ponton,
vagy megint masképp a P pont rajta van az e egyenesen. Két pont 6sszekots egyene-
sét, vagyis azt az egyenest, amelyre mindkét pont illeszkedik, a pontok betijeleinek
egymasutanjaval (P, pontok esetén P(Q-val) jeloljik. Két egyenes metszéspontjat
pedig a halmazelméletbsl megszokott metszettel (e N f).

Erdemes megjegyezni, hogy £-re tekinthetiink tigy is, mint a P részhalmazainak
egy halmazara, ahol egy e € & egyenes épp a ra illeszked§ pontokat tartalmazo
részhalmaznak felel meg. Igy a megszokott modon egy illeszkedési tablazat (véges
esetben métrix) segitségével jol reprezentalhatoak projektiv sikok.

Az (A3) és (A4) feltételek az elfajulo esetek kizarasara szolgalnak, ezek az alabbi
alternativ axioméakkal helyettesithetGek:

(A’3) Létezik négy altalanos helyzet pont, azaz olyan pontok, amelyek koziil semelyik
harom nem illeszkedik egy egyenesre.
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(A”3) Barmely két egyeneshez létezik rajtuk kiviil es6 pont

1.1.2. Lemma. A (P,&,I) harmas pontosan akkor alkot projektiv sikot, ha (A1),
(A2) mellett kielégiti az (A’3) vagy az (A”3) axidmak valamelyikét.

Bizonyitds. El6szor tegyiik fel, hogy a (P, £,I) harmasra teljetilnek a (A1)-(A4) axi-
oméak. Ekkor (A3) miatt tetszSleges P € P pontra illeszkedik legaldbb harom egye-
nes, jeloljon ezek koziil kettét e, f. Viszont (A4) szerint e-nek és f-nek van tovab-
bi két-két pontja, ezeket jelolje Ei, Eo, Fy, Fy. Persze F1FEy = e és F1Fy, = f, de
en f =P ¢ {El, EQ, Fl, FQ}, igy El, EQ, F17 FQ klelégitlk (A’3)—at.

Ha (A1), (A2) és (A’3) teljesiilnek, és e és f két tetszbleges egyenes, akkor legfel-
jebb az lehetséges, hogy e-re és f-re is ketts-ketts illeszkedik a négy altalanos helyzeti
pont koziil. Jelolje ezeket Ey, Ey, Fi, Fy, ahol E1Fy = e és F1Fy = f, és legyen tovab-
b4 P = E1F) N EyF,. Ekkor P nem lehet rajta e-n, mert akkor £y P = E1F; miatt
F} is rajta lenne e-n, a szimmetria miatt P f-en se lehet rajta, igy (A”3) is teljestil.

Tegytik fel most, hogy teljestil (A1), (A2) és (A”3), és legyen P € P egy tetszile-
ges pont, e, f pedig két egyenes. Ha P nincs rajta, se e-n, se f-en, akkor tekintsiik e
helyett az P és e f pontok altal meghatarozott egyenest (ezen mar P nyilvan rajta
van), tehat valaszthatjuk e-t ugy, hogy Ple teljesiiljon. De P = e f is feltehetd,
hisz ellenkezd esetben (A”3) értelmében létezik olyan ) € P pont, mely sem f-en,
sem e-n nincs rajta — igy P-t6l is kiilonbozik—, és ekkor f helyett vehetjik a PQ
egyenest. Ha viszont P = e f, akkor (A”3) értelmében létezik egy e-n és f-en kiviili
R pont, ekkor pedig e, f és PR harom kiilénb6z6 P-n atmend pont, ezzel (A3)-at
belattuk. Legyen most e egy tetszéleges egyenes, e-hez (A”3) kovetkeztében létezik
ra nem illeszkedd P pont, ezen viszont a mar belatott (A3) értelmében atmegy harom
kiilonb6z6 egyenes, melyeknek az e-vel vett metszéspontjainak mind kiilonbozek kell
lennie, hisz mindegyik atmegy P-n, igy (A4) is teljesiil. H

Az eredeti definici6 elénye, hogy az (A1)-(A4) axidméakon keresztiil kozvetlentil
kittinik a pontok és egyenes fogalmainak dualitdsa, az, hogy a két halmaz felcserélésé-
vel szintén projektiv sikot kapunk. Eppen ezért barmely olyan projektiv sik pontjaira
vonatkoz6 allitas, amely az axiomakbdl levezethetd, ugyanigy igaz az egyenesekre is
és viszont, mint ezt a kovetkezs, véges projektiv sikokra vonatkozo tétel is példazza.

1.1.3. Tétel. Ha egy projektiv sik valamelyik egyenesére n + 1 pont illeszkedik (n €
N), akkor minden egyenesre n + 1 pont illeszkedik, minden ponton &t n + 1 egyenes
megy, és Osszesen n? 4+ n + 1 pontja és ugyanennyi egyenese van a siknak.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az e € & egyenesre n + 1 pont illeszkedik, és legyen
P € P egy tetszbleges pont. Ha P nem illeszkedik az e-re, akkor az e pontjaival (A1)
alapjan n + 1 rajta a&tmend egyenest kapunk. (Mé&s egyenes mar nem mehet a4t P-n



mert egy ilyennek az e-vel vett metszéspontja nem egyezhetne az eredeti n 4+ 1 pont
egyikével sem.) FEzzel belattuk, hogy barmely e-re nem illeszked ponton &t n + 1
egyenes megy, és az eddigi érvelés dudlisat P-re alkalmazva kapjuk, hogy barmely
P-n a4t nem mend egyenesnek n 4 1 pontja van. Tekintsiik most az e egy tetszéleges
E pontjat, ehhez (A3) miatt van olyan e-t6l kiillonb6z6 f egyenes, amely dtmegy E-n,
de P-n nem, igy n+ 1 pontja van. e tovabbi pontjait f n+ 1 pontjaval 6sszekotve azt
kapjuk, hogy e minden E-t8] kiilonb6z6 pontjara illeszkedik n + 1 egyenes (t6bb nem
is lehetne az ilyen egyenesek f-fel vett metszéspontjainak szama miatt). Igy persze
E helyett e-nek egy maésik pontjabol kiindulva adodik, hogy E is n + 1 egyenesre
illeszkedik, azaz minden pont n + 1 egyenesre illeszkedik, de akkor a dualitds miatt
minden egyenesen is n + 1 pontnak kell lennie.

Ami a pontok szamat illeti, induljunk ki egy tetszéleges P pontbol. Erre illeszkedik
n+1 egyenes, és mindegyiknek van tovabbi n pontja a P-n kiviill. (Ez az (n+1)n pont a
P-n atmend egyenesek altal pontosan egyszer van lefedve, hisz az ilyen egyenesek épp
P-ben metszik egymast). Mas pont pedig nem is lehetséges, mert azt P-vel 6sszekotve
egy n + 2-edik P-re illeszkeds egyenest kapnank. Igy P-vel egyiitt 1 4 (n + 1)n =
n? 4+ n + 1 pont, és a dualitds miatt ugyanennyi egyenes van osszesen. O]

Ha a Il projektiv sik véges, akkor a fenti tétel alapjan van olyan n > 0 természetes
szam, hogy II-nek n?4+n-+1 pontja és egyenese van, és minden pontjan at n+1 egyenes
megy, minden egyenesére n + 1 pont illeszkedik. Ekkor n a projektiv sik rendje, ezt
hangsulyozando II helyett a II,, jelolést hasznéljuk.

A projektiv sikok talan legfontosabb osztélyat hdromdimenziés vektorterek segit-
ségével definialhatjuk.

1.1.4. Példa. Kommutativ K test feletti haromdimenzioés V' vektortéren legyen P
az egy-, £ pedig a kétdimenzios alterek halmaza. Az illeszkedést pedig a szokasos
tartalmazassal definialjuk.

(A vektorterek fogalmahoz lasd pl. [5] L. rész, 2. fejezet.)
1.1.5. Allitas. A fenti konstrukcié projektiv sikot ad.

Bizonyitds. Barmely két kiillonb6z6 egydimenzios alteret pontosan egy kétdimenzios
altér tartalmaz és barmely két kiilonbozd kétdimenzios altér metszete egy egydimen-
zi6s altér, igy az els6 két axioma teljesiil. Ami a pontokra illeszkedd egyenesek szamét
illeti, legyen e; egy egydimenzids altér valamely bazisvektora. Ekkor léteznek olyan
e, e3 vektorok, melyekkel egyiitt e; mar V' egy béazisat adja. Ilyenkor viszont az eq, es,
és eq, e3, illetve az eq, es + e3 vektorparok altal feszitett kétdimenzids alterek paron-
ként kiilonboz6ek, de mindegyik tartalmazza az e; altal meghatarozott egydimenzios
alteret. Masrészt ha e, e; egy kétdimenzios altér bazisa, ennek mindenképp tartal-
maznia kell az ey, az ey, és az e; + ey vektorok altal feszitett, paronként kiillonb6zs
egydimenzios altereket, igy a mésodik két axiéoma szintén teljesiil. O



1.1.6. Megjegyzés. Evvel az algebrai reprezentacio is cliinkbe hull: a pontok x =
(z1, T2, z3) € K*\{0} médon reprezentalhatéak, ahol barmely A € K, A # 0 skalarra
X és Ax ugyanazt a pontot jelentik, az egyeneseknek pedig u = [uq, ug, u3] modon
jelolt harmasok felelnek meg, ahol (up,us,us) € K*\{0} a megfelels kétdimenzios
altér ortogonalis kiegészits alterének egy bazisa. (Igy tehat az egyenesek esetén is
barmely A € K, A\ # 0 skalarra [uy, us, us] és [Aui, Aug, Aug] is ugyanazt az egyenest
reprezentalja.) Es végiil az x pont pontosan akkor illeszkedik az u egyenesre, ha
u' X = xyu; + Toug + xzuz = 0. Az igy definialt projektiv sikot PG (2,K), vagy ha K
q elemt véges test, PG (2, ¢) modon szokas jelolni.

1.2. Projektiv sikok lefogd és blokkol6 ponthalmazai

1.2.1. Definicié. Legyen S a II projektiv sik pontjainak egy részhalmaza. Ekkor S
lefogo ponthalmaz, ha minden egyenes legalabb egy pontban metszi S-t. Az S lefogd
ponthalmaz minimadlis, ha egyetlen pontja sem hagyhato el tgy, hogy tovabbra is
lefogd halmaz maradjon.

Pontok helyett természetesen megkozelithetnénk a probléméat az egyenesek (lefedd
egyenesek) feldl is, erre azonban a dualitas miatt nincs kiilon sziikség.

A szokasos szemléletnek megfelelGen egy ponthalmaz kapcsan beszélhetiink kitérd,
érintd és szel6 egyenesekrdl

1.2.2. Definicié. Az S C P ponthalmazra nézve egy e € £ egyenes
e kitérd, ha nincs S-beli pontja,
e ¢érintd, ha egy pontban metszi S-t

e szeld, ha legalabb két pontja S-beli

Ha hangsilyozni szeretnénk, hogy e-nek pontosan ¢ pontja esik S-be, e-re t-szel6ként
hivatkozhatunk. (AlapvetSen ¢ > 2, de az érintSket 1-, a kitérd egyeneseket pedig
0-szelknek is tekinthetjiik.)

Az érintsk fogalméval mér pontos kritériumot adhatunk arra, hogy mikor miniélis
egy lefog6 ponthalmaz.

1.2.3. Allitas. Az S lefogo ponthalmaz pontosan akkor minimalis, ha barmely pont-
jdban van érintdje.

Bizonyitds. Ha S-nek van olyan pontja, melyben nincs érint6, akkor ez a pont minden
tovabbi nélkiil elhagyhato, hisz a rajta atmend egyeneseket tovabbra is lefogja S tébbi

pontja. Masfeldl ha egy pontban van az S-nek érint&je, ezt nem hagyhatjuk el, hisz
az érint6t méar nem fogja le S mas pontja. n
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Természetes a kérdés, hogy milyen korlatok adhatok lefogé6 ponthalmazok mére-
tére. Ami a felsé korlatot illeti, maga P, vagyis az Osszes pont halmaza is lefogd
ponthalmaz, tehat ilyenkor érdemes a problémat a minimaélis lefogd ponthalmazok
korére sziikiteni. Hasonloan adhato trivialis alsé korlat: projektiv sikon barmely két
egyenesnek van metszéspontja, igy mar egyetlen egyenes pontjai lefogjak az Osszes
egyenest. Nem nehéz belatni, hogy véges projektiv sikon ennél az n+ 1 pontnél keve-
sebb nem is elegendd, hisz n pont még n(n+1) egyenest se foghat le ((n(n+1) —1)-et
mar igen). Igy a minimalitas kérdésében a trivialis megoldas kizarasara vezették be
a blokkol6 halmazok fogalmat.

1.2.4. Definicié. A II projektiv sik pontjainak egy S részhalmaza blokkolo ponthal-
maz, ha S lefogd és nem tartalmaz teljes egyenest.

Lassunk néhany példat blokkol6é ponthalmazokra!

1.2.5. Példa. II,, projektiv sikon n > 3 esetében vegyiink harom olyan egyenest,
amelyek paronként kiilonb6z6 pontokban metszik egymést. Ekkor e harom egyenes
pontjai koziil a metszéspontokat elhagyva 3(n — 1) pontboél all6 blokkolé ponthalmazt
kapunk. (Az eredeti egyeneseket igy nyilvan lefogtuk, de barmely mas egyenesnek
mindharom eredeti egyenessel van metszéspontja, melyek koziil legfeljebb egy lehet
az elhagyott pontok kozott, igy még az ilyen egyenesek is valamelyik eredeti egyenest
sziikségképp el nem hagyott pontban metszik. Emellett minden egyenesnek legalabb
két pontja kimarad a kivalasztottak koziil.)

1.2.6. Példa. 11, projektiv sikon n > 3 esetében vegyiink két egyenest és egy rajtuk
kiviil es6 pontot, majd hagyjuk el egy olyan harmadik egyenesnek az eredetiekkel vett
metszéspontjait, amelyik &tmegy a kitiintett ponton, de a két egyenes metszéspontjan
nem. Ez egy 2(n + 1) pontbol allé blokkol6é ponthalmazt eredményez.

Hogy legalabb hany pontja van egy blokkolé ponthalmaznak, viszonylag alaposan
korbejart kérdéskor, véges projektiv sikok esetbén azonban minimalis lefogd ponthal-
mazok éles fels§ korlatja is ismert.

1.2.7. Tétel (Bruen-Thas). Ha S minimalis lefog6 ponthalmaz a II,, véges projektiv
sikon, akkor

S| < nyn+ 1.
Egyenl6ség esetén S unital, vagyis minden egyenes 1 vagy v/n + 1 pontban metszi.

Bizonyitds. Jelolje |; az S ponthalmaz i-szelGinek szamat, és legyen z = |S|. Ek-
kor kétféleképpen megszamolva S szelGit, az S-beli illeszkedéseket és végiil az S-beli



pontparokat az aldbbi Osszefiiggéseket kapjuk:

n+1
Z L=n>+n+1,
=0
n+1
Zili =(n+1)z,
i=0
n+1
D (i =)l =z (z—1)

(C2)-t és (1)-et Osszeadva

n+1
Zz'Qli:x(x—l)—l—(n—i—l)x:x(x—i—n).
i=0

(C1)

(C2)

(C3)

Legyen £ = {e € £: |eNn S| > 1} az S szelSinek halmaza. Mivel S lefogd ponthal-

maz, lg = 0, igy

n+1

€1 :Zli =n*+n+1-1,
i—2
n+1

Y lenS| =D il = (n+ 1)z —,

ec&y 1=2
n+1

dlenSP =Y "l =x(x+n)— 1.
=2

e€&q

Most a négyzetes és szamtani kézepek kozti egyenltlenséghdl

<Ze€81 |€ N S’)2 < 26681 |€ N S|2

€1 €] 7
ezért
n+1 2 n+1
=2 =2
vagyis

(n+1)z—1)* < (n®+n+1-10)(z(z+n) —1).



Atrendezve
(n*+n+l+2°—(n+2)z)h < (P*+n*+n—nz)a
adodik. De mivel S minimalis lefogd, z < [, és igy
(n+n+l1+2°—(n+2)z)z < (n*+n*+n—nz)z
x > 0, ezért

n4n+l+i—n+2)r<n*+n*+n—-no
2 =2z +1<n?
z < nyn+ 1.

Ha pedig egyenl@ség teljesiil, akkor egyrészt Iy = = ny/n + 1, mésrészt minden &;-
beli egyenesnek ugyanannyi pontban kell metszenie S-t, mert a szdmtani és négyzetes
kozepek is egyeznek. Mivel az S-beli illeszkedések szama (n+1) (ny/n + 1), és ezekbol
az ny/n + 1 érint6 ennyit el is vesz, a tobbi n? — ny/n + n egyenesre egyenként

n(nyn+1) v/n + 1 illeszkedés jut, tehat minden &;-beli egyenes pontosan /n + 1

n2—nynin
pontban metszi S-t. O

1.2.8. Megjegyzés. A fenti bizonyitds mintajara Illés Tibor, Szényi Tamas és Wettl
Ferenc megmutatta [3]|, hogy ugyanez a korlat érvényes, ha csak annyit kéveteliink
meg, hogy a ponthalmaznak legaldbb annyi érintGje legyen, ahédny pontja.

Az alabbi példa mutatja, hogy a tételben szerepls korlat éles.

1.2.9. Példa. A PG (2, s?) stkon az 25" + 25t + 25T = 0 egyenlettel definialt pontok
halmazat Hermite-gorbének nevezik. Ennek szép tulajdonsaga, hogy minden egyenes
vagy egy, vagy s + 1 pontban metszi, minden pontjaban van érintGje, és Osszesen
s3+1 pontbol 4ll (lasd [8] 4.20-4.22). Ebbdl kifolyolag minden Hermite-gorbe egyben
minimalis lefogé ponthalmaz, amely n = s? esetén épp n/n + 1 pontbol all, vagyis
egyenl@séggel teljesiti a Bruen-Thas-tételt, azaz a fels6 becslés éles.

Ha n nem négyzetszam, valamivel javithato a korlat:

1.2.10. Tétel. Legyen S minimalis lefogd6 ponthalmaz a II, projektiv sikon, ahol
n # 5. Ekkor

15| gn\/ﬁﬂ—@n,
ahol s \/n tortrészét jeloli [6].
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2. A sajatértékekrol roviden

Miel6tt véges projektiv sikokrol ratérnénk az altalanos illeszkedési struktarakra, a
sajatértékek témakorét alaposabban szemiigyre vessziik, ez ugyanis kozponti fogalma
a késGbbiekben a lefogd ponthalmazok méretének becslésére felhasznalt eszkoznek,
az Osszefonodo sajatértékek modszerének. Igy mar az illeszkedési struktarak linearis
algebrai reprezentéicidjanal is beszélni fogunk sajatértékekral.

Hely sziikében feltételezziik a kevésbé témaba vago lineéris algebrai alapfogalmak
és Osszefliggések (pl. matrix, determinans, rang, vektortér, linearis fiiggetlenség, ba-
zis, stb.) ismeretét, amelyek tobbek kozt megtaldlhatoak Rozsa Pal Linedris algebra
és alkalmazdsai c. kényvében [5].

2.1. Alapfogalmak

2.1.1. Definicié. Legyen A € K™ " négyzetes matrix, ahol K kommutativ test.
Ekkor a A € K szam az A matrix sajdatértéke, és az u € K" \{0} vektor az A A\-hoz
tartozo sajdtvektora, ha

Au=)\u
A sajatértékeinek halmazat a matrix spektruménak nevezziik .

Koénnyen meggondolhatd, hogy ha u és v is A\-hoz tartozé sajatvektorai A-nak,
akkor u és v barmilyen linearis kombinéciéja is A-hoz tartozo6 sajatvektor, specialisan
tetszbleges ¢ skalarra cu is az. Ezek alapjan vilagos, hogy barmelyik A sajatértékhez
tartozo sajatvektorok 0-val kiegészitve alteret alkotnak, ezt a A-hoz tartozoé sajdtal-
térnek nevezzilk. A A\ sajatérték multiplicitdsa a A-hoz tartozé linearis fliggetlen
sajatvektorok szamanak maximuma, vagy méasképp a A-hoz tartozé sajataltér dimen-
zioja.

A pontosan akkor sajatértéke A-nak, ha valamely nemnulla u vektorra, A u = A u,
vagyis ha (A —AE)u = 0, ez pedig avval ekvivalens, hogy a (A —A E) matrix szingu-
laris, vagyis a determinansa nulla. Tehat A sajatértékei épp a p(x) = det (A —z E)
karakterisztikus polinom gyokei.

Praktikus okokbdl e szakasz tételeit, allitasait a komplex szamtest f6lott mondjuk
ki (noha késébb alkalmazni csak {0,1} értékii matrixokra fogjuk). Igy a komplex
szamok témakoréhez kapcsolodo alapfogalmak és elemi Osszefliggések ismeretét is fel-
tételezziik (pl. konjugalas tulajdonsagai, komplex szam abszolutértéke, stb. lasd [5]).
Egy A matrix (elemenkénti) komplex konjugaltjat a megszokott moédon, A-val fogjuk
jelolni.

2.1.2. Definicio. Legyen A € C™™ komplex méatrix, ekkor A transzpondltja az az
AT-val jelolt, m x n-es komplex matrix, melynek 7j-edik eleme épp A ji-edik eleme
(i=1,2,...,m,j=1,2,...,n). A" =AT pedig az A adjungdltja.
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2.1.3. Definici6. Egy négyzetes A matrix donadjungdlt, ha A* = A, és szimmetrikus,
ha AT = A.

2.1.4. Megjegyzés. Valos értékd matrixok esetén az adjungalas és transzponalés,
illetve az 6nadjungalt és szimmetrikus métrixok fogalmai nyilvan egybeesnek.

2.1.5. Allitas. Onadjungalt matrixok sajatértékei valosak.
Specialisan valos értéki, szimmetrikus matrixok minden sajatértéke valos.
Bizonyitds. Legyen A € C**" onadjungalt, és A € C az A sajatértéke:

Au=)\u

valamely u # 0 sajatvektorra. Ekkor, a komplex konjungélas 6sszeg és szorzattartd
tulajdonséigait kihasznalva

is teljestil. Viszont uT AT = (A u)" = AuT, igy mindkeét oldalt uT-val balrél szorozva
adodik, hogy

Au'u= ) \u"u

Es mivel u # 0, ebbdl A = X adodik, vagyis \ sziikségképp valos. H

2.2. Néhany tovabbi Osszefliggés

2.2.1. Allitas. Legyen ¢ # 0 skalar, ekkor \ akkor és csak akkor sajatértéke az
A matrixnak, ha cA sajatértéke c A-nak. Raadasul u akkor és csak akkor A A-hoz
tartozo sajatvektora, ha ¢ A-nak cA\-hoz tartozo sajatvektora is egyben, vagyis a két
sajataltér megegyezik.

2.2.1.1. Kovetkezmény. Specidlisan ¢ = —1l-te Au=Au+— —Au=-\u

2.2.1.2. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy az n x n-es A matrix sajatértékei va-
losak, és jelolje a sajatértékeket A;(A), A\a(A),..., \,(A) nagysag szerint csokkend
sorrendben. Ekkor A\gy(—A) = =\, 11 x(A) (k=1,2,...,n).
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Bizonyitds. Legyen uy az A A\;(A)-hoz tartozo sajatvektora (k =1,2,...,n). Ekkor
—Xx(A) sajatértéke — A-nak uy sajatvektorral, igy
()‘1(_ A)7 )‘2(_ A)7 RN )\n(_ A)) = <_>\n(A)7 _)\nfl(A)a BRI _>\1<A)) u

2.2.2. Tétel. Legyen A n X n-es méatrix, P n X n-es invertdlhaté6 matrix, ekkor A
akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, ha P AP '-nek is sajatértéke ugyanakkora
multplicitassal.

Bizonyitds. Legyen ) sajatértéke A-nak és V olyan métrix, melynek oszlopai A\-hoz
tart6zo, linearisan fliggetlen sajatvektorok, vagyis

AV =)V
Legyen most U = P V. Mivel P invertalhato, rang U = rang V. Mésrészt
PAP'U=PAP'PV=PAV=)APV=)U

Tehat X\ legalabb annyiszoros sajatértéke P A P~ '-nek, mint A-nak. Ugyanezt az
eljarast A és P helyett rendre P AP '-re és P '-re alkalmazva adodik a forditott
egyenlGtlenség. O

Az alabbi tétel a t-rendszerek sajatértékeinek vizsgalatanal kap nagy szerepet.

2.2.3. Tétel ([2] 1.1.2. Lemma ). Legyen B*, A € C"™ és legyen N e CmHm)x(n+m)
a kovetkez6

N = {]g ‘g} .
Legyen tovabba A\ # 0 ekkor az alabbi feltételek ekvivalensek
(i) X az N sajatértéke t-szeres multiplicitassal,
(ii) —A az N sajatértéke t-szeres multiplicitéassal,
(iii) A? a B A sajatértéke t-szeres multiplicitassal,
(iv) A\? az A B sajatértéke t-szeres multiplicitassal.
A bizonyitashoz sziikségiink lesz az alabbi 6sszefliggésre:

2.2.4. Allitas. Legyen A egy n x m-es, B pedig m x k-as méretd matrix, ekkor

rang (A - B) < min (rang A, rang B)
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Bizonyitds. Jelolje ay,,...,a, az A, by,...,b,, a B sorait (ezek tehat sorvektorok),
ekkor a; - B a B sorainak egy lineéris kombinécidja (i = 1,2,...,n), igy barmely vek-
tor, amely felirhaté az A - B sorainak linearis kombinaciojaként, egyben a by, ... b,
vektoroknak is linearis kombinacidja, ebbdl pedig rang (A - B) < rang B koévetkezik.
Ekkor viszont

rang (A -B) =rang (A-B)" =rang (BT- A7) < rang AT =rang A .
[

A 2.2.3 Tétel bizonyitdasa. Legyen U olyan n + m sort tartalmazé matrix, melynek
oszlopai A-hoz tartozo linedrisan fiiggetlen sajatvektorok, és bontsuk ketté U-t egy n

és egy m sorbol allo részre:
_ U
o= o)

ahol Uj-nek n, Us-nek pedig m sorbol van. Felhasznélva, hogy NU = AU,

AU o e [0 AU [ATU,
o o-nu- g ol - el

adodik, vagyis

AUQZ)\Ul és BU1:/\U2

Ezért
ABUlz)\zUl és BAUQZ)\2U2
és
AU [AUL]  [AE
- 3] - (34 - g
igy

rang U; < rang U =rang A U = rang ({)\BEl Ul) <

< min (rang ([/\BE]> ,rang Ul) <rangU;.
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Vagyis rang U; = rang U, és mivel ABU; = A2 Uy, igy A\? multiplicitisa A B-nél
legalabb rang U. Masrészt, ha A B U] = A2 U valamely U] métrixra, akkor az

U = [ lEB} U, esetétn NU =\U
D)

és rang U’ = rang U] a fenti modon adodik, fgy A multiplicitisa N-nél legalabb

rang U}. Tehat A\? multplicitasa A B-nél és A multiplicitasa N-nél sziikségképp meg-

egyezik. (Ug-re ugyanigy jarhatunk el.)

Mindebbdl kozvetleniil adodik, hogy —A ugyanekkora multiplicitast sajatérték,
hisz —\ is gyoke A%-nek, de a szemléltetés végett megadunk egy invertalhato linea-
ri leképezést, melynek segitségével A\ sajatvektoraibol —\ sajatvektorait nyerhetjiik.
Legyen

AN _En 0 . N Y4 o _Ul o Vl
E._[ 0 Em:| és V'_EU_[UQ}_[VJ'

Ekkor V oszlopai —A-hoz tartozé linearisan fiiggetlen sajatvektorok, ugyanis:

o Al[-U] (AU, ] [AUL] [-AVi]
Nl o) Lo = ee) - [ )= Bv) =v

Es, ha V' —)\-hoz tartozo linedrisan fiiggetlen sajatvektorokbol all, akkor U’ = E' V'
oszlopai A-hoz tartozoé lin. fliggetlen sajatvektorok. O]
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3. Illeszkedési struktirak és lefogdé ponthalmazaik

Ebben a fejezetben a lefogdé ponthalmazok értelmezésének korét altalanos illeszkedé-
si struktarakra is kiterjesztjiik, melyek koziil néhany szabélyosabbat kozelebbrdl is
szemiigyre vesziink. Egyuttal a jol hasznalhaté matrix-reprezentéiciokrol is szé esik.
Az itt hasznalt terminologiat elsGsorban |7]-bél kolesonozziik, ideértve egy-egy neve-
zetesebb, t-rendszerekre vonatkozo allitast és bizonyitast is.

3.1. Illeszkedési struktarak

3.1.1. Definici6é (Illeszkedési strukturak). Legyenek P és B diszjunk halmazok, I
pedig egy P x B tipusd, un. illeszkedési relacio. Ekkor a ¥ = (P,B,I) harmas
illeszkedési struktarat alkot.

Az illeszkedési strukturak fogalma geometriai indittatésa, igy P elemeit pontok-
nak, B elemeit blokkoknak, az I szerint relaciéban all6 pont-blokk pérokat pedig
zaszloknak szokés nevezni. Azonban itt a véges projektiv sikoknal megszokott kon-
vencidval szemben a pontokat latin kisbetiikkel, a blokkokat latin nagybetiikkel jelol-
juk. A zaszlokat pI B modon jeloljik (p € P, B € B), és pI B esetén azt mondjuk,
hogy a p pont illeszkedik a B blokkra, vagy egyszeriien p rajta van B-n, illetve p
szemszogébsl: B dtmegy p-n.

3.1.2. Definici6 (Hipergraf). Legyen H egy alaphalmaz és £ a ‘H alaphalmaz rész-
halamazainak egy rendszere. A (H,E) paros ekkor hipergrafot alkot, ahol H elemei
a hipergraf csticsai vagy pontjai, £ elemei pedig a hiperélek (réviden élek).

Ha a blokkokhoz a rajuk illeszkedd pontok részhalmazat rendeljiik, hipergrafot
kapunk, mig egy hipergriafnak az éleit blokkoknak, az illeszkedést pedig a tartalma-
zasnak tekintve illeszkedési struktirahoz jutunk. Vagyis a hipergrafok és illeszkedési
struktirak fogalma ekvivalens, a parhuzamos targyalasi keret azonban lehetévé te-
szi, hogy a két teriilet elényeit 6tvozve szemléletesebb képet adjunk. A hipergrafos
megkozelitésbdl oroklgdik példaul a pontok fokdnak fogalma és a szokéasos illeszkedési
méatrixos reprezentéicié, noha ez az illeszkedési struktiaraknél is konnyen definialhato
a P és B elemei kozti szomszédsagi matrixszal. Az illeszkedési struktira fogalma
inherens moédon magéba foglalja a pontok és blokkok dualitdsat, vagyis, hogy a két
halmazt felcserélve is illeszkedési strukturat kapunk. Ennek példaul a projektiv sikok-
nal vehetjiik hasznat, ahol a pontok és egyenesek (blokkok) kozott tovabbi szimmetria
all fenn. A tovabbiakban elsGsorban az illeszkedési strukturakrol esik szo.

3.1.3. Definicié. A (P, B,1) illeszkedési strukturan egy pont foka a rajta atmend
blokkok, egy blokk foka pedig a ra illeszked pontok szama. Ezeket rendre deg(p)-vel
¢és deg(B)-vel jeloljik (p € P, B € B).
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3.2. Altalanos illeszkedési struktarak lefogé ponthalmazai

Altalanos illeszkedési struktirakon pontosan ugyantgy definialhatjuk a lefogd pont-
halmazokat, mint projektiv sikok esetén, avval az egy kiilonbséggel, hogy egyenesek
helyett blokkrol beszéliink. Igy tehat itt csak az altalanosabb tobbszorosen lefogd
halmazokat fogjuk vizsgalni.

3.2.1. Definicié. Egy B € B blokk az S C P halmazra nézve kitérd, érintd, vagy
t-szeld (t > 1), ha S-sel rendre 0, 1 vagy t koz0s pontja van, azaz |[B N S| =0, 1 vagy
t.

3.2.2. Definici6 (¢-szeresen lefogo pontalmaz). Legyen ¢ pozitiv egész, ekkor a (P, B, 1)
illeszkedési struktiuran egy S C P halmaz t-szeresen lefogd, vagy roviden t-lefogs (a
B-re nézve), ha minden blokk legalabb ¢ pontban metszi S-t, vagyis S t-szer lefogja
a B elemeit, és a blokkok kozt van t-szel6. S minimdlis t-lefogo ponthalmaz, ha a
tartalmazasra nézve az, vagyis egyetlen pontja sem hagyhato el gy, hogy tovabbra
is t-lefog6 maradjon.

Ez a definici6 diszjunkt osztalyokra bontja P részhalmazait a t értéke szerint,
ugyanis minden S C P ponthalmazhoz pontosan egy olyan ¢ létezik, melyre S t-
lefog6. (A nem lefogd halmazokat forméalisan a ¢t = 0 esethez sorolhatjuk.)

A 1.2.3 éllitas mintajara konnyen belathato, a t-lefogd ponthalmazok minimalita-
sara vonatkozo feltétel is.

3.2.3. Allitas. Egy t-lefogo ponthalmaz pontosan akkor minimalis, ha barmely pont-
jan at megy t-szels.

Bizonyitds. Ha az S t-lefogd ponthalmaznak van olyan pontja, amely nem illeszkedik
t-szelre, minden ezen atmend blokk legalabb ¢ 4+ 1 pontban metszi S-t, igy egy ilyen
pont minden tovabbi nélkiil elhagyhato, hisz a rajta d&tmené blokkokat tovabbra is
legalabb t-szeresen lefogja S tobbi pontja. Masfelsl ha egy pontban van t-szel§, nem
hagyhatjuk el, hisz kiilonben a szel6t mar csak t — 1 pont fogna. O

3.3. Linearis algebrai reprezentacio

Az illeszkedési struktarakat a hipergrafoknal megszokott illeszkedési matrix segitségé-
vel fogjuk reprezentélni. A konnyebb attekinthetdség érdekében 0-val fogunk jel6lni
barmilyen méretii csak nullakat tartalmazo (réviden csupanulla) métrixot, E-vel pe-
dig az egységmaétrixokat. Ha a kontextusbol egyéb informécioé hianyaban a dimenzidk
nem lennének egyértelmtien meghatarozhatoak, a 0,x., illetve a 0,, és E,, jeloléseket
alkalmazzuk a n x m-es és n X n-es méatrixokra.
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Vekotorok alatt mindig oszlopvektort értiink, az n-dimenziés csupaegy vektort
1,-nel fogjuk jelolni.

Legyen M a (P, B,1) struktiira illeszkedési métrixa. Ekkor M € {0,1}**®, ahol
v a pontok, b pedig a blokkok szdmat jeloli, tovabba a matrix ¢-edik soranak j-edik
eleme

1, ha az i-edik pont illeszkedik a j-edik blokkra,
m;; ‘=
! 0 kiilonben.

Természetesen ehhez implicite a pontok és blokk egy-egy fix sorrendjére van sziikség,
de szamunkra ez egyaltaldan nem lényeges, M sorai és oszlopai tetszélegesen permu-
talhatok. Illeszkedéi matrix alatt igy tulajdonképpen métrixok egy egész csaladjat
értjik, melynek tagjai a sorok és oszlopok cserélgetésével egymasba atvihetGek. Ekkor
a pontok szomszédsagi matrixal épp M MT, a blokkoké pedig MTM. A tovabbiak-
ban, ha hangstilyozni szeretnék, hogy a ¥ = (P, BB, 1) illeszkedési struktira illeszkedési
matrixarol van sz6 M, helyett M(X)-t fogunk irni. Ha v = b vagyis a pontok és a
blokkok szama egyezik, akkor M(3X) négyzetes, igy létezik A1, Ao, ..., A\, sajatértéke,
ezeket X sajatértékeinek nevezziik.

Egy maésik természetes reprezentaciot ad annak paros grafnak a szomszédsagi mat-
rixa, ahol a két csticshalmazt az illeszkedési struktura pontjaival és blokkjaival azo-
nositjuk, és éleket az illeszkedések (zéaszlok) adjak. Ezt szokas illeszkedési grafnak
nevezni. Az illeszkedési graf szomszédsagi matrixat N(X)-val vagy egyszertien N-nel
fogjuk jelolni és a X illeszkedési struktira teljes szomszédsagi mdtrizaként fogunk
hivatkozni ra. Konnyen adodik az Osszefliggés a két reprezentacio kozott:

0 M
Nl o)
ahol 0 mindenhol a megfelel§ méret csupanulla matrixot jeloli. M-mel ellentétben N
mindig négyzetes és énadjungalt (N € {0, 1}(v+0x+0) " joy Jateznek sajatértékei és
rdadésul valosak is. A 2.2.3 Tétel alapjan viszont N minden sajatértékének ellentet-
stje is sajatérték ugyanavval a multiplicitéssal, igy elég a nem-negativakat ismerniink.
Ezek épp M szingularis értékei (MT M nemnegativ sajatértékeinek a gyokei). A to-
vabbiakban ezeket a Y szingularis értékeinek nevezziik és oy, 09, ..., 0,-val jeloljik
(”TH’ <k<v+ b). N amellett, hogy tartalmazza M-et, a pontok és a blokkok szom-
szédsagi matrixait is kodolja az alabbi médon:
NZ — { 0 MMT}
M™™ 0 '

LA pontok szomszédsagi matrixaban a sorok és az oszlopok is a pontoknak felelnek meg, és egy
sor és oszlop metszetében az a szam all, ahany blokkra a megfelel6 pontok mindketten illeszkednek.
Ertelemszertien a matrixnak a sorok és oszlopok ugyanahhoz a ponthoz tartozo (vagyis a féatloban
allo) elemei épp a pontok fokat adjak meg.
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A teljes szomszédsagi méatrixnak az Sajatérték korldt linearis algebrai felépitésénél
fogjuk legnagyobb hasznat venni.

3.3.1. Példa. Természetesen a lefogd ponthalmazok fogalmat is meg lehet ragadni
linearis algebrai eszkozokkel: adott S C P ponthalmaz, B € B blokk esetén B
pontosan akkor t-szelGje S-nek, ha M-ben a B-nek megfelel§ oszlop és az S-nek
megfelel6 sorok metszéspontjaiban pontosan t darab 1-es all. Tovabba S pontosan
akkor legalabb t-lefogd, ha a hozzé tartoz6 sorok minden oszlopbdl legalabb t darab
1-est tartalmaznak. Formalisan ezek a kovetkezd modon fejezhetek ki: legyen Xg €
{0,1}" az S halmaz karakterisztikus vektora, azaz Xg i-edik eleme pontosan akkor 1,
ha az i-edik pont benne van S-ben. Hasonléan eg € {0, 1} az az egységvektor, ahol
csak a B-nek megfelels elem 1-es, a tébbi 0. Ekkor B akkor és csak akkor t-szelGje
S-nek, illetve S akkor és csak akkor legalabb t-lefogdé halmaz, ha

X;'M'eth és MT'stt].b

ahol a vektorok kozti egyenl6tlenség elemenként értendd.

3.4. t-rendszerek

3.4.1. Definicio. A (P, B,1) illeszkedési struktura t-(v, k, A)-rendszer, ha a pontok
szama v, minden blokkra k pont illeszkedik (deg(B) = k,VB € B), és barmely ¢
ponthoz pontosan A olyan blokk létezik, amelyre a ¢ pont mindegyike illeszkedik. A
t = 2 eset kiilon figyelemet érdemel: a 2-(v, k, \)-rendszereket blokkrendszernek szokas
nevezni. Az elfajuld eseteket eleve kizarjuk a v > k >t > 0, A > 0 feltételekkel.

t-(v, k, A)-rendszer helyett sokszor csak t-rendszert frunk. A kiilon elnevezés mi-
att blokkrendszereknél a 2-est szokas elhagyni a paraméterek koziil, és egyszertien

(v, k, \)-blokkrendszerekrsl beszélni.

3.4.2. Megjegyzés. Egy t-rendszer paraméterei egyrészt természetes szamok, mas-
részt az aldbbi egyenl6tlenségnek nyilvanvaléan teljesiilnie kell:

t<k<w

A t-rendszerek szép tulajdonsaga, hogy minden ponton ugyanannyi blokk megy
at, mint alabb latni fogjuk.

3.4.3. Allitas. Jelolje b a blokkok szamat egy t-(v, k, \)-rendszerben, r pedig egy
tetszdleges pont fokat, ekkor

() BN !
(= G
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3.4.3.1. Kovetkezmény. Mivel r értéke az el6z6 allitas szerint nem filigg a kivalasz-
tott ponttoél, az is igaz, hogy minden ponton pontosan r darab blokk megy at.

3.4.8 dllitds bizonyitasa. Egy ponthoz a maradék v—1 koziil tetsz6legesen t—1 pontot
valasztva )\(;’j ) blokkot kapunk, de ekkor minden blokkot annyiszor megszamoltunk,
ahanyféleképpen a fixalt ponton tuli £—1 eleme koziil kivalaszthato ¢t —1 darab, vagyis
(/;:11 ) -féleképpen.

A b-re vonatkozo Osszefiiggéshez pedig elég, hogy akarhogyan valasztunk ¢ pontot
a v koziil, A-szor ennyi blokkot kapunk. De ekkor minden blokkot annyiszor meg-
szamoltunk, ahanyféleképp az egy blokkra illeszked§ k pont koziil kivalaszthatod ¢

darab. u

A fenti bizonyitasban a kovetkezd egyszert, de hasznos Osszefiiggést is hasznalhat-
tuk volna, ami az illeszkedd pont-blokk péarok kétféleképpen torténd megszamolasabol

adodik:
3.4.4. Allitas. bk = vr

Ebbdl az is kittinik, hogy egy t-rendszer a t,v,k, A\ paraméterek heleyett t-vel
és v,b,r, k kozil barmelyik hdrommal is egyértelmtien megadhato, hisz ilyenkor a
{v,b,r, k}-bol kimaradt paraméter a vr = bk Osszefliggésbdl egyértelmiien meghata-
k—1
rozhato, A pedig épp Tgf,_llg.

t—1

3.4.5. Tétel. Adott t-(v, k, A)-rendszerben legyen

t—1 .
v—1i
/ﬁs::)\gk_i, s=0,1,2,...,t.
Ekkor minden s € {1,2,...,t} indexre a t-rendszer egyben s-(v, k, ks)-rendszer is. |7

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy t > 1 esetén a t-rendszer egyben (¢ — 1)-

(v, k, /\Z:ng—rendszer is, ebbdl rekurzive adodik a teljes allitas:

Tetsz6leges t — 1 pontot v — (t — 1)-féleképpen tudunk kiegésziteni ¢ pontta, és
barmely t darab ponthoz A olyan blokk létezik, amelyik a pontok mindegyikét tartal-
mazza. Ez eddig A\(v — (t — 1)) blokkot jelent. De ilyenkor minden blokkot annyiszor
megszamoltunk, ahanyféleképp az eredeti t — 1-en kiviili & — (¢ — 1) pontjabol kiva-

laszthatunk egyet. Ez viszont azt jelenti, hogy barmely ¢t — 1 pont épp AZ:E;:B darab

blokkra illeszkedik egyszerre, igy a rendszer valéban (t — 1)—(1}, k, A%)—rendszer
is.
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Ez azt is jelenti, hogy minden s < t pozitiv egészre teljesiil, hogy barhogyan
valasztunk ki s pontot, ezekhez fix szdmii — nevezetesen ks — olyan blokk létezik,
melyekre mind illeszkednek.

Fontos még, hogy ks szebb alakban is irhato:

3.4.6. Allitas. r, = M=) 50,12t

(422

Bizonyitas.
i1 (v—s)! (v—s)! s
) —/\HU_Z _/\(v—s o (v—t+1) N e I GO Gl _)\(tf )
s = = _ ] — — M k—s)! k—s)! - -
Prk—i Tk=s) (k) Tl T o T

3.4.7. Példa. A k, szamok azért is kifejezGek, mert a struktura harom paraméterét
eleve kodoljak, ugyanis

Ki = A, K1 =T, Ko = b.

3.4.8. Megjegyzés. A fentiek alapjan a t-rendszerek halmazai t-ben monoton szii-
kil halmazsorozatot alkotnak, igy specidlisan minden t-(v, k, A)-rendszer egyben 1-
(v, k, r)-rendszer is.

A Kk, szamok tovabbi haszna, hogy segitségiikkel a t-rendszerek 1étének egy fontos
sziikséges feltétele is megragadhato.

3.4.9. Megjegyzés. Csak olyan t,v, k, A értékekre létezhet t-(v, k, A)-rendszer, ahol
minden kg egész szam (s =0,1...,t). Ezt az alabbi oszthatosagi kovetelményekkel

ragadhatjuk meg:
A (U S) 0 (mod (k S))
t—s t—s

tetszéleges s = 0,1,...,t indexre. (Az s =0 eset a b = 4 Osszefiiggésnek felel meg.)

3.4.10. Példa. Blokkrendszereknél ez az alabbi feltételekkel ekvivalens:

AMv—1)=0 (mod k—1),
Av =0 (mod k),

és persze, hogy A\ egész.

Térjiink most ré a t-rendszereket jellemz6 méatrixok vizsgalatara.
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3.4.11. Megjegyzés. Egy t-rendszer pontjainak szomszédsagi matrixara (M MT)
mindig teljesiil, hogy a f6atloban minden elem r, mig a blokkok szomszédsagi matri-
xéanak (MTM) f6atlojaban mindenhol £ all.

t-rendszerek esetén a legnagyobb sajatérték is ismert.

3.4.12. Tétel. Egy t-(v, k, A)-rendszer teljes szomszédsagi matrixanak legnagyobb
sajatértéke \; (N) = V/rk, tovabba v/rk és —/rk is egyszeres sajatértékei N-nek
kivéve, ha a t-rendszer elgall legalabb két diszjunkt 1-(v, k,7)-rendszer uni6jaként,
ekkor a multiplicitast az Osszefiiggé komponensek szédma adja.

Erre kozvetlen bizonyitast adok, mely az egyszeres multiplicitason kiviil a tétel
minden elemét pusztéan a vektornorma fogalmanak (lasd példaul [5] 10. fejezet), és
a szintén elemi eszkozokkel bizonyitott 2.2.3 Tételnek segitségével igazolja . Az egy-
szeres multplicitds Perron-Frobenius-tételbdl kévetkezik, mert diszjunkt strukturak
unidjanak kivételétdl eltekintve N irreducibilis, mint latni fogjuk, és mivel 6nadjun-
galt, a sajatértékei valosak.

Fontos még, hogy a t > 2 esetben A > 0 miatt semmiképp nem bonthaté diszjunkt
komponensekre a struktira, ezért is csak a t = 1 esetnél van kivétel.

Bizonyitdas. ElGszor belatjuk, hogy Vrk és —v/rk is sajatértékei N-nek minden eset-
ben. Ehhez elég lenne a 2.2.3 Tételt alkalmazni, hisz MTM 1, = rM"1, = rk 1,.
Azonban a megfelel§ sajatvektorokat kozvetleniil is konnyen megadhatjuk: legyen

_ VL
u = L/Elb , ekkor

Vo= e B V] - [ - [ - v ] - v

- ]-v . . . .
Az u = { \/\/gl } definicioval adodik, hogy —v/rk is sajatérték.
b

Legyen most ||| tetszéleges vektornorma, ekkor egy A matrix ||-|| altal indukalt
méatrixnorméjat az alabbi médon definialjuk:

A
1A = sup 1A
Pl

Az, hogy vrk a legnagyobb sajatérték, a matrixnorma kovetkez6 harom tulajdonsa-
gan miulik:

(i) [JAx]|| <||All ||x|| minden x vektorra, ahol értelmes az A x szorzat
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(i) |AB| < ||A][|BI| minden
B maétrix esetén, ahol a dimenziok lehetévé teszik az A B szorzast

(iii) ha A négyzetes, \; (A) < ||A]|

Most ezt a hdrom tulajdonsagot indukalt matrixnorméakra belatjuk, és azonnal alkal-
mazzuk is a ||-||; normara és a t-rendszert jellemz6 méatrixokra.

(i) Legyen ||A|| indukalt matrixnorma. Ekkor a supremumos definici6 alapjan tet-
sz6leges u # 0 vektorra

vagyis

[A uf| < [|A]] {jull

(ii) Az el6z6 pont alapjan tetszdleges u # 0 vektorra
[ABul| < [[A[[|[Bul] < [|A] 1B [[u]-
Ebbdl pedig
|ABul|

o < IANIBI,
igy
AB
1A B|| = sup LABYL By
P

(iii) Legyen most u # 0 az A A-hoz tartozo sajatvektora, ekkor
[A[ [a]l = [[Aul| = [[Aul| = [Al ],
amibdl ||A|| > |A| adodik minden A sajatértékre

Jelolje m; az M i-edik sorat, azaz m; egy b-dimenzios sorvektor (i = 1,2,...,v).
Ekkor a haromszog-egyenlGtlenség alapjan

v v b b v b v
IMull, = myu| <30 fmiug| =Y Y Imiug| = Y Jug) Y migl,
i=1 j=1 i=1

i=1 j=1 j=1 i=1
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de M minden oszlopaban pontosan k£ darab 1-es all, igy

b v b
IMull, <> gl Y migl =k luyl = k||, ,
j=1 i=1 j=1

és ezért |[M]|, < k.
Ugyanigy lathato be az is, hogy |[MT||, < r. Ekkor viszont

AL (MTM) < [MTM; < [[MT], [[M]}; < 7.

Azonban \; (MTM) > rk is teljesiil, mert MTM 1, = r MT 1, = rk 1,. Igy \; MTM) =
rk, amibél a 2.2.3 Tétel alapjan A, (N) = /A, (MTM) = 7k is kovetkezik.

A Perron-Frobenius-tétel értelmében (lasd [5]: 9.1.5 Frobenius II. tétele), ha egy
(elemenként) nem negativ, négyzetes A matrix irreducibilis, és Gsszesen h maximalis
abszolut értékd sajatértéke van, akkor ezek a A\ = )\ (A)h egyenlet komplex gyokei.

N nyilvan nem negativ. Tegyiik fel el6szor, hogy a struktira nem all el legaldbb
két diszjunkt 1-(v, k, r)-rendszer unidjaként. Ilyenkor N irreducibilis is, mert ha re-
ducibilis lenne, akkor a sorok és oszlopok egyiittes (szimmetrikus) permutéciojaval az
alabbi alakra lehetne hozni:

A B
o el

ahol A és C négyzetes méatrixok. Pontosabban fogalmazva: N reducibilitasa esetén
létezne olyan P permutaciométrix, amelyre P NPT a fenti alakot 6ltené. Azonban
N szimmetrikus matrix, igy a P NPT is sziikségképp szimmetrikus, tehat B = 0
lehetséges csak, de ez azt jelentené, hogy a t-rendszer felbonthato két diszjunk rész-
sturkturara, ami £ > 0 miatt csak a kizart esetben lehetséges.

Ha a struktura elsall legalabb két diszjunkt 1-(v, k, r)-rendszerek unidjaként, akkor
az Osszefiiggd komponensek teljes szomszédsigi matrixaira mar teljesiil a tétel egy-
szeres multiplicitassal is, ebbdl pedig kovetkezik, hogy az eredeti teljes szomszédsagi
méatrixban a sajatértékek multiplicitasa épp az Osszefiiged komponensek szama, hisz
ezek teljes szomszédsagi matrixai diszjunkt részmétrixai az eredeti méatrixnak. O

Ennek a tételnek tulajdonképpen csak a t = 1 esetben lesz szamunkra jelent&sége,
hisz a 3.4.5 Tétel kovetkeztében ¢ > 2 esetén minden ¢-rendszer egyben blokkrendszer
is, és blokkrendszereknek minden sajatértéke pontosan megadhatd, ahogy ezt alabb
meg is mutatjuk.
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3.4.13. Megjegyzés. Blokkrendszer pontjainak szomszédsagi matrixa

roA ...A
MM = A

.Y

A ..o T

Ugyanis M MT ¢j-edik eleme az i-edik és j-edik pontokon egyszerre atmend blokkok
szamaval egyezik, melyekbdl i # 7 esetén \, ¢ = j esetén pedig r darab van.

Ezt felhasznélva blokkrendszereknél pontosan meghatarozhatoak a teljes szom-
szédsagi matrix sajatértékei multiplicitassal egytitt.

3.4.14. Tétel. Jelolje N a (v, k, A)-blokkrendszer teljes szomszédsagi méatrixat és

jelolje N sajatértékeit nagysag szerint csokkend sorrendben Ay, Ao, ..., A\,4p. Ekkor
AL = =iy = Vrk,
Ao =...= )\v = _)‘max(v,b)—i—l == _/\v—l—b—l =Vr- )‘7
ésb>vesetén Ay =...= X =0.

Bizonyitds. Jelolje e; az i-edik v-dimenzids egységvektort (melynek tehéat csak az i-
edik eleme 1, a tobbi 0), és legyen u; = e; — ;. Ekkor a 3.4.13 megjegyzés alapjan

MM'1,=(r+@w—-1)N1l,=0r+rk-1)1,=rk1,
MMTu, =(r—M\Nu (1=2,3,...,0)

Vagyis rk 1-szeres, r — X pedig (v — 1)-szeres sajatértéke M MT-nek (ug, us,...,u,
nyilvanvaloan linedrisan fiiggetlenek). Igy a 2.2.3 Tétel alapjan Vrk és —Vrk 1-
szeres, \/r — X\ és —v/r — A pedig (v — 1)-szeres sajatértékei N-nek, és ha b > v, a
tobbi sajatérték csak 0 lehet. O]

A 3.4.5 Tétel értelmében t > 2 esetén barmely két pont pontosan ks blokkra
illeszkedik egyszerre, igy ilyenkor A helyett xo-vel érvényes a tétel. Azonban r — kg =

ri=k igy altalanosan az mondhato, hogy t > 2 esetén ++/rk egyszeres, =4,/ rz:’f

v—17

pedig (v — 1)-szeres sajatértékei a teljes szomszédsagi matrixnak.
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3.5. Négyzetes t- és blokkrendszerek

A vr = bk 0Osszefiiggés mutatja, hogy pontosan akkor egyezik a blokkok és pontok
szdma, ha minden ponton ugyanannyi blokk megy at, ahany pontja egy blokknak
van, azaz a b = v és r = k feltételek ekvivalensek. Az ilyen t-rendszereket négyzetes
t-rendszernek nevezziik a négyzetes illeszkedési métrix miatt.

3.5.1. Megjegyzés. A 3.4.12 Tétel alapjan négyzetes t-rendszer legnagyobb sajat-
értéke épp r.

3.5.2. Tétel. Négyzetes blokkrendszerben barmely két blokknak is A kozos pontja
van.

Bizonyitds. Tekintsiik a (v, k, \)-blokkrendszer M illeszkedési matrixat. Ekkor M
egy olyan v X v-s matrix, melynek minden sordban és minden oszlopaban r darab
l-es talalhato (k = r). Jelolje U, az v X v-es csupaegy matrixot. Ekkor a pontok
szomszédsagi méatrixa a 3.4.13 megjegyzés alapjan

MM'™=(r—-MNE,+\U,
DeMU, =rU, = U, M vagyis M és M MT felcserélhetéek a matrix-szorzasnal, igy
MMM'™=MM"M

de mivel det (MMT) = (r+(w—1DN) (r—=X"" =r2(r—A)"". Bz csak r = \
esetén 0 (amikor is k = v, igy minden blokkra illeszkedik minden pont). Tehat r > A
esetén M MT invertalhato, ezért M is az, igy

MM'=M"M

MT M viszont a blokkok szomszédsagi matrixa, igy barmely két blokknak is pontosan
A koz6s pontja van. O]

Ebbdl az Osszefiiggésbdl az is kovetkezik, hogy a projektiv sikoknal megszokott
dualitas a négyzetes blokkrendszerek halmazéan beliil is fennall, vagyis MT szintén
egy négyzetes blokkrendszer illeszkedési matrixa.

3.5.3. Példa. Minden n-edrend, véges projektiv stk négyzetes (n? +n + 1,n + 1,1)-
blokkrendszer.

A 3.4.9 megjegyzésben szerepld feltételek mellett paros ponti, négyzetes t-rendszereknél
az alabbi allitas is érvényes.

3.5.3.1. Kovetkezmény (Schiitzenberger). Paros sok pontbol allo, négyzetes t-
rendszerben ¢ > 2 esetén r — ko négyzetszam.
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Bizonyitds. Mint a 3.5.2 Tétel bizonyitasaban lattuk, det (M MT) = 72 (r — ky)"" ",
igy det M = det M miatt (det M)* = 2 (r — k3)"" ", de M elemei egész szamok, igy
det M is egész, v — 1 viszont paratlan, ebbdl pedig mar kévetkezik az allitas. O
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4. Az osszefon6do sajatértékek modszere

Ebben a fejezetben egy olyan, sajatérték-egyenlGtlenségeken alapuld, linearis algeb-
rai modszert vezetiink le, melyet késébb t-rendszerekben specialis — példaul lefogd —
ponthalmazok méretének becslésére alkalmazhatunk a 4.2.2 Tételt felhasznélva. A
szobanforgd modszert, melyre Osszefonddo sajatértékek modszereként fogunk hivat-
kozni, Willem H. Haemers PhD tézisének [2] idevago részei alapjan mutatjuk be.

4.1. Osszefonodoé sajatértékek

Innentdl csak olyan méatrixokat vizsgalunk, melyeknek minden sajatértéke (vagyis a
spektruma) valos. Ennek elégséges feltétele, ha a matrix énadjungalt (2.1.5 allitas).
Egy valos spektrumt, n x n-es A matrix sajatértékeit A;(A), A2(A), ..., A\ (A) fogja
jelolni nagysag szerint csokkend sorrendben. (Ahol a kontextusbol vildgos, A;(A)
helyett egyszertien A\t frunk.) Azaz Ay > Ay > ... > ), a tovabbiakban mindig
teljestl.

4.1.1. Definicié. Legyenek m < n pozitiv természetes szamok, A egy n X n-es,
B egy m x m-es valés spektrumt métrix. Ekkor B sajatértékei dsszefonodnak A
sajatértékeivel — az angol interlace utan — ha minden ¢ € {1,2,...,m} indexre

Ai(A) = Ni(B) > Amyi(A)

Ha ezen feliil van olyan k € {1,2,...,m} index, hogy A\;(A) = X\;(B), hal <i<kés
Ai(B) = N—mri(A), ha k 4+ 1 < i < m, akkor az Osszefonodast szorosnak nevezziik
(eredetiben tight interlacing).

Speciélisan az m = n — 1 esetben az Osszefonddas az alabbi feltétellel ekvivalens:
MA)>MB) > X(A)>B)> ... >N 1(A) > X1(B) > M\ (A)

innen az elnevezés is.

A fenti definici6 elsére taldn tulsdgosan mesterségesnek tiinik, de mint latni fog-
juk, az Osszefonodo sajatértékek fogalma valdjaban a 2.2.2 Tételbeli alapvets Gssze-
fiiggés altalanositasa, miszerint azonos méretd, négyzetes A és P matrixok esetén A
és P AP sajatértékei megegyeznek. Ehhez az invertalhaté matrixoknak csak egy
sziikebb osztéalyat tekintjiik, ahol az inverz épp az adjungalt, vagyis P* P = E — ezek
az unitér matrixok —, és A-rol is feltessziik, hogy onadjungélt. Ezekkel a megszori-
tasokkal biztosithatjuk, hogy A és P~' A P sajatértékei valosak, igy nagysag szerint
rendezhet&ek legyenek. Ha most P nem feltétlen négyzetes, de P*P = E tovabb-
ra is teljesiil, akkor P* A P sajatértékei ugyan nem feltétlen egyeznek, de legalabb
Osszefonodnak A sajatértékeivel. Ennek belatasdhoz sziikségiik lesz a Rayleigh-elvre.
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Adott vektortéren jelolje (ay,...,ax) az ay, ..., a, vektorok altal generalt alteret
és tetszoleges H altér esetén HE a H merdleges kiegészits alterét.

4.1.2. Lemma (Rayleigh-elv). Legyen A n x n-es, 6nadjungalt matrix, és legyen

ug, Uy, ..., U, ortonormalt sajatbazis a sajatértékeknek megfeleléen rendezve, azaz
Au, = My, (k=1,2,...,n) és u;-u; = 1,-; (statisztikdbol kolesonzott jeloléssel

élve). Ekkor barmely k € {1,2,...,n} indexre:

(i) A < =AY minden u € (uy,...,u;) \ {0} vektorra, és egyenléség csak akkor
teljesiil, ha u A\g-hoz tartozé sajatvektor.

(i) A > ®2% mindenu € (uy, ... ,u;_1)"\ {0} vektorra, és egyenlSség csak akkor
teljesiil, ha u A\g-hoz tartozé sajatvektor.

Bizonyitds. (i) legyen u € (uy, ..., ug)\{0}, ekkor léteznek olyan ¢y, ¢, ..., ¢ € C

k
skalarok, melyekre u = > ¢; u;, igy

=1
k k k * k
uwAu=u"A (Z C; ui> =u" (Z C; A ui> = <Z Cj 'Llj) <Z Ci/\z’ ui> =
i=1 i=1 j=1 i=1
k k
= Z |Ci|2)\i uf u; = Z ‘Ci|2>\i
i=1 i=1
mert a uy,...,u; vektorok ortogonélisak. De A\ < \; minden ¢ < k indexre,
ezért
k k
uwAu= Z leil* A > e Z lci]> = Ay utu
i=1 i=1

egyenldség pontosan akkor teljestil, ha csak olyan i-kre teljesiil |¢;| > 0, ahol \; =
Ax- Ekkor viszont A u = A\, u, vagyis u \;-hoz tartozo sajatvektor. Raadasul
u*u > 0, mert u # 0, igy evvel osztva az egyenlGtlenség mindkét oldalat adodik
az elsé allitas.

(ii) a fentiekhez nagyon hasonlé médon lathatd be, de a valtozatossag kedvéért
alljon itt példanak egy visszavezetés: hasznaljuk ki, hogy (uy, ..., up_1)" =
(ug, ..., u,_g), illetve, hogy — A is 6nadjungalt és \p(A) = —A\i1-k(— A), és
alkalmazzuk (i)-t — A-ra és az n+1—k indexre az v; := u,.41_; modon definialt,
ortonormalt sajatbazison. Ebbdl

u'(—A)u  u'Au

—Ae(A) = App1k(— A)

IN

u*u u*u
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adodik minden u € (vy,..., v, gi1) = (uy,... ,uk_l)l vektorra, az egyenlGség-
re vonatkozo, kivant feltétellel.
]

Igy mar a 2.2.2 Tétel unitér matrixokra valo megszoritasanak altalanositésa is
belathato, ami egyben alé is tamasztja az Osszefonddod sajatértékek fogalmanak 1étjo-
gosultsagat.

4.1.3. Tétel ([2| 1.2.1). Legyen S olyan n X m-es méatrix, melyre S* S = E,, teljesiil,
és tetszlleges n x n-es, dnadjungalt A matrixhoz legyen B := S* A Sés vy, vy, ..., v,
a B ortonormalt sajatbazisa. Ekkor

(i) B sajatértékei osszefonodnak A sajatértékeivel,

(ii) havalamely k € {1,2,...,m} indexre \t(B) = A\(A) vagy A\p(B) = A (A),
akkor B-nek van olyan A;(B)-hez tartozo v sajatvektora, melyre Sv az A
Ak(B)-hez tartozo sajatvektora,

(iii) ha van olyan k € {1,2,...,m} index, hogy minden ¢ € {1,...,k} nala nem
nagyobb indexre \;(B) = \;(A), akkor Sv; az A \;(A)-hoz tartozo sajatvektora
(i=1,...,k),

(iv) ha a sajatértékek Osszefonodasa szoros, akkor SB = A S.

Bizonyitds. (i) Legyenuy, us, ..., u, A ortonormélt sajatbazisa, ésk € {1,2,...,m}-
re

Vk‘ = <V17V2a s 7Vl€> N <S* uy, S* uy, ..., S* uk‘—1>l

Ekkor Vj, legalabb 1-dimenzios altér, mert egy k-dimenzios és egy legalabb (n —
k + 1)-dimenzios altér metszete. Legyen most

wi € Vi, wp#0
Ekkor az ortogonalitast skalarszorzattal kifejezve
0=S"u-wp=(S"u)"wy =u*Sw, =u-Swy

barmely u € (uj,uy,...,u,_1) vektorra, igy Swy € (uy, uy, ... ,uk,1>L vagyis
a Rayleigh-elv (4.1.2 Lemma, (ii) majd (i)) alapjan

M(A) > wi;S"ASw,  w;Bw,
k

= >\ (B
w; S*Swy, Wi W, #(B)
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Igy Ai(A) > \i(B). Ugyanez k helyett (m —k+1)-re, A, B helyett — A, — B-re
is teljestil, vagyis a 2.2.1.2 allitas értelmében

_)\k(B) = )\m—k+1(_ B) < )\m—k-l—l(_ A) = _)\n—m—‘rk(A)
tehat

Ae(B) = Anomik(A)

(ii) ilyenkor (i)-ben az egyik egyenlStlenségnél egyenlGségnek kell teljesiilnie, igy
A:(B) = A(A) esetén a Rayleigh-elv szerint v := wy, kielégiti a feltételeket.
(Wi a B \g(B)-hez tartozo sajatvektora és Swy A-nak a A\;(A)-hoz tartozo
sajatvektora.) A A\g(B) = Ay_mik(A) esetben pedig legyen v i= w,,_41(— B),
ez egyrészt sajatvektora — B-nek a A, _p1(— B) sajatértékkel, igy B-nek az
Ak(B), masrészt Sv a — A-nak a \,,,_x.1(— A)-hoz tartozo sajatvektora, vagyis
az A \,_mak(A)-hoz tartozo sajatvektora.)

(iii) hasznaljuk fel (i) és (ii) bizonyitasat: (ii) szerint az (i)-ben szerepl6 wj; a B
Ak (B)-hoz tartozo sajatvektora, de wy € (vq,va, ..., vg) C Vi, igy wi = cvy
lehet csak valamilyen ¢ # 0 skalarral, mert a vi,vq, ..., v, ortogonélis sajat-
béazis. De ¢ := 1-nek is valaszthato, tehat Svy az A A\ (A)-hez tartozo sajat-
vektora (ii) alapjan. Ez viszont elég is, mert minden &’ < k indexre szintén
teljestilnek a bizonyitando allitas feltételei, igy minden i € {1,2,...,k}-re Sv;
az A \;(A)-hoz tartozo sajatvektora.

(iv) legyen I € {1,2,...,m} az az index, melyre \;(A) = \;(B), ha 1 < i <[,
és Mi(B) = A\p_myi(A), ha Il +1 < i < m-re. Es alkalmazzuk (iii)-t egyszer
k = l-re, és masodszor — A-ra és k = m — [ 4+ 1-re. Ekkor a 2.2.1.2 allitast fel-
hasznélva adodik, hogy Svq,Svs, ..., Sv,, az A-nak \;(B), A2(B),..., A\ (B)-
hez tartozo, ortogonalis sajatvektorai. Legyen V = [Vl vy ... Vm}, D =
diag(A1(B), A2(B), ..., \n(B)) (az az m X m-es, matrix, melynek f6atlojaban
sorban A;(B), A\2(B), ..., A\,,(B) &ll, és a tobbi eleme 0).
Ekkor BV =VDé ASV =SVD, igy

ASV =SBV

de V invertalhato, ezért A'S = S B is teljestil.
O

A kovetkez6 tételben azt mutatjuk meg, hogy egy 6nadjungalt matrixot feloszt-
va kisebb matrixokra valamilyen (nem feltétlen egyenld felosztast) racs mentén, a
részmatrixok sorosszegeinek atlagaibol kapott matrix sajatértékei 6sszefonédnak az
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eredeti matrix sajatértékeivel. Ehhez vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: legyen
s(A) == A1 az A sorosszegeinek, o(A) := AT1 pedig az A oszlopdsszegeinek vekto-
ra, ¢és jelolje > A az A matrix elemeinek sszegét. Ekkor Y A =1TA1=1Ts(A) =
o(A)T1.

4.1.4. Tétel ([2] 1.2.3.). Legyen A egy n x n-es 6nadjungalt méatrix, m < n pozitiv
egész, és ny, Ny, ..., N, olyan pozitiv egészek, melyeknek Gsszege épp n. Osszuk fel
A-t részmatrixokra az alabbi médon

A A oo A
A A.21 A.22 A.2m
At Ame oo Ann
ahol A;; egy n; xn; méretd részmatrix (i,j = 1,2,...,m). Jelolje b;; az A,;; részmétrix

sorosszegeinek atlagat, azaz

YA, 1L AL,

ij =

b

n; n;

Legyen B az az m X m-es matrix, amelynek ¢j-edik eleme épp b;;:

bin bz ... by
B — b21 bgg e bgm
b1 bmo .. bym

Ekkor a kovetkezdk teljestilnek

(i) B sajatértékei osszefonodnak A sajatértékeivel, vagyis minden k£ = 1,2,...m
indexre

Me(A) 2 A(B) > Amgk(A)

(ii) Tegyiik fel, hogy az Gsszefonddas szoros, vagyis van olyan k € {1,2,...,m}
index, melyre \j(A) = \(B), hal <k, és \(B) = \y—ni(A), hal > k. Ekkor
minden A;; sorsszegei és oszlopdsszegei konstans szamok (4,7 = 1,2,...,m),
azaz az A;;-1 és az 17 - A;; konstans vektorok.

(i) Ha A;; sor- és oszloposszegei konstans szamok, akkor B minden A sajatértéke
A-nak is sajatértéke legalabb akkora multiplicitassal, mint B-nél.
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Bizonyitds. (i) Legyen s,, = \/% 1, (k=1,2,...,m), és S a kovetkez6 n x m-es

matrix
Sn, O 0
S = 0 Sn;
0 0 s,,

ahol 0 alatt mindenhol megfelels — a k-adik sorban n; — méretd csupanulla osz-
lopvektort kell érteni.

Legyen tovabba D := diag (\/n_l, NI \/ﬁ) az az m X m-es méatrix mely-
nek a f6atlojadban rendre /ny, /N2, . . ., /Ty, 8ll, a tobbi eleme 0. Ekkor egyrészt
S*S = E,,, masrészt B .= S* A S sajatértékei a 4.1.3 Tétel, (i) pontja alapjan
osszefondodnak A sajatértékeivel. B mar majdnem jo is, mert a fGatlojaban a
megfelels atlagok allnak, ugyanis

En §12 ce Elm
~ | Doy by ... bom
B _ ?1 ?2 2
,l;ml ng B gmm
ahol b = §H—AT — /%ib;;. Ekkor viszont D' BD mar épp B-t adja, igy a

2.2.2 Tétel miatt B és B sajatértékei megegyeznek multiplicitdsossal egyiitt.
Tehéat B sajatértékei is 0sszefonodnak A sajatértékeivel.

(ii) A 4.1.3 Tétel (iv) pontja alapjan S B=A S, kifejtve

Ay Sn; A Sy --- AimSn,
Ag Sny Ay Spy - .- Ao Sn,,
AS =
Aml Sny Am2 Sny .- Amm Snm
és
bi1Sn,  biasn, ... bimsp,
~ b21 Sn bgg S b S
2 n9 s 2m Sno
SB = . )
bml Snm bm2 S - bmm St
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Barmely 4,7 € {1,2,...,m} indexparra A;; s, épp az A;; sorosszegeinek nj_l/2—

szerese. Masrészt konnyen meggondolhat6, hogy A S-ben az Ay;s,, € C"-nek
megfelels rész S B-ben épp E'j Sp,. De Zij sn, konstans vektor, igy A;; minden
soranak ugyanaz az 0sszege. Az énadjungaltsagbol kovetkezik az oszloposszegek
egyenl@sége is, mert A;; oszloposszegei megegyeznek az Kji sorosszegeivel, Kji
sorosszegeinek vektora pedig épp A j; sordsszegvektoranak konjugéltja.

(iii) Legyen A a B (és igy B) egy sajatértéke, tovabba uj,ug,...,u; (t > 1) a A-
hoz tartozo sajataltér egy bazisa B-nél, és végil U = [ul uy... ut]. Ekkor
BU = \U, igy

ASU=SBU=ASU

Réadésul t = rang U = rang (S* SU) < rang (SU). Vagyis S U oszlopai koziil
kivalaszthaté A-nak t darab linearisan fliggetlen A-hoz tartozo sajatvektora.
m

4.2. Sajatérték- és Illeszkedési korlat

Mint a minimalis lefog6 ponthalmazoknél lattuk, véges projektiv sikokon kozvetlen
kombinatorikus moédszerekkel levezethetGek specialis ponthalmazok méretére vonat-
kozo korlatok. Ezek a bizonyitasok azonban nem igazan vilagitanak ra a mogot-
tes Osszefiiggésekre. Ebben a szakaszban az 6sszefonddéd sajatértékek modszerét fel-
hasznalva levezetiink egy W. H. Haemerstdl szarmazo, altalanosabb Gsszefliggést ([2]
3.1.1. Tétel), melybsl aztan az Illeszkedési korlaton keresztiil a kombinatorikus mod-
szerrel kiszamolt eredmények specialis esetként adédnak. Ez az Osszefliggés egy t-
rendszerek részstrukturéaira vonatkozo egyenlGtlenség, melynek tigyes atalakitasaval
specialis ponthalmazok teljes gytjteményére felsG és alsé korlatot nyerhetiink.
Ennek érdekében definidljuk a részstruktira fogalmat!

4.2.1. Definicié. A D, = (Py1,B4,1;) illeszkedési struktura részstruktaraja D =
(P, B,1) illeszkedési strukturanak, ha Py C P, By C B és I} mint rendezett pont-
blokk parok halmaza része I-nek.

Fontos, hogy a Bj-beli blokkok pontjai nem feltétleniil mind P;-beliek, vagyis
minden B € B; blokkra [BNPy| < |BNP|. Most mar raterhetiink az el6z6ekben
targyalt sajatérték-modszer {6 tételére, melyre a tovabbiakban Sajatérték-korlatként
fogunk hivatkozni.
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4.2.2. Tétel ([2] 3.1.1., Sajatérték-korlat). Adott D 1-(v, k,r)-rendszerben legyen
Dy egy v1 > 0 pontbdl és by > 0 blokkbol allo részstruktira, és jelolje v a Di-ben
egy ponton atmend blokkok, k az egy blokkra illeszked6 pontok szdmainak atlagat.
Legyen tovabba o, a D nagysag szerint masodik szinguléris értéke. Ekkor

(i) (vry — bik) (bky — vir) < 02 (v —vy) (b — by)

(ii) egyenlség esetén Dy minden pontjan at r; Di-beli blokk megy és minden blokk-
jara ki Ds-beli pont illeszkedik, feltéve, hogy D nem elfajula, azaz 0 < v; < v
és 0 < by <b.

Bizonyitds. Elfajuld esetekben kénnyd dolgunk van. Ha v; = v, akkor ky = k, igy
bky — vir = bk —vr = 0. Ha by = b, akkor r; = r és vry — bik = vr — bk = 0, igy
mindkét feltétel hatasara (i) 0 < 0-va egyszertsodik.

Nézziik tehat a vy < v és by < b esetet. A 4.1.4 Tételt fogjuk alkalmazni.

Ehhez legyen M := M(D) € {0,1}"*®, M; := M(D;) € {0,1}"*" rendre a D
és D illeszkedési métrixa. Ekkor M; részmatrixa M-nek, igy a sorok és oszlopok
esetleges permutalésaval — ettél nem valtoznak a sajatértékek — elérhets, hogy

M, M,

M= {Mg M,

} alak legyen,
ahol a Vg = UV — 1y, b2 =b— bl Jelolésekkel M1 V1 X bl—es, MQ V1 X bg—es, M3 Vg X bl—es,
M, pedig vy X by-es matrix.

Ekkor D teljes szomszédsagi matrixa

0 0 M; M,
OM]_O 0 M; M, )
M 0| |M] M! O O

M] MI 0 O

N::N(D):[

és a 2.2.3 Tétel alapjan oy = 02(M) = \y(N).
Jelolje r; és k; az M; matrix sorOsszegeinek és oszloposszegeinek atlagat (i €
{1,2,3,4}), azaz r; = s(M;) és k; = o(M,;), egészen pontosan

17, M, 1,, 17, M, 1,,
7’1 = kl -
V1 bl
(%1 b2
, _ WMsly g b Msls
(%) bl
1, My 1, LML,
rgy — —/——mmm g = .
(%) b2
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Tudva, hogy M minden sordban r, minden oszlopaban k darab 1l-es &ll, az alabbi
Osszefiiggések adodnak:

T +Tre=T3+Tryg=r, ro =1 —711, Ty =T—T3 (2)
/{31+k3:l€2+k4:]€, ]{?3:]{7—]{71, 1{34:]{7—]{32 (3)
tovabba az M; matrixok elemeinek sszegét kétféleképp felirva (a vr = bk mintara)
(SEA :blk’l, Ul(’l"—Tl) :bgk’g = (b—bl)kfg
VaT's = (U — U1>7”3 = bl(k — ]{?1), UQ(T — 7”3) = bg(k — ICQ) = (b — bl)(l{? — ]{52)
b1 U1
{ = k—k ko = — 4
lgy ,r3 'U_Ul( 1)7 2 b_bl (71 Tl) ( )

Legyen B az N (1) szerinti felosztasdhoz tartozo soratlagok matrixa, mint a 4.1.4
Tételben, azaz

0 0 T T9
0 0 r 3 T4
kv ks 0 O
ky ke 0 O

B =

Mivel N 6nadjungalt, a 4.1.4 Tétel alapjan B sajatértékei osszefondodnak N sajat-
értékeivel, igy sziikségképp valosak. B sajatértékeit a karakterisztikus polinomjanak
gyokeiként tudjuk legegyszertibben meghatarozni:

p(A\) = det(B —AEy) = A — (riky + roky + r3ks + raky) A+ (riry — 7372 (kiky — koks)
de (2) és (3) alapjan az egyiitthatok atirhatok:
7‘1]{1 +T2k2+7"3k3+7"4k’4 = 7‘1]{’1 + (T—’T‘l)k’g +T3(k7— k’l) + (’I"—Tg)(k’ — ]{?2) =
= T‘]C + (7"1 — 7‘3)(]{?1 — ]{?2)
(7"17’4 — 7’37"2)(k1k4 — kgkg) = (7'1(7' — 7’3) — Tg(T — Tl))(kl(k — kz) — k‘g(k — k‘l)) =
= ’I“]C(T‘l — Tg)(k’l — k’g)
Tehat
p(N) =X — ((ry — r3) (k1 — ko) +7E) A2 +rk(ry — r3) (k1 — ko) =
= ()\2 — T’k) ()\2 — (7“1 — 7’3)(]{1 — k’z))
Vagyis B sajatértékei épp +v/rk és ++/(r1 — 13)(k1 — k), ahol (r; — 73)(k1 — ko)

nem lehet negativ, mert B sajatértékei valosak. r > ri,r3 és k > ky, ko, ezért rk >
(r1 —r3)(k1 — k2) > 0, igy a nagyséag szerint csokkend sorrend:

Vrk > V(= r3) (k= ko) > =/ (1 —13) (k1 — ko) > —Vrk
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A korabbiak alapjan viszont

k — kl (U — ’01)7"1 — (k — kl)bl . vry — blk -+ blkl — v N vry — blk

rL—T3=T1— b = -

Vv — U vV — 1 Vv — U vV — U1
és

r—T (b— bl)]{fl — (T — 7”1)1)1 bk’l — ur +T11)1 — blk'l bkl — T
kl_kQZkl_ - — -

b—b LT b— b b— b T bt
Ebbél adodik, hogy
M (B) = —\(B) = Vrk
M(B) = (B) =/

Az 6sszefonodas miatt ekkor viszont A\3(B) < A3(N) = o2, tehat

vry — blk' ) bl{il — r

vV — U1 b-bl

vr; — bk bky — vyr
1 1k bRy 1 <0§

Vv— U b—bl
('UT'l — blk)(bkl — 'UlT') S O'%(U — Ul)(b — bl)

Vrk koz6s sajatértéke N-nek (lasd 3.4.12 Tétel) és B-nek, igy \o(B) = M\y(IN) vagyis
az (i)-beli egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha az Gsszefonodas szoros. Ekkor vi-
szont (megintcsak a 4.1.4 Tétel alapjan) N minden (1)-beli részméatrixanak sordsszege
konstans, igy az M;, M] méatrixoknak is, amibdl pedig (ii) kovetkezik. ]

4.2.3. Megjegyzés. A Sajatérték-korlatot ugyan csak 1-(v, k, r)-rendszerekre mond-

tuk ki, de a 3.4.5 Tételbsl tudjuk, hogy minden t-(v, k, A)-rendszer egyben 1-(v, k, r)-
v—1

rendszer is, ahol r = )\%, igy az egyenl6tlenség minden ¢-rendszerre érvényes. Ré-
t—1

adasul t > 1 esetén o, pontos értéke is ismert a 3.4.14 Tétel alapjan: 03 =7 — kg =

rﬁ%’f.

Az egyenlGtlenség abban az egy esetben semmitmondo, ha oy = 07 = Vrk, ami
pedig avval ekvivalens, hogy a rendszer elGall diszjunkt részstrukturakra uniojaként,
de kordbban mar lattuk, hogy ez csak a t = 1 esetben lehetséges. Raadasul ilyen-
kor egyenként is vizsgalhatjuk az Osszefiiggd komponenseket, melyekre a 3.4.12 Tétel

kovetkeztében mar oy < o teljesiil.

Mindezek tudataban néhany speciélis esetben egyszertisithets a Sajatérték-korlét
egyenlGtlenség, vagy legalabbis kevesebb paraméterbdl kifejezhetd.

4.2.4. Példa. Négyzetes blokkrendszer esetén

(bry — byr)(bky — v1r) < rl; _ I

(b — Ul)(b — bl)
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Bizonyitds. A négyzetesség miatt b= v és k = r, tovabba t > 2 esetén o3 =1 — Ky =

b—r
T.b—_l' O

4.2.5. Megjegyzés. A Sajatérték-korlat tobb ekvivalens alakban is felirhat6, melyek
a bk = vr és biky, = vy egyenl&ségekbdl vezethetGek le. Példaul

bl U1 bl
A k——k)< (1——) R
<7’1 b 7’) ( L 02 v b
Itt a bal oldalon az atlagos fokszam és varhato értékének kiilonbsége szerepel, az elss

zardjelben a pontokra, a masodikban a blokkokra vonatkozolag.

A Sajatérték-korlat talan legismertebb alakja a szakirodalomban az tun. Illeszke-
dési korlat (pl. |4] 8-as Lemma vagy [1| 2.1-es Lemma).

4.2.5.1. Kovetkezmény (Illeszkedési korlat). Legyen S C P és L C B a (P,B,1)
t-(v, k, A)-rendszerben, és jelolje i (S, L) az illeszkedések szamat S és L elemei kozott,

ekkor
605 <onfsne (1-57) (1- )

Noha ezen a néven szélesebb kdrben talalkozhatunk az egyenlétlenséggel, altalaban

csak gyengébb, <1 — %), (1 — %) tényezdk nélkiili formaja ismert.

Az egyenléStlenségnek ehhez az alakjahoz fontos szemléletes jelentés is tarsithato,
ugyanis a bal oldali kifejezés épp az S és L kozti illeszkedések szdamanak a varhato
értéktdl valo eltérését jelenti S és £ méretében.

Bizonyitds. Legyen Dy az S pont- és L blokkhalmaz altal definialt részstruktira a
4.2.2 Tételnél. Ekkor felhasznalva a bk = vr és bk, = vir; azonossagokat

(vr1 — bik) (bky — vir) < 0% (v —v1) (b— by) /“;21
(1) (vt - ) <o (1= ) (1) / E=% wta=an
(o =) (o) <ot (1) (1)

(o) <o (=) (-5)
)
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Viszont itt Dy-nél vy = |S|, by = |L| és vyry = i (S, L), ami ez épp az Illeszkedési
korlatot adja. O
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5. Becslések minimalis lefogd és mas ponthalmazokra

Ebben a fejezetben elGszor egy konkrét példan keresztiil nézziik meg, hogyan hasz-
nalhatd az Illeszkedési korlat specialis ponthalmazok méretének becslésére, egytut-
tal 6sszehasolitjuk ezt a modszer a megszokott kombintorikus megfontolasokra épiilé
bizonyitasokkal. Ezt kovetGen altalanositom azt az eljarést, ahogy az Illeszkedési
korlatot a példaban felhasznaltuk. Ennek koszonhetSen ponthalmazok egy teljes osz-
talyara egy két paramétertdl fliggs, kozvetlen becslés nyerhets. Végiil altalanosabb
és kevésbé altalanos példdkon keresztiil vizsgalom az igy kapott korlatot.

5.1. Az Illeszkedési korlat egy alkalmazasa

Elgszor is lassuk Bishnoi et al. minimalis, tobbszorosen lefogd ponthalmazok mére-
tére vonatkozo becslését véges projektiv sikon (1.1 Tétel [1]-ben), amelyet a szerzok
kombinatorikus modon, és az Illeszkedési korlat segitségével is bizonyitanak.

5.1.1. Tétel. Legyen S minimélis t-szeresen lefogd ponthalmaz az n-edrendd II,
projektiv sikon. Ekkor

t—1+4/dtn—(3t+1)(t—1)
2

S| <n- +t.

— 144/ (Bt 1) (1)
t—1+4/4tn—(3t+1)(t—1) + 1 pontban

EgyenlGség esetén S-t minden egyenes vagy t vagy 5

metszi.

Ez tulajdonképpen a Bruen-Thas-tétel altalanositasa, ugyanis ¢t = 1 esetén vissza-
kapjuk az (ny/n + 1)-es korlatot. A tételre kétféle modszer felhasznalasaval harom
bizonyitast is megnéziink. Az els6 bizonyitasban a Bruen-Thas-tétel (1.2.7) kombi-
natorikus levezetését modositom kissé. Maguk a szerzék a kombinatorikus modszer-
nél a szamtani és négyzetes kozepek helyett egy ligyesen megvélasztott masodfokt
Osszegzés segitségével jutnak el az egyenlGtlenséghez, de az elsGdleges bizonyitasuk az
Illeszkedési korlaton alapszik.

Kombinatorikus bizonyitds. Jelolje [; az S i-szelGinek szamat mint a 1.2.7 Tétel bi-
zonyitasaban, ¢s legyen & = {e € £: |[eN S| > t} az S-t nem ¢ pontban metszd
egyenesek halmaza, és x = |S|. Most, mivel S t-lefogo, i < t esetén [; = 0, igy a
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(C1), (C2) és (C3) kombinatorikus dsszefliggések alapjan:

n+1

€] = Z L=n*+n+1-1
i=t+1
n+1

dlenS|= > il = (n+1)z—tl
ecly i=t+1
n+1

Y lenSP =Y %=z (z+n) - £

ecéy 1=t+1

Irjuk fel most is a négyzetes és szamtani kozepek kozti egyenlGtlenséget

(Zeegt |€ n S|)2 < Zeec‘)t |6 N S|2

|4l €]

Ezért

n+1 2 n+1

(Z zl) <(P4n+l-1) Y @

i=t+1 i=t+1

vagyis
(n+1Dz—tl)? < (n®+n+1-1) (z(z+n) — %)

atrendezve

(M +n+1)=2(n+D)z+z(z+n))l,<n(n’+n+1l-z)z

z

, 5 Sy, 68 ezért

De mivel S minimalis lefogd

22 4n+1)—2m+Dr+zz4+n) L <n(m®+n+1-—12)z.
( ( ) ( ) ;

z >0, igy

?(n*+n+1)=2t(n+1)z+z(z+n) <tn(n’+n+1-2z)
g —(n(t—1)+20)z—(n—t)t (n® +n+1) <0.

Gyokvonas utan

n(t— 1)+ 2t +\/((tn+2) — n)? +4(n — )t (2 + 1+ 1))
r < 5 ;
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a gyok alatti kifejezés dsszevonva pedig épp n? (4nt — (3t — 1)(t + 1)), igy

. < n(t—1)+n\/4n;—(3t—1)(t+1) o

Evvel az egyenl6tlenséget belattuk. Egyenl6ség esetén legyen d = i Vi (Bt DlCan)
vagyis ¢ = nd +t. Ekkor egyrészt tl, = x = nd +t, vagyis a t-szel6k partlclonaljak S
pontjait, mert S minimélis t-lefogd, masrészt minden &;-beli egyenesnek ugyanannyi
pontban kell metszenie S-t, mert ilyenkor a szémtani és négyzetes kozepek kozotti
egyenlGtlenség is egyenlséggel teljesiil.

Az E;-beli egyenesek kozos fokszaméanak meghatarozasahoz rogzitsiik az egyik t-
szel6 egy P pontjat. Ezen at a t-szelg altal le nem fogott nd pontot a maradék
P-n atmend n darab egyenes lefedi, de mivel ezek egyike sem t-szel§, mindegyikre
pontosan d 4+ 1 S-beli pontnak kell illeszkednie P-t is beleszamolva. Ekkor viszont
minden &£;-beli egyenes d + 1 pontban metszi S-t. [

5.1.2. Megjegyzés. Bishnoi et al. nyoman a szamtani és négyzetes kozepek kozti
egyenlGség helyett egy masik becslést is alkalmazhattunk volna, kihasznalva, hogy a
tételbeli egyenlGség esetén minden egyenes vagy t vagy d+ 1 pontban metszi S-t, ahol

t—1+\/4tn—(3t+1)(t—1) az—t

d= 2 on

Ekkor a kombinatorikus dsszefiiggéseinkbdl kifejezhets S (i — (d 4+ 1))*I; Gsszegzés
egyetlen tagra, (t — (d+ 1))%l;-re egyszertisodik. Ebbél az egyenléséghdl pedig egy d-
ben masodfoki egyenletet nyerhets. Altalanos esetben persze csak az egyenlGtlenséget
tudjuk biztositani:

n+1

ald) =3 (i—d—1)"l; > (t— (d+ 1) > (t — (d+ 1))2% (1)

1=0

ahol az utobbi becslés azért teljesiil, mert minimalis ¢-lefogd ponthalmaz minden
pontja illeszkedik alamelyik t-szeldre. Viszont a(d) ekkor is ugyantgy fejezhetd ki a
kombinatorikus Gsszefliggésekbdl:

a(d) =z(z4n) —2(d+ 1) (n+ 1) z+(d+1)* (n* + n+1) (2)
Legyen most

B(d) = ta(d) = (t —d = 1)*z =
=t +n+1)—z)(d+1)* —2ntz(d+1)+tz(z+n—1)
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Ekkor egyrészt (1) miatt 5(d) > 0, masrészt ha d = 2=t vagyis x = nd +t, a tételbeli

n
egyenl@ség esetén reményeink szerint a jo eredményt kell kapjuk. Tehat x helyére

nd + t-t irva
Bd)=...=n(d+1) (—d*+ (t—1)d+ (n—t+1)t)
igy 5(d) > 0 miatt
&~ t—1)d—(n—t+1)t<0
ahonnan a masodfoku kifejezést megoldva

dgt—1+\/4nt—2(3t+1)(t—1)

és r = nd + t miatt

- t—1+4/4tn—(3t+1)(t—1)
- 2
A fenti két modszer tehat ugyanazon a harom kombinatorikus Gsszefliggésen ala-

pul. Lassunk most, hogyan bizonyithat6é ugyanez a Sajatérték- ill. Illeszkedési korlat
alkalmazésaval!

T n+t

Bizonyitds az Illeszkedési korldt segitségével. Vezessiik be most is az z = |S| rovidi-
tést, evvel is hangulyozva, hogy mire is keresiink becslést. Jeldlje tovabba £ az S
t-szelGinek halmazat. Mivel S minimalis t-lefogd, minden pontja rajta van legalabb

egy t-szelon, gy |L£| > £. Néhany t-szel6 esetleges elhagyésaval elérhets |£] = [£].

Alkalmazzuk az Illeszkedési korlatot S-re és L-re. El6szor is i (S, L) =t [£], méasrészt
véges projektivstkonr =k =n+1, =1, v=b=n%2+n+1,és 0y =1 — X\ = /n,

tehat
<+ [110-9) (- )

(%1 -vel osztva majd négyzetre emelve mindkét oldalt

(-5 ) e (-5 (151 -5)

Ha most a jobb oldalon [f-‘ helyére -t frunk, csak novelhetjiik a kifejezés értéket,

igy
(1= 51 ) <on (=) (E-5) = 0-) (=)

t b

't VW _(n+1)z [£]




Ezt kifejtve és x-re rendezve az aldbbi méasodfoki egyenlGtlenséget kapjuk z-ben
22—t —1)+20z —t(n—t) (n®+n+1) <0

Innentdl a bizonyitas szorol szora megegyezik az els§ kombinatorikus valtozat végével.
O

Ennél a becslésnél tehat ugyantugy miikodik a kombinatorikus 6sszefiiggésekre épii-
16 modszer, mint az Illeszkedési korlat.

5.2. Egy altalanositott séma

A tovabbiakban altalanositom azt az eljarést, melyet a legutobbi, Illeszkedési korlat
segitségével tortént bizonyitasban lattunk. Ennek segitségével kozvetleniil az Illesz-
kedési korlatbol nemcsak tobbszorosen lefogd, de barmilyen részstruktura méretére
becslést nyerhetiink. A motival6é probléma utan kiilonb6z6 tulajdonsagokkal definialt
ponthalmazok méretére allitok el becsléseket.

Tekintsiik az M illeszkedési matrixszal definialt t-(v, k, A)-rendszert. Az egysze-
riiség kedvéért feltessziik, hogy nem diszjunk részstruktiarakbol allo t-rendszerrél van
sz0, ahogy korabban is. (Ez amugy is csak a t = 1 esetben lehetséges.). Részstruk-
tarakat fogunk vizsgalni, méghozza gy, hogy M sorai és oszlopai koziil kivélasztunk
néhanyat. Jelolje S és L rendre a megfelel6 pont- és blokkhalmazokat, M; pedig az
S és L altal meghatéarozott részméatrixot. Legyen vy = |S|, by = |£] a kivalasztott
sorok és oszlopok szama (vq,b; > 0), és r; az M, soraiban taldlhato 1-esek szamainak
atlaga, ki pedig az oszlopokban talalhato 1-esek szdmainak atlaga, ahogy eddig is.
Pontosabban:

17 M; 1,, 17 M; 1,,
Ty =, ky = ———.
U1 b1
5.2.1. Tétel. Osszefiiggs t-(v, k, A)-rendszerben legyen S és £ a pontok és blokkok
egy-egy nemiires halmaza, és jelolje ¢ :== % az S és L altal meghatarozott részstruk-

tara pontjainak és blokkjainak aranyat. Ekkor

20rry — (b+ cv) o3 + @\/(b —)? 02 +4vb (r —ry) (ck — 1) .
2¢(rk — o3) ’ (1)

vagy 71 és ¢ helyett ry és ki segitségével kifejezve:

|51 <

2urriky — (bky + vry) o5 + Ug\/(bk‘l — UT1)2 o3 + dvbriky (r — 1) (k — ky)

S| <
1] = 2ry (rk — o3)

(2)

Ez utobbi esetben feltéve, hogy r1 > 0.
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A becslés ugyan elemi lépésekbdl levezethets az Illeszkedési korlatbol, am a sok
paraméter és valtozé miatt ez kissé bonyodalmas.

Bizonyitds. Az Illeszkedési korlat miatt

r 2 v b
<U17”1 — EU1b1> S O'gvlbl (]. — ;1) <]. — 31)

Az atlathatosag kedvéért innentdl megint z-szel fogjuk jeldlni vi-et, evvel is hangsi-
lyozva, hogy |S|-re probalunk becslést elgallitani.

Ekkor ¢ definici6jabdl by = cx mellett r; = ck; is kovetkezik (még r; = 0 esetén
is, hisz ekkor k; = 0 is teljesiil). A bk = vr és bik; = x 1 azonossdgokat hasznéalva
rendezziik z-re ezt az egyenlGtlenséget:

(rejine) < ten (=3) (+=%)

x > 0 miatt mindkét oldalt oszthatjuk z-szel:

(n-10) <ot (1-2) (1 _ %)

felhasznalva, hogy by = cz

(=) <o (1-2) (-)

Kifejtve és x hatvanyai szerint rendezve

2 2 2 2

r o co. o rrY

—2——2 A+ 2+ 2 -2— cx < o5c—1}
b vb

de%:%,igy

rk — o2 ve+b) o2 — 2urr
2c2x2+( ) 2 1

vb vb

cx < ojc—r1r3

A 3.4.12 Tétel kovetkeztében o3 = rk csak diszjunkt komponensekre bonthat6 1-
rendszereknél fordul el6, melyeket az Osszefiiggdséggel itt ki is zartunk.

Tehat 02 < 7k (= o3) teljesiil, {gy masodfokt egyenl6tlenséget kapunk z-re. A
pozitiv fGegyiitthatoval osztva adodik, hogy

o (ve+0b)os —2vrr vb (05¢ —1?)
c(rk — o3) T=a (rk — o2)
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Teljes négyzetté alakitva
( _2vrry — (ve +b) 05)2 o v (02c —1?) (21}7’7’1 — (ve+b) 03)2
2¢(rk — o3) — 2 (rk —o03) 2¢(rk — o3)
(  2vrry — (ve+b) 03)2 < dvb (rk — o3) (o3¢ — r3) + (2urry — (ve+ b) 03)
2¢(rk — o3) - 4¢ (rk — 02)°
Fejtsiik ki a jobb oldalon a szamléloban taldlhato kifejezést, ismét a vr = bk Gssze-
fiiggést alkalmazva:

2

4vb (rk — 03) (o3¢ —r7) + (2vrry — (ve+b) 05)2 =...=
= (ve + b)2 oy — 4vbosc + dvbrkr? — 4vbrkr? + 4vbos (ch + 7] — kric— 7“7"1) =
= (ve —b)? od + dvbo? (r — 1) (ke — 1) .

Vagyis

(  2vurry — (ve+b) 05)2 < (ve — b)? ok + 4vbo? (r — 1) (ke — 1)
2¢(rk — o3) - 4¢ (rk — 02)”

Itt a jobb oldali szamlaloban egyik 6sszeadandé sem negativ (r; > 0 esetén kc — 1y =
r > 0), igy gyokot lehet vonni

’ 2urry — (ve+b) a3 <o, \/(UC —b)* 03 + 4vb (r — 1) (ke — 1)
2¢(rk — o3) - 2¢(rk — o3)
2urry — (b+ cv) o3 + 02\/(6 — )’ 02 4 4vb (r — 1) (ck — 1)
TS 2¢(rk — o3)
r1 > 0 esetén k; > 0 és ¢ = % is teljesiil, igy ki-gyel beszorozva a szamlalot és a
nevezot is, adodik az (rq, k1)-t6l fliggd alak. O

Miel6tt ratérnénk konkrét példékra, nézziik meg, mi mondhato altaldnosan spe-
cialisabb t-rendszerek esetén!

Emlékezziink, ha t legalabb 2, azaz legaldbb blokkrendszer a struktura, akkor o,
pontos értéke is ismert, nevezetesen o3 = 7’% =T — Ko.

A kovetkezs példakban csak a (11, ¢) partol fliggs alakokat vessziik sorra, de ter-
mészetesen az (r1, k1) paraméterid valtozatok ezekbdl egy lépésben elGallithatoak a

szamlalo és nevezd ki-gyel vald beszorzasaval.

5.2.1.1. Kovetkezmény. Ha a t-rendszer négyzetes:

2rry — (1+c)a§+02\/(1 —c)2ag+4(r—r1)(cr—r1)

2¢(r2 — o2)

5] < b
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5.2.1.2. Kovetkezmény. Ha a t-rendszer n-edrendi véges projektiv sik:

2+ 1r— (L+)n+ i/ (L— o n+d(n+1—r)(e(n+1) - r)

S| <
||_ 2c

A 5.2.1 Tételbeli korlat elemzéséhez jeldljiik D-vel a t-rendszeriinket, és legyen

2urry — (b + cv) 03 + 02\/(6 — )’ 02 4 4vb (r — ) (ck — )

Fp (r1,¢) = 2¢ (rk — o3) )

2urriky — (bky + vry) o5 + 09 \/(bkl — UT1)2 o2 + 4vbriky (r —ry) (k — ky)
FD (7'1, l{fl) =

2ry (rk — o3) "

Fp(ry,¢) mint a (0,7] x (0,b] téglalapon folytonos fiiggvény, illetve Fp(rq, k) mint
a (0,7r] x (0, k] téglalapon folytonos fiiggvény elemzésével az alabbi megallapitésok-
hoz jutottam, melyeket — jelentGségiikre, és a bizonyitasukhoz sziikséges elemi, de
bonyodalmas szamitésokra vald tekinttel — itt bizonyitas nélkiil vagy csak vazlatos
bizonyitassal kozlok.

5.2.2. Allitas. 0,,Fp (r1,k1) <0 a (0,7] x (0,k]\ {(r, k)} téglalapon.

A rend kedvéért ezt az allitast még bizonyitom, egyrészt mert mintatul szolgal a
tovabbi hasonl¢ allitdsok igazolésara, masrészt mert nem minden eleme magatol érte-
t6d6. Evvel egyiitt az elemi, de a sok tényezd miatt mégis bonyodalmas atalakitasok
koztes lépéseit mell6zom, hogy a bizonyitas terjedelmét kordaban tudjam tartani.

Bizonyitds. A rovidség kedvéért Fp (r1, k1) helyett most egyszertien F-et frunk, és
bevezetjiik az f jelolést a gyok alatti kifejezésre, melyet r; hatvanyai szerint rende-
ziink:

[ (ri, k1) = (vo3 — 4bky (k — ky)) v} + 20bky (2r (k — k1) — 03) 71 + bPo3ki
Ekkor tehat

2urriky — (bky + vry) 03 + oo/ f
2ry (rk — o3) '

F (7’1, k’l) =

Viszont f mindkét valtozojaban differencialhato és

O f = 2v (voj — 4bky (k — k1)) r1 + 2vbky (2r (k — k1) — 03) ,
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igy

S

bklO'% ()]
0, F = —0, o, YL _
! Y2ri(rk—o03)  2(rk—o3) 'y
bl{fl()'% 02 < arlf \/7>

- 2r2 (rk — o2)  2(rk —o2) \2riVf B 7’_%

Ez pontosan akkor negativ, ha

bklag g9 ( 0T1f \/7) < 0

2r? (rk — o2) + 2(rk —o2) \2rf B r_%

f >0 (r1,k1) # (r, k) esetén mint a 5.2.1 Tétel bizonyitasabol latszik, igy atrendezés
utan ez az alabbi alakra hozhato:

oo/ f < 2ur (k —ky)ry + (bky — vry) 0
Lehet-e itt a jobb oldal negativ? Ehhez legyen
g(r1, k1) = 2vr (k — ki) ry + (bky — vry) 05.

Ekkor ¢ (r1, k1) a [0,7] x [0, k] téglalapon differencialhato fliggvény, igy mivel az el-
jelével kapcsolatban kozvetleniil nem tiinik ki semmi, probaljuk k; szerinti derivalt
segitségével vizsgalni a g < 0 egyenl6tlenséget

O, g (r1, k1) = —2vrry + bo;
2

o
és 8klg (Tl,kl) :0<—>T1:2—]2€,
o5 a3

tovabba 1 < o Ok, g (r1,k1) >0, 1 > o - Ok, g (11, k1) < 0.

2
Tehat ry < 32 esetén g (rq, k1) ki-ben szigortian monton né, igy minél kisebb k;, annal
kisebb ¢ (r1, k1) azaz

g(ri, k1) >g(r,0)=v (2rk — ag) r > 0.

2
ry > ;—Z esetén viszont g (r1, k1) ki1-ben szigortian monton csokken, igy minél nagyobb
k1, annal kisebb g (r1, k1) gy

g(ri, k) >g(r,k)=v(r—ry)o; >0.
Végiil az r = % esetben

g(ﬁ,kl):v(r—rl)agz()
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vagyis g (r1, k1) sehol sem negativ, és csak akkor 0, ha ry =7 és ky = k vagy r; =0
és k1 = 0. Vagyis négyzetre emelhetiink. Ezek szerint 0,, F' < 0 akkor és csak akkor,
ha o2 f < g?. Ez utobbi egy sor atrendezés utén az alabbi alakra hozhato

dvbriky (1 — 1) (k — ki) 02 < dvr (k — ky) 7y (bky — vry) 02 + 402 (k — k) r2.
Ez pedig 1 > 0 miatt a kovetkezovel ekvivalens
o5 < rk,
ami mindig teljesiil, mert 03 < o} = rk minden &sszefiiggd t-rendszerben. O

Ennek az allitasnak példaul akkor mutatkozik meg a jelentGsége, ha L-ben S-nek
csak s-szel6i talalhatoak valamilyen s € {1,2,... k} természetes szamra, ekkor ugy
kapjuk a legszigorubb becslést, ha L az Osszes s-szel6t tartalmazza, ilyenkor ugyanis
k1 = s nem valtozik, de r; az s-szel6k szamaval szigorian né. Mi a helyzet azonban
az r1 = 0 esettel? Ekkor k; = 0 is teljesiil, ami csak ugy lehetséges, ha L-ben csak
S-re nézve kitérs blokkok taldlhatoak, vagyis ez épp az s = 0 eset. A fenti bizonyitas
mintajara konnyen belathaté az alabbi allitas

5.2.3. Allitas. ¢ € (0,b] esetén 9, Fp(0,¢) > 0.

Vagyis ha egyszer L-ben mar csak kitéré blokkok vannak, ugy kapjuk a legjobb
becslést, ha |£| = 1, azaz L egyetlen 0-szelgbal all.

5.2.4. Példa. Mindezek segitségével a 5.1.1 Tételben szerepl6 korlatot mar egyetlen
bekezdéssel igazolhatjuk: ebben az esetben ugyanis D = II,, projektiv sik, és ha £ a
t-lefogd S halmaz néhany t-szel6jébdl all, akkor k1 = t L elemszamétol fliggetleniil.
Mivel S minden pontjan at megy t-szeld, elérhets, hogy r; > 1 teljesiiljon. Ekkor
viszont a 5.2.2 Allitas miatt F, := Fp-re mint folytonos fiiggvényre tekintve:

t—1+4/dnt — (3t+1)(t — 1)

S| < Fu(r1,t) < F,(1,t) = 5

-n—+t

Ezek alapjan a minimalis, t6bbszorosen lefogd ponthalmazok méretére vonatko-
z6 korlatot konnyen altalanosithatjuk tetszéleges t-rendszerre, elsé 1épésként példaul
négyzetes blokkrendszerre.

5.2.5. Tétel. Legyen S minimaélis t-lefogd ponthalmaz négyzetes (v, k, A)-blokkrendszerben,
ekkor

R(t= 1)+ (E+ DA+ VE= Ay (6= 1 (k= X) + 4t (k — 1) (k — 1)

<
151 = 2\
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Lassuk most e séméanak néhany alkalmazasat altalanosabb példékon.

5.2.6. Példa. Tetszbleges t-rendszerben legyen £ az S ponthalmaz s-szelGinek egy
nemiires halmaza, ekkor ky = s, ezért ry > 0, igy ¢ = "1, és

2ursry — (bs 4+ vry) o3 + 02\/(173 —vry)? 02 4 4vbsry (r — 1) (k — s)

<
|51 < 2r1 (rk — 03)

e Négyzetes blokkrendszerben:

2rsry — (s+m) (r—A) +Vr — )\\/(s —7)? (r =\ +dsry (r—r1) (r — 5)

<
|S| - 27’1/\

e Véges projektiv sikon:

2(n+1)cs—(1+c)n+\/ﬁ\/(1—c)2n+4c(n+1—cs)(n—|—1—s)
2c
2(n+1)sr1—(s+r1)n+\/ﬁ\/(s—rl)Qn—i—élsrl(nJrl—Tl)(n—i—l—s)

2T1

|51

IN

5.2.7. Megjegyzés. A fenti példa véges prokektiv sikokra vonatkozo része tulajdon-
képpen [3| 1.2.8 megjegyzésben emlitett eredményének altalanositasa, hisz ha csak
annyit tudunk S-rél, hogy legalabb |si| t-szelGje van, akkor £-nek a s-szel6ket véalaszt-
va a 5.2.2 Allitas kovetkeztében

]5’|§Fn(r1,s)§Fn(1,s):ns_1+\/48n_2<38+1><8_1)+8

Igy tehat a 5.1.1 tétel apro altalanositasat kapjuk.

5.2.8. Példa. Fontos példa, ha ugyanannyi oszlopot valasztunk ki, mint ahény sort,
azaz |S| = |L|, vagy mésképp ¢ = 1, ilyenkor a képletek jelentSsen egyszertisodnek:

2urry — (b+v) o3 + 02\/(1) — U)2 o2 +4vb(r —r) (k—r)

S| <
15 =< 2(rk —o3)
e Négyzetes t-rendszerben:
r 4o
15| < 1+ 2y
T+ 02

50



e Véges projektiv sikon:
S < (n—va+1) (Vatn)

5.2.9. Példa. A ¢ = % eset az el6z6 példat altalanositja kissé. Ekkor a kivalaszott
sorok és oszlopok aranya ugyanaz, mint az eredeti métrixnél, és cv = b és ck = r is
teljesiil, igy

b \/or, 4+ Vb,
v rk+ oy

A négyzetes t-rendszer és a véges projektiv sik esetei pedig egybeesnek az elézd pél-
dédnanak ezen aleseteivel.

5] <

5.2.10. Példa. Tekintsiik még az r; = r esetet, ekkor

b
’S‘ SZ _kb
r
Az r; = 0 esetben pedig
Sl < 02\/(b — ) 02 + devbrk — (b+ cv) o2 B 20bos
< — =
2¢(rk — 03) \/(b — v)® 02 4 devbrk + (b + cv) 0y
o Négyzetes t-rendszerben:
02\/(1—0)2c7§+4c7"2— (1+¢)o3 2bar,
5] < b=

2 _ 2
2c(r? — 03) \/(1 — )02 442+ (1+¢) oy

e Véges projektiv sikon:

5 < VA +en? tden(n? +n 1)~ (1+e)n
- 2c n

2n(n* +n+1)
\/(1+c)2n2+40n(n2+n+1)+(1+c)n

o1



5.3. Még egy alkalmazas

Ebben a szakaszban olyan ponthalmazok méretére keresek fels6 becslést, amelyeknek
van ugyanannyi kitérg egyenesiik (blokkjuk) és érintGjiik, ahany pontbol allnak. Az
eddig megszokott modon jelolje S a ponthalmazt, D a struktirat. Ekkor a 5.2.1 Tétel
kontextusaban r; =1 és ¢ = 2, igy

e Altalanos t-rendszer esetén

207 — (b+ 20) 0F + 021/ (b — 20)° 0F + dvd (r — 1) (2k — 1)
4(rk — o3)

e négyzetes blokkrendszerben

3N—r+Vr—=M8r2—1lr+4—\
4\

S| < Fp(1,2) =

e véges projektiv sikon

Vv8n+5—1 1
4 2

Véges projektiv sik esetén azonban ennél kicsit jobb becslés is adhaté méghozza a koz-

vetlen, kombinatorikus modszerrel, ismét a nevezetes kozepek kozti egyenlétlenséget

alkalmazva.

5.3.1. Tétel. Legyen S # () olyan ponthalmaz egy n-edrendii projektiv sikon, mely-
nek legalabb annyi kitérg és érinté egyenese van, mint ahdny pontja. Ekkor
—n+vVn+1vV8n2 —-Tn+1

1 )
A tételt a 5.1 Tétel kombinatorikus bizonyitasainak mintajara vezetem le.
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Bizonyitds. A szokasos modon jelolje [; az S i-szelSinek szamat, és legyen &£ = {e €
E: len S| > 1} az S szel6inek halmaza. Ekkor a Bruen-Thas-tételnél hasznalt (C1),
(C2) és (C3) osszefiiggések alapjan
n+1
& =) Li=n*+n+1-(o+1),
=2
n+1
Y lens|=> il =(n+1)z -,
ecéy =2
n+1

dlenSP =Y "L =x(z+n) -1l

ec&q =2
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Itt is felirva a négyzetes és szamtani kozepek kozti egyenlGtlenséget:

<Ze€€1 ’6 N S|)2 < 26681 ’6 N S|2

€1 €1 7
amibdl
n+1 2 n+1
(Z zl) <P 4n+1—(o+h)) L,
=2 1=2
vagyis

(n+1)z—1;)* < (n®+n+1—(lo+0h))(z(x+n)—1).
lo,ly > = miatt

*<(nP+n+1-2z)z(z+n—1)
:Ug(n +n+1-2z)(z+n—1)
222 +(n—3)z-n*+1<0,

ezért

—n+3—|—\/(n—3)2+8(n3—1)
Tz < =
- 4
—n+3+V8ni+n?—6n+1 3—-n+V/n+1v82 —Tn+1
4 N 4 '

]

Noha ez nagysagrendben ugyantgy O (n+/n)-es, mint az Illeszkedési korlathol
szarmazod becslés, raadasul ugyanavval az %—es konstans szorzoval, a mésiknél szi-
gorian kisebb, tehat ebben az esetben a kombinatorikus modszerrel erésebb korlatot
sikeriilt bizonyitani. A kovetkezd példa megmutatja, hogy valojaban ilyenkor nem is
tévediink olyan nagyot.

5.3.2. Példa. Legyen n négyzetszam. Ekkor a PG (2,n) sikon egy Hermite-gorbe

pontjait egyenként elhagyva, amig a gorbe pontjainak legfeljebb a fele marad meg,

olyan ponthalmazt kapunk, amely egyrészt kielégiti a kitérd és érinté egyenesekre

{nﬁ—&—l
2

vonatkozo6 kritériumokat, masrészt épp pontja van.
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