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BEVEZETO

A Markov dontési folyamatok témakore alapvetéen szekvencialis don-
tések leirasara alkalmas, ahol a dontések kovetkezményei nem deter-
minisztikusan alakulnak.

A dolgozatban targyalt témdk a kovetkezd kérdéskorbdl szarmaz-
nak: Adottnak tekintiink egy allapotteret, amivel a val6sag egy szele-
tét kédoljuk el. Az allapottér minden eleméhez tartozik egy jutalom
(vagy koltség), ami leirja, hogy mennyire kedvezd (vagy keriilend)
szamunkra az adott allapot. Az allapotokhoz fel vannak sorolva a
megadatott dontéseink, amik koziil vdlaszthatunk egyet. A kornyezet
sztochasztikus, igy egy dontés meghozdsa utdn nem tudhatjuk pon-
tosan az éllapottér melyik részébe keriiliink. A dontéseink csak be-
folyésoljdk a kovetkezd allapotok megvaldsuldsanak valdszintiségét.
Feltessziik azt, hogy ezeket az eloszldsokat ismerjiik a déntéshozas
pillanataban.

A kérdés természetesen az, hogy hogyan vdlasszunk optimdlis dontése-
ket. Ehhez el6szor meg kell fogalmazzuk mi alapjan tekinthetiink egy
dontést kedvezdbbnek a tobbi lehetéségnél. Ez nem csak azon maulik,
hogy milyen jutalmak, vagy koltségek varhatdéak egy adott dontés
kozvetlen kovetkezményei 4dltal. Az is el6fordulhat, hogy kockdaztat-
va, vagy rovid tdvon dldozatot hozva, csak egy hosszabb dontéssoro-
zat altal, igy az els6 dontésiinknek csak tavolabbi kdvetkezményeként
jutunk magas jutalmu allapotokba. Tehat ahhoz, hogy egy konkrét al-
lapotban lassuk melyek az optimalis dontések, sziikségiink van egy-
szerre, az dllapottér egészén meghatédrozni a legjobb dontéseket.

Ahhoz, hogy a probléma konnyen kezelhet6 maradjon, egy fon-
tos feltevésiink, hogy a vizsgalt dontési folyamat Markov tulajdonsdgii.
Ezzel azt tessziik fel, hogy a folyamat jelenlegi dllapotdnak ismere-
te ugyan annyi informdciét hordoz a dontéseink utani dtmenetval6-
szinf{iségekrdl, mintha a folyamat teljes multjat ismernénk. Bizonyos
szempontbdl ezzel azt fejezziik ki, mintha nem lenne emlékezetiink,
igy nem megkepd, hogy a Markovi dontési folyamatok csak egy feje-
zetét alkotja a sztochasztikus optimalis kontroll témakorének.
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I. rész

MARKOV DONTESI FOLYAMATOK ELMELETE

A dolgozat els6 részében a diszkrét idejii és véges allapot-
terti Markov-lancok elméletére alapozva bevezetjiik a Mar-
kov Dontési Folyamatok (réviden MDP, mint Markov Decisi-
on Processes) alapvetd fogalmait.



1 MARKOV-LANCOK

A Markov-lancokkal kapcsolatos ismereteket ebben a dolgozatban a
teljesség igénye nélkiil mutatjuk be. A kovetkez6kben Dr. Csiszdr Villo
- Diszkrét és folytonos idejii Markov-ldncok elektronikus egyetemi jegyzet
[6] és R. G. Gallager - Discrete Stochastic Processes [1] tankonyv alapjén,
csak a késtbbiekben haszndlt alapfogalmak mentén a témakor egy
bevezetését adjuk. Ez utébbi tankonyv alapjan késziiltek a dolgozat I.
részének tovébbi fejezetei is.

1.1 BEVEZETES £S ALAPFOGALMAK

1.1. Definicié. Diszkrét idejti, véges dllapotterii Markov-ldncnak neveziink
egy olyan {X }teN valdsziniiségi vdltozo sorozatot, ahol

o X értékeiaz {1,2,..., M} halmazbél keriilnek ki minden t € IN esetén

o {Xt}ten teljesiti a Markov tulajdonsdgot, azaz Vt € IN és Vi € [M]
esetén

P(Xer1 =1 X0, X1,..., X)) =P(Xep1 =1 X¢) (1.1)

1. Megjegyzés. A Markov-tulajdonsag alapjan tehat hidba ismerjiik
az egész Xo, X1, ..., Xt "multjat" a folyamatnak, nem tudunk tobbet a
jovobeni fejl6désérdl, mintha csak X, értékét kapnank meg. Ezt tgy is
meg szokds fogalmazni intuitive, hogy egy Markov-lancnak nincsen
"emlékezete".

Fontos kiemelni, hogy az 1. fejezetben csak tn. homogén Markov-
lancokat vizsgalunk, ahol az dtmenetvaldsziniiségek véaltozatlanok, azaz
P(X¢y1 = 1| X¢ =j) valoszintiségek csak i és j értékétdl fliggnek, t-
t6l nem.

Adja magét, hogy az egylépéses dtmenetvaldsziniiségeket egy P € RM*M
dtmenetmdtrixba rendezziik:

Pij = P(Xt—H :j | Xt = i) (1.2)

Egy i allapotbdl elérhetd a j dllapot (i — j), ha 3n, hogy P(X,, =j |
Xo = 1) > 0. Azt mondjuk, hogy az i allapot rekurrens, amennyiben
(i — j) maga utan vonja, hogy (j — i). A nem rekurrens allapotokat
tranziensnek nevezziik.

Az egymdsbol kolcsonosen elérhets dllapotokat osztdlyokba parti-
ciondlhatjuk. Mivel egy rekurrens allapotbdl elérhetd cstcsok mind
rekurrensek, minden egyes osztily vagy csak tranziens, vagy csak re-
kurrens allapotokat tartalmaz.
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Egy i dllapot periédusa az {n € N : P(X, =1i| Xo =1) > 0} szdmok
legnagyobb kozos osztdja. Ha a periédus = 1, akkor aperiodikusnak
nevezziik az allapotot.

Egy osztély elemeinek periédusa megegyezik, igy beszélhetiink pe-
riédikus, illetve aperiodikus osztalyokrol.

1.2. Definicié. Egy véges dllapotterii Markov-ldnc

e ergodikus amennyiben az sszes dllapot egyetlen rekurrens és aperio-
dikus osztdly része.

e unichain amennyiben egy rekurrens osztdlyt tartalmaz, azon kiviil
esetleg tranziens osztdlyokat.

e ergodikus unichain amennyiben a folyamat unichain és a rekurrens
osztdly ergodikus.

1.3. Definicié. EgQy P dtmenetmdtrixii Markov-lincnak 7e' € RM stacio-
nérius eloszléasa, ha

M M
Y mPy=m (HeM);, m=0 ) m=]1 (1.3)
i=1 i=1

teljesiilnek.

Vegytik észre, hogy ha P(Xp = i) = m; Vi, akkor P(X; = j) =
Zf; 7Py = m; Vi Igy ez alapjan induktive latszik, hogy X; el-
oszldsa valtozatlan marad tetszbleges t € IN esetén, amennyiben a
staciondrius eloszlds szerint indul a folyamat.

A staciondrius eloszlés létezésére, illetve egyértelmiiségére a Perron
Frobenius tételkor ad valaszt. [1]

1.1. Tétel. Legyen P egy ergodikus unichain dtmenetmdtrixa. Ekkor P leg-
nagyobb valds sajdtértéke N = 1, és tetszOleges w # A sajdtértékre A > |ul.
Ezenkiviil
Iim P™ =em (1.4)
m—o00
ahol > 0,) ;7 = 1 feltételekkel T egyértelmii megolddsa a mP = 1t

egyenletnek, illetve Pv = v konstans szorzé erejéig egyértelmii megolddsa
e=(1,1,...,1T"

Induktive belathato, hogy (P™)i; = P(Xs, =j | Xo =1), azaz a P™
matrix az m lépéses dtmenetvaldsziniiségeket tartalmazza.

2. Megjeqyzés. A P = Tt egyenletnek van egyértelm{i megoldésa,
ha P egy unichain dtmenet matrixa. Amennyiben egy olyan Markov-
lancot vizsgalunk, aminek r > 1 darab rekurrens osztalya van, akkor
a P = 1t egyenletnek r darab kiilonb6z6, linedrisan fiiggetlen megol-
désa lesz.
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1.2 MARKOV-LANCOK JUTALOMMAL

Természetes altaldnositdsa a Markov-lancoknak a modell, amiben a
folyamat egy i allapotdhoz egy r; € R jutalom, vagy koltség van
rendelve. A legfontosabb mennyiség, amit ebben a fejezetben kortilja-
runk az a varhat6 értéke az Osszegyfijtott jutalomnak az id6 haladta-
val.

A jutalmak bevezetése szélesiti a modellezhetd jelenségek korét, és
el6késziti a épitékoveit a Markov dontési folyamatoknak.

3. Megjeqyzés. Amennyiben tgy adédik, hogy a jutalmat egy i — j
két allapot kozti atmenettel természetes azonositani, akkor mivel a
véarhato értékét vizsgdljuk az 6sszegytijtott jutalomnak, konnyen &tfo-
galmazhatjuk a problémaét a fent felvetett alakra, hiszen egy i dllapot-
bél a varhat6 jutalom ekkor r; = Z]Ai 1 Pyt

1.4. Definici6. Egy unichain esetében a staciondrius eloszlds id6egység
alatt varhat6 jutalma alatt a

M
g=> mm (1.5)
i1

mennyiséget értjiik, ahol T a staciondrius eloszlds.

Ez a fogalom alapvet6 a hosszitdvon Osszegyfijtott jutalom elem-
zésekor, hiszen lattuk, hogy egy ergodikus unichain az id6 el6reha-
ladtaval konvergél, olyan értelemben, hogy IP(X; = i) ~ 7ty nagy t
esetén. fgy egy atmeneti Gn. bemelegits fazis utdn mar becsiilhets az
n 1épés alatt Osszegyfijtott jutalom egyszertien ng értékkel.

1.1. Példa (Els6 mintamegjelenés véarhat6 ideje). Tekintsiik a kivetke-
z0 problémdt: Egy majmot leiiltetiink egy irégép elé, amin a magyar abc
44 betiijét haszndlhatja. Véletlenszerii, eqyenletes eloszlds szerinti leiitéseket
feltételezve vdrhatéan mennyit kell vdrni, hogy legépelje a "banan" szét?

Erre a feladatra a kovetkez6 Markov-ldncot és jutalmakat irhatjuk fel:

* Legyenek a folyamat dllapotai ip,iv,1ba, tban, ibana, tbanan

* Az dtmenetvaldsziniiségek az 1. dbrdn ldthatok.

1, hai<ipans
i A jutalmak Ty = a1 ;é lbanén

0, egyébként

Jelolje vi az i dllapotbdl indulva a lépések vdrhatd szdmdt, amig elérjiik a
ibanan dllapotot.

Ekkor a teljes vdrhatéérték tétele alapjin a kovetkezd egyenleteket irhatjuk
fel a v; vdrhatd lépésszdamokra:

vi =1+ Z Pi;vj; i # lbanan (1.6)

j #ib anan



1.2 MARKOV-LANCOK JUTALOMMAL

1

2

i‘b anan

1. dbra. Az 1.1 példa dtmenetvaldszintiségeinek gréfja.

A (1.6) linedris egyenletrendszer alapjdn a vdrhaté leiitések szdma:
vi, = 164916224

Percenként 200 leiitéssel szdmolva 1 év 6 hénap és 17 nap dtlagosan elegendd
a minta megjelenésére.

Az 1.1 példa igencsak mondvacsindlt, "tantermi" jelenség. Az &l-
lapotok, amikhez nullatdl kiilonb6z6 jutalom tartozik mind tranzien-
sek, igy a staciondrius eloszlas idegység alatt varhat6 jutalma is O (ha
i allapot tranziens, akkor 7r; = 0). Illetve a rekurrens osztély egyetlen
nyeld cstcsbol allt.

Lényegében ami ezen a példan megfigyelhet6, csak egy atmeneti
jelenség, ami a tranziens dllapotokon jatszédik le. Ahogy fejlédik a
folyamat elébb-utébb a nyel6 allapotba érve mar a folyamat, és az
Osszegytijtott jutalom sem véltozik.

1.2.1  Véges sok lépés esete

Altalanosabb esetben egy unichaint fogunk vizsgalni, ahol mar a re-
kurrens osztaly allapotaihoz nem feltétlen nulla jutalom tartozik. Ek-
kor a varhat6 0sszegyfijtott jutalmat egyrészt egy kezdeti tranziens
viselkedés hatdrozza meg, ami fiigg a kezdeti dllapottdl, majd id6vel
kihal, masrészt a stacionarius eloszlas idSegység alatt varhat6 jutal-
ma, hiszen ilyenkor ez mar lehet nullatél kiilonbo6z6.

Ahhoz, hogy ide eljussunk el6szor csak véges sok id6beni lépést
vizsgalunk. Utdna limeszeléssel fogjuk latni a megallitas nélkiili fo-
lyamat esetét.
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1.5. Definicié. Egy kijelolt m € IN szdmhoz viszonyitva az n. stadium
alatt a folyamat Xy, dllapotdt értjiik.

4. Megjegyzés. Véges sok 1épés vizsgdlatakor magatol értet6ddbb lesz
ezeket a stddiumokat hasznélva, idében visszafelé szamolni. Ez els-
késziti a dinamikus programozasi algoritmust is, amivel az optimdlis
dontéseket szamoljuk az MDP-k esetén.

1.6. Definicié. Az u € RM megallasi jutalom jelélje a folyamat 0. stidi-
umdban érkez0 jutalmat.

5. Megjegyzés. Ezzel, hogy megengedjiik, hogy az utolsé 1épésben a
korédbbi (r1,12,...,7Mm) értékektd] kiillonboz6 jutalom érkezzen, amel-
lett hogy 4ltaldnositjuk a vizsgalt modellt, konnyebben tudjuk majd
levezetni az altaldnos esetben a varhaté 0sszegyfijtott jutalmat.

1.7. Definicié6. Jelolje vi(n, u) az i dllapotbdl, az n. stddiumban indulé, u
megdlldsi jutalommal vett folyamat vdirhaté Osszegyfijtott jutalmit.

Ekkor a vi(0,u) := uy definiciéval kezdve, tetsz6leges stadiumra
felirhatjuk a varhat6 jutalmat:

M
vi(n,u) :TH—ZPﬁV)’ (n—1,u); m=>1) (1.7)
j=1
6. Megjeqyzés. Bevezetve az
r=(r1,7m2,...,tm)"
v(n,u) == (vi(n,u),va(n,u),...,vm(n,u))’
jeloléseket a (1.7) egyenlet a kovetkez6 formaban foglalhat6 Ossze:
vin,u)=r+Pv(n—1,u); n>1) (1.8)
Amennyiben a (1.8) egyenletet n-szer iterdljuk, adédik, hogy
v(nu) =r+Pr+P’r+..-4+Pu (1.9)
amibdl a staciondrius eloszlas szerint atlagolva lathatjuk, hogy
mv(n,u) = ng + mu (1.10)
Hiszen Pk = 7t tetsz6leges k-ra, illetve mr = g definicid szerint.

7. Megjegyzés. A (1.10) Osszefiiggés olyan szempontb6l nem meglepd,

hogyha egy a staciondrius eloszlds szerint, az n. stddiumban indulé
folyamatot tekintiink, akkor az eloszlas nem valtozvan, n-szer meg-
kapjuk a staciondrius eloszlas id6egység alatt varhato jutalmat, illetve
az utols6 lépésben a megdllasi jutalmat.
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1.2.2  Aszimptotikus relativ jutalom

Amennyiben nem a staciondrius eloszlds szerint indul a folyamat, ha-
nem egy rogzitett dllapotbdl, akkor természetes kérdés, hogy hogyan
véltozik a varhat6 0sszegyijtott jutalom 7tv(n, u)-hoz képest.

Egy i allapotra wi-vel jelolve, hogy mennyivel jovedelmez&bb hossza
tdvon az i-b6l inditani a folyamatot, mint 7t szerint, megsejthetjiik
hogy ergodikus Markov-lancra

v(n,u) ~ w+nge + (mtu)e (1.11)

hiszen P™ =~ em nagy m-re, igy a (1.9) Osszefliggés alapjan, az utolséd
tagra P"u ~ (mu)e, illetve a kozbiils6 tagokra P™"~™r ~ ge amennyi-
ben n —m nagy. Az els6 néhany r+ Pr+ .- -+ P™r tagon a folyamat
kezdeti viselkedése alatt érkezd jutalmakat a w € RM an. aszimptoti-
kus relativ haszon vektorral korrigdlhatjuk.

(1.10) és (1.11) alapjan

v(n,u) ® w+ (mtv(n,u))e (1.12)

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy a (1.12) sejtés helyes, és n —
oo esetén létezik a limesz, illetve pontossd valik a becslés.
Atrendezve (1.11)-et és limeszt véve, illetve (1.8) alapjan:

w = lim (v(n,u) —nge— (mu)e) (1.13)
= T}i_r)rgo(rjt Pv(n—1,u) —nge — (mu)e) (1.14)
—r—ge+P lim (vin—1T,u)— (n—T)ge— (mu)e)  (115)
=r—ge+Pw (1.16)

Tehat amennyiben létezik a (1.13) limesz, a hatarértéknek teljesite-
nie kell a w + ge = r + Pw egyenletet. Ez utébbi egyenlet megoldha-
tosdgat és w unicitasat a kovetkezd lemma tisztdzza. Az (1.13) limesz
létezésérdl a 1.3. tételben esik szo.

1.2. Lemma. Legyen P egqy M dllapotii unichain dtmenetmdtrixa. Legyen
re RM egy jutalomvektor, T € RM g ldnc staciondrius eloszldsa, illetve
g =) ; mry. Ekkor a

w+ge =r+ Pw (1.17)

egyenletnek létezik w megolddsa. A Tw = 0 feltétel mellett a megoldds
egyértelmii.

Bizonyitds. Tekintsiik (1.17)-t a kovetkezé alakban:
(P—I)w=ge—r (1.18)

Ahhoz, hogy tudjuk, létezik egy w megolddsa (1.18)-nek, megmu-
tatjuk, hogy ge —r a (P — I) matrix oszlopterébe esik.
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Egy maétrix oszloptere megegyezik a baloldali nullterének merd&le-
ges kiegészitbalterével. A (P —I) métrix baloldali nulltere ez esetben
P-nek a A = 1 sajatértékhez tartoz6 baloldali sajatvektorokbdl all. Az
1.1. tétel alapjan ez a sajataltér 7t skaldrszorosaibdl all. fgy akkor és
csak akkor létezik w, ha t(ge —r) = 0.

Ez utébbi mindig teljestil, hiszen g(7e) = g- 1 és mr = g definici6
szerint.

Tegytiik fel, hogy w egy megoldasa (1.18)-nak. Ekkor az §sszes meg-
oldast megkaphatjuk w = w + x alakban, ahol (P — I)x = 0. Ez utébbi
feltétel azt jelenti, hogy x egy jobboldali sajatvektora P-nek, a A =1
sajatértékhez. Az 1.1 tétel alapjan ekkor x = oce alakd, igy w = w + e
alakban irhat6 fel egy tetsz6leges megoldés.

Amennyiben a mw = 0 feltételt is teljesiteni kell, adédik, hogy « =
—7w, igy a megoldas mar egyértelmdi. O

Tekintsiik azt az esetet, amikor a megdlldsi jutalomnak a (1.17)
egyenlet egy w megoldasat valasztjuk. Ekkor

v(l,w) =r+Pw=w-+ge (1.19)
v(2,w) =r+ P(w+ ge) = w+ 2ge (1.20)

: (1.21)
vin,w) =r+P(w+ (n—1)ge) = w+nge (1.22)

Innen kénnyen megmutathaté tetsz6leges u € RM végs6 jutalomra
hogyan alakul a varhat6 6sszegyfijtott haszon. A (1.9) alapjan

vin,u)—v(n,w) =P (u—w) (1.23)
amihez hasznélva (1.22)-t
v(n,u) =w+nge+P"(u—w). (1.24)

Osszefoglalva ezeket az eredményeket a kovetkez6 tételt mondhatjuk
ki.

1.3. Tétel. Legyen P egy unichain dtmenetmdtrixa, r € RM egy jutalom-
vektor, w € RM pedig a (1.17) eqy megolddsa.

Ekkor az m lépés alatt 0sszegyiijtott jutalmat a (1.24) alapjin szdmolhat-
juk.

Ha az unichain ergodikus és w = 0 teljesiil, akkor

nli_r}go(v(n, u) —nge) = w+ (Ttu)e. (1.25)

Bizonyitds. A fenti érvelésen feliil, amennyiben a Markov-lanc ergodi-
kus unichain, akkor lim,, P™ = em, és igy lim,, P"u = (mu)e, illetve
lim,, P"w = 0, amib6l adédik (1.25). O
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2 MARKOV DONTESI FOLYAMATOK

2.1 BEVEZETES

A kovetkezdkben bevezetjiikk a modellbe a dontéshozas lehet6ségét.
Amig kordbban egy i € [M] allapothoz csak rogzitett {Py; : j € [M]}
atmenetvaldszintiségek, illetve az r; jutalom volt rendelve, most le-
het6séget adunk, hogy a folyamat minden lépésekor egy dontéshozé
vélasszon kiilonbdz6 jutalmak és hozzajuk tartoz6 dtmenetvaldszinfi-
ségek kozt.

Egy i allapotban hozhaté dontések szamat jelolje K;. Ekkor a fo-
lyamat minden egyes fejlédési 1épése el6tt a dontéshozd az alabbi
halmazbdl vélaszt egy jutalmat és hozza tartozé egylépéses dtmenet-
val6szintiséget.

(9 P jeml); kel (21)

Miutdn megsziiletett az i allapotban a k € [K;] dontés, a folyamat

kovetkez6 allapotba 1épése {Pflk Vije [M]} eloszlds szerint torténik,
illetve az rgk) jutalom adatik.

8. Megjegyzés. A Markov tulajdonsagnak megfelel$ feltevésiink az,
hogyha tudjuk, hogy X =i és k a dontés, amit a t idé6pontban hoztak,
akkor Xy, 1 eloszldsa kizarélag Pi(]}q—tél fiigg, a kordbbi dontésektdl és
allapotoktol fliggetlen.

2.1. Definicié. Abban az esetben, ha a dontéshozé minden alkalommal az
i dllapotban ugyanazt a ki dontést hozza, az id6tol fiiggetleniil, akkor egy
homogén Markov-ldncot kapunk, aminek az dtmenetmdtrixdt P -val jelol-
jiik. (Ahol k := (k1,. .., knm) jeloli a dontéseket). EQy ilyen id6tdl fiiggetlen
dontési eljdrdst staciondrius stratégianak neveziink.

A staciondrius stratégiavalasztds lehet optimadlis, amennyiben egy
hosszu ideig fut6 folyamatot vizsgdlunk. Abban az esetben viszont,
amikor tudjuk, hogy a folyamat csak n 1épést tesz, majd az utolsd
lépéskor egy u megéllasi jutalom érkezik, az optimalis dontések fiig-
geni fognak a hatralévé id6tol.

A staciondrius stratégiavalasztds esetében a varhat6 0sszegyfijtott
jutalmat mér az 1.2. fejezetben megvizsgaltuk. A kovetkezbkben az
id6tol fliggd, an. dinamikus stratégia kiszamitdsara adunk algoritmust,
illetve megvizsgaljuk ez esetben a varhat6 0sszegy(ijtott jutalmat.

2.2 OPTIMALIS DINAMIKUS STRATEGIA

2.2. Definici6. Jelolje vi(n,u) egy i dllapotbol, w megdlldsi jutalommal az
N 1épés alatt maximdlisan Osszegyfijthetd vdrhaté jutalmat.



2.2 OPTIMALIS DINAMIKUS STRATEGIA
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2. dbra. Bal oldalt a 2.1 példa optimdlis dinamikus stratégiai, jobboldalt a
maximalis varhat6é Osszegyijtott jutalom, n = 1,2,3 stddiumokra,
Pej = 0.75. (1. programkdd alapjan.)

Ekkor a vi(0,u) := u definiciéval kezdve rekurzivan szdmolhatjuk
a maximalis varhat6 Osszegyfijtott jutalmat:

vi(n,u) = max{r )4 Z P —Tlu)} m>1) (2.2)
Bevezetve az r* = (rgk‘J ,rékz} - T‘](\]ZM ) jelolést, egyszerre az M

darab allapot fliggetlen maximahzalas1 feladat jelolhetjiik a kovetke-
z0képp.

vi(n,u) = ml?x{rk +PMv (n—1,u)} n=>1) (2.3)

Ez alapjan azt mondjuk, hogy k egy optimélis dontés az n. stadi-
umban, amennyiben (2.3) maximuma k-n felvétetik. Az n 1épéses op-
timélis dinamikus stratégidk megkeresésére igy magét()l értet6d6 di-
namikus programozésai algoritmust kapunk O(n - Y M. K;) idében.

Al

9. Megjegyzés. Annak ellenére, hogy meglepden "egyszer(i" algorit-
must kaptunk az optimadlis dinamikus stratégiadk meghatarozasara,
sok esetben az allapottér és a dontési lehet6ségek sokasdga miatt a
(2.3) egyenlet szamitas igénye messze meghaladja, ami gyakorlatban
kezelhet6 lenne.

2.1. Példa (Gambler’s Problem). A szerencsejdtékos esete egy fogaddsi
probléma. *

Egy szabdlytalan pénzérme dobdsra lehet tétet rakni, ami alapjan ha fej
akkor a jdtékos visszakapja a tét dupldjdt, amennyiben irds elveszti a tétet.

Ez a példa a 4.9-es gyakorlaton alapszik, Richard S. Sutton and Andrew G. Barto -
Reinforcement Learning: An Introduction konyvébol.
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2.3 OPTIMALIS STACIONARIUS STRATEGIA

A jdték akkor ér véget, ha a jdtékos Osszegyiijt 100 Forintot, ezesetben
nyer, hogyha viszont 0 Forintra csokken a vagyona, akkor veszit és vége a
jdtéknak.

Legyen az . fogadds utdn a jdtékos vagyona X, és p a valdsziniisége,
hogy az érme fej. Ekkor arra, hogy a fogadé jdtékos n koron beliil nyer, a ko-
vetkez8 Markov dontési folyamat irhatd fel. Legyen 8 a folyamat dllapottere,
Ki a lehetséges dontések az i dllapotban, ¥, u a folyamat jutalmai, illetve az
dtmenetvaldsziniiségek a kivetkezOk alapjdn:

" {{1,2,...,min(i, 100—1)} 1€ 8\{0,100)
) ieo,1)
0
(

0,0,...,0,1)7T (2.4)

Pioo; =0  (Vj#100)

(k)
P1oo,1oo:1
P haie 8\{0,100}ésj=1i+k
(k)

Pis 7 =931—p haic8\{0,100}és (j=i—ki—k>0)vagy (j =0;i—k <0)

0 eqyébként

Az n lépéses optimdlis dinamikus stratégidk a 2. dbrdn ldthatok.

2.3 OPTIMALIS STACIONARIUS STRATEGIA

A 2.2 fejezetben karakterizaltuk az optimélis dinamikus stratégidkat,
viszont az eredményekbdl nemigen latszik, hogy aszimptotikusan mi-
lyen dontések az optimaélisak.

Ennek elemzéséhez megvizsgalunk el6szor egy olyan esetet, ami-
kor van egy optimaélis staciondrius stratégia, aminek a varhaté jutal-
ma megegyezik az optimalis dinamikus stratégia varhat6 jutalmaval.

2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy

w' +g'e= mkax{rk +PRw" (2.5)

fenndll eqy tetszbleges (w',g’) € RM x R pdrosra. Ha a megdlldsi ju-
talomnak w'-t vdlasztjuk, akkor az a k' dontés, ami (2.5) jobboldaldnak
maximumbhelye, egy olyan staciondrius stratégia, ami eqyben egy optimdlis
dinamikus stratégia mindegyik stadiumra.

11



2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

A vdrhaté dsszegyiijtott jutalom pedig
vin,w') =w’'+ng’e. (2.6)

Bizonyitds. Els6 stadiumban k’ optimdlis dinamikus stratégia, hiszen

mliax{rk +PMw =< 4 Py’ (2.7)

Felhaszndlva a (2.5) egyenletet, n = 1 -re a varhat6 0sszegyijtott juta-
lom valéban (2.6) szerint kaphato:

vi(1,w’) :mliax{rk+P(k)w/}:w’+1g/e (2.8)

Indukciét haszndlva megmutatjuk, hogy n > 1 stddiumokra is k’
egy optimalis dinamikus stratégia, illetve hogy (2.6) is teljestil.
(2.3) alapjan elindulva

vim+1,w) = ml?x{rk + PMv* (n, w')} (2.9)
— ml?x{rk +PX(w' +ng’e)} (2.10)
=ng’e+ mlflx{rk +PRw" (2.11)
=n+1)g'e+w'. (2.12)

Hiszen (2.10) az indukciés hipotézis a (2.6) egyenletre, (2.11) ad6dik
abbdl, hogy pkle =e tetszbleges k-ra, és (2.12) pedig (2.5) alapjan.
Mivel k’ maximalizdlja (2.11)-t, igy (2.9) maximuma is felvétetik
k’-n. Ezzel igazoltuk azt is, hogy az n + 1. stddiumban is optimélis
dontés a k' staciondrius stratégia.
O

2.3. Definicié. Egy k’ staciondrius stratégia optimalis, ha létezik w’
megdlldsi jutalom, amire K’ az optimdlis dinamikus stratégia.

Természetes kérdés, hogy milyen esetekben létezik optimdlis staci-
ondrius stratégia, illetve milyen eszkdzokkel tudjuk azt megtalélni.

A (2.5) egyenlet, amit Bellman egyenletnek szokds nevezni, kitiinte-
tett szerepet jatszik az optimadlis staciondrius stratégidk létezésében,
hiszen a 2.1 tétel alapjan lattuk, hogy ha létezik megolddsa a (2.5)
egyenletnek, akkor a jobb oldalt maximalizal6é k’ egy optimadlis staci-
ondrius stratégia.

2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy milyen esetekben létezik meg-
olddsa a Bellman egyenletnek, illetve egy iterativ algoritmust adunk
optimalis staciondrius stratégia keresésére.

12



2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

A 2.1 tételben a (2.5) egyenletet maximalizal6 k' stratégidhoz tarto-
z6 Markov-lanc osztdlyair6l nem tettiink semmi feltételt.

Amennyiben PX) egy unichain-t hatdroz meg, w’ és g’ lényegé-
ben egyértelmtien meghatdrozott a 1.2 lemma értelmében?, mint az
aszimptotikus relativ jutalomvektor (vagy annak konstans eltoldsa),
illetve a staciondrius eloszlas idéegység alatti varhat6 jutalma.

Tegytik fel, hogy w’ és g’ megolddsa a Bellman egyenletnek. Ekkor
tetsz6leges k dontésre

w' +g'e> 4+ PKw/ (2.13)

Ha a P& dtmenetmatrixt Markov-lancnak tobb rekurrens osztdlya
is van, akkor az R rekurrens osztalyhoz tartoz6 stacionarius eloszlast
¢R-vel jelolve (2.13)-b6l adédik, hogy

kR

T kR 1

W/—|—7T g k,R_k

e > iRk 4 ko Rplk) gy (2.14)

=
g’ > Rk, (2.15)

Ahol a (2.13), (2.14) és (2.15) egyenlStlenségek a k’ maximalizélo
stratégia esetén egyenldséggel teljesiilnek.

Megkaptuk tehdt, hogy Bellman egyenlet egy w’, g’ megoldasara
igaz, hogy g’ értéke legalabb akkora, mint tetsz6leges k staciondrius
stratégianak barmely rekurrens osztdlydhoz tartozé iddegység alatti
véarhat6 jutalom.

Specidlisan a Bellman egyenletet maximalizalé k’ statégidra pedig
ez alapjan a k’ optimalis dontés vagy egy unichaint hatdroz meg,
vagy egy olyan Markov-lancot, aminek az Osszes rekurrens osztaly-
ban egyenl az idGegység alatti varhat6 jutalom, és ez megegyezik g’
értékével.

2.4.1  Egy MDP dllapotainak osztdlyozdsa

Miel6tt ratériink a Bellman egyenlet algoritmikus megoldaséra, meg-
vizsgéljuk a Markov-ldncok allapotainak osztdlyozasdhoz hasonléan
a Markov dontési folyamatok allapotainak altaldnos viszonyat.

Egy adott Markov dontési folyamathoz tekintsiik az allapottéren
egy iranyitott grafot, aminek egy (i,j) allapotpéar kozt akkor fut éle,
ha Jk; € [K;] dontés, amire P;k Jso.

2.4. Definicié. Egy Markov dontési folyamatnak a j dllapota elérhetd az i
dllapotbél, ha a fenti grdfon létezik i — j t.

10. Megjegyzés. Igy amennyiben j elérheté i-bsl, akkor létezik egy
staciondrius stratégia, aminek a homogén Markov-lancaban i — j a
klasszikus értelemben.

Hiszen vegyiik észre, hogy kihagyhat6 a lemma feltételeib6l, hogy g = mr. Ha g is
egy valtozénak van tekintve, akkor (1.17) tetszéleges (w, g) megoldésat v stacionari-
us eloszlassal balrél szorozva adédik, hogy g = mr sziikségszertien teljestil.
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

2.5. Definicié. Egy Markov dontési folyamat i dllapota

* természeténél fogva tranziens, amennyiben létezik elérhetd j dllapot,
amibol 1 nem elérheto.

* természeténél fogva rekurrens, amennyiben nem természeténél fog-
va tranziens.

2.6. Definicié. Az dllapotoknak egy J osztdlya természeténél fogva re-
kurrens osztaly, amennyiben Vi € J dllapot természeténél foguva rekurrens,
és Vi,j € J dllapotpdrra i és j kolcsondsen elérhetd eqymdsbol, illetve nincs
j & J, ami elérhetd lenne barmely i € J -bol.

2.7. Definici6. Eqy MDP természeténél fogva rekurrens, amennyiben
az 0sszes dllapota egy természeténél fogua rekurrens osztdlyhoz tartozik.

11. Megjegyzés. Ha egyszer egy természeténél fogva rekurrens osz-
tdlyba ér a folyamat, akkor nincs olyan dontés, ami az osztalybdl ki-
vezetné.

Egy i természeténél fogva tranziens allapot legaldbb egy staciona-
rius stratégiara tranziens. Esetleg rekurrens lehet méds dontésekre, vi-
szont egy ilyen dontésre az i rekurrens osztdlydhoz tartozé dllapotok
mind természetiiknél fogva tranziensek.

A kovetkezdkben az egyszerfiség kedvéért természeténél fogva re-
kurrens MDP-ket fogunk vizsgalni.

2.4.2 Stratégia iterdcio

A Stratégia iterdcié egy olyan eljards, amivel egy tetsz6leges k' unicha-
in stratégiabol kindulva megkeressiik a hozzé tartozé w’ aszimptoti-
kus relativ jutalomvektort és g’ stacionarius eloszlds szerinti id6egy-
ség alatt varhat6 jutalmat, majd ellendrizziik, hogy a (2.5) Bellman
egyenlet teljestil-e w/, g’-re.

Ha teljestil, akkor k' egy optimélis staciondrius stratégia, egyébként
pedig adunk egy 1j k stratégiat ami bizonyos szempontbél "jobb"3
mint k’.

Az 4j stratégia nem garantélt, hogy unichaint hatdrozzon meg, igy
a kovetkezd lemmdéban megmutatjuk, hogy ezesetben tudunk mutat-
ni egy ugyanolyan "j6" unichain stratégiat.

Ez alapjan a stratégia iterdciéval egy véges algoritmust tudunk ad-
ni, ami egyre "jobb" unichain stratégidkat taldl, mig végiil taldlunk
egyet, amire teljesiil a Bellman egyenlet, ezzel garantdlva az optimali-
tast.

2.2. Lemma. Legyen k = (ki1,k2,...,km) egy tetszbleges stratégia, egy
természeténél fogua rekurrens MDP-ben.

Legyen R egy rekurrens osztdlya a PN dltal meghatdrozott Markov-ldncnak.

3 A 2.4 lemma fogja tisztdzni, hogy mit értiink "jobb" stratégia alatt.
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

Ekkor tudunk mutatni eqy k = (kq, k2, ..., knm) unichain stratégidt, ami-
nek a rekurrens osztdlya R, illetve ki =KkiVi e R.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy j € R allapotot. Mivel a vizsgédlt MDP
egy természeténél fogva rekurrens osztalybdl all, igy megmutathato,
hogy létezik egy k' stratégia, ami alapjan minden allapotbdl elérhetd
j. Ekkor ki = kiVi € R és ki = k{Vi ¢ R valasztassal megfelels k
stratégiat kapunk.

O

1. Algoritmus Stratégia iteracio

1: Vélasszunk egy tetsz6leges k' unichain stratégiat.
2 A k' stratégidhoz szdmitsuk ki w'-t és g’-t a

w +g'e=1¢+pPEw’

egyenletbdl.
3 Ha w' + g’e = maxy{r* + Pw’}, akkor megallunk, k’ optimélis.

4 Egyébként valasszunk i € [M] éllapotot és k; € [K;] dontést, ami-
re
witg <+ Pi(}“)w]-’.
j
Legyen j # i-re kj := k;.
5: Hak = (k1,k2,..., knm) nem unichaint hatdroz meg, akkor legyen
R az a rekurrens osztaly, ami tartalmazza az i allapotot, és legyen
k az unichain stratégia, amit a 2.2 lemma alapjan kapunk.
Legyen k := k.
6: Legyen k' := k és folytassuk a 2. sorndl.

Amennyiben a 3. 1épésnél nem &llunk meg, az maga utdn vonja
hogy legyen egy i édllapot, aminek megfelel6 koordindtdban sériil a
Bellman egyenlet, tehét a 4. 1épés mindig végrehajthat6 és az igy ka-
pott k stratégia ekkor teljesiti a

w'+g'e S 4 Py’ (2.16)

egyenl6tlenséget, ahol a < jelolést arra hasznaljuk, hogy mindegyik
koordindtara megkoveteljiik a nagyobb egyenl6 reldciét, és legaldbb
egy kordindtdban pedig a szigortian nagyobb relaciét.

2.3. Lemma. Egy természeténél fogua rekurrens MDP-re a Stratégia iterd-
cié algoritmusdban csak a kovetkezd hdrom eset valamelyike dllhat fennt a 4.
lépés utdn kapott k stratégidra:

1. k unichain Markov-ldncot hatdroz meg, és az i dllapot rekurrens k' és
k stratégidk szerint is.
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

2. k nem unichain Markov-ldncot hatdroz meg, és i tranziens k' szerint,
rekurrens k szerint.

3. k unichain Markov-ldncot hatdroz meg, aminek azonos a rekurrens
osztdlya k' rekurrens osztilydval, és i tranziens k' és k stratégidk
szerint is.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy PK) és P(K') stmenetval6szintiségei
csak az i allapotbdl kilép6 éleken kiilonboznek. Ezéltal azok az &lla-
potok, amikbdl elérhet6 1 azonos marad a véltoztatds utan is.

Amennyiben i rekurrens volt a k’ (unichain) szerint, tgy minden
allapotbdl elérhetd kellett legyen, tehat k-ban is rekurrens allapot lesz.
A tény, hogy ekkor i minden csticsbél elérhetd k szerint, maga utan
vonja, hogy k unichain.

Hogyha i egy tranziens allapot a k’ szerint, akkor R’-vel jelolve
k’ rekurrens osztalyét, adédik hogy R’ egy rekurrens osztaly lesz k
szerint is, hiszen ezen osztalyon beliil nem véltoztak az dtmenetval6-
szintiségek.

Ekkor ha k-ban az i-b&l kilépd atmenetvaldszinfiségek véltoztatdsa
miatt mar nem lesz elérhet6 az R’ osztaly i-bdl, egy Gj R rekurrens
osztalya lesz k-nak, amire i € R. (Ebben az esetben haszndljuk a 2.2
lemmat, hogy k-bél ismét unichain legyen.)

Ha k-ban tovédbbra is elérhet6 i-b6l R’, akkor i tranziens éllapot
marad, és k pedig unichain lesz ugyan azzal a R’ rekurrens osztéllyal,
mint ami k’ rekurrens osztalya volt. O

2.4. Lemma. Legyen k' a Stratégia iterdcid algoritmus 2. lépésének stratégi-
dja ey természeténél fogua rekurrens MDP-ben. Jelolje w’, g, R’ rendre a
k' unichain stratégidhoz tartozo relatfv haszonvektort, id6egység alatti jutal-
mat, és a ldnc rekurrens osztdlydt. Amennyiben az algoritmus nem dll meg
a 3. lépésnél, legyen k a 6. lépésben kapott unichain stratégia.

Ekkor a k-hoz tartozo jutalmakra a kovetkezd két eset eqyike dllhat fennt.

» A k-hoz tartozé g idegység alatti virhato jutalomra g > g’, vagy

4, .

* a k stratégia rekurrens osztdlya szintén R’, és az idbegység alatti vdr-
haté jutalomra g = g’ teljesiil, tovdbbd létezik k-hoz egy w aszimpto-
tikus relativ jutalomvektor, amire

w Sw éswi =wj; Vj e R'. (2.17)

Bizonyitds. A 4. 1épés k stratégiajanak tetszbleges R rekurrens oszta-
lydhoz tartozo 7 staciondrius eloszldsra (2.16) alapjan

mw’ + g’ < i+ P Mw’ (2.18)

2 2

Ami egyszerfisités utdn, figyelembe véve, hogy (2.16) egyenletben az
i-hez tartoz6 koordindtdban szigord egyenl6tlenség van, a kovetkezé
alakban irhat6

k

g =mr ham =06és (2.19)

g’ <mr* ham >0. (2.20)
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

A 2.3 lemma alapjan els6 esetben, mikor k unichain és i rekurrens
marad, adédik hogy g’ < mrX = g. Mésodszor, amikor i koriil 4
R rekurrens osztaly formalédik k-ban, szintén g’ < nirk és mivel a
2.2 lemma alapjan kapott k rekurrens osztdlya szintén R, igy g’ < g
esetet kapjuk itt is. A harmadik eset az egyetlen amikor i tranziens
lesz az 1j stratégidban, igy m; = 0. Ilyenkor a rekurrens osztaly nem
valtozik tehdt R = R’,m = ' és igy g = g’. Ebben az utolsé esetben
tehdt még igazolnunk kell, hogy (2.17) fennall.

A folytatashoz el6szor indukciéval megmutatjuk, hogy a k stacio-
néarius stratégia haszndlata esetén

ve( “

nw)—nge<vn+1,w)—mn+1)ge m>1) (2.21)

azaz a v€(n, w’) —ng’e vektorsorozat monoton nové.

n = 1 esetben haszndlva a (2.16) egyenletet
w' §rk—|—P(k)W’—g/e:Vk(1,w')—g’e, (2.22)
vk, w/)—g'e =+ PMw’ —g'e
<K+ PM(VR(T,w') —g’e) —g’e
=v&(2,w')—2ge. (2.23)
Feltéve, hogy (n — 1)-re (2.21) fenndll,

v, w')—ng’e = + PMvK(n —1,w') —ng’e
= +P JW¥m—1,w)—(n—1)g’e)—g’e
K(vE(m,w')—ng’e) —g’e
=v (n—H,w )—(n+1)g’e. (2.24)

Mivel k unichain, a 1.2 lemma (1.17) egyenletének létezik w megol-
dasa, amire (1.24) alapjan
l

v, w') =w+ng’e+ (PM)M(w/ —w). (2.25)

Sztochasztikus matrix 1évén (PI))" elemei 0 és 1 kozé esnek, igy
tetsz6leges n-re v(n, w’) —ng’e korldtos. Azt mar lattuk, hogy mo-
noton, ezek alapjan tehét kell 1étezzen limesze:
W= lim (vk(n,w/) —ng’e) (2.26)
n—o0
Megmutatjuk, hogy W valéban egy aszimptotikus relativ jutalom-
vektor (teljesiti (1.17)-t):

W= lim (vk(n+ 1, w')—(n+ 1)g’e)

n—oo

= lim (rk + PIyR(m,w!) — (n+ 1)g’e>

n—oo

=1*—g’e+P® lim (vk(n,w') —ng’e)

n—o0

=1k g'e+ Py (2.27)
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

Hasznélva, a (2.22) egyenletet és azt, hogy W-hez alulrél monotonan
konvergél a v¥ —nge sorozat, adédik hogy
“

w' S v¢n,w')—nge < w. (2.28)

Amit a k stratégia 7t staciondrius eloszldsaval szorozva,

aw’ < vk (n,w') —ng’ < W (vn>1). (2.29)

Vegyiik észre, hogy mivel a rekurrens osztilyban k és k’ megegyezik,
igy (1.10) alapjan (2.29) els6 egyenl6tlensége igazabodl egyenlség, és
n — oo limeszt véve megkapjuk, hogy a masodik reldci6 is egyenls-
ség kell legyen.

Tovabbd 0 < 7 és w/ < W miatt a rekurrens osztdlyban minden j

dllapotra wj = Wj kell teljestiljon. O

12. Megjegyzés. Mivel Vi-re K; véges, igy véges sok stratégiavektor
kozil keresiink optimdlisat. Azzal, hogy megmutattuk a Stratégia ite-
racié algoritmus minden ciklusédban az aktualis k' unichain stratégi-
dra vagy a staciondrius eloszlds idSegység alatti varhat6 jutalma nd,
vagy azt nem valtoztatva a 2.4. lemma alapjdn valasztott aszimpto-
tikus relativ haszon né szigortian, kovetkezik hogy véges sok 1épés
utdn megallunk a 3. 1épésnél.

Ezek alapjan tehat kimondhatjuk a kovetkezd tételt.

2.5. Tétel. Egy természeténél fogra rekurrens MDP-re létezik megolddsa a
Bellman egyenletnek, és az azt maximalizdlo stratégidk kozt van ami unicha-
in.

2.2, Példa (Készlet feltoltés 4). Tegyiik fel, hogy van egy olyan kis iiz-
let, ami csak egyféle terméket drul. A vdsdrld vendégek szdma egy-egy nap
Poisson(3) eloszldsii. Minden nap végén van leltdrozds és el kell donteni,
hogy rendeliink-e és ha igen hdnyat az drult termékbdl. A raktdr kapacitdsa
7. Az alapdija az dru rendelésének 10, a nap végén minden raktdrban ma-
radt termék utdn 1 koltséget szdmolunk fel. Ha eqy nap tobb vdsdrlo érkezik,
mint amennyi dru készleten van, akkor legfeljebb 3 érdeklodot készleten feliil
is, utdnrendeléssel kiszolgdlunk, de ennek a dija 15 vdsdrlonként.

Erre a feladatra az § = (-3,—2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7) dllapottérrel jelle-
mezve a raktdrkészlet alakuldsdt, az s € 8-hez a {0,1,...,7 — s} dontéseket
tdarsitva, illetve a 3. tdbldzat koltségei alapjin egy természeténél fogua rekur-
rens MDP-t kapunk.

Az optimdlis rendelési stratégidt megkaphatjuk a Stratégia iterdcid algo-
ritmus haszndlatdval. Az eredmények az 1. tdbldzatban ldthatdk.

A valésagban konnyen taldlkozhatunk olyan problémaval, aminek
modellezésekor nem csak egy természeténél fogva rekurrens osztélyt

Ez a példa feladat https://user.engineering.uiowa.edu/~dbricker/
slides_handouts/MDP_Example_Inventory.pdf alapjan késziilt.
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

S k T r w
=3 10 132% —45 -—-34.24
-2 9 29% =30 —19.24
-1 8 551% —15 —4.24

0 7 899% —10 0.76
1 6 1249% —-11 —0.24
2 5 1494% —-12 —1.24
3 0 1585% -3 1.17
4 0 1527% —4 2.65
5 0 1266% —5 3.38
6 0 764% —6 3.72
7 0 242% -7 3.76

1. tablazat. A 2.2. példa (raktdrozasi feladat) optimélis megolddsa, a 4. prog-
ramkdd alapjan. Az atlagos napi koltség g = —8.70.

alkot az MDP éllapottere, hanem vannak természeténél fogva tranzi-

ens allapotok is.

Az legkézenfekv6bb példa ilyenre a sztochasztikus legrividebb it prob-
lémaja, amikor egyetlen t allapota van a folyamatnak, ami tetszole-
ges k dontésre egy nyel6 allapot és hozza r§¥ = 0 jutalom tartozik.
A tobbi s # t allapotra pedig 5% < 0 tetsz6leges doéntésre, illetve

In,k: (PM)n > 0.

Ilyenkor a természeténél fogva rekurrens osztalyt egyediil a t al-
kotja, a tobbi dllapot természeténél fogva tranziens. A staciondrius
eloszlasra ty = 1 és s = 0 (s # t), igy az idGegység alatti varhato
jutalom g = 0. A nem pozitiv jutalmak miatt az optimaélis dontések,
amik w aszimptotikus relativ jutalmat maximalizaljdk értelmezhettk
agy, mint az s — t eljutds varhat6 koltségének minimalizdlasa.

A kovetkezd lemmdaban megmutatjuk, hogy sztochasztikus legro-
videbb 1t tipusti problémakndl, illetve anndl altalanosabb esetben is
megfelel$ kiindulési stratégia mellett a Stratégia iteracié algoritmus
alkalmas lehet optimalis staciondrius stratégia keresésre.

2.6. Lemma. Tekintsiink egy olyan MDP-t, amely dllapotainak egy termé-
szeténél fogua rekurrens osztdlya van és mellette van egy vagy tobb termé-
szeténél fogua tranziens dllapota. Legyen g* a maximuma tetszileges staci-
ondrius dontés tetszoleges rekurrens osztdlydn vett id0egység alatti vdrhaté
jutalomnak és tegyiik fel, hogy az olyan rekurrens osztdlyok, amikben az
idegység alatti vdrhaté jutalom megegyezik g*-al, mind benne vannak a

természeténél fogua rekurrens osztdlyban.

Ekkor a Bellman egyenletnek létezik megolddsa, és a maximalizdlo straté-

gidk kozt létezik ami unichain.
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2.4 BELLMAN EGYENLET MEGOLDASA

Bizonyitds. Legyen k egy olyan staciondrius stratégia, aminek van egy
R rekurrens osztdlya g* idGegység alatti jutalommal. Legyen j egy
tetsz8leges R-beli allapot. Ekkor a feltevések alapjan j természeténél
fogva rekurrens allapot kell legyen, igy létezik egy k stratégia, ami
alapjan j elérhetd az Osszes allapotbol. Tekintsiik azt a k' stratégiat,
amire

ki ieR
K={ " (2.30)
ki i¢R

Ekkor a k'’ stratégia egy olyan unichain Markov-lancot hatdroz meg,
aminek rekurrens osztdlya R és az id6egység alatti jutalma pedig igy

*

g*.
Tegyiik fel, hogy a Stratégia iterdcié algoritmusat a k' stratégia-
val inditottuk. Ekkor ha 3. lépésben megallunk, akkor kaptunk egy
unichain stratégiat, ami maximalizélja a Bellman egyenletet. Ha nem
allt meg az algoritmus, akkor a 6. 1épés utani (j stratégia rekurrens
osztdlya szintén R kell legyen, illetve az aszimptotikus relativ juta-
lomban kellett javuljon a 2.4. lemma alapjan, hiszen g*-nal nagyobb
iddegység alatti varhat6 jutalmat nem kaphattunk.

fgy a Stratégia iteraci6 lépései alatt az 4j w mindig kielégiti (2.17)-t,
tehat a stratégidk nem ismétlédhetnek. Ez alapjan véges sok 1épés-
ben kell taldljunk egy optimdlis staciondrius unichain stratégiat, ami-

re fennall a Bellman egyenlet.
O

2.3. Példa (Sztochasztikus legrovidebb ut). A feladat ey vitorlds hajé
optimdlis navigdldsa a szeles tengeren. A probléma diszkretizdlt vdltozatdt
oldjuk meg, a sik helyett eqy W széles, H magas négyzetridcs pontjain vizs-
gdljuk a folyamatot. A cél a jobb fels6 t = (W, H) sarokba vald eljutds. EQy
s € [W] x [H] =: 8 dllapotban azt donthetjiik el, hogy melyik égtdj felé
probadljuk irdnyitani a hajét. Ez csak 0.75 valdsziniiséggel valésul meg, 0.1,
és 0.1 eséllyel a kivdlasztott irdnyra merbleges égtdj felé sodrédunk és 0.05
valdszintiséggel pedig éppen az ellenkez0 irdnyba.

Adott egy T : R? — R? vektormez6 a sikon (3. (b) dbra), ami a szél
irdnydt jellemzi. EQy dontés utdn a "jutalom” (itt igazdbol az eltelt idd,
amig megtessziik a kivdlasztott utat) ardnyos azzal, hogy a szélirdnnyal
milyen szoget zdr a mozgdsunk. Egy s = (i,j) € 8 dllapotra, és k €
{(0,£1), (£1,0)} dontésre a koltség

F(i,j
rk = ~1.25 PRI I
o IF(L )l
Egységnyi 1it megtételéhez sziikséges idd

(2.31)

A szélirdny mennyit vdltoztat

A 2.6. lemma alapjdn haszndlhaté a Stratégia iterdcio algoritmus erre a
problémdra, amennyiben a kezdeti stratégidban minden csiicsbél elérhetd a
jobb felso nyelo dllapot.
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Az optimdlis dontések és a hozzdjuk tartozo vdrhatd jutalom
hossza) az 3. (a) dbrdn ldthatok.

(az 1t vdrhaté

> > > > > > > > > > > > >

e i i e e e e e S
> > > > > > > > > > >l
S>>t

Vv
+
v
v
v

> > > > > > > > > >
—»> > > > > > > > >
> > > > > > >
> > > > >
—»> > > >

vy
vy
vy
vy
vy

VY VYV YV Y

v
v

vYVVYY
> > > > > > > vy
v
vYVY oYY
VYV YY
> > > > > > > >

« «

-
>
-
-
-
-
-

> > > > > > > > >

VYV VYV YV
VYV Y YV by

VY YV vy

R e e T R
R e e e I I R R
B e e T R R e e i e b S e

*

B e I I e e T e b e T S A S =

ey

B b e e e

>
>
>
>
*
+
*
+
*
*
+
*
+
*
*
*
*
*
*

B e I R e S e S
t ¢ 4 1

R RN S

£+ 4 1 TR

t 4 4 EEE

trttrtr bttt
DRI N N A

44444 N
R
trrstrrEet

t 44 4 4 A

£+ 4 4

-30

5 10 15 20 25

(a) Egy (sx,sy) € 8 pontban a fehér nyil az optimdlis staciondrius stratégia

dontését jeloli. A cellak szine w-alapjan a varhaté utazési idé.
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(b) A széliranyt jellemz6 F : R? — R? vektormez®.

3. dbra. A 2.3 példa feladat eredményei egy W = H = 25 méretli négyzetra-

cson. A 3. programkaéd alapjan.
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2.5 STACIONARIUS STRATEGIAK TETSZOLEGES MEGALLASI JU-
TALOMMAL

A 2.3. definici6 alapjan tgy hataroztuk meg az optimadlis staciondrius
stratégidkat, hogy olyan stratégidk, amelyekhez létezik egy megdllasi
jutalom, amire megegyeznek az optimaélis dinamikus stratégidval.

A kovetkezokben elégséges feltételeket adunk, amik mellett egy op-
timélis staciondrius stratégia tetszblegesen vélasztott megélldsi juta-
lom mellett a megéllas el6tt véges sok 1épéstdl eltekintve megegyezik
az optimalis dinamikus stratégiaval.

2.7. Tétel. Tegyiik fel hogy egy MDP-ban k' az egyetlen optimdlis staci-
ondrius stratégia, és a hozzd tartozé Markov-ldnc egy ergodikus unichain.
Legyen R,w',g’, " rendre a k’-hoz tartozé rekurrens osztdly, aszimptoti-
kus relativ jutalomvektor, idGegység alatti vdirhaté jutalom és a staciondrius
eloszlds.
Ekkor tetszbleges u € RM megdlldsi jutalomra az i € [M] dllapottdl
fiiggetleniil a kovetkezo limeszek léteznek és egyenloek.
. £ _ / _ / — . ! * o / o /
T}grgovi (m,u) —ng’ —w; nlgr;on (v (n,u) —ng'e—w') (2.32)
13. Megjegyzés. A 2.7. tétel szerint tehét egy 1i,j dllapotparra az op-
timalis dinamikus stratégia szerinti varhaté Osszegyfijtott jutalmak
kozti aszimptotikus
nlgréo (vin,u) —vi(m,u)) = wi —wj (2.33)
kiilonbség a fenti feltételek mellett fliggetlen u-tol.
Ez alapjan tehat van értelme a megéllasi jutalomtol fiiggetleniil
Osszehasonlitani, hogy hosszu tdvon melyik dllapot kedvez6bb kettd
koziil.

2.8. Lemma. A 2.7. tétel feltételei mellett egqy rogzitett u megdlldsi juta-
lomhoz létezik ng € IN, gy hogy Vn > ng stddiumokban az optimdlis
dinamikus stratégia ugyanazokat a dontéseket haszndlja, mint az optimdlis
staciondrius stratégia.

14. Megjegyzés. Ez alapjan lathatjuk, hogy ebben az esetben az opti-
malis dinamikus stratégia dinamikus, azaz a hatralévd stadiumoktol
fliggd része csak egy dtmeneti jelenség, aszimptotikusan a dinamikus

stratégia dontései megegyeznek a staciondrius stratégia dontéseivel.

Az utébbi két eredmény bizonyitdsa igen technikds, igy ebben a
dolgozatban ezeket kihagyjuk.



II. rész

KOZELITO ALGORITMUSOK

A gyakorlatban egy MDP-nek koénnyen lehet olyan sza-
mos az allapottere, hogy az I. részben targyalt fogalmak
mentén nem lehet dolgozni, az algoritmusok szamitas, vagy
tarigénye miatt.

A kovetkez6kben két olyan médszert mutatunk be, amik
nagy allapotter(i dontési folyamatokra is alkalmazhatéak.



3 DISZKONTALAS

Eddig a staciondrius eloszlds id6egység alatti varhat6 jutalma és az
aszimptotikus relativ jutalomvektor segitségével hatdroztuk meg egy
MDP éllapotainak az aszimptotikus értékét.

Egy alternativ megkozelités az allapotok értékének meghatdrozasa-
ra a diszkontdlds médszere, amit (a 4. fejezettel egytitt) Mykel |. Kochen-
derfer, Tim A. Wheeler, és Kyle H. Wray - Algorithms for Decision Making
[3] tankonyve alapjan mutatunk be.

A diszkontalds mellett a dontéshozaskor azt is figyelembe vessziik,
hogy egy adott jutalmat hany lépésen beliil kapunk meg. Ha a ké-
s6bbi jutalmak értékét csokkentve szdmoljuk hozza az 6sszegyijtott
véarhato jutalomhoz, azzal kifejezhetd egyrészt, hogy bizonyos esetek-
ben a jutalmak birtokldsdbol adédéan kamatoztatni tudjuk a javain-
kat, masrészt kés6bb kapott jutalmak megszerzésével kapcsolatban
nagyobb lehet a bizonytalansdg, amennyiben valtoz6 koriilmények
kozt kell dontést hozni.

Mint l4tni fogjuk, a kés6bbi jutalmak diszkontédldsa jelentsen le-
egyszer(isiti az optimdlis dontések keresését, hiszen az MDP éllapo-
tai kozti viszonyok elemzésétdl fiiggetleniil (minthogy természeténél
fogva rekurrens, tranziens osztalyok bevezetése) tudjuk majd kezelni
a problémat.

3.1. Definicié. EQy k staciondrius stratégia dltal meghatdrozott {X}teN
Markov-ldnc, r* jutalomvektor és v € [0,1) diszkontéldsi faktor mellett
egy i € [M] dllapot diszkontélt varhato osszegytijtott jutalma

o

VE=E (Z YR [ Xo = i) ’ (3.1)
t=0

ahol Ry = Zje[M} I(X¢ =35) rg‘

Az 6sszes dllapot diszkontélt varhaté dsszegyfijtott jutalméat a VX =
(V%‘, Vé‘, e, Vl,f/l)T vektorral jeloljiik.

A Markov-tulajdonsagot haszndlva a (3.1) egyenlet a kovetkez6kép-
pen szdmolhat6:

VE =tk 4y pIVK (3.2)
3.1. Allitas. A BX: RM — RM, V s ¢ +v . PV fiigevény kontrakcio.

Bizonyitds. Legyen V,V € RM tetsz&leges. Ekkor

BV = K +ypy (3:3)
=X +yPM(V_V+V) (3-4)
= BV +yPK (V- V) (3.5)
< BV +9[I[V = V|[imaxe. (3.6)
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3.1 JUTALOM ITERALAS

Igy V és V szerepének megforditasaval megkapjuk, hogy [|BXV —
BkVHmax < Y- ||V_ VHmax'
O

Ez alapjan a (3.2) egyenlet megolddsanak tetsz6legesen jo kozelité-
sét kaphatjuk a

(Vk)n—H = Bk(vk)n (3-7)

fixpont iteracids sorozat szdmoldsaval. Ezzel elkertiljiik az O(M3) ide-
jt linedris egyenletrendszer megoldast.

Az eljdrast, amikor egy k stratégidhoz meghatdrozzuk a VX disz-
kontalt jutalmakat, stratégia kiértékelésnek nevezziik. Egy adott V €
RM diszkontalt jutalomvektorhoz a k' mohd stratégia, ha

k' =arg max (rk —H/P(k)V) . (3.8)
3.2. Definici6. Egy diszkontdlt MDP esetén a

k* =arg max vk (3-9)

stratégidt optimélisnak nevezziik. A hozzd tartozé VX =: V* diszkontdlt
jutalom pedig az optimdlis diszkontdlt vdrhatd jutalom.

Azt, hogy létezik ilyen k* illetve, hogy V* egyértelmii a kovetkez8k-
ben targyalt Jutalom Iterdlds modszere fogja igazolni.

3.1 JUTALOM ITERALAS

Egy éltalanos eljards optimalis stratégia keresésre a moh¢ stratégia
valasztas egy diszkontalt jutalomvektorhoz, majd egy Gj diszkontalt
jutalomvektor eléallitdsa a moho stratégia kiértékelésével.

15. Megjegyzés. Lényegében ezt az elvet kovette a Stratégia Iterdcio
(1) algoritmus is, azzal a kiilonbséggel, hogy ott csak egy allapotban
véltoztattunk a dontésen.

Diszkontédlt MDP esetén a stratégia kiértékeléséhez a (3.7.) fixpont
iteracids sorozatot haszndljuk. Kérdés, hogy a stratégia frissitéséhez
hanyadik tagig kell kiértékelni, ahhoz hogy az utdna valasztott moho
stratégia javitson a korabbi stratégian.

A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy mér a sorozat elsd tagjat hasz-
ndlva is garantdlni lehet, hogy az egymadst kovetd diszkontalt straté-
giavektorok konvergélnak a V* optimdlis jutalomvektorhoz.

Tekintsiik a kovetkezd B : RM — RM fiiggvényt

BV = ml?x (rk —l—yP(k)V) . (3.10)

Vegyiik észre, hogy BV = maxy BKV, azaz B a stratégia kiértékelés
(3.7) fixpont-iterdcids sorozatdnak elsd tagjanak szdmoldsa, majd a
(3.8) moho stratégia vélasztas.
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3.1 JUTALOM ITERALAS

2. Algoritmus Jutalom Iteralas

1: Legyen Vy := 0.
2: Szamoljuk a V41 := BV, sorozatot, amig |[Vn1 — Vallmax >
5.

3.1. Tétel. Amennyiben do = 0, a Jutalom Iterdlds algoritmus dltal eld-
dllitott {Vnlnen sorozatnak létezik V* limesze és tetszOleges k dontésre
vk < vr

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy B kontrakci6, igy a Banach
fixpont-tétel alapjan tudhatjuk, hogy a BV = V egyenlet egyértelm
megoldadsihoz tart a {Vnnen sorozat.

Legyen V,V € RM tetsz6leges. Ekkor

BV = ml?x *+yPly (3.11)
= ml?xrk—kyP(k)(V—V—i-V) (3.12)
BV+vmaxP J(v=Y) (3.13)

< BV IV = Viimaxe. (3.14)

fgy VésV megcserélésével megkapjuk, hogy || BV — BV|lmax < YIIV—
Viimax-
Legyen Vy = 0. Ekkor tetsz6leges k stratégidra

BXV, < BV (3.15)
(Bkvo) < B(BVy) (3.16)

: (3-17)

(BX)™ Vo < (B)™ Vo (3.18)

definici6 szerint. Igy hatdratmenettel

VE = lim (B%)" Vo < lim (B)" Vo = V™. (3.19)

n—oo n—oo

O]

16. Megjegyzés. A 3.1. tétel alapjan lathatjuk, hogy a V* optimalis
vérhat6 jutalom megolddsa a BV = V fixpont egyenletnek. Igy ha k’
egy moho stratégia V*-hez, akkor VK" = V*, hiszen teljesiil 14 a (3.2)
egyenlet:

V* = BV* = max X+ yPIIVE = &y pIye, (3.20)

Tehat létezik stratégia, ami kielégiti a 3.2. definiciét. Mivel a moho
stratégia nem feltétlen egyértelm, igy az optimalis stratégia sem az.
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3.2 APPROXIMACIO HIBAJA

A gyakorlatban csak véges sok 1épésig futtatjuk a Jutalom Iteral6 al-
goritmust, igy az optimadlis diszkontalt jutalomvektornak csak egy ko-
zelitését kapjuk meg. Természetes kérdés, hogy mikor érdemes meg-
allitani az iteralast.

3.3. Definicié. Egy V € RM diszkontdlt vdrhaté jutalomvekornak a Bell-
man reziduuma ||V — BV||max.

A Bellman reziduum segitségével meghatarozhatjuk, hogy egy ju-
talomvektor mennyire tér el az optimalistol.

3.2. Allitas. Ha egy V diszkontdlt jutalomvektorra |[V — BV||max < 9§,
akkor

d

IV =V llmax < 7.
-Y

(3.21)

Bizonyitds. Kordbban lattuk, hogy a || - |l ax normaban B kontrakcids
egylitthat6ja v. Igy a hdromszog egyenlétlenség alapjan

IV —V*|| <|[V—BV||+ BV — BBV|| + |BBV — BBBV|| +...

(3-22)

<S4+ V5+vy25+... (3.23)
8

O

Igy lathatjuk, hogy a Jutalom Iterdlds hasznélatédval egy MDP opti-
malis diszkontalt jutalmanak kiszémithatjuk egy V kozelitését tetszo-
leges € > 0 pontossdggal, a 5o = € - (1 —7)/y valasztdssal.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik az optimalis diszkontalt jutalom egy V
kozelitését. Kérdés, hogy egy k* optimdlis stratégiahoz képest ho-
gyan alakulnak a diszkontélt varhat6 jutalmak, ha a V alapjan va-
lasztunk moho stratégiat.

3.2. Tétel. Legyen V eqy kizelitése az optimdlis jutalomvektornak, amire
IV* = V|lmax < €. Legyen k mohé stratégia V-hez.

Ekkor a mohé stratégia kiértékelésével kapott vk jutalomoektor eltérése az
optimdlis jutalomuvektortdl legfeljebb

IV~ VHlimax < 2672 (3-25)

Bizonyitds. [4] Jelolje egy i € [M] allapotra Ly (i) = Vi — V{‘ a vesz-
teségét a V 4ltal vélasztott moho stratégidnak. Legyen z € [M] egy
olyan allapot, amin a maximdlis veszteség felvétetik. Legyen a egy
optimélis stratégia z-hez rendelt dontése. Legyen b a k moh¢ straté-
gia dontése a z allapotban.
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~._ kiértékelés -7

RM Kyl x [Kz] x -+ x [Kml
(varhat6 jutalmak) (stratégidk)

4. dbra. Amikor egy V kozelitsleges jutalomvektor alapjan vélasztunk k mo-
ho stratégiat, tipikusan a k staciondrius stratégia altal meghataro-
zott Markov-léncban nem egyenléek V-vel a véarhat6 diszkontélt ju-
talmak.

Ekkor mivel k-t mohén valasztjuk, adédik, hogy

~ b ~
ré+y Y PV <Py Y P (3.26)
Yy Yy

Mivel Vy éllapotra V] — € < Vy < Vy + €, igy

18y Y PV —e) <ty Y PRV + e (3-27)
Yy Yy

Ami alapjan az a és b dontések utan kapott jutalmakra fennall

¢t <2ve+ry Y (P;E_;)v; - ng)vg*) : (3.28)
Yy

Tekintsiik a z dllapot veszteségét
Ly(z) = Vi —VE (3-29)

Sre oty Y (PG ). 630
Yy

Erre hasznélva a (3.28) becslést

Ly(2) <2ve+v ) (PRIVg —PLgvy + Pl vy — PLIVE)
]

(331)

< 2ve +yZ <P;Z)Vlj — P;S)Vb() (332)
Y

<2ve+v) PLLyly). (3-33)

Yy
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Mivel a z allapotndl nagyobb vesztesége egyik allapotnak sem lehet,
igy

Ly(z) < 2ye+vy Z PQE)LV(Z)- (3-34)
Yy

(3.34) egyszertisitésével megkapjuk, hogy

(3-35)
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4 ONLINE TERVEZES

A gyakorlatban konnyen talalhatunk olyan sztochasztikus folyamatot,
aminek a fejl6dése ugyan teljesiti a Markov-tulajdonsagot, mégis az
allapottér mérete miatt a kordbban targyalt fogalmak és algoritmusok
a szamitds és memoria igényiik miatt nem alkalmazhatéak.

Kordbban elére meghatdroztuk minden egyes éllapotra, hogy mi-
lyen dontéseket tesziink, még mielStt a dontéseket végrehajtottuk vol-
na a valés dontési feladatban. Ehhez az 6sszes éllapot eltaroldsan tul
a viszonyaikat is elemezniink kellett.

Amikor ez nem kivitelezhet6, akkor feltéve, hogy tudjuk épp mi-
lyen éllapotban van a val6s folyamat, és ismerjiik az allapottérnek
azon részét, ami néhany lépésen beliil elérhetd, meghatarozhatunk
egyetlen kozeliten optimalis dontést, amit utdna végre is hajtunk a
val6s dontési feladatban. Ezutan a hozott dontés mentén fejl6do folya-
mat 1j dllapotdban ismét csak az aktudlisan elérheté dontések koziil
hatdrozunk meg egyet.

Ezzel az an. online tervezéssel hatékonyan tudjuk csokkenteni a vizs-
galand¢ allapotok szamaét, cserébe viszont kevesebb garancidt tudunk
mutatni, hogy a dontéseink valéban optimélisak-e, vagy csak moho
dontések, amik lokalisan t{innek legjobbnak.

4.1 MONTE CARLO MODSZER

A kovetkez6kben bemutatjuk a Monte Carlo Tree Search (MCTS) online
tervez6 algoritmust.

Feltessziik, hogy a rendelkezésiinkre &ll egy generativ modelle a
Markov dontési folyamatnak, amiben egy (i, k) allapot-dontés par
meghatarozédsa utdn tudunk mintavételezni a {Pl(]k Vije [M]} elosz-
lasbd], illetve az atmenetekhez tarsitott jutalmakbél. Ezenkiviil adott-
nak tekintiink egy V : [M] — R fiiggvényt, ami egy becslést ad az
allapotok értékére.

Az MCTS algoritmus d € IN hossztisdgt lépéssorozatokat general
a kiindul6 éllapotbdl. A mintavételezés soran egy dontési fat épit fel,
aminek minden cstcsa egy (i, k) allapot-dontés par. A fa csticsaihoz
szdmon van tartva, hogy hanyszor hoztuk meg a szimuldci6 sordn a
k € K; déntést az i allapotban (amit N¥- val jelsliink), illetve a korab-
bi szimuléciok 4tlaga alpjan egy Q¥ € R becslés, hogy az i &llapotban
a k dontést hozva mennyi a varhaté Osszegytijtott (diszkontélt) juta-
lom.
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A mintavételezés sordn egy i dllapotban azt a k € K; dontést hoz-
zuk meg, ami a (4.1) tn. UCT formuldt maximalizalja.”

10g ¥ qerc, N§
Qt+e [ — =% (4-1)

3. Algoritmus MonteCarloTreeSearch
1: function MCTS(i::4llapot)

2: while a szamitasi kapacitds engedi do
3: SEARCH(i)

4 end while

5: return arg maxk{Q‘f}

6: end function

7: function SEARCH(I :: 4llapot, d :: mélység)
8: if d < 0 then

9: return \A/i
10: end if
11 k:=SELECT(1)
12: i/,7:= SAMPLETRANSITION(i, k)
13: q:=t+7v-SEARCH({/,d—1)
14: N]f = N}f +1
15 Qf = Qf +(q—QF)/N¥

16: end function
17: function SELECT( :: 4llapot)

18:
log)  N¢
Kk /
return arg max {Qi +c- N?l}

19: end function

Ezzel a valasztassal alapvet6en azok a dontések kertilnek kivalasz-
tdsra a szimuldci6 sordn, amikre a Q¥ becslés a varhat6 dsszegy(ijtott
jutalomra magas. Igy feltéve, hogy helytalléak a becslésink az allapot-
dontés parok jutalmaira, az dllapottérnek a szuboptimadlis dontések
mentén fejl6dd részét nem kell teljes egészében feltérképezniink.

Az UTC formula masodik tagja azoknak a dontéseknek az értékét
noveli meg, amiket kevésszer vélasztottunk ahhoz képest, hogy hany-
szor jartunk a szimulécié sordn i-ben. Ezzel a korrekciéval biztosit-
hat6, hogy elegend&en sokaig futtatva az algoritmust idénként szub-
optimdlis dontések mentén is generdljunk dontés sorozatokat, igy le-
het8séget biztositva annak, hogy a pontatlan allapot-dontés jutalmak
becslése javuljon.

A ¢ € R} konstans értékével lehet megvélasztani, hogy mennyire
érvényesiiljon a keveset latogatott dontések kompenzalasa.

1 Upper Confidence Bound for Trees [2]
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Végiil a valasztott dontés, amit végrehajtunk a valés dontési folya-
matban az, aminek a szimulaci6 sordn a legnagyobb lett a Q-értéke.

4.1.1  Monte Carlo tervezés a 2048 jdtékban

4.1. Példa. A "2048" nevii jiték> eqy 4 x 4-es pdlydn jdtszodik. Minden
egyes mez0 vagy iires, vagy egy kettGhatvdny dll rajta. A jdtékos eqy dltald-
nos lépésekor eldontheti, hogy jobbra, balra, felfelé, vagy lefelé sopri a pdlydin
az értékeket. A vdlasztott irdnyban minden egyes nem iires mez6 értéke addig
"csuiszik"”, amig vagy a pdlya széle, vagy egy mdsik nem iires mezd mellé nem
ér. Amennyiben kett6 azonos értékii mezd keriil eqymds mellé a csiisztatds-
kor, akkor azok 0sszeolvadnak, és az értékiik Osszeadddik. A jdtékos 1ij dontése
elott az iires mezdk koziil egyenletesen véletleniil sorsolva egy pozicidt, oda
0.8 valdsziniiséggel 2-es, 0.2 valdsziniiséggel 4-es érték keriil.

Fontos, hogy csak azon irdnyok koziil vdlaszthat a jdtékos, amerre soporve
az értékeket a pdlya nem marad vdltozatlan. A jdték célja elérni a 2048-as
értékil mezdig, mielGtt ey olyan dllapotba keriilne a tdbla, ahol egyik dontés
sem elérhetd.

A 4.1. példdban bemutatott jaték egy jo példa olyan Markov-fo-
lyamatra, aminek az allapotterét a gyakorlatban mar nem lehet tel-
jes egészében eltarolni. A lehetséges 4 x 4-es palydk szdma3, amin a
legnagyobb érték legfeljebb 2048 6sszesen 44,096,709,674,720,289 ~
10'6. Osszehasonlitdsképpen egy sakkjdtszma konfigurdcidinak sza-
madra egy becslés* a 104, illetve a Go tablajaték allapotaira 1077°.

A kovetkezokben bemutatjuk, hogy milyen kisérleti eredmények
kaphatok, ha az MCTS algoritmus segitségével hozunk dontéseket a
2048 jatékban.

A jutalmaknak és az allapotok értékbecslésének a kovetkezdket va-
lasztottuk, illetve a diszkontédlast melléztiik (y = 1). A jutalom egy
i — i’ dtmenethez legyen az dsszeolvadt mez&k Osszege. Az allapo-
tok értékbecslése pedig a kovetkezd.

v az i palya értékeinek 6sszege ha i-b6l van végrehajthat6 1épés
i=
—10 ha i-bél nincs végrehajthat6 1épés
(4.2)

Mivel az MCTS algoritmusban a mintavételezés mélységét (d), az
adott dllapotbdl generdlt mintdk szamat (m) és a keveset latogatott
dontések kompenzaldsanak stulyat (c) szabadon valaszthatjuk, igy ezen
hiperparaméterek fiiggvényében mds-mds eredményeket varhatunk.

2 Kiprébalhaté a https://play2048.co weboldalon.
https://jdlm.info/articles/2017/09/17/counting-states—combinatorics—-2048.
html

https://tromp.github.io/chess/chess.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Go_and_mathematics#Complexity__
of_certain_Go_configurations
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https://tromp.github.io/chess/chess.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Go_and_mathematics#Complexity_of_certain_Go_configurations
https://en.wikipedia.org/wiki/Go_and_mathematics#Complexity_of_certain_Go_configurations
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5. dbra. Kiilonb6z6 paraméterek melletti MCTS moédszerrel hozott dontések
mellett a palya mez&inek 6sszege a jaték végén. Osszehasonlitdsi
alapnak a véletlenszer(i és a moho stratégidk eredményei is fel van-
nak tiintetve. (c: konstans, d: mélység, m: szimuladcidk szdma)

Egy kisérlet alatt az iires palydn indulva az MCTS algoritmus egy
paraméterezése altal adott dontések mentén addig szimuldlunk egy
jatékot, amig egyszer el nem fogynak a megengedett dontések. Mivel
az algoritmus véletlen mintavételezést haszndl, illetve maga a jaték
sem determinisztikus, igy egy-egy paraméter bedllitdssal 100 darab
kisérletet végeztiink. Ezen kisérletek eredményei az 5. dbran, illetve
a 2. tdblazatban lathatéak, 0sszehasonlitva a "random" (egyenletesen
véletleniil vélasztott dontések) és a "mohd¢" (mindig az egy 1épés utan
elérhet6 legnagyobb jutalmat hozé dontések) stratégiajaval.

c 0 100 750 500 750 750 1050
d 2 3 4 7 7 9 9
m | 500 500 100 100 100 100 100

megnyert jatszmak | 0% 20% 28% 34% 42% 63% 66%

2. tdbldzat. A kiilénb6z6 paraméterek mellett 100 darab szimulalt jatszma-
bél azon jatszmak ardnya, amiken az MCTS algoritmus straté-
gidjaval sikeriilt a 2048-as értékig eljutni. A random és moho
stratégidkkal a nyerési ardny természetesen 0%.

A 2. tablazat eredményei alapjan lathato, hogy a szimulacié mély-
ségének, illetve a c konstansnak a megfelel6 novelésével javul a meg-
nyert jatszmdék aranya.

Ez olyan szempontbdl nem meglepd, hogy mindkét paraméter no-
velésével a Monte Carlo szimulacié sordn el6fordulé dllapotok szdma
nd, hiszen d adja meg, hogy hdny 1épést tavolodunk el a kiindulé
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allapotbdl, illetve amennyiben c relative nagy, tigy a keresés az alla-
potokon "szélesebb", azaz tobb szuboptimdlisnak tling allapot kertil
be a meglatogatott allapotok kozé. Tehat a futtatott a kisérletekbdl
az eredményesebbek a legjobbnak itélt dontéseket az allapottér egy
nagyobb részének a feltdrdsa alapjan hoztdk.

17. Megjegyzés. Az MCTS algoritmus hatékonyabb implementalasa-
val mélyebb (d = 80) szimuldcidkat hasznalva és minimdlisan erre
a feladatra 4talakitva® az algoritmust 90% f6lé emelhets a megnyert

jatszmdk ardnya. [5]

6 Amennyiben egy szimuldcié soran kevés (< 5) tires mez6 van a pélyan, akkor adap-
tive a bedllitott paraméterekhez képest mélyebb és szdmosabb szimulacié alapjan

hozva dontéseket.
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A FUGGELEK

A fiiggelékben bemutatott implementéciok juila® programnyelven ké-
sziiltek, és alapvet6en demonstracios célt szolgalnak.

1. Programkoéd. A 2.1. példa mentén a dinamikus programozasi algoritmus
implementdciéja. Eredmények a 2. dbran.

using OffsetArrays
p = 0.75 #P (coin = head)

reward if choice
k == 100 ? p = 1

" (expected)
r(i, k) i+

"P_ij" (k)
function Ptransitions (i, k)
P = OffsetArray(zeros (101)
P[i + k] P
P[max (i - k,
P

0l =1-p

end

"return max expected rewards"

function maxexpectedrewads (N)
v OffsetArray (zeros (101,
P = Ptransitions

for n 1:N
for i =

1:99

choices = (r(i,k)

end
return V
end

transition probabilities if choice

"k® is made in state

0

)t

, 0:100)

N+1), 0:100, 0:N)

+ dot (P(i,k), VI[:,

maximum (choices)

"return optimal dynamic policies for stage n"

function dynamicPolicies (N, V)
P = Ptransitions
X, Y [1, [1
for i 1:99
for k =
c =

l:min (i,
r(i, k)
V[i,N]
push! (X,
push! (Y,
end
end

if ¢ ==
i)
k)

end
return X,
end

Y

100 - i)
+ dot (P (i,k),

V[:, N-1])

Ti

is made in state “i°"

n-1]) for k =

l:min (i,

100 - 1)

1 https://julialang.org
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SNk 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
—3| -4 —-45 45 —-45 45 —-45 —45 —-45 —45 -—-45 45
-2|-30 -30 -30 -30 -30 —-30 —-30 —-30 —-30 -—-30
-1|-15 —-15 —-15 —-15 —-15 —-15 —-15 —-15 -15

0 o -1 -10 —-10 —-10 —-10 —10 -10

1 -1 -1 =11 =11 =11 =11 11

20 =2 —-12 —-12 12 —-12 12

3 -3 —-13 —-13 —-13 -—-13

41 -4 —-14 —-14 -—-14

5/ =5 —-15 —-15

6| —6 —16

70 =7

3. tdblazat. A 2.2. példa jutalmainak tablazata.

2. Programkéd. A 1. algoritmus (Stratégia iterdcié) implementécidja. (A 2.2.
lemma hasznélata nélkiil.)

using LinearAlgebra

Struct to represent an MDP.
nmnn

struct MDP

8§ # states: 8§ = (s_1, s_2, ..., s_M)

T # transition function: T(s, k) -> (p_sl, p_s2, ..., p_sM)
R # r fur ion: R(s, k) -> r

K # decision {(s) > (k_1, k_2, ..., k_{K_S})

nnn

TTTget_P(P::MDP, kk) —-> PkT7°

Get transition probability matrix if the choices are “kk™.
nnn
function get_P (P::MDP, kk)

P = vcat ([P.T(s, kk[s])' for s in P.8]...)

# norm rows TO sum up TO one

rows = sum (P, dims = 2)

'all(rows .== 1) && @debug("P nem volt alapbol sztochasztikus.")
P ./= ( rows * ones(l,length(P.8)) )

P
end

nwun

Tt rget_rk (P::MDP, kk) —-> rkT°°

Get the reward vector for choice k.
nmnn

get_rk (P::MDP, kk) = [P.R(s,kk[s]) for s in P.8§]
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nnn

“get_pi(P) -> 7

Calculate the steady-state probability vector for unichains.
nmwn
function get_pi (P)

# return 7t such that P =7

7T eigvecs(P') [:,end]"

7T = 70 ./ sum/(7)

# warn if P is not an ergodic unichain
conv = all (map(row -> row' =~ 71, eachrow (P~100)))

unique = rank(nullspace(P' - I)) == 1
((!conv) || (!unique)) && @debug "P nem ergodikus unichain :( $((;conv,
unique) )"
7T
end

nnn

“get_w(P, r) —> w

Calculate the asymptotic relative gain vector,

for stochastic matrix “P°, and reward vector “r
nnn

function get_w (P, r)
ppi = get_pi (P)
g =ppi » r

[T - P; ppil \ [r .- g; 0//1] # w
end

nnn

*""new_kk (kk) -> (new_kk, isoptimal)

Perform one step of the PI algorithm,
for policy “kk™.
nmnnwn
function new_kk (P::MDP, kk)
kk = copy (kk)
P = get_P (P, kk)

r = get_rk (P, kk)
ppi = get_pi(P)
g =ppi - r

w = get_w (P, r)

for (idx,s) in enumerate (P.8)

K = P.K(s)
nl(v) =v ./ sum(v) # 1_1 norm
oneStepRews = [P.R(s, k) + nl1(P.T(s,k)'") - w for k in K]

if ! (w[idx] + g =~ maximum (oneStepRews))
ck = argmax (oneStepRews)

kk[s] = Kl[ck]
return kk, false # not optimal yet
end
end
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kk, true # optimal
end

nnn

“policylIteration (P::MDP, start_policy) —> optimal stac. pol. "

Perform the Policy Iteration algortihm on the
inherently recurrent MDP P, whith the uichain
starting policy “start_policy".
nnn
function policyIteration (P::MDP, start_policy)
steps = 0
nkk = copy (start_policy)
nkk, isFinal = new_kk (P, nkk)
while !isFinal
nkk, isFinal = new_kk (P, nkk)
steps +=1
end
@info "total steps: $steps"
return nkk
end

3. Programkéd. A 2.3. példa feladat (sztochasztikus legrévidebb ttkeresés
a vitorlds hajé esetében) implementécidja, majd a 1. algorit-
mus (Stratégia iterdcid) alkalmazasa.

nun

“get_reward(s,k) -> ° “Tr_s"k"™"

Return reward for a state of the boat,
and a direction choice.
wwn
function get_reward(s, k)
(i,3) = s

if (i,3J) == (W, H)
return 0.0
end

wind = windfunction (i, j)
return -.25 - (1 - k - wind)
end

nun

“Tget_transitions(s,k) -> P*°°
Get transition probabilities from a state “s7,
and choice "k~
mwnn
function get_transitions (s, k)
(i,3) = s
ns = (i,3) .+ k
if 1 <= ns[l] <= W && 1 <= ns[2] <= H #ha a palyan maradna a dontes utani

if (i,3j) == (W,H) # ha nyelo a jobb felso csucsban vagyunk
return [ (x,y) == (W,H) for (x,y) in §]

else #ha egy kozbenso allapotban vagyunk

function tr(x,vy)
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if (x,y) == ns
return .75

elseif (x,y) == (i,73) .- k
return .05

elseif 0.5 <= norm((x,y) .- (i,3)) <=1
return .1

else
return 0.0

end

end

return [tr(x,y) for (x,y) in 8]
end

else # a szelenel helyben maradunk rossz iranyu dontesnel
return [(x,y) == (i,J) 2 1.0 : 0.0 for (x,y) in 8]
end
end

# a szelirany vektormezoje
windfunction(x,y) = normalize([y-12, 6sin(.5x)])

H, W = 25,25 # negyzetracs merete

8 = [(i,]) for i in 1:W for j in 1:H]; #allapotter
# kezdeti unichain strategia

start_kk = Dict((i,3j) => (1,0) for i = 1:W, j = 1:H)

for j = 1:H start_kk[ (W, 3j)] = (0,1) end

# lehetseges dontesek
get_K(s) = [(1,0), (-1, 0), (0,1), (0,-1)]

# MDP letrehozasa
P = MDP (8, get_transitions, get_reward, get_K)

# Strategia iteracio alg. meghivasa
optimal_policy = policyIteration (P, start_kk);
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4. Programkéd. A 2.2. példa feladat (raktarozasi feladat) implementacidja,
majd a 1. algoritmus (Stratégia iterdcié) alkalmazdsa.

#poisson eloszlas
poisson (A, k) = A"k / factorial (k) * exp(-A)

non

“Tget_transitions(s,k) -> P°°°

Get transition probabilities from a state “s7,
and choice “k~.

nmwn

function get_transitions (s, k)

v = s + k # ennyi van nap vegen a rendeles utan

P = vcat ([poisson(3, d) for d = (v+3):-1:0], zeros(7-v))
P ./= sum(P)
P

end
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nnww

“get_reward(s,k) -> ° “Tr_s"k""

Return reward for a state of the inventory,

and an ordering choice.
nmwn

function get_reward(s, k)
r =20

r += max(s,0) f#amennyi a polcon maradt
if Xk > 0 r += 10 end #rendeles alpdij

# utolagosan rendeles

if s < 0
return s x 15
end
-r
end
S = -3:7 |>collect; #allapotter

# lehetseges dontesek
get_K(s) = 0:(7 = s) |> collect

# MDP letrehozasa
P = MDP (S, get_transitions, get_reward, get_K)

# kezdeti unichain strategia
start_kk = Dict (s=>P.K(s) [end] for s in S)

# Strategia iteracio alg. meghivasa
optimal_policy = policyIteration (P, start_kk)

5. Programkéd. A 3. algoritmus (MCTS) implementacidja (az [3] for-
rds mentén). A 2048 jaték implementacidja elérhe-
t6 a http://jungadam.web.elte.hu/bsc_thesis/
mcts_2048.html webcimen.

nun

Struct to represent an MCTS approach.
wwn
struct MCTS

P problem (MDP)
visit counts in states (dict)
action value estimates (dict)
depth of the search

H W

.

number of mcts simulations

E.

exploration constant

a3 00 =2
=+

e

value function estimate
end

nun

Run a MCTS online planning
from state s.

Return the action with
highest value estimate.

nww

function runMCTS (M::MCTS, s; verbose = false)


http://jungadam.web.elte.hu/bsc_thesis/mcts_2048.html
http://jungadam.web.elte.hu/bsc_thesis/mcts_2048.html

for _ in 1:M.m
simulate! (M, s)
end
return argmax(k -> M.Q[(s,k)], M.P.K(s))
end

now

Choose next choice
to explore, based on
visitcounts and value estimates.
mnn
function chooseMCTS (M: :MCTS, s)
# visit count of s
NN = sum(M.N[(s,k)] for k in M.P.K(s))

function value (k)
if M.N[(s,k)] == 0
return Inf
end
return M.Q[(s,k)] + M.c * sqgrt(log(NN)/M.N[(s,k)])
end

return argmax(value, M.P.K(s))
end

[LRIR1]

Struct to represent an MDP with a transition sample method.
mnn

struct MDP

8§ # states: 8 = (s_1, s_2, ..., s_M)

T # transition function: T(s, k) -> (p_sl, p_s2, ..., p_sM)
TR # transition sample T(s, k) -> ss

R # reward function: R(s, k) -> r

K # decisions: K(s) —-> (k_1, k_2, ..., k_{K_S})

Y # discount factor

end

nun

Run one MCTS simulation from s
in depth d.
function simulate! (M::MCTS, s::Matrix{Int64}, d = M.d)
if d <= 0 #break if reached max depth
return M.U(s)
end

if isempty (M.P.K(s))
return M.U(s)

else

k = chooseMCTS (M, s)
end
ss, r = M.P.TR (s, k)

#update visitcount in s
M.N[(s,k)] +=1

#call next simulation

g =r + M.P.y x simulate! (M, ss, d-1)

#update value function estimate from this simulation
M.Q[(s,k)] += (g - M.Q[(s,k)])/M.N[(s,k)]

return g

end
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