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Bevezetés

»~Ahhoz, hogy az ember j6 programozoé legyen, meg kell értenie a generikus prog-
ramozds alapelveit. Ahhoz, hogy az ember megértse a generikus programozas
alapelveit, meg kell értenie az absztrakciét. Ahhoz, hogy az ember megértse az

absztrakciot, meg kell értenie a matematikat, amin alapszik.”
—Alexander A. Sztyepanov, From Mathematics to Generic Programming [1]

Ahogy a fenti idézet el6revetiti, ennek a szakdolgozatnak a témédja a generikus programozas,

illetve az azt megalapoz6 absztrakt algebra lesz.

El6szor lefektetjiik az absztrakt algebrai alapokat, amelyek elengedhetetlenek a dolgozat meg-
értéséhez, majd a generikus programozas fogalmait tekintjiik 4t a C++ programozasi nyelvben,
kiilon targyalva a Standard Template Library (STL) elveit. Ezek utdn bemutatjuk a kapcsolatot
az absztrakt algebra és a generikus programozds kozott egy 6korbdl szdrmazo szorzas algorit-
muson keresztiil. A kapcsolatotkésébb tovabb targyaljuk az euklideszi algoritmus segitségével.
A generikus programozds alapelveit kovetve a szakdolgozat végére eljutunk a két algoritmus
altalanositott, és emiatt rendkiviil széleskortien alkalmazhat6 alakjaghoz. Mindekozben pedig

megfigyeljiik, hogy a matematika és az informatika miként képes kiegésziteni egymast.

A diplomamunka elsédlegesen Alexander A. Sztyepanov From Mathematics to Generic Program-
ming [1] cim@ konyvét koveti, felhasznédlva az abban szerepl6 programkédokat, valamint ki-
egészitve sajat példdkkal. Az algebrai alapok forrdsa Dr. Kiss Emil Bevezetés az Algebrdba [2]

cimt konyve.






1. fejezet

Absztrakt algebrai alapok

Ebben a fejezetben a legfontosabb absztrakt algebrai fogalmakat és tételeket fogjuk bemutatni,
amik alapjat képezik az egész generikus programozas témakornek. Az absztrakt algebra azért
kiilondsen hasznos, mert altaldnos struktardkrél tudunk konkrét dolgokat belatni, anélkiil,

hogy ismernénk a specifikus tulajdonsédgaikat.

1.1. Csoportok, monoidok, félcsoportok

1.1. Definici6. Legyen G egy nemiires halmaz. Ekkor azt mondjuk, hogy G csoport, ha értelmezett rajta

egy kétvdltozds o miivelet a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
o A o miivelet asszociativ: x o (yoz) = (xoy)oz.
o Jeegqységelem: xoe=eox = x.
1,1

o Minden elemnek létezik inverze: Y x € G: Ax~L, amirexox 1 =xlox=e.

A csoportok zartak a miiveletiikre, azaz x o y nem vezet ki a halmazbél. Ha a m{ivelet kommu-
tativ is, akkor Abel-csoportrél beszéliink. Ennek egy specidlis esete az additiv csoport, ahol a

miivelet az Osszeadas.

1.2. Példa. A kovetkez0k csoportot alkotnak:
o Egész szdmok az Osszeaddsra Z.*
o A{0,1,...,m — 1} halmaz a modulo m 0sszeaddsra: 7.},
o A raciondlis szdmok az dsszeaddsra: QF

o 1 X n-es invertdlhaté mdtrixok a szorzdsra



Absztrakt algebrai alapok

Bizonyos esetekben a csoport-tulajdonsdgoknal kevesebbet is elég megkovetelni. Péld4dul lehet,

hogy az inverzre éppen nincs sziikség, de minden mast meg szeretnénk tartani.

1.3. Definicié. Legyen M egy nemiires halmaz. Ekkor azt mondjuk, hogy M monoid, ha értelmezett

rajta eqy kétviltozos o milvelet a kivetkezo tulajdonsdgokkal:
o A o mfijvelet asszociativ: x o (yoz) = (xoy)oz.
o deegqységelem: xoe=eox = x.
1.4. Példa. Monoidok példdul:
o Véges hosszii stringek a konkatendciora
o Egész szamok a szorzdsra: 7
Ha pedig az egységelemet is elengedjiik, akkor félcsoportot kapunk:

1.5. Definici6. Legyen S egy nemiires halmaz. Ekkor azt mondjuk, hogy S félcsoport, ha értelmezett

rajta eqy kétviltozds o milvelet, amire teljesiil az asszociativitds: x o (y o z) = (x o y) o z.
1.6. Példa. Félcsoportot alkotnak példdul:

o Pozitiv egészek az Osszeaddsra 7

o Pdros szdmok a szorzdsra: 27.*

Vajon lehet tovadbb enyhiteni a kovetelményeket? A valasz az hogy lehet, de nem érdemes. Ha
az asszociativitast is elhagyjuk —ezzel egy tigynevezett magma-t kapva—, akkor nincs axiéma,

azaz nincs mit bizonyitani. Az[1.1|tdblézat Gsszefoglalja a fent emlitett struktarakat.

struktira | asszociativitds | egységelem | inverz | kommutativitds

magma - - - -

félcsoport

monoid

csoport

+ |+ |+ |+
+ |+ [+
1

Abel-csoport

1.1. tdbldzat. Struktarak.

1.7. Definicié. Ha egy G csoportnak n eleme van, akkor azt mondjuk hogy G rendje n, ahol n lehet

véges, vagy végtelen.

1.8. Definicié. Egy a € G csoportelem rendje n, ha n a legkisebb olyan nemnulla szdm, amire a" = e.

Ha ilyen n nem létezik, akkor a rendje végtelen. o(n)-nel jeloljiik.

10
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1.9. Allitas. Legyen a € G elem rendje n. Ekkor az a hatvdnydnak a rendje:

W o  n
@)= @, = wh

Bizonyitds. Képzeljiik el, hogy egy bolha ugral k-asdval egy n szog 0-t6l n — 1-ig szdmozott
csticsain. Ha a 0-rél indul, hany ugras utan fog visszaérni a kiindul6 helyzetbe? m ugras utdn a
km modn csticsban lesz, ami akkor egyezik meg a kiindul6helyzettel, ha n|km. Tehat a legkisebb

ilyen m szamot keressiik. Nem nehéz meggondolni, hogy

n k
(n, k)| (n, k)

n|km = m

(Itt (n, k) a legnagyobb kdzos osztét jeloli, lasd szakasz). Az ekvivalencia jobb oldala csak
akkor tud teljesiilni, ha 7% |m ,mivel 7o-nak és ﬁ—nak mar csak az 1 a kozos osztdja. Nyilvan
a legkisebb pozitiv ilyen m maga az (HLJ(), tehat ennyi ugras utan ér vissza a 0-ba.

Ebben az analégidban a rend fogalma annak felelt meg, hogy a bolha mikor jut vissza el6szor
a kiindul6pontba, és az a* jelentette azt, hogy k-asaval ugral a bolha. a* rendje a kiilonboz6

hatvanyainak a szdma, vagyis a bolha altal meglatogatott csticsok szdma, ami tehét 5. m|

1.2. Részcsoportok, ciklikus csoportok

1.10. Definicié. Legyen G egy csoport, H C G. Azt mondjuk, hogy H részcsoportja G-nek, ha:
eeccH
eacH = aleH
e g beH — aobeH

Részcsoportokra a kovetkezd jelolést alkalmazzuk: H < G. A csoportra vonatkozé axiéméakat

nem kell kiilon feltenni, az kovetkezik abbél, hogy G-re teljesiilnek, és H C G.

Minden csoportnak van legaldbb 2 részcsoportja: dnmaga és az a csoport, amelyik csak az
egységelemet tartalmazza. Ezek a trividlis részcsoportok. Az egyetlen csoport, ami ez aldl

kivételt képez az a halmaz, amely csak az egységelemet tartalmazza.
1.11. Példa. Néhdny egyszertibb példa:

e 27*(a pdros szamok) < Z*

o 577" (az ottel oszthato szdmok) < Z*

e Z*<Q*<R*<C*

e QX <R*<C*

11
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o Vegyiik a modulo 7 nemnulla maradékokat: {1,2,3,4,5, 6} és a hozzd tartozo szorzdstdbldt:

Nl |k |lw|N|l~ ]| X
N|Q || W IN P
Q| W[ = || = [IDNDN
B =[N ON| W] W
Q| [N |U |
N (b N | ]W|U | u
R INI Q|||

1.2. tdblazat. Modulo 7 szorzéastabla.

Ekkor minden részcsportban az 1-nek benne kell lennie, és ha x benne van, akkor xLis. Illetve
minden y € H-ra x o y € H-nak is teljesiilnie kell. Igy a kovetkez§ részcsoportokat kapjuk:
{1},{1,6},{1,2,4},{1,2,3,4,5, 6}.

1.12. Definicié. EQy nemiires csoport ciklikus, ha
JneG:VbeGAn:a"=b

(az n. hatvdny a csoportmiivelet ismételt alkalmazdsdt jeloli). Azaz létezik olyan a elem, amit hatvdnyozva

minden elem megkaphato. Ekkor azt mondjuk, hogy a generdlja a csoportot.
1.13. Példa. A kovetkez0k ciklikus csoportot alkotnak:

o 77, a generdtoreleme az 1

e 7, a generdtoreleme az 1

1.14. Lemma. EgQy véges csoport egy elemének hatvdnyai részcsoportot alkotnak. Mds széval: egy véges

csoport minden eleme benne van egy ciklikus részcsoportban, aminek az adott elem generdtora.

1.3. Mellékosztilyok, Lagrange tétele

1.15. Definici6. Legyen G egy csoport, H < G részcsoport. Ekkor a € G-nek a bal oldali mellékosztdlya:
aH={geG|3dheH:g=ah}

Hasonléan, a Ha jobb oldali mellékosztdly. Azaz aH G azon elemeit tartalmazza, amik megkaphatéak

1igy, hogy a H-beli elemeket megszorozzuk a-val (additiv csoport esetén dsszeadjuk vele).

1.16. Példa. Vegyiik az egész szamok additiv csoportjdt, Z"-t, és ennek egy részcsoportjit, 3Z*-t. Ennek

3 kiilonboz0 mellékosztilya van: a 3n, a 3n + 1 és a 3n + 2 alakii szamok, ahol n tetszoleges egész.

12
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A kovetkezd néhdny lemma a szakasz {6 tételének a bizonyitasdhoz fog kelleni:

1.17. Lemma. EgQy véges csoport tetszileges H részcsoportjinak az elemszdma megegyezik az aH mel-

lékosztialynak az elemszdmdval.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy S = {s1,...,s,}, akkor aS = {asy,...,as,} az definici6 miatt. Azt
akarjuk belatni, hogy as; # as;. Indirekt tegyiik fel, hogy aS-ben van két azonos elem: as; és as;.
Ekkor

alas) = a‘l(as]')

(@ ta)s; = (a‘la)sj asszociativitas miatt
es; = es; ala=e
S; = S]' ex =Xx

Tehat ha a transzformacié utdn két elem egyenld, akkor a transzformadcié el6tt is egyenléek
voltak. Kontrapozicié segitségével az el6z6 allitdsbol kovetkezik, hogy ha az inputok nem
voltak egyenl6ek, akkor a transzformdcié utan se lesznek. Tehdt ha n kiilonb6z6 kiindulasi

elem volt, akkor 7 kiilonb6z8 elemet kapunk. Vagyis belattuk, hogy |S| = |aS| m|
1.18. Lemma. Egy G csoport minden eleme benne van eqy H részcsoport valamelyik mellékosztdlydban.
Bizonyitds. H tartalmazza az egységelemet, mivel részcsoport, igy tehat Va € G : a € aH. m]

1.19. Lemma. A mellékosztdlyok vagy diszjunktak vagy azonosak (azaz ha van kozos elem akkor meg-

egyeznek).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik k6zos eleme xH és az yH mellékosztalyoknak, legyen ez a.
Definici6 szerint ekkor Ju,v € H, hogy a = xu,a = yv, azaz xu = yv. Alkalmazzuk u inverzét
az el6bbire: x = you~!. Vegyiink most egy tetsz6leges b elemet xH-bol, ekkor definicié szerint
b = xw, ahol w € H. Behelyettesitve az el6z6t, kapjuk: b = (you!)w. Mivel H csoport, az
asszociativitas miatt b = w(u‘lvy). Ekkor wu~'v € H, mivel u,v,w € H, és a csoporttulajdonsag
miatt u inverze is H-beli, illetve a csoport zart a miiveletére. De ekkor a mellékosztdly definicidja
szerint b € yH. Tehat ha létezik kozos eleme az xH és az yH mellékosztalyoknak, akkor barmely
xH-beli benne van yH-ban is. Természetesen ez forditva is igaz, azaz xH és yH kolcsonosen

egymads részhalmazai, tehat azonosak. m]

1.20. Tétel (Lagrange tétele). Eqy G véges csoport minden H részcsoportjdnak a rendje osztja a csoport

rendjét.

Bizonyitds. Felhasznéljuk a korabbi lemmaékat: Az lemma miatt tudjuk, hogy G-t lefedik a
H mellékosztalyai, valamint az lemma szerint a kiilonb6z6 mellékosztalyok diszjunktak,

13
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jelolje m ezeknek a darabszamat. Ha |H| = n, akkor a mellékosztalyok is mind n mérettiek
az lemma miatt. Tehat G rendje nm, azaz G rendje tobbszorose a H részcsoport rendjének,

ami ekvivalens az &llitassal. O

Lagrange tételébdl levezethetiink néhany hasznos kovetkezményt:
1.21. Kovetkezmény. Egy véges csoport minden elemének a rendje osztja a csoport rendjét.

1.22. Kovetkezmény. Egy n-edrendil csoport tetszoleges elemét n-edik hatvdnyra emelve az egységele-

met kapjuk.
Lagrange tételével a kis Fermat-tétel is konnyen kijon:

1.23. Tétel (kis Fermat-tétel). Ha p prim, a?~' =1 (mod p) minden 0 < a < p.

Bizonyitds. Vegytik a modulo p maradékok multiplikativ csoportjat: Zy, ez p — 1 nemnulla
maradékot tartalmaz. Mivel a csoport rendjep—1, az kovetkezmény miatt a?~! = ¢ minden
a-ra, ami a csoportban van, azaz Va € {1,2,...,p — 1}. A mi esettinkben az e az 1-nek felel meg,

pontosabban:
"' =1 (mod p).
Ezzel belattuk a kis Fermat-tételt. O

Az kovetkezményt felhasznalva pedig az Euler tételnek a bizonyitasa:

1.24. Tétel (Euler). Ha a és n relativ primek, a?™ =1 (mod n) minden 0 < a < n.

Bizonyitds. Vegyiik az invertdlhaté modulo n maradékok multiplikativ csoportjat. Ennek a
csoportnak a rendje ¢(rn), mivel @(n) definici6 szerint az n-hez relativ primek szamaét jelenti,
és ezek mind invertdlhatéak. Az el6z6 bizonyitashoz hasonléan az kovetkezmény miatt
a?™ = ¢ minden a-ra, ami a csoportban van, azaz Y0 < a < n, ahol (4,n) = 1. A mi esetiinkben

az e megint az 1-nek felel meg, azaz:
a?™ =1 (mod n).

Ezzel belattuk Euler tételét. O

14
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1.4. Gyliriik, oszthat6sag

1.25. Definicié. Az R halmaz gyfirii, ha értelmezett rajta egy + (0sszeadds) és eqy * (szorzds) milvelet

a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

o R Abel-csoport az 0sszeaddsra, azaz + asszociativ, kommutativ, van nullelem, és minden elemnek

van ellentettje.
o R félcsoport a szorzdsra, azaz * asszociativ.
o Teljesiil a disztributivitds: Vx,y,z € R: (x+ y)*z=x*+z+y*zész+(Xx+Yy)=z*+x+2z*Yy

Ha a szorzas kommutativ is, akkor kommutativ gyfirtir6él, ha pedig létezik szorzasra nézve
egységelem, akkor egységelemes gyfir(ir6l beszéliink. A késtbbiekben a * jelet elhagyjuk, az

a * b szorzést ab-vel fogjuk jellni.

A

1.26. Megjegyzés. A gyiiriik tekinthetbek 1igy, mint az egész szdmok absztrakcidja, mivel bizonyos

tekintetben ugyaniigy viselkednek, ami motivdilta a fogalom bevezetését.

1.27. Definicié. Ha egy egységelemes gyiirii minden nemnulla elemének van multiplikativ inverze —
azaz csoportot alkot a szorzdsra — akkor ferdetestrdl beszéliink. Ha egy ferdetest kommutativ is a szorzdsra

nézve, akkor testnek nevezziik.
1.28. Példa. Kommutativ, egységelemes gyiiriik:
e C, R, Q (ezek testet is alkotnak)

o 7

valds egyiitthatés polinomok: R[x]

Gauss-egészek (ldsd szakasz)

A{0,1,...,m— 1} halmaz a modulo m szorzdsra és Osszeaddsra: Z.,,

Korabban a csoportokndl hasznaltuk az egységelem, illetve a nullelem kifejezést, attol fligg6en,
hogy kommutativ vagy multiplikativ volt a struktarank. A kovetkezd definicié ennek a két

fogalomnak az 4ltaldnositasa.

1.29. Definicié. Legyen o egy R halmazon értelmezett kétvdltozos miivelet. EQy e € R elem neutrdlis
elem, haVx € R: eox = x oe = x. Ha a miivelet szorzds, akkor eqységelemnek nevezziik, és 1-el jeloljiik,

ha pedig dsszeadds, akkor nullemelemnek nevezziik, és a O jelet haszndljuk.

A csoportokndl haszndlt inverz fogalma is megfogalmazhat6 most mar az el6z6 definicié segit-

ségével.

15
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1.30. Definicié. Legyen e neutrdlis eleme a o miiveletnek. Ha x o y = e, akkor x balinverze y-nak, és y
jobbinverze x-nek. Ha y o x = e is teljesiil, akkor x és y eqymds inverzei. Ha eqy elemnek van kétoldali

inverze, akkor invertdlhato.

1.31. Megjegyzés. A bal- és jobboldali inverz megkiilonbozetetésére amiatt van sziikség, mert nem

minden esetben kommutativ milvelettel van dolgunk.

1.32. Definicié. Legyen R gyiirii, x,y € R. Ha xy = 0, de x és y egyike sem nulla, akkor x baloldali, y

A 7”1

jobboldali nulloszté. Ha egy gyfiriiben nincs ilyen elem, akkor nullosztomentes gyiiriirdl beszéliink.

7 1

1.33. Példa. Z¢ gyfiriiben a 2 és a 3 nulloszto.

1.34. Definicié. A nullosztomentes kommutativ gyiiriiket integritdstartomdnynak nevezziik. Ha egy-

ségelemes is, akkor szokdsos gyiirfirdl beszéliink.
1.35. Példa. Integritdstartomdnyok példdul:
o 7Z
o egész eqyiitthatds polinomok: Z[x]
o Gauss-egészek (ldsd szakasz)
o A{0,1,...,p — 1} halmaz a modulo p szorzdsra és Osszeaddsra, amennyiben p prim: Z,

Most 4ltalanositjuk az oszthatésag fogalmat, majd annak segitségével definidljuk a kitiintetett

koz06s oszt6 fogalmat.

3

1.36. Definicidé. Legyen R egy szokdsos gyfiril, valamint a,b € R. Amennyiben létezik olyan k € R,
hogy ak = b, akkor azt mondjuk, hogy a osztdja b-nek (az R gytiriiben), és a | b-vel jeloljiik.

1.37. Definicié. Legyen R szokdsos gyfiril, valamint a,b € R. Azt mondjuk, hogy a és b kitiintetett
kozos osztdja eqy d € R elem, had | a és d | b, (azaz kozos osztd), illetve Vc € R kdzds osztéra teljesiil,

hogy c | d . A kitiintetett kozos osztot a kovetkez0 mdodon jeloljiik: (a, b).

1.38. Megjegyzés. A kitiintetett kozos oszté csak eqységszeres erejéig eqyértelmii, és az (a, b) jelolés

barmelyiket jelentheti.

1.39. Megjegyzés. A kitiintetett kozos oszté a kozismert legnagyobb kozds oszto fogalmadt dltaldnositja,
hiszen nincs minden gyiiriiben rendezési reldcié. Azaz nem mindig definidlt legnagyobb elem, azonban

kitiintetett kozds oszté mindig létezik.

1.40. Megjegyzés. A kitiintetett kozos osztét tobb elemre is lehet definidlni: olyan kozds osztd,
amely minden kozos osztonak tobbszorose. Mivel két elem kozos osztéinak a halmaza megegyezik

a két elem kitiintetetett kozos osztdjanak az osztéinak a halmazdval, azt kapjuk, hogy (ai,...,ar) =

((-..((a1,a2),a3) ..., ax_1), ar).
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1.41. Definicié. Két elem kitiintetett koz0s tobbszorose az az elem, amely minden kozos tobbszorosnek

osztdja. A kitiintetett kozos tobbszorost a kovetkezd mddon jeloljiik: [a, b].

A szakasz utols6 fogalma a félgytirti. A félgytirtik annyiban kiilonboznek a gytirtiktsl, hogy

nincs megkovetelve az additiv inverz létezése:

1.42. Definicié. Az (S, ®, ®) struktiirdt félgyiiriinek nevezziik, ha a kovetkezoek teljesiilnek:
e (S, ®) kommutativ monoid, ahol az egységelem a 0
o (S,®) monoid, ahol az egységelem az 1

e Vse€S5:0®s=s®0=0

° teljesiil a disztributivitds: ¥s1,52,53 € S: 51 ® (S ®53) = (51 ®52) D (51 ®S3) €5 (51 D S2) @53 =
(51 ®53) ® (52 ®53)

A gyfirtire eddig igy gondoltunk, mint az egész szamok 4altalanositasa. Ezt a szemléletmodot

folytatva, a félgyftirti a természetes szamok &ltaldnositdsanak tekinthetd.

1.5. Permutacidk

1.43. Definicié. Az X véges halmazt onmagdra képez0 bijekciokat az X halmaz permutdcidinak nevezziik.
Az n elem Osszes permutdcidjdnak a halmaza csoportot alkot a kompoziciéra nézve, amit szimmetrikus
csoportnak neveziink, és Sy-nel jeloljiik. Az inverz elem az inverz permutdcid, az identitds elem pedig a

helybenhagyds.
A szokasos jelolése a permutdcidknak a kovetkez6 médon néz ki:
1 2 3 4
(3 4 1 2)
A fels6 sor az eredeti dllapot, az als6 pedig a permutacié eredménye.

1.44. Definicié. Transzpozicionak vagy cserének nevezziik azt a permutdciét, ami 2 kiilonbozo i, j elemet

cserél ki, és a tobbit helyben hagyja. Ezt (i, j)-vel jeloljiik.

1.45. Lemma. Minden permutdcio elddll cserék szorzataként.

Bizonyitds. Van olyan transzpozicid, ami egy elemet a helyére tesz. Emiatt legfeljebb n — 1
cserével mind az n elemet el tudjuk vinni a kivant helyre (azért csak n — 1, mert ha n — 1 elem

jo helyen van, akkor sziikségképpen az n. is). |

1.46. Definicié. Ciklusnak nevezziik azokat az (x1,x2, ..., Xk-1,Xx) permutdciékat, amik xi-et x;-be,

x2-t x3-ba, és igy tovdbb, xy_1-et xi-ba és végiil xj-t x1-be viszi. Ekkor a ciklus hossza k.

1.47. Definicié. Két ciklus diszjunkt, ha nincs kozos elemiik.
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1.48. Tétel. Tegyiik fol, hogy X véges halmaz. Ekkor X minden permutdcidja folirhaté pdaronként

diszjunkt ciklusok szorzataként.

1.49. Allitas. Bontsuk azfpermutdciot diszjunkt ciklusok szorzatdra. Ekkor frendje a ciklusfelbontdsban

szerepl0 ciklusok hosszdnak legkisebb kozds tobbszorose.

Bizonyitds. Egy (x1,...,xx) k hosszt ciklus rendje k, mivel ha egy £ < k hatvanyra emeljiik,
akkor x1-t xz,1-be viszi, ami nem x1, azaz (x1, ..., xx)’ nem az identikus permutécié (helybenha-
gyés). De (x1,...,x;)" mdr igen, vagyis k a legkisebb olyan pozitiv szdm, amire visszakapjuk az

identitédst, ez pedig pont a rend tulajdonség.
Legyen f diszjunkt ciklusokra val6 felbontédsa f = f; ... f. Ekkor
fl=id = Vi fl =id

mivel a ciklusok diszjunktak, azaz ff ugyanoda viszi a benne szereplé elemeket, mint f?,
hiszen a tobbi ciklusban nem szerepelnek f; elemei. Az ekvivalencia jobb oldala pontosan

akkor teljesiil, ha

Yi: o(f;) | €.
Alegkisebb ilyen tulajdonsagt pozitiv | pedig pont a ciklusok rendjének, azaz ciklushosszaknak
a legkisebb kozos tobbszorose. m]
Osszegzés

Ebben a fejezetben tobb alapvets, amde rendkiviil hasznos struktarat tekintettiink at, amik
alapjaul szolgalnak a kovetkezd fejezeteknek, illetve magénak az absztrakt algebranak tovéabbi

eredményeihez.
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2. fejezet

Generikus programozas C++-ban

A generikus programozas egy programozdsi paradigma, amely lehet&vé teszi dltaldnos adat-
szerkezetek és algoritmusok létrehozasat, valamint azoknak a kiilonb6z6 adattipusokkal val6
felhaszndldsat. Az els6dleges célja, hogy dltalanos és tdjrafelhasznélhaté programot hozzon
létre, elkeriilve a kéd duplikaciét, anélkiil hogy az a hatékonysag rovdsdra menne. A foga-
lom David Mussert6l és Alexander A. Sztyepanovtdl szarmazik (1989), akik igy definialtak a

generikus programozast:

A generikus programozds azon az elképzelésen alapszik, hogy konkrét és ha-
tékony algoritmusok absztrakcidjaval olyan altaldnositott algoritmusokhoz jutha-
tunk, amelyeket kiilonb6z6 adatreprezentaciokkal kombindlva rendkiviil hasznos

és széleskortien felhasznalhat6 szoftvereket gyarthatunk.” [3]

Fontos megjegyezni, hogy ez az 6tlet nem koncentralodik egyetlen nyelvre. Kiilonb6z6 prog-
ramozasi nyelvekben kiilonféle eszk6zok dllnak rendelkezésre: Haskellben, Juliaban, Scalaban,
és ML-ben paraméteres polimorfizmusnak nevezziik, C++-ban illetve D-ben pedig template-

eknek. Mi a C++-beli megjelenésével fogunk foglalkozni.

A kozéppontban generikus algoritmusok allnak, amelyek paraméterezhet6ek és teljesen fiig-
getlenek az alapul szolgél6 adatreprezentéciotol. A tipusokra vonatkozé kovetelmények rend-
szerint specifikus és hatékony algoritmusokbdl szdrmaznak, melyek tigynevezett koncepciok
(conceptek) segitségével formalizdlhatdak hasonl6an ahhoz, ahogy az absztrakt algebrédban az

algebrai elméleteket absztrahaljak.

A koncepci6 egy olyan nyelvi elem, ami megmondja, hogy egyes tipusok beletartoznak-e egy
fogalmi halmazba. A C++-ban a koncepcidk a template paraméterekre vonatkozé kovetel-
mények halmazat hatdrozzak meg, ezzel lehet6vé téve a tipusellendrzést (ezaltal csokkentve
a hibalehetdséget), a pontosabb és kozérthet6bb hibatizeneteket, valamint javitjdk a koéd ol-
vashatdsdgat. C++20 6ta ezt ki is lehet fejezni k6ddal a concept és a requires kulcsszavak

segitségével.

19



Generikus programozds C++-ban

2.1. Expression problem

Az Expression Problem egy gyakran el6keriil§ programozasi probléma, amely a funkciona-
lis és az objektum-orientalt programozési paradigmak kapcsdn mertil fel. Az alaphelyzet a
kovetkez6: meg vannak irva adattipusaink, illetve azokon miikdd6é metédusaink. Van hogy
az objektumok halmazat szeretnénk kib&viteni, van hogy 1j metédusra van sziikségiink. Az
el6bbi kénnyen megvalésithaté objektum-orientalt nyelvekben, az utébbi pedig funkcionalis

nyelvekben. De el6fordul, hogy mindkettére sziikség van, és itt meriil fel a probléma [4].

Az objektum-orientélt nyelvekben az absztrakciét altalaban 6roklddéssel valositjak meg. Egy
egyszer(i példa, hogy kiilonbdz6 sikidomokaink vannak, mindegyik rendelkezik az 6t jellem-
z6 sziikséges informdcioval. Ezeket szeretnénk valahogy tarolni, illetve szamolni veliik, els¢
korben mondjuk a teriiletet. Ehhez megirunk egy dltalanos sikidom osztélyt, majd leszarmaz-
tatunk bel6le kor, téglalap, haromszog, stb... osztdlyokat. Mindegyik tarolja a maga relevans

adattagjat (sugdr, oldalhosszok), tovabba specifikaljuk rdjuk a tertilet kiszamitasat.

// nyelv: C++

class Shape {

public:
virtual double getArea() = 0;
1
[/ == triangle ---------------—-

class Triangle : public Shape {
double base;
double height;
double side_a;

double side_c;

public:
Triangle(double b, double h, double a, double c) : base(b), height(h), side_a(a),
side_c(c) {}
double getArea() override {

return 0.5 * base * height;

/) ———mmmmm - rectangle - ------—————————-
class Rectangle : public Shape {

double width;

double height;
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public:
Rectangle(double w, double h) : width(w), heightCh) {}
double getArea() override{

return width * height;

/] = - square ------------—-—---—-
class Square : public Rectangle {
public:
Square(double s): Rectangle(s, s) {}
}s

Ha késtbb egy tijabb objektumot kell implementélni, akkor nem okoz gondot a b&vités, egy 1j
osztaly leszarmaztathaté barmelyik mar meglévbol. Példaul egy kor osztalyt leszarmaztatunk
a bazisosztalybdl, vagy egy szabélyos haromszoget a haromszogbdl. Ekkor csak az alabbi par

sort kell megirnunk, anélkiil, hogy a kordbbiakhoz hozzanytlnank.

[/ —mmmmm - circleeh -—-—-----——-—————-

#include <cmath>

class Circle : public Shape {

double radius;

public:
Circle(double r) : radius(r) {}
double getArea() override {

return M_PI * pow(radius, 2);

A gond akkor van, ha egy mar kialakult hierarchidba akarunk 4j metédust bevezetni, pél-
déul keriilet kiszdmitasat. Ekkor minden leszarmazott osztalyra kiilon meg kéne gondolni,
hogy hogy legyen megirva, és bele kéne nytlni a mar meglévd kédba. Ez azon kiviil, hogy

er6forrasigényes, potencidlis hibaforras is.

class Shape {

public:
virtual double getArea() = 0;
virtual double getPerimeter() = 0;

1
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/) ———mmmm - triangle ---————-----—————-
class Triangle : public Shape {

double base;

double height;

double side_a;

double side_c;

public:
Triangle(double b, double h, double a, double c) : base(b), height(h), side_a(a),
side_c(c) {}
double getArea() override {
return 0.5 * base * height;
}
double getPerimeter() override {

return base + side_a + side_c;

[/ —mmmm e rectangle ---------------—-
class Rectangle : public Shape {

double width;

double height;

public:
Rectangle(double w, double h) : width(w), heightCh) {}
double getArea() override{
return width * height;
}
double getPerimeter() override {
return 2.0 * (width + height);

}
};
[/ —mmmm e square -----------—---—---
class Square : public Rectangle {
public:
Square(double s): Rectangle(s, s) {}
b
[/ —mmmm e circle ——--------mmm—-

#include <cmath>

class Circle : public Shape {

double radius;
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public:
Circle(double r) : radius(r) {}
double getArea() override {
return M_PI * pow(radius, 2);
}
double getPerimeter() {

return 2.0 * M_PI * radius;

};

Természetesen ez egy nagyon leegyszerfisitett példa; ameddig a mi tulajdonunkban vannak a
file-ok, addig nem okoz kiilonosebb nehézséget barmelyikhez hozzdadni pér 4j sort. De amint
egy olyan osztalyhierarchiat hasznalunk, amit valaki mds irt meg, nem fériink hozza feltétlentil

a bazisosztdly forrdskédjdhoz, és a probléma madris bonyolultabba valik.

A masik oldalrél pedig a probléma tipikusan a funkciondlis nyelvekben (Haskell, Erlang) je-
lentkezik. Ittis definidljuk a haromszog, téglalap, illetve a négyzet osztalyokat, illetve megirjuk

hozzajuk a teriiletet kiszamol¢ fliggvényt.

-- nyelv: Haskell
data Shape = Triangle Double Double Double Double
| Rectangle Double Double

| Square Double

getArea :: Shape -> Double

getArea (Triangle a b cmb) = 0.5 * b * mb
getArea (Rectangle w h) = w * h

getArea (Square a) = a A+ 2

Egy kertilet kiszamol¢ fliggvényt konnyen hozzéirhatunk:

getPerimeter :: Shape -> Double
getPerimeter (Triangle a bcm) =a+ b + ¢
getPerimeter (Rectangle w h) =2 * (w + h)

KA

getPerimeter (Square a) = 4 * a

Azonban ha implementalni akarjuk a kor alakzatot, akkor médositani kell az 9sszes fliggvényt,
ami szintén csak addig nem okoz problémat, ameddig a mi tulajdonunkban van a forraskéd,

illetve nem tal bonyolult a programunk.
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mPi :: Double = 3.1415926535897931

data Shape = Triangle Double Double Double Double
| Rectangle Double Double
| Square Double
| Circle Double

getArea :: Shape -> Double

getArea (Triangle a b c mb) = 0.5 * b * mb
getArea (Rectangle w h) =w * h

getArea (Square a) = a A*r 2

mPi * r AA 2

getArea (Circle r)

getPerimeter :: Shape -> Double
getPerimeter (Triangle abcm) =a+ b + c
getPerimeter (Rectangle w h) =2 * (w + h)
4 * a

2 *mPi *r

getPerimeter (Square a)

getPerimeter (Circle r)

A problémat Philip Wadler fogalmazta meg és nevezte el expression problemnek a Rice Uni-
versity’s Programming Languages Team-nek (PLT) kiildott levelében [5]. Ebben leirta, hogy
mar kordbban is voltak, akik foglalkoztak a téméval, de még nem igazan sziiletett rd valasz,
illetve 6 maga adott egy megoldést Generic Javaban, ami a Java programozasi nyelv generikus

s

tipusokkal val6 kib&vitése.

2.2. STL

A generikus programozdas paradigmaéjanak az egyik legfontosabb megjelenése, valamint az
expression problem legismertebb megoldésa a Standard Template Library (STL) C++-ban. Ezt
Alexander A. Sztyepanov dolgozta ki és 1993-ban prezentélta az ANSI/ISO bizottsag el6tt, mely

aztan 1994-ben el is fogadta a javaslatot.

Két f6 komponense van: a konténerek (altaldnositott adatszerkezetek, osztalyok), illetve az
azokon m{ikodd algoritmusok (fliggvények). Ezt a két dolgot az iterdtorok kotik ossze, ezek
segitségével lehet elérni illetve médositani a konténerben 1év6 elemeket. Az iteratorok koncep-
cidja tulajdonképpen a pointerek absztrakcidja, az aktudlis helyzetet (memoriacim) fejezik ki a
konténerben. Tobb fajta létezik, példaul csak elére, oda-vissza, vagy random irdnyba tobbet

lépni képes.

Az STL-en kiviili algoritmusok is m{ikodnek STL-es konténerekkel, illetve az STL-en kiviili kon-
ténerek is hasznalhat6ak az STL-beli algoritmusokkal. Erre j6 példa a Boost C++ Libraries [8].

Ez egy modern, nyilt forrdskédt, C++ szabvanynak megfelel6 konyvtarcsomag, amit a C++
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széles korti alkalmazaséra fejlesztettek ki. Tobb mint 100 konyvtarbol ll, melyek sok tertiletet
lefednek, példdul az algoritmusokat, a konténereket, az iteratorokat, a numerikus médszereket,

a fajlok kezelését, valamint a tobbszala programozast [9].
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3. fejezet
Egyiptomi szorzas

Ebben a fejezetben az egyiptomi szorzast fogjuk megvizsgélni, kezdve azzal, hogy milyen prob-
lémat volt hivatott megoldani, majd pedig néhany optimalizacids 1épés utan ratériink arra, hogy
miként lehet 4ltaldnositani az algoritmust, szemléltetve a generikus programozas irdnyelveit.
Végiil pedig harom alkalmazast fogunk latni, koszonhet&en az dltaldnositott algoritmus széles-

kort felhasznalhatésdganak.

3.1. Motivacio

Az egyiptomi szorzds egyike az els6 rogzitett algoritmusoknak. Az o6kori egyiptomiaknak
nem maradt fent sok matematikaval kapcsolatos irdsos emlékiik ebbdl az idészakbdl, de azok
a papirusztekercsek amik el6kertiltek, azt mutatjdk, hogy f6leg geometridval foglalkoztak (a
teriilet- és térfogatszdmitds elengedhetetlen az épitkezésekhez), illetve algebraval: szorzas,
tortekkel val6é szamolds, egyenletek megoldasa. Azaz olyan problémdkkal, amik a hétkdznapi

életben el6fordulnak.

Az 6kori egyiptomi szdmrendszer nem haszndlt helyiértéket, se 0-t, (a romai szdmrendszerhez
hasonléan). Emiatt rendkiviil nehéz volt az n - a szorzatot kiszamolni. Egyik médja az, hogy
Osszeadunk n db a-t. Ez kézzel nyilvanval6an tdl sok id6 lett volna, de még a modern szamito-
gépekkel is lassabb mint elvarhat6 (O(n) futasidejti). Az algoritmus C++-ban a kovetkez6képp

fest:

int multiply(int n, int a) {
if (n == 1) return a;

return multiply(n - 1, a) + a;

A célunk a fejezet sordn, hogy ezt az algoritmust optimalizaljuk, majd generikussa tegyiik.
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3.2. Megoldas

Az altalunk vizsgalt algoritmus forrdsa az tgynevezett Rhind-papirusz, amit Ahmes irnok
rogzitett Kr.e. 1650 kortil, és Alexander Henry Rhind skot régiségkeresked6 vasarolt meg 1858-
ban. Az Ahmes altal leirt médszer az 0sszeaddson, és annak az asszociativitdsan alapszik,
azon beliil pedig a kovetkezén: 4a = ((a +a) +a) +a = (a +a) + (a + a). Az otlet az, hogy n-et
felezgetjiik, a-t duplazgatjuk (6nmagéval 6sszeadni egy szdmot nem volt nehéz), majd felirjuk n-
et 2-hatvanyok 0sszegeként. Akkoriban persze nem véltozokkal irtdk fel az algoritmust, hanem
egy példdval demonstréltdk, amit aztan lehetett kovetni mds adatokkal. Ahmes a kovetkezé

modon szemléltette az n = 41 és az a = 59 szamok szorzatat:

1 x 59
2 118
4 236
8 x 472
16 994
32 x 1888

Jobb oldalon mindig a felette 1év6 érték duplaja szerepel, kezdve a-val; bal oldalt egymas
utdn a kett6hatvanyok, amiket addig kell felirni, hogy ne 1épje tdl n-et. A kivélasztott sorok
pedig azt jelzik, hogy az ott 1év6 2 értéket kell 6sszeszorozni, majd ezeket 0sszeadni: 41 - 59 =
(1-59)+ (8-59) +(32-59). Tulajdonképpen az x-ek a 1-es biteknek felelnek meg az n bindris

szadmrendszerben val6 felirdsdban, de az 6kori egyiptomiak nem ismerték ezt a fogalmat.

C++-ban a kovetkezd6képp irhat6 le az algoritmus:

int egypt_multiply(int n, int a) {
if (n == 1) return a;
int result = egypt_multiplyChalf(n), a + a);
if (odd(n)) result = result + a;

return result;

Ko6szonhet6en annak, hogy a szamitdégépek bindris szdmrendszert hasznalnak, az odd(x) és a

half(x) mfiveletet konny( implementalni:

bool odd(int n) {return n & 0x1;} //legkisebb helyierteku bit
int half(int n) {return n >> 1;} //lefele lepteto muvelet

Az algoritmusnak el kell dontenie, hogy n padros vagy pdratlan, amit az 6kori gorogok (akik
allitélag az egyiptomiaktol vették at a matematikai eredményeket) a kovetkez6képp definidl-

tak [13]:

— even(n)

=

Il
NTE

+
NI
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n:”T_l+”T_1+1 — odd(n)
Paratlan szdmok esetén half(n) = half(n-1).

Mivel felezgetjiik n-et, log(n) db rekurziv hivas torténik, és minden hivasban elvégezziik az
a+a Osszeadast, valamint paratlan esetekben a result + a dsszeaddst. Osszességében ez egy

O(log(n)) futasidejti algoritmus, ami lényegesen jobb, mint a kezdeti multiply.

3.3. Optimalizalas

Most ezen algoritmus tovébbi optimalizacidjaval fogunk foglalkozni. A lépések targyalasa so-
ran elsédlegesen a konyvet [1] kovetjiik. Egy tigynevezett accumulate segédfiiggvényt fogunk

hasznélni, ami az r+na-t fogja szdmolni, ahol r az éppen aktuélis részeredmény.

int egypt_mul_acc(int r, int n, int a) {
if (n == 1) return r + a;
if (oddn(n)) {
return egypt_mul_acc(r + a, half(n), a + a);
} else {

return egypt_mul_acc(r, half(n), a + a);

Fejleszthetiink ezen a fiiggvényen, ha refaktorizaljuk olyan médon, hogy tail-recursive legyen.
A tail recursion egy olyan technika, amely sordn a rekurziv fiiggvényhivés a legutols6 mfivelete
a figgvénynek, ezaltal csokkenti a tdrhelyhasznélatot és elkeriili a ttlcsordulést, ugyanis ekkor
nem kell eltdrolni a fliggvényhivdsokat a veremben. A teljesen tail recursive fliggvényeket a
forditéprogram optimalizélni tudja; ezt tail call optimalizationnak nevezziik. Lényegében az
torténik, hogy atalakitja egy ciklussa, elkeriilve a koltséges fliggvényhivasokat [10].

Ezt a technikat alkalmazva kapjuk a kovetkez6t:

int egypt_mul_acc2(int r, int n, int a) {
if (odd(m)) {

r=r+ a;
if (n == 1) return r;

}

n = half(n);

a=a+ a;

return egypt_mul_acc2(r, n, a);
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Végiil pedig konnyen iterativ alakra hozhatjuk kézzel is, ha kicseréljiik a tail recursiont egy

while(true) ciklusra:

int egypt_mul_acc3(int r, int n, int a) {
while (true) {
if (odd(n)) {
r=r + a;

if (n == 1) return r;

half(n);

a + aj;

=]
1

3.1. Megjegyzés. Az iterativ alakra hozds jol demonstdlja, hogy hogy miikodik a tail call optimalization
a gyakorlatban, vagyis hogy mit prébdl elérni a forditéprogram. Jelen esetben -O2 flaggel forditva
megfigyelhetjiik, hogy az egypt_mul_acc2 és az egypt_mul_acc3 fiigguényre ugyanaz az assembly

kéd generdlodik, azaz a fordito sikeresen el tudja végezni az optimalizdldst.

Mostantol ezt a segédfiiggvényt fogjuk hasznalni az eredeti algoritmusban:

int egypt_multiply2(int n, int a) {
while (lodd(n)) {

a=a+ a;
n = half(n);
}
if (n == 1) return a;

//tudjuk hogy ha even(n - 1) akkor n - 1 nem lehet 1
return egypt_mul_acc3(a, half(n - 1), a + a);

Egyelbre csak pozitiv egészekre van definidlva az algoritmusunk. De miért ne lehetne a 0 vagy
a negativ szdmok az értelmezési tartomany része, vagy akar valami teljesen mds matematikai
entitds, példaul matrixok? Mi a legb6vebb értelmezési tartomanya az algoritmusunknak, és
hogy tudnank azt dltaldnosan implementédlni? A kovetkez6 szakaszban erre fogunk vélaszt

adni.

3.4. Az algoritmus generalizalasa

Egy hatékony és megfeleléen miikodd generikus kod megirdsahoz egy madr helyes algorit-
musbdl kell kiindulnunk. Ez az egyiptomiaknak koszonhet6en mar megvan, csak még tul
specifikus. Most vizsgéljuk meg a jelenlegi adattipusainkat, hogy milyen kovetelményeknek

kell megfelelnitik, illetve hogy egymassal hogy fliggenek 6ssze.
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Megtigyelhets, hogy azok a részek amik n-et érintik (odd(n), n==1, n=half(n)), illetve amik
a-t és r-et (a=a+a, r=r+a), diszjunktak egymdst6l. Azaz nem sziikséges, hogy azonos tipustiak
legyenek, mivel tgysem keverednek. Elsd lépésben alakitsuk 4t n, a és r tipusat tetszélegessé

template-ek segitségével.

template <typename A, typename N>
A multiply_accumulate(A r, N n, A a) {
while (true) {
if (odd(n)) {

r=r+ a;
if (n == 1) return r;
}
n = half(n);
=a+ a;

3.4.1. Kovetelmények a tipusokra
Vizsgaljuk meg el8szor az A tipus kovetelményeit! A kovetkezd miiveleteket kell timogatnia:

e Osszeadéas (C++-ban: operator+)
o érték szerinti atadas (C++-ban: masolé konstruktor)
e értékadas (C++-ban: operator=)

Tovabbi kovetelmény, hogy az sszeadds legyen asszociativ (az értelmezési tartomanyon beliil),

hiszen ez volt az alapja az algoritmusnak mar az 6korban is, amikor felfedezték.

C++20-szal bevezették az igynevezett regular type koncepciét [11], ami az aldbbiakkal ren-
delkezik:

e konstruktor, destruktor
e mésol6 konstruktor és értékadds operétor

e move konstruktor és értékadds operator
Ide tartoznak a beépitett tipusok, mint példaul az int-ek.

A kovetelményeinknek eleget tesz, ha A-t regular type-nak definidljuk asszociativ 6sszeadds-
sal. Az szakaszban attekintett algebrai struktirdk koziil a félcsoport az, ami megfelel
ezeknek az elvdrdsoknak és a lehet6 legéltalanosabb: van asszociativ kétvaltozés miiveletete,
de ennél tobbet nem kivetel meg, ahogy az az[l.1]tablazatbol kiolvashaté. A félcsoport egyetlen

axiomdjahoz tudnunk kell ellen6rizni az egyenl8séget, amit a regular type biztosit. Tehat arra
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jutottunk, hogy A-nak additiv félcsoportnak kell lennie. Ha ki akarjuk hangstlyozni, hogy a
kommutativitds nem elvdards, akkor nevezhetjiikk nemkommutativ additiv félcsoportnak (itt a
nemkommutativ sz6 arra utal, hogy nincs megkovetelve a kommutativitds, nem arra, hogy ne

lenne megengedett).

Most vizsgaljuk meg az N tipus kovetelményeit is! N-nek is regular type-nak kell lennie a

kovetkez6 miiveletekkel:
e half
e odd
o == 1
Ezeken kiviil az alabbiaknak kell teljesiilnie, ahogy kordbban megvizsgaltuk
e even(n) =— half(n) + half(n) = n
e odd(n) — even(n-1)
e odd(n) = half(n) = half(n-1)

Ezek alapjan azt mondhatjuk, hogy N Integral tipust [12], azaz egész. Ez lehet példdul
uint_8t, int_32t, uint_64t, stb.

Ahogy az kordbban szerepelt (1dsd[2} fejezet), C++20 6ta léteznek conceptek, amikkel a template-
ekre vonatkozé feltételeket lehet megszoritani. De mivel mi eddig C++17-et hasznéltunk,

makrokként fogjuk kifejezni a kovetelményeinket a tipusokkal kapcsolatban:

#define NonCommutativeAdditiveSemigroup typename

#define Integral typename

Igy frhatjuk le a multiply-accumulate fiiggvénytinket teljesen generikusan:

template <NonCommutativeAdditiveSemigroup A, Integral N>
A multiply_accumulate_semigroup(A r, N n, A a) {
// elofeltetel: n >= 0
if (n == 0) return r;
while (true) {
if (odd(n)) {
r=r+ a;

if (n == 1) return r;

half(n);

a + aj;

=]
1
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Itt ha n = 0 akkor nem kell csindlnunk semmit, visszaadjuk r-et. Ennek segitségével a sima

multiply algoritmus a kovetkezd:

#define NonCommutativeAdditiveSemigroup typename

#define Integer typename

template <NonCommutativeAdditiveSemigroup A, Integral N>
A multiply_semigroup(N n, A a) {

// elofeltetel: n > 0

while (lodd(n)) {

a=a+ a;
n = half(n);

}

if (n == 1) return a;

return multiply_accumulate_semigroup(a, half(n - 1), a + a);

3.4.2. Uj kovetelmények n-re

Eddig el6feltétel volt a multiply algoritmus esetében az, hogy n szigortian nagyobb legyen mint
0, hiszen az 6korban is ilyen kornyezetben gondolkoztak. De valdjdban nincs sziikség erre a

feltételre, csak meg kell tudnunk mondani, hogy mit adjon vissza a fliggvény egyéb esetekben.

Ha n nulla, akkor azt az értéket kéne visszaadni, ami nem valtoztat az eredményen, ha raalkal-
mazzuk a jelenlegi félcsoport-mfiiveletet, azaz az dsszeadast. Ez az additiv egységelem lenne,
csakhogy a félcsoport definicidjdban nem szerepel az egységelem létezése. Emiatt kell kikotni,

hogy n pozitiv, amennyiben ragaszkodunk a félcsoport koncepciéjahoz.

Azonban hasznosabb megoldés lehet, ha azt mondjuk ehelyett, hogy A legyen (nemkommutativ
additiv) monoid: annyival tobb a félcsoportnal, hogy létezik egységeleme is, a mi esetiinkben
ez a 0, aminek segitségével azt is megengedhetjiik, hogy n nulla legyen. Igy han == 0, akkor

visszaadjuk az A egységelemét, egyébként pedig azt csindljuk, amit eddig is.

template <NoncommutativeAdditiveMonoid A, Integral N>
A multiply_monoid(N n, A a) {

// elofeltetel: n >= 0

if (n == 0) return A{}; //A(O)

return multiply_monoid(n, a);

3.2. Megjegyzés. Sztyepanov eredetileg A(0)-val jelolte A eqységelemét, ami koncepciondlisan helyes:
az A tipus nullelemét szeretnénk inicializdlni. Sajnos azonban a C++ implementicié adott esetben
veszélyes lehet. Az std::string szabvdinykonyotdri osztdly (C++23 el6tt) rendelkezik egy olyan

konstruktorral, amely const char* paraméterii, és egy string literdlbol — példdul ,hello” — hozza létre
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az std: : string objektumot. A kellemetlenséget az okozza, hogy az integer 0 literdl konvertdlédik const
char* tipusra, és pont a nullpointer értéket veszi fel, azonban az std: :string osztdily const char*
parameterii konstruktora nem definidlt miikodésii ebben az esetben. Igy, hogy ha a példdban szerepls
A osztdly std: :string lenne, akkor a fenti kéd nagy valdszintiséggel futdsi hibdhoz vezetne. EbboI is

ldtszik, hogy a matematikai koncepcidk biztonsdgos implementdcidja kozel sem trividlis feladat.

Mi van akkor, ha negativ szdmmal is szeretnénk tudni szorozni? Ehhez az kell, hogy ez értel-
mes legyen, azaz hogy létezzen inverz. UjbSl médositanunk kell a koncepciénkat: csoportra
lesz sziikségiink. Ahogy az az[l.1|szakaszban szerepelt, a csoportok a monoidok tulajdonsagai
és axiomai mellett rendelkeznek inverzzel és az ahhoz tartoz6 axiémaval is. Mi most (nem-
kommutativ) additiv csoportot hasznalunk, és az inverzet minusszal jeloljiikk. A hozz4 tartozé
axioma: x + —x = —x + x = 0. A kovetkezd moédositassal n mar tetszbleges egész szam lehet, és

ugyanagy miikodni fog az algoritmus:

template <NoncommutativeAdditiveGroup A, Integral N>

A multiply_group(N n, A a) {

if (n<®) {
n = -n;
a = -a;
}

return multiply_monoid(n, a);

3.4.3. A miivelet altaldnositasa

A mfivelet altalanositdsdnak otlete a kovetkezé megfigyelésbdl szarmazik: Ha a kédban +
helyett *-ot irunk, akkor az algoritmus n * a helyett a"-et fogja kiszamolni, ugyanis a duplazas

helyett négyzetre emelés torténik. Igy néz ki a médositott fliggvény, ami az ra"-t szamolja:

template <MultiplicativeSemigroup A, Integral N>
A power_accumulate_semigroup(A r, N n, A a) {
// elofeltetel: n >= 0
if (n == 0) return r;
while (true) {
if (odd(m)) {

r=r % a;

if (n == 1) return r;
}
n = half(n);
a=a?*a;
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Ennek segitségével pedig az a"-t szamol¢ fliggvény:

template <MultiplicativeSemigroup A, Integral N>
A power_semigroup(N n, A a) {

// elofeltetel: n > 0

while (lodd(n)) {

a=a?®*a;
n = half(n);
}
if (n == 1) return a;

return power_accumulate_semigroup(a, a*a, half(n-1));

Azonban ez egydltalan nem egy szép megoldas, hogy két, 1ényegében azonos kédunk van.
Raadasul létezik még sok mas félcsoport is a maga asszociativ miiveletével, példaul modulo 5
szorzas. Minden egyes esetre kiilon kodot irni felesleges. Helyette altaldnosithatjuk magéat a

miiveletet is, amit aztdn n-hez és a-hoz hasonléan paraméterként var az algoritmus.

template <Regular A, Integral N, SemigroupOperation Op>
// requires (Domain<Op, A>)
A power_accumulate_semigroup(A r, N n, A a, Op op) {

// elofeltetel: n >= 0

if (n == 0) return r;

while (true) {

if (odd(n)) {
r = op(r, a);

if (n == 1) return r;

half(n);
op(a, a);

=]
I}

A most mar csak Regular type -mivel nem tudjuk el6re, hogy milyen félcsoport; lehet multipli-
kativ, additiv, vagy valami teljesen maés, az Op-t6l fligg6en. Mivel Op egy SemigroupOperation
és az értelmezési tartomanya A, emiatt A automatikusan félcsoport lesz. Ezt fejezi ki a requires
(Domain<Op, A>) sor is (lasd 2 szakasz), de ahogy kordbban is szerepelt, mi most C++17-et

hasznélunk, emiatt csak kommentként szerepel.

Az el6z6 alapjan a power fliggvény (bar mar nem hatvanyt szdmol, a nevét megtartjuk):

template <Semigroup A, Integral N, SemigroupOperation Op>
// requires (Domain<Op, A>)
A power_semigroup(N n, A a, Op op) {

// elofeltetel: n > 0
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while (lodd(n)) {
a = op(a, a);

n = half(n);

}
if (n == 1) return a;

return power_accumulate_semigroup(a, op(a, a), half(n-1), op);

Ahogy az ¢sszeaddsnal, most is kiterjeszthetjiik az algoritmust monoidokra, ha definidljuk az
egységelemet. Ezt viszont magédbodl a miiveletbdl kell kikovetkeztetni, mivel nem tudjuk el6re,

hogy mi maga a monoid és annak a mfivelete.

template <Regular A, Integer N, MonoidOperation Op>
// requires(Domain<Op, A>)
A power_monoid(A a, N n, Op op) {

// elofeltetel: n >= 0

if (n == 0) return identity_element (op);

return power_semigroup(a, n, op);

Az identity_element fliggvényt kiilon implementalni kell, erre két példa (additiv és multip-

likativ miveletekre):

template <NoncommutativeAdditiveMonoid T>
T identity_element(std::plus<T>) { return T(®); }
template <MultiplicativeMonoid T>

T identity_element(std::multiplies<T>) { return T(1); }

Csoportokra is implementdlhaté az algoritmus, ehhez sziikség lesz az inverz mfiveletre, ami

szintén a GroupOperation-nek egy miivelete.

template <Regular A, Integer N, GroupOperation Op>
// requires(Domain<Op, A>)
A power_group(A a, N n, Op op) {
if (n <0 {
n = -n;
a = inverse_operation(op) (a);
}

return power_monoid(a, n, op);
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Két alapvetd példa az inverzm{iveletre:

template <AdditiveGroup T>

std: :negate<T> inverse_operation(std: :plus<T>) {
return std::negate<T>(Q);

}

template <MultiplicativeGroup T>

reciprocal<T> inverse_operation(std::multiplies<T>) {

return reciprocal<T>(Q);

Az std-ben azonban csak negate fliggvény van beépitve, reciprocal nincs. Egy lehetséges
implementdacidja function object-tel (olyan objektum, ami meghivhaté tgy, mint egy kozonséges

figgvény, azaz van operator()-a):

template <MultiplicativeGroup T>
struct reciprocal {
T operator() (const T& x) const {
return T(1) / x;

3.5. Alkalmazas

A tény, hogy egy egyszer(i szorzas algoritmust ilyen szinten 4ltalanositani lehet, 6nmagéban
nagyon szép. De ami ennél még hasznosabb, hogy szdmos alkalmazdsa is van. Példaul a
Fibonacci szdmokat is ki tudjuk vele szdmolni hatékonyan, illetve grafelméleti feladatokat is

meg tudunk oldani a segitségével.

3.5.1. Fibonacci szamok

A Fibonacci szamok kiszdmitdsara egy naiv implementaci6é valami ilyesmi lenne:

int fibonacci(int n) {
if (n == 0) return 0;
if (n == 1) return 1;

return fibonacci(n - 1) + fibonacci(n - 2);
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Ugyanakkor ez a fliggvény rengetegszer szdmol ki Gjra bizonyos részeredményeket, ami mar

egy kis példan is latszik:

foe=fs+fa
=(fa+ )+ (fs+ f2)
=((s+ )+ (f2+ )+ ((2+ fi) +(fi+ fo))
=((2+ )+ (it fo)) +((fi+ fo)+ )+ ((fi+ fo) + fu + (F + fo))

Itt 22 9sszeadds torténik, és az (f1 + fo) érték 5-szor szamolodik ki.

Dinamikus programozassal ennél jobbat is tudunk, ehhez el kell tarolni az utolsé két eredményt:

int fibonacci2(int n) {
int fst = 0, snd = 1, nt;
if(n == 0)
return fst;

for(int 1 = 2; i <= n; i++)

{
nt = fst + snd;
fst = snd;
snd = nt;

}

return snd;

fgy mar csak O(n) miivelet torténik. De O(log(n))-ben is megvaldsithaté matrixok, és az korabbi
szorzés algoritmus segitségével a kovetkezd modon:
f

0

. Ekkor

1
Legyen vy = [0] azaz

Altalanosan:
n-1
1 1) fi 1 1 1 1 1
i = = = Vi1 =
fi 1 0||fi-1 1 0 10 0

Tehat az n-ik Fibonacci szamhoz csak hatvanyozni kell egy matrixot (majd egy vektorral szo-

_ [fi+1

rozni). Mivel a métrixok multiplikativ monoidot alkotnak (egységelem az egységmatrix, jelen
esetben 2 X 2-es), hasznalhatjuk az O(log(n))-es algoritmusunkat.

3.3. Megjegyzés. Mitrixhatvdnyozdsra ismert mdsik algoritmus is: bdzistranszformdcidval diagondlis

alakra hozzuk, amit elemenként lehet hatvdnyozni. Ennek a segitségével explicit képletet kapunk a
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Fibonacci sorozat tagjaira:

(1+\/§)n+1 ~ (ﬂ)n+l
2

V5

Ennek a médszernek a részletes leirdsa a [22|]-es forrdsban taldlhato.

3.5.2. Grafelméleti alkalmazdsok

Most 2 alkalmazast fogunk tdrgyalni; mindkett6 a matrixszorzdas altaldnositdsat hasznalja a
nemnegativ, egész elemii matrixok félgyfir(ijén. A szokdsos matrixszorzas tulajdonképpen

2

szorzatok Osszegzését jelenti, de a félgytir(i 2 miivelete nem sziikséges, hogy a hagyoméanyos

7z

Osszeadds és szorzds legyen, csak a mfiveletekre el6irt tulajdonsdgoknak kell teljestilnitik.

Legrovidebb tt iranyitott grafokon

Egy klasszikus példa, hogy van egy G irdnyitott graf az élein nemnegativ koltségfiiggvénnyel
(példaul tdvolsagok), és meg szeretnénk taldlni minden csticsbél minden csticsba a legalacso-

nyabb koltségti (legrovidebb) utat.

A grafot reprezentalhatjuk egy n X n-es M matrixszal, ahol az m;; az i. csticsbdl a j. csticsba
mend él koltsége. Ha nincs ilyen él, akkor co-t frunk. A hagyomdanyos mdtrixszorzast a

kovetkezéképpen médositjuk: a @ helyett minimumot, a ® helyett 6sszeaddst vesziink.

bij = ming_, (m; + my ;)

7

Ekkor azt mondjuk, hogy ezt a matrixszorzast az tigynevezett trépusi félgytirti, azaz a {IN U
{00}, min, +} generdlja. Ha a minimum helyett maximumot vesziink, azt is szokds trépusi

2

félgytirtinek hivni, ezzel kapcsolatban nem egységes az irodalom.

Ha ezzel az tGjfajta szorzdssal 0sszeszorozzuk M-et bnmagdaval n—1-szer, azaz n —1-ik hatvanyra
emeljiik, akkor pont azt kapjuk meg minden csticsra, hogy mi alegrovidebb séta a tobbi csticsba,

ami legfeljebb n — 1 élet haszndl. A hatvanyozas elvégzésére pedig alkalmazhatjuk a kordbban
altaldnositott algoritmust.

Graf tranzitiv lezdrtja és a szocialis halok

A kovetkez6 probléma szocidlis hdlokban megkeresni, hogy egy adott ember kikkel van koz-
vetve vagy kozvetleniil kapcsolatban. Gréfok nyelvén: ha az emberek a csticsok, élek az is-
merettségek, akkor a feladat megkeresni minden csticsra, hogy mely cstcsok érthettk el bel6le

iranyitott vagy irdnyitatlan iton. Azaz meg kell hatdrozni a graf tranzitiv lezartjat.

Ezt matrixokkal tigy reprezentalhatjuk, hogy vessziik azt az M n X n-es matrixot, ahol m; ; = 1,
ha az i. és a j. cstcs kozott megy €l, kiilonben 0, illetve feltessziik, hogy minden ember ismeri

7z

sajat magat, azaz a f6atl6 csupa 1.

39



Egyiptomi szorzas

Most a matrix szorzast a kdvetkez6képpen modositjuk:

® := V(logikai VAGY)
® := A(logikai ES)

Tehat most a matrixszorzast a Boolean félgytirti, azaz az {IN U {oo}, V, A} generdlja. Ekkor ha
megszorozzuk ilyen médon M-et dSnmagéval, akkor megkapjuk egy ember baratainak baratait.
Ha n — 1-ik hatvanyra emeljiik, akkor pedig megkapjuk a keresett tranzitiv lezartat. Ehhez
szintén hasznélhatjuk a korabbi algoritmusunkat.

Osszegzés

Ebben a fejezetben megismertiik az egyik legrégebbi, &mde rendkiviil hasznos algoritmust.
Néhany optimalizacids 1épés utdn a generikus programozds elveit kovetve teljesen altaldnos
alakra hoztuk, mind az értelmezési tartomdnyt, mind magat a mtveletet illetéen. Ennek
koszonhetéen pedig harom kiilonbdz6 alkalmazésra nyilt lehet6ségiink. Most attériink egy

masik nagy jelent6sségti, valamint széles korben alkalmazott algoritmusra.
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4. fejezet

Euklideszi algoritmus

Ebben a fejezetben az euklideszi algoritmust fogjuk megvizsgélni a kezdeti — még csak termé-
szetes szdmokra definidlt — alakjabdl kiindulva. Beldtjuk, hogy helyesen mtikodik és véges,
majd két tovabbi matematikai struktardra is altaldnositjuk, aminek segitségével eljutunk a
legb6vebb értelmezési tartomanydhoz. Ez utdn kitériink a kiterjesztett valtozatdra, valamint
megfigyeljiik, hogy specidlis esetekben hogyan tudjuk optimalizdlni az algoritmust. Végiil

ismét megemlitiink néhany fontos alkamazast.

4.1. Motivacio

Az 6kori gorogok, mint példaul Pitagorasz, Thalész vagy Eratoszthenész, rendkiviil fontos
szerepet jatszottak a matematika fejlédésében, azon beliil is a geometriai, szdmelméleti és kom-
binatorikai alapok lefektetésében. Gyakorlati példak helyett elkezdtek moédszeresen vizsgalni
problémakat, logikai érveléssel bizonyitani allitdsokat. Elméleti eredményeiknek ugyanakkor
szamos gyakorlati alkalmazésa is volt, példdul a csillagdszatban, épitészetben, illetve a haj6zas

tudomanyéban.

Ami a szamelméletet illeti, kiilonosen foglalkoztattdk 6ket a szamok jellegzetes tulajdonsagai,
ami tobbek kozott a primszamok felfedezéséhez vezetett. Eratoszthenész egy j6l miikodé
modszert talalt fel a primszamok kivalogatdsara egy nem til nagy szamhalmazbdl; ez az
eljaras ma Eratoszthenészi szitaként ismert. Elkezdték vizsgdlni, hogy két szakasznak hogyan
lehet meghatarozni az Ggy nevezett ,kozos mértékét”, azaz azt a szakaszt, aminek a hossza
maradék nélkiil megvan a masik két szakasz hosszdban. Ez vezetett el az euklideszi algoritmus

felfedezéséhez.
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4.2. Megoldas

Az euklideszi algoritmus egy hatékony moddszer két (természetes) szam legnagyobb kozos
osztéjanak megtaldldsara. Euklidész az Elemek cimti konyvében irta le el6szor, ami definicidk,
axiomak, tételek gyfijteménye, azaz a matematika elemeinek redszerezése. A m{i szdmos késtb-
bi tudés (Kopernikusz, Kepler, Galilei, Newton) munkdjaban jatszott nagy szerepet, valamint

a 20. szdzadig a matematikatanitds alapjaul szolgalt.

Az algoritmus azon a megfigyelésen alapszik, hogy a legnagyobb kozos osztdja két szamnak
nem valtozik, ha a nagyobbdl kivonjuk a kisebbet, és ezzel helyettesitjiik a nagyobbat. Maga
az eljaras ezeknek a lépéseknek az ismétlése, ameddig 2 egyenlé szamot nem kapunk, amik
a keresett legnagyobb kozos osztét adjak. C++-ban a kovetkez6képp irhat6 le az algoritmus

(egyeldre pozitiv egészekre, hiszen az 6korban ilyen szamokban gondolkoztak):

int gcd(int a, int b) {
while (a !'= b) {

if (b < a) {
a=a-b;
} else {
b=>b - a; //std::swap(a, b);
}
}
return a;

Id6szamitasunk szerint az 5. szdzad koriil megjelent a nulla szdm fogalma, ezéltal a mara-
dékokat mar nem az {1, .., n} halmaz reprezentdlja, hanem a {0,..,n — 1}. Az algoritmusban

megengedjiik, hogy a 0 értéket vegyen fel, de b tovdbbra is szigortan pozitiv.

Felmeriilhet az igény a maradék és a hdnyados kiszamitasdra is. Mivel ez a kett6 nagyon
hasonléan megy, célszer(i igy megirni a kddot, hogy mind a 2 eredményt kiszdmolja és vissza

is adja. Ezt a programozasi elvet szokds tigy nevezni, hogy ,The Law of Useful Return”.

A kovetkezdképpen néz ki az algoritmus, amely a hdnyadost és a maradékot is visszaadja.

std::pair<int, int> quotient_remainder(int a, int b) {
// elofeltetel: b > 0
if (a <b) {

return {0, a};

}
int ¢ = largest_doubling(a, b);
int n = 1;
a -=¢;
while (c !=b) {
¢ = half(c);
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n += n;
if (c <= a) {
a -=¢;
n += 1;
}
}
return {n, a};
}
//segedfuggveny:

int largest_doubling(int a, int b) {
// elofeltetel: b != 0

while (a - b >=b) b =Db + b;

return b;

}

Az utobbi segédfiiggvénnyel egy hatékony implementacié adhat6é a maradék kiszamitasara,

amivel az eredeti problémat, a gcd kiszdmitasat tudjuk optimalizalni:

int remainder(int a, int b) {
// elofeltetel: b !=0
if (a < b) return a;
int ¢ = largest_doubling(a, b);
a=a-c;
while (c !'= b) {
¢ = half(c);
if (c<=a) a=a - c;
}

return a;

int gcd_remainder(int a, int b) {
while (b != 0) {
a = remainder(a, b);
std: :swap(a, b);
3

return a;

4.3. Az algoritmus helyessége

Be kell még bizonyitani, hogy az algoritmus véges, illetve, hogy tényleg a legnagyobb kozos

osztét adja vissza. Ebben a kovetkezd két észrevétel lesz a segitségiinkre.
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Az els6, hogy 0 < (a mod b) < b. Vagyis minden iterdciéban csokken a maradék, ami pedig

nemnegativ egész lehet csak, emiatt véges sok 1épésben véget ér az algoritmus.

A masodik észrevétel, hogy minden lépésben az a/b osztds maradéka szamitodik ki, ami nem
mas mint 7 = a — bg, ahol g a hdnyados. A definicié miatt gcd(a, b)la és gcd(a, b)Ib, igy gcd(a, b)|r
is teljestil. A fenti egyenletet dtrendezve kapjuk: a = bg + r. Hasonl6 érveléssel lathatjuk, hogy
ged(b, r)la. Azaz (a,b) és (b, r) paroknak ugyanazok a kozos osztéi, tehdt ugyanaz a legnagyobb

koz6s osztojuk is. Ezzel beldttuk a kovetkez6t:
a=bg+r = gcd(a,b) = gcd(b,7) 4.1)

Az algoritmus minden iterdcidban gcd(a, b)-t helyettesiti gcd(b, r)-rel, Ggy, hogy kiszdmolja a

maradékot, majd felcseréli az argumentumokat:
r1 = remainder(a, b)
ro = remainder(b, r1)
r3 = remainder(ry, r2)
1y, = remainder(ry—o, p—1)
Definici6 szerint atirva:
ri=a—-bqn
r=b-r1q2
r3=11— 71203
Tn =T"p-2 — "n-1qn
A[4.T}es egyenlet miatt minden sorban ugyanaz a ged:
_ _ _ @ )]
ng(ﬂ, b) - ng(b, 7’1) - ng(r],T'Q) - = ng(rn—ll 7’11) - ng(rn/ 0) =Tn

Itt (1) kovetkezik abbdl az észrevételbdl, hogy az eljards ezen a ponton szakad meg, (2) pedig
azon a tényen alapszik, hogy tetsz6leges ¢ € Z*-ra gcd(x,0) = x. Igy tehat az algoritmus 7,

visszatérési értéke valéban a és b legnagyobb kozos orsztéjat adja meg.

Az algoritmusunk tehét véges, helyes és hatékony. De vajon mt{ikddik mésra is mint egészekre?
Az egyiptomi szorzéssal kapcsolatban felmeriil6 kérdések itt is fennallnak, és a kovetkezd

szakaszban ezekre fogunk valaszt adni.

4.4. Az euklideszi algoritmus tovabbi matematikai struktiarakra

Korabban az euklideszi algoritmust egészekre definidltuk, és a legnagyobb kozos oszté megta-

lalasara haszndltuk. Azonban egy altalanos strukttrdban nem mindig definidlhat6 legnagyobb
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elem. Emiatt mostantél az definiciéban bevezetett kitiintetett kozos oszté fogalmat fogjuk

hasznélni.

4.4.1. Polinomok

A polinomokat altaldban (kommutativ, egységelemes) gyfirtik felett szoktuk vizsgélni. Egy R
gytirti feletti polinomot R[x]-el jeloliink, ami azt jelenti, hogy az egyiitthatok R gyfirtibeliek.
Kiilonbozo gytirtikre més az R[x] szdmelmélete. Test f616tti polinomgyftirtikben van maradékos
osztds, amit az egész szdmokhoz hasonldéan definidlunk: f polinom g-vel vett maradékos

osztdsa: f = gq + r, ahol g a hdnyados, r a maradék, és deg(r) < deg(g), vagy r = 0.

Az alabbi példaval szemléltetjiik ezt:
Legyen f = x° + x* — 15x% + 25x? + 2x — 3, ¢ = x> + 4x — 5. Ekkor R felett a maradékos osztds a

kovetkezd:

¥ =3x2 +2x +2

W +4x-5) 2% 42t 150+ 2502 +2x¢ -3
—x° —4x* +52°
— 3x* — 10x3 + 25x2
3xt + 12x% — 152

2% + 10x% + 2x
—2x3 —8x2+10x

2x2+12x -3
—2x2 —8x+10
dx +7

Tehat a hanyados x® — 3x? + 2x + 2, a maradék pedig 4x + 7.
Az euklideszi algoritmus pedig ennek a segitségével a kovetkezé eredményt adja, minden

lépésben elvégezve a fenti mintdjara a maradékos osztést:

x5+x4—15x3+25x2+2x—3:(x2+4x—5)-(x3—3x2+2x+2)+(4x+7)

2 dy_5= o (1440 _ 1
x“+4x—-5= (4x+7) (4x+16) + 6
o (e, _1n2
dx+7= 16 ( 143X 143) +0

Azaz f és g kittintetett kozos osztdja R felett —1%63, ami R[x]-ben egység, igy a két polinom

relativ prim.

4.4.2. Gauss egészek

A Gauss egészek olyan a + ib alakti komplex szamok, ahol a, b € Z. Ahogy a neve is sugallja,

Gauss vizsgilta el6szor a komplex szdmok ezen specialis halmazat, és 6 volt az, aki mar agy
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tekintett a komplex szdmokra mint vektorokra, aminek koszonhet6 a kovetkez6 felfedezése.
A Gauss egészekkel végezhetd maradékos osztés, és a maradékot az aldbbi médszer adja meg;:
1. Legyen u és v a 2 gauss egész, aminek keressiik a maradékat.
2. Vegyiik azt a rdcsot a komplex szdmsikon, amit v, iv, —iv és —v feszit ki.
3. Keressiik meg azt a négyzetet, ami tartalmazza u-t.
4. Keressiik meg ennek a négyzetnek azt a csticsat, ami a legkdzelebb van u-hoz: w

5. u-t v-vel osztva a maradék pont u — w lesz.

u

v

)

u—w
—

4.1. dbra. Maradék meghatdrozésa a Gauss-egészek korében.

4.1. Megjegyzés. A Gauss-egészek valdjaban egy specidlis esete az 1igynevezett algebrai egészeknek:
olyan komplex szdmok, amik elGdllnak egész egyiitthatds, 1 féeqyiitthatojii polinomok gyokeiként. Ezek
kommutativ gyfiriit alkotnak. Tovdbbi példdk:

e 7.: az x — c polinomok gyokei

o n-edik eqységgyokok: x" — 1 gyokei

o Euler-egészek, azaz az a + _1+T”/§b alakii szémok: x* — 1 polinom gyokei

o aranymetszés: 1+2‘/5: x? — x — 1 polinom gyoke

4.4.3. Legb6vebb értelmezési tartomany

Lathattuk, hogy az euklideszi algoritmust nem csak egészekre, hanem példaul polinomokra és

komplex szdmokra is alkalmazhatjuk. Felmeriil a kérdés, hogy mi a legaltalanosabb matema-
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tikai struktira, amire még szintén miikodik az algoritmus, azaz mi az értelmezési tartomanya.

A valaszt a kovetkez6 definici6 adja meg:

2

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy E Euklideszi gyiiril, ha teljesiil, hogy:

e L integritdstartomdny

o ¢rtelmezve van E-n a quotient (maradék) és a remainder (hdnyados) miivelet 1igy, hogy
b+#0 = a = quotient(a,b) - b + remainder(a, b)

o ¢értelmezve van E-n egy nemnegativ norma: ||.||: E — IN, amire:

x| =0 &= x=0
lvll # 0 = Jpey] > I
||remainder(x, y)” < ||y||

Egész szamokra ez a norma az abszolatérték, Gauss-egészekre pedig a komplex norma. A
polinomoknal megfelel az euklideszi norménak a deg(f) + 1 fliggvény, azzal a kiegészitéssel,

hogy a nullapolinomnak az euklideszi norméjat nulldnak definialjuk.

Az euklideszi algoritmus helyességének bizonyitasanal azt a tényt hasznéljuk ki, hogy a norma
nemnegativ, egész, és végig csokken, emiatt véges az algoritmus. Tehdt minden olyan entitdsra,
amely euklideszi gyfirtit alkot, mtikodik az euklideszi algoritmus. fgy implementalhat6 C++-

ban mostmadr a lehet6 legaltalanosabban:

template <EuclideanDomain E>
E gcd(E a, E b) {
while (b != E(®)) {
a = remainder(a, b);
std::swap(a, b);
}

return a;

Ez az altaldnositasi folyamat, amin a GCD algoritmus keresztiil ment, tiikrozi a generikus
programozas alapelvét: Ahhoz, hogy egy miikodo és hatékony generikus kédot irjunk, els-
szor valami konkrétboél kell kiindulnunk. Nem extra mechanizmusokat adunk hozz4, hanem

lecsupaszitjuk az algoritmust a 1ényegére, eltavolitva a felesleges feltételeket.

4.5. Kiterjesztett euklideszi algoritmus

Kiterjesztett euklideszi algoritmus alatt azt értjiikk, ami a és b legnagyobb/kitiintetett kozos

osztdjdnak a kiszamitdsa mellett el6allitja azt xa + yb alakban. Ebben a szakaszban latni fogjuk,
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ilyen alak mindig létezik, illetve, hogy az x, y egyiitthatokat hogyan lehet meghatarozni. Az

el6bbit a kovetkez6 tétel, a Bézout azonossdg mondja ki:
4.1. Tétel (Bézout azonossdg). EQy euklideszi gyiiriiben gcd(a, b) mindig felirhaté ax + by alakban.

Ennek a bizonyitdsdhoz azonban el6bb sziikségiink lesz par 1j algebrai fogalomra és lemmadra.

2

4.3. Definicié. Legyen R egy gyiirii, I C R. Ha I részcsoportot alkot az dsszeaddsra nézve, tovdbbd
Ya € 1,r € R esetén teljesiil, hogy ra € 1, akkor I-t balidedlnak nevezziik. Hasonléan, ha ar € I, akkor
I-t jobbidedlnak nevezziik. Ha mindkettd teljesiil, akkor (kétoldali) idedlnak nevezziik, illetve I < R-vel

jeloljiik.

Mivel az euklideszi gyfirtikben a szorzas kommutativ, innentdl az idedl a kétoldali ideélt fogja
jelenteni. Idedlok példaul: a paros szdmok, valamint az egyvaltozés polinomok, amiknek

gyoOke a 3.

7

4.4. Definici6. Foidedlgyiiriinek nevezziik az olyan kommutativ, eqységelemes, nullosztémentes gyii-

ritket, amelyekben minden idedl fGidedl, azaz egyetlen elem tobbszoroseibdl dll.

A

4.5. Lemma. Legyen R gyfirii, a,b € R. Ekkor az I = {ua + vb : u,v € R} halmaz idedlt alkot.

Bizonyitds. {ua + vb} zart az 6sszeaddsra:
(ura + 01b) + (upa + vab) = (U1 + up)a + (v1 + v2)
{ua + vb} zart a tetsz6leges elemmel val6 szorzasra:

Yw € R : w(ua + vb) = (wu)a + (wo)b O

4.6. Lemma. Egy euklideszi gytirii minden idedlja zdrt a maradékképzésre, illetve a legnagyobb kozds

0szt6 meghatdrozdsdra.

Bizonyitds. Zart a maradékképzésre: Legyen I idedl, a,b € I. A maradék és a hanyados defini-

cidja szerint:

remainder(a, b) = a — quotient(a,b) - b

Az ideélok definici6ja miatt quotient(a, b) - b € I, mivel b € I. Ekkor jobb oldalt két idealbeli elem
kiilonbsége all, ami szintén benne van az idedlban, mivel 0sszeaddsra zart, és az ellentett is

benne kell legyen a csoporttulajdonsag miatt. Tehat akkor a bal oldal is benne van az idealban.

Zart a ged-re: Az euklideszi algoritmus csak olyan mtiveleteket haszndl, amik nem vezetnek ki

egy idedlbol: remainder operacio, dsszeadds, kivonas. m]
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4.7. Tétel. Minden euklideszi gyiirii eqyben foidedlgyiirii is.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy minden euklideszi gyfir(iben 1év6 idealt general egy speci-
fikus, nevezetesen a(z egyik) legkisebb pozitiv norméval rendelkezé eleme. Ilyen mindig van,

mivel a norma definicidja (4.2) szerint nemnegativ és egész, ilyenek kdzott pedig van minimalis.

Vegytink egy I idealt az euklideszi gy(ir(ib&l, legyen itt n a minimadlis norma. Tekintsiik I egy
tetsz6leges a elemét. Ekkor a vagy tobbszorose n-nek, vagy pedig r maradékot ad n-el osztva:
a = qn + r A maradék definici6ja miatt ekkor 0 < [|r|| < ||n]|, ahol r is I-beli a kordbbi tétel miatt.
Ez viszont ellentmond annak a feltevésnek, hogy n a legkisebb norma az idedlban. Tehat csak
az az eset lehetséges, hogy a n tobbszorose minden a € I-re. Ami pont azt jelenti, hogy egy elem

generdlja az ideélt. m]

Most mar minden eszkdz rendelkezésiinkre 4ll ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Bézout azonossa-

got.

A

4.1. Tétel (Bézout azonossag). EQy euklideszi gyifiriiben gcd(a, b) mindig felirhaté ax + by alakban.

Bizonyitds. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy ha a és b benne van az euklideszi gyfirtiben, akkor
az {xa + yb} halmaz tartalmazza a gcd(a, b)-t. Kordbban beléttuk, hogy {xa + yb} idealt alkot.
Ebben a és b is benne van, mivel a = 1a+0b, és b = 0a+ 1b. A[4.6]lemma miatt minden euklideszi
gytrtibeli idedl zart a gcd-re, tehat a gcd(a, b) is benne van az {xa + yb} idedlban. Ez pedig

ekvivalens az allitas eredeti alakjaval. m]

Most, hogy beléttuk, hogy a és blegnagyobb kdzds osztdja eldéll ax + by alakban, probaljuk meg
megtaldlni az x és y egyiitthatokat. Idézziik fel az euklideszi algoritmus miikodését, ahogy
fentebb részleteztiik.

ri=a-bq 4.2)
Ty = b- rq2

Y3 =11 — 1243

Tn =T1p-2 — ¥"n-1qn
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Atrendezve az egyenldségeket, kapjuk:

a

b

bql +7n

g2 + 12
=143 +713
Th—2 =¥p-14n + Tn

Fentebb azt is belattuk, hogy az utols6 nemnulla maradék, r,,, pont a keresett legnagyobb kozos
osztét adja. Vagyis azt szeretnénk belatni, hogy gcd(a, b) = r,, = xa + yb. Ehhez az r; maradékok
sorozatat fogjuk kifejezni a kovetkezdképpen: az algoritmus kezdeti dllapotdbanazx =1,y =0,

mivel
a=1a+0b
A kovetkezd sor is egyértelmdi:
b=0a+1b
r1 egytitthatdit a4.2|sor szerint szintén kénnyen megkapjuk:
r =1la+ (-q)b
Ezt behelyettesitve majd atrendezve r; egyiitthatoi:

rp=b-riq
=b—(a-qb)g
=b-aq + qq1b
= —qoa+ (1 +q192)b

Ezek utan rekurzivan felirhatjuk az r;,, egytitthatoéit r; és ri1 segitségével. Tegytiik fel, hogy r;

és ri;1 mér fel van irva a megfelel6 linedris kombindciékkal:

ri =xia+yb

Yisl = Xip14 + Yip b
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Ekkor a[4.3|mintéjara:

Tig2 = Vi = Tiv1qi+2

= x4 + Yib — (Xiz1a + Yir1b)giv2

= (x; — Xiy19i2)a + (Vi — Yir19i+2)b

Tehat az i + 2. iterdcidban az egydiitthatok:

Xi+2 = Xi — Xi+14qi+2

Yiv2 = Yi — Yi+1gi+2

Megftigyelhetjiik, hogy a egytitthatéi mindig a korabbi egytitthat6ibol fejezhetbek ki, és ez igaz
b-re is. Igy az utols6 iteracié pont megadja x-et és y-t, hogy xa + yb = gcd(a,b). Mivel az
x-ek nem fliggnek az y-oktodl és forditva, xa + yb = gcd(a, b) dtrendezhet6 a kovetkez6 médon,

amennyiben b nem nulla:

_ ged(a,b) — ax
=

Ez azért j6, mert ha kiszdmoljuk a legnagyobb kozos osztét és x-et a fenti médon, akkor y

kiszamitdsdhoz mar nem kell minden koztes értékét meghatarozni, hanem adédik a képletbdl.

Tehat most mar implementalhat6 a kiterjesztett euklideszi algoritmus, alkalmazva a korabbi
quotient_remainder (4.2) fliggvényt. Egybdl generikus formaban célszeri megirni, kiegészit-
vea szakaszbeli véltozatat.

template <EuclideanDomain E>
std::pair<E, E> extended_gcd(E a, E b) {
E x0(1);
E x1(0);
while (b != E(0)) {
// uj r es x kiszamolasa
std::pair<E, E> qr = quotient_remainder(a, b);
E x2 = x0 - qr.first * x1;

// r es X frissitese

x0 = x1;
x1l = x2;
a = b;
= qr.second;

}

return {x0, a};
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4.8. Megjegyzés. Ha a és b relativ primek, akkor a Bézout azonossdg szerint xa + yb = gcd(a,b) =1,
azaz xa = 1 mod b. Ekkor azt mondjuk, hogy a és b egymds multiplikativ inverzei mod b. Ha tehdt
alkalmazzuk a fenti kiterjesztett euklideszi algoritmusunkat, és a két visszaadott érték koziil a mdsodik

(azaz a gcd) pont 1, akkor tudjuk, hogy az elsé érték (az x) a multiplikativ inverze lesz modulo b.

4.6. Specialis esetek, optimalizalas

1967-ben Josef Stein adott egy 1j gyorsabb verziét az euklideszi algoritmusra. Az optimaélisabb
futds az osztds helyett végezhet6 bitenkénti shift m{ivelet hatékonysagan, illetve kdvetkezd

megfigyeléseken alapszik:

o 9cd(0,n) = ged(n,0) = gcd(n,n) =n

gcd(2n,2m) = 2 - ged(n, m)

gcd(2n,2m + 1) = ged(n, 2m + 1)

ged(2n +1,2m) = ged(2n + 1, m)

ged(2n+1,2(n+ k) + 1) = ged(2n + 1, k)
o gcd2n+k)+1,2n+1) = gcd(2n +1,k)

Ezeket alkalmazva a kovetkez6 algoritmust irta le:

int stein_gcd(int m, int n) {
if (m<O® m= -m;
if (n<® n = -n;
if (m == 0) return n;
if (n == 0) return m;
// m>0&& n >0
int d_m = 0;
while (even(m)) { m >>= 1; ++d_m;}
int d_n = 0;
while (even(n)) { n >>= 1; ++d_n;}
// odd(m) && odd(n)
while (m !'= n) {
if (n > m) std::swap(n, m);
m -= n;
dom >>= 1; while (even(m));
}
// m==n

return m << std::min(d_m, d_n);
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Stein a fenti médon gyorsitani tudott egy mar m{ikodd algoritmust. Kérdés, hogy ez valamilyen
modon atvihet6-e mas matematikai struktirakra is, ahogyan kordbban mar sikertilt kiterjeszteni
az algoritmust. A megfigyelések a 2-es szam kitiintetett szerepén alapultak. Tehataz algoritmus
ezen valtozatdnak kiterjeszthethetésége azon mulik, hogy megtalédljuk az adott struktardban

azt, ami agy viselkedik, mint az egészek korében a 2-es szam.

Kideriilt, hogy a polinomok korében ezt a szerepet az x tolti be: ha kiemelhet6 az x, mint példaul
az x* + 33 + 2x polinombdl (x(x® + x% + 2)), akkor ,parosnak” tekintjiik a polinomot. Ellenkez6

esetben ,pdratlannak” nevezziik, ezek pontosan a nemnulla konstans tagti polinomok.

Stein algoritmusédnak gyorsasagdhoz az is sziikséges volt, hogy a konnyen tudjunk 2-vel osztani,
ahol ez egy , shift” volt. Mivel azonban a polinomokat dbrazolhatjuk csak az egyiitthatéjukkal

egy listdban, tulajdonképpen itt is egy shift-re van sziikség.

Stein megfigyelései a kovetkezbképpen vihetdek 4t polinomokra:

e gcd(0,p) = ged(p,0) = ged(p,p) = p

ged(xp, xq) = x - gcd(p, q)

ged(xp, xq + ¢) = ged(p, xq + ¢)

ged(xp + ¢, xq) = ged(xp + ¢, q)

deg(p) > deg(q) = gcd(xp +c¢,xq+d) = gcd(p — %q, xq + d)

o deg(p) <deg(q) = ged(xp + c,xq +d) = ged(xp +¢,9 - L)

2000-ben Andre Weilert tovédbb &ltaldnositotta az algoritmust Gauss egészekre azzal a megfi-
gyeléssel, hogy itt az 1+i felel meg a 2-nek [6], valamint 2004-ben Agarwal és Frandsen mutatott

egy olyan gyfir(it, ami nem Euklideszi gy{ir(i, de mégis mtikodik az algoritmus [7].

Az éltalanosithat6sdg minden esetben azon mulik, hogy generalizalhat6 a paritds fogalma a ket-
tével valo oszthatosagrol egy legkisebb primmel val6 oszthatdsdgra (lehet hogy tobb legkisebb
is van, példdul a Gauss egészek kérébenaz 1 +1i,1—1i,-1+1i,—1 —1i). A legkisebb primmel val6
osztasnak pedig az volt a szerepe, hogy ilyenkor mindig nulla vagy egység a maradék. Tehat

az algoritmus nem amiatt m{ikodik, mert a szdmitégépek kettes szdmrendszerben szdmolnak.
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4.7. Alkalmazas

Az euklideszi algoritmusnak szamos fontos alkalmazasa van, ezek koziil megemlitiink pérat a

teljesség igénye nélkiil:
o tortek egyszertisitése, moduldris aritmetikdban az osztas végrehajtasa.

e linedris diofantoszi egyenletek megoldasa: olyanx, y € Z szamok keresése, amik kielégitik

az ax + by = c egyenletet, ahol a,b, c € Z.

e kriptogréfia, nyilt kulcst titkositds: az RSA algoritmusban a publikus és a privat kulcsok

kiszamitdsa. Roviden a kovetkezd torténik:

alkalmasan kivalasztunk két nagy primszamot: p, g.

kiszamoljuk az Euler-féle ¢ fliggvényét a két prim szorzatanak: ¢(pq) = (p—1)(g—1).

vesziink egy random pby szdmot, amire gcd(pby, p(pq)) = 1.

a pry privét kulces a publikus kulcs multiplikativ inverze lesz modulo ¢(pg).

Ehhez a 1épéshez haszndljuk a kiterjesztett euklideszi algoritmust.

e permutécié rendje: ahogy az allitasban szerepelt, egy permutaci6 rendje a diszjunkt
ciklusokra val6 felbontdsédban a ciklusok hosszanak a legkisebb kozos tobbszorose. Is-
meretes tovdbbd a kovetkez6 Osszefliggés: Va,b € Z: ab = (a,b) - [a,b]. Indukciéval
ennek a képletnek az alapjan ki lehet szdmolni tobb szam legkisebb kdzos tobbszorosét

is, legnagyobb kozos osztét pedig tudunk szdmolni az euklideszi algoritmussal.

e csoportelem hatvanyénak a rendje: ahogy az[1.9|4llitasban lattuk, ennek a képlete o(a*) =

o(a
o ((i) )k)' A nevezd kiszamitdsdhoz ismét hasznélhatjuk az euklideszi algoritmust.
Osszegzés

Ebben a fejezetben megvizsgaltuk az euklideszi algoritmus kezdeti alakjat, optimalizaltuk,
illetve belattuk, hogy helyesen miikodik. Ezek utan altalanositani tudtuk mdas matematiai
struktdardkra —alkalmazva generikus programozas szemléletét—, majd attekintettiik a kiterjesz-
tett valtozatat, valamint azokat a specidlis eseteket, amikor még hatékonyabban kiszdmithat6
a legnagyobb kozos oszt6. Végiil pedig lattunk par alkalmazast is. Ezennel befejezziik az

euklideszi algoritmus targyaldsat.
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Tovabbi lehetoségek, kitekintés

A generikus programozas jelen van a konkurens programozasban is. A C++17-es szabvannyal
bevezetésre keriilt a Parallel STL, amely lehet6vé teszi a Standard Template Library algoritmu-
sainak parhuzamos implementacidjat egy execution policy (végrehajtdsi mod) paraméter se-
gitségével. Ezzel specifikdlhatjuk, hogy a végrehajtas szekvenciélisan (std: :execution: : seq),
parhuzamosan (std: :execution: :par), vagy pedig padrhuzamos és rendezetlen médon

(std::execution::par_unseq) torténjen. Azonban a parhuzamos végrehajtdsi moéd haszndlata
gyakran hibdhoz vezethet, ha nem tartunk be bizonyos szabélyokat, mint példaul a kommuta-

tivitast és az asszociativitast. A kovetkez6 példa ezt szemlélteti [17].

Az STL-t hasznélva igy definidlndnk tipikusan egy olyan fliggvényt, ami kiszdmitja a szdmok

négyzetosszegét egy intervallumban:

auto sqrsum = [](auto s, auto val) {
return s + val * val;
1

auto sum = std::accumulate(v.begin(), v.end(), OULL, sqrsum);

Az std::accumulate Parallel STL-beli valtozata az std: :reduce [19] lenne, amivel igy nézne

ki a fenti program:

auto sqrsum = [](auto s, auto val) {
return s + val * val;
};

auto sum = std::reduce(std::execution::par, v.begin(), v.end(), OULL, sqrsum);

Els6 ranézésre jonak tlinik az implementdcid, ha kiprébaljuk par szaz elemii vektorra, akkor
mindkét program ugyanazt adja vissza. Mivel azonban kis példdkra feleslegesen koltséges
lenne tobb szélat inditani, ezekre val6jaban nem kapcsol be a parhuzamos végrehajtés, igy a

probléma csak akkor jon el8, amikor jéval tobb szamra prébaljuk tesztelni. Es ekkor hibés
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eredményt kapunk, aminek az oka, hogy az f(s, v) = s + v? fiiggvény nem kommutativ [18].

Szerencsére bevezették az std: : transform_reduce [20] fiiggvényt, ami mar helyesen fog mfi-

kodni tobb szélon is:

auto sum = std::transform_reduce(
std::execution::par, v.begin(), v.end(), OULL,
/% Reduce =%/ std::plus<>(),

/* Transform =*/ [](auto v) { return v * v; });

Azonban szdmos még ismeretlen esetben eredményezhet hibat, ha nem figyeliink a kommutati-
vitdsra és asszociativitdsra. Egyelére még nem sziiletett teljes korti megoldds arra a problémaéra,
hogy hogyan lehetne forditdsi idében ellendrizni az emlitett matematikai feltételeket, igy to-

vabbi kutatasi lehet8séget biztosit a jovdre nézve.
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Osszefoglalas

Ebben a szakdolgozatban betekintést nyerhettiink a matematika és az informatika kapcsolatdba
a generikus programozas paradigmajan keresztiil, amelynek fontos alapkove az absztrakt al-
gebra. E két fogalom ismertetése utdn végigkovettiik, hogy hogyan lehet az egyiptomi szorzast
és az euklideszi algoritmust 4ltalanosabba tenni, ami 4ltal lehet6ségiink nyilt tobb kiilonbozé
alkalmazdasra. Azt mondhatjuk tehét, hogy a generikus programozas egyfajta hidat képez a két
diszciplina kozott azzal, hogy rdmutat a matematika énmagaban is szép eredményeinek alkal-
mazhatésédgara, illetve arra, hogy miként absztrahalhatunk matematikai fogalmak segitségével

mar létezd algoritmusokat, elkertilve ezzel a kod duplikaciét, és novelve a felhasznalhat6sagot.
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