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Bevezetés

A folyadékok dramldsdnak egyik édltalanos modelljét a Navier—Stokes-egyenletek irjak le. Ezek
linearizalt valtozatdnak alapvetd épitSkoveként tekinthetiink a konvekcid-diffizids egyenletek-
re, melyek lehetnek példdul egy szennyezdanyag koncentricidjdnak vagy egy folyadék hdmér-
sékletének modelljei egy draml6 kozegben. Errdl bovebben az [1] konyvben olvashatunk.

A szakdolgozatom célja, hogy az ezeket is magdban foglalé nem szimmetrikus elliptikus perem-
érték-feladatok megoldhatdsagat vizsgaljam, majd a konjugélt gradiens-modszer (KGM) segit-
ségével iterdciés modszert dolgozzak ki a feladat megolddsara. Ehhez a [2]-ben szerepld ered-
ményeket hasznédltam fel. A dolgozat részét képezi még az algoritmus szamitogépes megvalo-
sitdsa, példakon valo tesztelése és numerikus vizsgélata.

A dolgozat négy részre tagolddik. El8szor a funkciondlanalizis eszkodzeivel operatoregyenle-
tek €s bilinedris formdk megoldhatdsagi tételeit és az ezzel kapcsolatos alapvetd fogalmakat
ismertetjiik, majd a dolgozat f6 alanyaként szolgdlé nem szimmetrikus elliptikus peremérték-
feladatok bemutatdsa utdn kozvetleniil alkalmazzuk az eredményeket a gyenge megoldas 1éte-
z€sének és egyértelmiiségének bizonyitdsara.

Ezutédn az operétoregyenletek megolddsara szolgdld konjugélt gradiens-modszer ismertetése ko-
vetkezik, melynek felépitését €s konvergencidjat részletesen targyaljuk. Ennek altaldnosabb val-
tozata a KGN-mddszer, melynek a peremérték-feladatoknal jol alkalmazhaté prekondicionalt
véltozatdval ér véget ez a szakasz.

A két elmélet 6tvozésével el6szor dltalanos nem korldtos, nem szimmetrikus operatorokra alkal-
mazzuk a prekondiciondlt KGN-moédszert egy megfeleld korlatos operatorra vald visszavezetés-
sel, majd ugyanezt elvégezziik a nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladatot meghatirozé
operator esetén is. Az igy kapott iterdciés megoldasi mddszert tobb valtozatban is ismertetjiik.

Végiil az algoritmust véges differencids diszkretizaciéval megvaldsitjuk, majd a szamitégépes
programot kidolgozott példdkon teszteljiik. A program futdsa sordn tapasztalt konvergenciat
Osszehasonlitjuk az idevonatkozé elméleti eredményekkel. A dolgozat végén megoldunk egy
egyszerd fizikai modellbdl szarmazoé konvekcid-difftizids egyenletet.

A dolgozathoz készitett MATLAB programkddokat a fiiggelék tartalmazza.



1. Megoldhatdsagi tételek

A dolgozat sordn operatoregyenletekkel €s iteraciés megolddsi mddszereikkel foglalkozunk,
melyhez elengedhetetlen a megoldas 1étezésének és egyértelmiiségének vizsgalata. Megmutat-
juk, hogy az olyan A: H — H Hilbert-térbeli leképezésekre, amelyekre A € B(H ), azaz A foly-
tonos (korlatos) €s linedris, milyen megoldhatdsagi tételek teljesiilnek koercivitdsi feltételek
mellett. Ezutdn hasonlé keretek kozott vizsgédljuk a H x H szorzattéren értelmezett bilinedris
formékat €s a veliik kapcsolatos megoldhatésagi tételeket. Az eredményeket valos és komp-
lex értéki fiiggvényekre egyarant ismertetjiik, azonban a kés6bbi fejezetekben leginkabb valds
Hilbert-terekben dolgozunk. A parhuzamos targyalds sordn K-val jeloljiik, ha R vagy C esetén
is igaz az allitas.

1.1. Operatoregyenletek megoldhatésaga

Legyen H val6és vagy komplex Hilbert-tér. Azt a kérdést szeretnénk vizsgélni, hogy egy A €
B(H) operator mikor bijekcid, azaz teljesiil-e, hogy barmely b € H esetén létezik egyértelmd-
en olyan x* € H, amire Ax* = b. Erre adunk elégséges feltételeket, de elStte néhany fontos
alapfogalmat definidlnunk kell.

1.1. Definici6. Egy A € B(H) operétor onadjungdlt, ha (Ax,y) = (x,Ay), Vx,y € H.

1.2. Allitas. Ha H komplex Hilbert-tér, akkor egy A € B(H) operdtor pontosan akkor énadjun-
gdlt, ha (Ax,x) valds értékii, Vx € H.

1.3. Definicio. Egy A € B(H) onadjungalt operator
* pozitiv, ha (Ax,x) > 0,Vx € H,
* szigorian pozitiv, ha (Ax,x) > 0, Vx € H és x # 0;
s egyenletesen pozitiv, ha Im > 0: (Ax,x) > m||x||?, Vx € H.

1.4. Megjegyzés. Az itt definidlt operdtorok komplex esetben mind 6nadjungdltak, mert (Ax, x)
valds értékd, igy alkalmazhat6 az 1.2 allitds. Ha H val6s Hilbert-tér, akkor kiilon megkoveteljiik,
hogy az operatorok onadjungaltak legyenek.

1.5. Definicié. Egy A € B(H) operétor koerciv, ha 3m > 0: Re (Ax,x) > m||x||?, Vx € H.

1.6. Megjegyzés. Ha H val6s Hilbert-tér, akkor a definiciéban Re (Ax,x) helyett (Ax,x)-t néz-
ziik. Ekkor A € B(H) pontosan akkor egyenletesen pozitiv, ha koerciv és dnadjungalt.

1.7. Definicié. Legyen A € B(H) szigortan pozitiv operitor. Az (x,y), := (Ax,y) skaldrszor-
zatot az A operatorhoz tartoz6 energia-skaldrszorzatnak, az ||x||4 = v/ (Ax,x) indukdlt normat
energianormdnak nevezzik.

1.8. Allitas. Ha A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor, akkor (H, || -||4) is Hilbert-tér.

Bizonyitas. Az egyenletes pozitivitdssal ||x||4 alulrdl becsiilhets, a Cauchy—Schwarz-egyenl6t-
lenséggel és A korlatossdgaval pedig feliilr6l becsiilhetd a kdvetkezé mddon:

2 2 2
m||x|[” < (Ax,x) = [lxllx < [lAx][[lxl| < [JA[[[lx]], Vx € H.

A két norma ekvivalencidjabol kovetkezik az allitas. [
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Idézziik fel a funkciondlanalizisbdl jol ismert Riesz-féle reprezentaciods tételt, melynek a meg-
oldhat6sdgi tételekben fontos szerepe lesz.

1.9. Tétel (Riesz reprezentacios tétele). Legyen H Hilbert-tér. Ekkor minden ¢ : H — K foly-
tonos linedris funkciondlhoz létezik egyértelmiien y € H, hogy

ox = (x,y), Vx€H.
1.10. Tétel. Ha A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor, akkor A bijekcid.

Bizonyitas. Mivel A egyenletesen pozitiv, igy az 1.8 éllitds szerint (H, || - ||4) is Hilbert-tér. Eb-
ben a térben rogzitett b € H esetén a ¢ : H — K, ¢v := (v, b) funkciondl linedris a skaldrszorzat
els6 valtozobeli linearitdsa miatt, és folytonos is:

1
v = | ()| < vl 18] < (ﬁnbu) Ivla e,

ahol el6szor a Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenséget hasznéltuk, majd az A operator egyenletes
pozitivitdsat: [|v||3 = (Av,v) > m|v||> = ||| < \/L%HVHA.

Az 1.9 Riesz-féle reprezentécids tétel szerint 3!x* € H, amire ¢v = (v,x*) 4. Vv € H esetén,
azaz:
(v,b) = v = (v,x"), = (Av,x™) = (v Ax"), VveH.

A fenti egyenl6ség pontosan akkor teljesiil Vv € H-ra, ha Ax* = b. Ezért Vb € H esetén 3!x* € H,
amire Ax* = b, tehét A bijekcid. O

1.11. Tétel. Ha A € B(H) koerciv operdtor, akkor A bijekcid.

Bizonyitas. Az A operator koercivitdsa miatt:

ml|x[|* < Re (Ax,x) < | (Ax,x) | < [|Ax]l[}x

, Vxe H

=  m|x||<|Ax|, VxeH

Ebbdl kovetkezik, hogy A injektiv. Indirekt tegyiik fel, hogy A nem injektiv, azaz dx,y € H,
x#y,amire Ax=Ay = 0= ||[A(x—y)|| >m|x—y|| >0 = |x—y||=0.¢

Megmutatjuk, hogy az A* operator is koerciv:

Re (A*x,x) = Re(x,A*x) = Re (x,A*x) = Re (Ax,x) > m|x||>, VxeH.

Ezért az A* operitorra is igaz, hogy minden x € H esetén m/||x|| < ||A*x||, igy A* is injektiv.

Tekintsiik az Ax = b operatoregyenlet szimmetrizaltjat: A*Ax = A*b. Erre teljesiil, hogy
(i) A*A onadjungilt: (A*Ax,y) = (Ax,Ay) = (x,A*Ay), Vx,y € H.
(ii) A*A egyenletesen pozitiv: (A*Ax,x) = (Ax,Ax) = ||Ax|> > m?||x||?, Vx € H.

Az 1.10 tételt az A*A operatorra alkalmazva kdvetkezik, hogy A*A bijekcid, ezért van olyan
x* € H, hogy A*Ax* = A*b. Ebbsl A* injektivitasa miatt kovetkezik, hogy x* megolddsa az
Ax = b egyenletnek, és A injektivitdsa miatt mas megoldds nem létezhet, vagyis A bijekcié. [



1.2. Bilinearis formak, Lax-Milgram-lemma
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Legyen H valds vagy komplex Hilbert-tér. Ebben a fejezetben az el6z6ekhez hasonlé megold-
hat6sagi tételeket szeretnénk megfogalmazni kétvaltozés leképezésekre.

1.12. Definicié. Egy B: H x H — R leképezés
(a) bilinedris, ha mindkét valtozdjdban linedris;
(b) szimmetrikus, ha B(x,y) = B(y,x), Vx,y € H;
(c) korldtos,ha AM > 0: |B(x,y)| < M||x||||y||, Vx,y € H;
(d) koerciv, ha Im > 0: B(x,x) > m||x||?, Vx € H.

1.13. Definicié. Egy B: H x H — C leképezés
(a) konjugdltan bilinedris, ha els6 valtozdjaban linedris, masodik véltozdjaban konjugéltan
linearis;
(b) konjugdltan szimmetrikus, ha B(x,y) = m, Vx,y € H;
(c) korldtos,ha AM > 0: |B(x,y)| < M||x||||y||, Vx,y € H;
(d) koerciv,ha Im > 0: Re B(x,x) > m||x||?, Vx € H.

1.14. Megjegyzés. A (konjugaltan) bilinedris leképezéseket gyakran (konjugaltan) bilinedris
formdknak nevezziik.

1.15. Tétel (Korlatos formak Riesz-reprezentacidja). Legyen B: H x H — K korldtos, (kon-
jugdltan) bilinedris forma. Ekkor létezik egyetlen olyan A € B(H) operdtor, amelyre

B(x,y) = (Ax,y), Vx,y€H.

Bizonyitas. Legyen y € H rogzitett, és ¢,: H — K, ¢yx := B(x,y). Ez a funkciondl linedris,
mivel B az els6 véltozdjdban linedris, és korldtos is B korldtossdga miatt:

|9y = [Blx,y)[ < (M][y[D)]lx]l,  vxeH.

Tehat ||¢y || < M||y||. A ¢y-ra alkalmazhat6 az 1.9 Riesz-féle reprezentacios tétel, ezért 3y* € H,
melyre g,x = (x,y*), Vx € H. Ha bevezetjilkk a Cy := y* jelolést, akkor B(x,y) = (x,Cy), Vx €
H. Ebbdl adddik, hogy C € B(H), mert B és a skaldrszorzat (konjugéltan) bilinedris, illetve C
korlatos:

ICYIF = 1yl = llgyll < Mlly

ahol az utébbi egyenlSség azért teljesiil, mert egyrészt |@yx| = | (x,y*) | < [|x]|||y*

)

: | = [loyll <
|v* ||, masrészt x = m-ra ¢yx = ||y*||. Ezért az A := C* operdtorra teljesiil a tétel allitdsa. [

1.16. Megjegyzés. Az A operatort gyakran a B forma Riesz-reprezentdnsdnak hivjuk.

1.17. Allitas. Legyen B: H x H — K korldtos, (konjugdltan) bilinedris forma, és A € B(H) a
B forma Riesz-reprezentdnsa.

(i) B pontosan akkor (konjugdltan) szimmetrikus, ha A onadjungdlt.

(ii) B pontosan akkor koerciv, ha A koerciv.



Bizonyitas. Az 1.1 és 1.5 definici6kban szereplé fogalmak egybeesnek az 1.12 és 1.13-ban
definidltakkal, ha B(x,y) = (Ax,y), Vx,y € H. O

Most mar minden eszkoz a rendelkezésiinkre all, hogy bizonyitsuk a Lax—Milgram-lemmat,
amely alapvetd fontossagu lesz a nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladat gyenge meg-
olddsanak vizsgalatanal.

1.18. Tétel (Lax-Milgram-lemma). Legyen H valos Hilbert-tér, B: H x H — R korldtos, ko-
erciv bilinedris forma. Ekkor minden ¢ : H — R korldtos linedris funkciondlhoz létezik egyetlen

olyan u € H, amelyre
B(u,v) =¢v, VveH.

Bizonyitas. B-re teljesiilnek az 1.15 tétel feltételei. Legyen A € B(H) a B Riesz-reprezentansa:
B(u,v) = (Au,v), Vu,v€H.

Hasonl6an, rogzitett ¢-re teljesiilnek az 1.9 Riesz-féle reprezentacios tétel feltételei. Legyen
b € H a ¢ Riesz-reprezentdnsa:

ov=(v,b), VYveH.

B koerciv, ezért az 1.17 allitas szerint A is koerciv. Az 1.11 megoldhat6sagi tétel miatt 1étezik
egyértelmiien u € H, amelyre Au = b. Ekkor erre az u-ra és b-re:

B(u,v) = (Au,v) = (b,v) = (v,b) = ¢pv, Vv EH. N



2. Peremérték-feladatok gyenge megoldasa

Ebben a szakaszban bemutatjuk a nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladatot €s a meg-
oldhatésdgaval kapcsolatos eredményeket. E16szor bevezetjiik a Szoboljev-tereket, majd ismer-
tetjiikk a dolgozatban vizsgalt tobbdimenzids peremérték-feladatot, végiil megmutatjuk a gyenge
megoldas 1étezését és egyértelmiiségét.

2.1. Szoboljev-terek

Legyen Q C R" Lebesgue-mérhetd halmaz. Definidljuk a peremérték-feladatok vizsgélatdhoz
szitkséges fiiggvénytereket, melyek koziil esetiinkben a Hol(Q) Szoboljev-tér lesz a legfonto-
sabb. Ezutan kimondunk néhany tételt és allitast, melyeket a késdbbiekben gyakran fogunk
haszndlni.

2.1. Definicié. Az L?(Q) tér elemei azok a Lebesgue-mérhet fiiggvények, melyekre || f||,2 :=
V Jo | f]? véges. Két fiiggvényt azonosnak tekintiink, ha majdnem mindeniitt (m. m.) egyenlGek.

2.2. Definicio. Az L= (Q) tér elemei azok a Lebesgue-mérhetd fiiggvények, melyekre || f|| 7~ :=
ess sup(f) = inf{supg\y [f|: N C Q nullmértekii} véges. Két fliggvényt azonosnak tekintiink,
ha majdnem mindeniitt (m. m.) egyenldek.

2.3. Megjegyzés. Az L™-normat gyakran lényeges szuprémumnak is nevezik.

2.4. Definicié. Ha b: Q — R" egy vektorértéki leképezés, akkor ||b||z~ := ess sup |b|, azaz
b L*-normdjit dgy szamithatjuk ki, hogy a |b| szdmértéki leképezésnek vesszilk a lényeges
szuprémumat.

2.5. Tétel. (L*(Q),]|-|;2) és (L™(RQ), ]| ||z=) Banach-terek.

2.6. Allitas. L2(Q) Hilbert-tér az (f,g) 12 .= Jo f& skaldrszorzattal, ha f,g valos értékii négy-
zetesen Lebesgue-integrdlhatd fiiggvények. Az indukdlt norma a kordbban bevezetett || - || 2.
Legyen Q C R” korlatos tartomdny szakaszonként sima peremmel.

2.7. Definicié. A H}(Q) Szoboljev-tér elemei azon u € L*(Q) fiiggvények, melyeknek minden
elsérendti disztribiciés parcidlis derivaltja létezik és L?(Q)-beli, illetve Upq = 0 is teljesiil
nyomértelemben.

2.8. Definicio. Legyen u: R" — R differencidlhaté fiiggvény. Az u gradiense az az n-dimenzios
oszlopvektor, melynek i. eleme az u i. valtozo szerinti parcidlis derivaltja. Jele: Vu.

2.9. Tétel. H}(Q) Hilbert-tér az (u,v) Hi = Jo Vu - Vv skaldrszorzattal.

2.10. Definicié. Legyen v: R"* — R” differencidlhat6 fiiggvény. A v Jacobi-matrixanak f6atlé-
beli 6sszegét a v divergencidjdnak nevezziik, és div(v)-vel jeldljik.

2.11. Definicié. Az u: R" — R kétszer differencidlhaté fiiggvény esetén legyen Au := div(Vu),
ahol A-t Laplace-operdtornak nevezziik.
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2.12. Tétel (Green-formula). Legyen Q C R" korldtos tartomdny, melyre dQ e PC!, és p e
CY(Q). Ekkor minden u € C*(Q)NC'(Q) és v € C1(Q) fiiggvényre teljesiil, hogy

/—div(qu)v:/qu-Vv—/ p oyuvdo.
Q Q 2Q

2.13. Kovetkezmény. Ha a Green-formula feltételei mellett vioq = 0 is teljesiil, akkor

/—diV(qu)v:/qu~Vv.
Q Q

2.14. Allitas (Poincaré-Friedrichs-egyenlétlenség). Ha A, a —A operdtor legkisebb sajdtér-
téke Q-n a homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett, akkor:

lull7 = Aallull o Vu € Ho(Q).

12,
2.15. Megjegyzés. A —A operdtor sajétértékei az ujyq = 0 peremfeltétel mellett pozitivak. Le-

gyen ugyanis A sajatérték. Ekkor Ju # 0 sajatfiiggvény, amire —Au = Au. Az egyenletet u-val
szorozva és Q-n integralva kapjuk a Green-formulét és a peremfeltételt felhasznélva, hogy

/—uAu:/ \Vu\zzl/uz.
Q Q Q

Mivel nemnegativ, nem azonosan nulla fiiggvényeket integralunk, az egyenléség csak A > 0
esetén teljesiilhet.

2.2. Szimmetrikus elliptikus peremérték-feladat

A nem szimmetrikus eset elott felvdzoljuk a szimmetrikus elliptikus peremérték-feladatot, amely
az eldbbi egy specidlis esete. Ezért kiillon nem is igazoljuk a megoldhatésdgat, hiszen a nem
szimmetrikus eset eredményei kdzvetleniil dtvihetSk ezekre a feladatokra is.

Legyen Q C R" korlatos tartomdny szakaszonként sima peremmel. Tekintsiik az aldbbi szim-
metrikus elliptikus peremérték-feladatot a homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett:

Lu := —div(pVu) = f,
l/l|aQ =0.
Feltessziik azt is, hogy p € L*(Q) és p(x) >m >0 (m. m. x € Q).

Tegyiik fel, hogy u € C?(Q) N C'(Q) klasszikus megolddsa a feladatnak. Az egyenlet mind-
két oldalat egy v € C(l)(Q) tesztfiiggvénnyel megszorozva, majd integralva és a Green-formulat

felhaszndlva kapjuk, hogy
/ pVu-Vyv= / fv.
Q Q

Ezaltal egy masik gyengébb megolddsfogalomhoz jutunk, mivel u-nak nem kell kétszer folyto-
nosan differencidlhaténak lennie, hogy értelmesek legyenek a képletben szerepld kifejezések.
A fenti eredmények alapjan bevezethetjiik az alabbi skaldrszorzatot:

[u, V] ::/qu-Vv.
Q

A feladat szimmetrikus elnevezése abbol adddik, hogy a tesztfiiggvény segitségével kapott ki-
fejezés szimmetrikus bilinedris format hataroz meg. Ez a megoldhatésiaggal kapcsolatos vizsgé-
latokat nagyban leegyszerdsiti a nem szimmetrikus esethez képest, amit a kovetkezo fejezetben
részletesen targyalunk.



2.3. Nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladat

Legyen Q C R" korlatos tartomdny szakaszonként sima peremmel. Tekintsiik az aldbbi nem
szimmetrikus elliptikus peremérték-feladatot a homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett:

Lu:= —div(pVu)+b-Vu=f, 0
Lt|aQ =0.
Az aldbbi feltételeket koveteljiik meg:
peL?(Q), p(x) >m>0(m. m.xeQ); )
b € C'(Q,R"), divb = 0.

Az Lu = f masodrendi linedris parcidlis differencidlegyenletnek nem minden esetben van u €
C?(Q) klasszikus megoldésa, példdul ha p nem folytonos vagy az Q tartomény specidlis alaku.
Ez motivilja a gyenge megoldds fogalmat, amely a Green-formula miatt Yu € C?(Q) NC!(Q)
klasszikus megoldésra is teljesiil, tehat kiterjeszti megoldasfogalmat. A feladat megoldhatésagat
most valds értéki fliggvények kozott vizsgaljuk a H(} (Q) Szoboljev-térben.

2.16. Definicié. Az u € H}(Q) fiiggvény gyenge megolddsa az (1) peremérték-feladatnak, ha

/(qu-Vv—i—(b'Vu)v):/fv, Vv € H} (Q). 3)
Q Q

2.17. Megjegyzés. A szimmetrikus esettel ellentétben most az egyenldség bal oldalan all6 bi-
linedris forma nem szimmetrikus, s6t az 0sszeg masodik tagja antiszimmetrikus, amit kés6bb
a 4.18 allitasban igazolunk.

2.18. Tétel. Ha teljesiilnek a (2)-ben eldirt feltételek, akkor az (1) peremérték-feladatnak bdr-
mely f € L*(Q) esetén létezik egyértelmiien u* € H} (Q) gyenge megolddsa.

Bizonyitas. Legyen B: H} (Q) x H} (Q) — R az a bilinedris forma, melyre:
B(u,v) = / (pVu-Vv+(b-Vu)v).
Q

A bilinearitds kovetkezik a gradiens, a skaldrszorzat és az integralds linearitasabol. El6szor
megmutatjuk, hogy B korlatos, majd azt is, hogy koerciv, végiil alkalmazzuk a Lax—Milgram-
lemmat.

|B(u,v)| =

/ (pVu-Vv+ (b-Vu)v)
Q

/////

g/ |qu-Vv|—|—/ I(b-Vu)y| = I +h
Q Q

két, majd a haromszog-egyenlGtlenség segitségével egy kéttagi Osszeget kaptunk, amit tagon-
ként tovabb becsiiliink.

f= [ 1plIVa- Vol < lpllee [ Vo1 < Dpliee [ 19ul199] < Il 1y
Q Q Q

Itt felhasznéltuk, hogy feltevésiink szerint p € L*(Q). Utdna a becsléseknél el6szor az R?-
beli, majd az L>-beli Cauchy—Schwarz-egyenlétlenséget hasznéltuk azzal az észrevétellel, hogy
1Vull2 = [l -

b= [ 1b-Vulb| < [ [blIVullvl < blle- [ (Vallvl < bl o2 <
Q Q Q

_1
< Ay 2 b=l g vl
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A becsléseknél sorban hasznéltuk: R?-beli Cauchy-Schwarz, |b| € L™(Q), L?-beli Cauchy—
Schwarz, végiil a Poincaré—Friedrichs-egyenlGtlenség.

_1
= |B(u,v)| < (Iplle=+ Ay *[Ibll=) lull gy V] g Vur,v € Ho ().

A koercivitds bizonyitdsdndl felhaszndljuk a divb = 0 feltételbdl és két fiiggvény szorzatdnak
derivalasi szabdlyabol ad6dé alabbi azonossagot:

div(bu?) = (divh)u® +b-V(u?) =b-V(u*) = 2(b- Vu)u 4)

Az (1) peremérték-feladat kitizésénél Q-ra tett feltevések mellett a Gauss—Osztrogradszkij-tétel
alkalmazhat6 bu?-re, mely az upq = 0 peremfeltétel mellett

0= [ (bu)-v = /Q div(bu?) — /Q 2(b- Vi) )

Ebbdl konnyen adddik a B koercivitdsa arra az m > 0 szdmra, melyre a feltételezésiink szerint
p(x)>m>0(m. m.x€Q).

Bu) = [ (pIVUl+(b-Vuyu) = [ plVul> = mlulZy. Ve H} ().

Legyen f € L*(Q) rogzitett és ¢ : H} (Q) — R, ¢v := [ fv = (f,v)2. Ekkor

(1) ¢ linearis a skalarszorzat linearitdsa miatt.
_1
(i) ¢ korldtos: |¢v] = | (£, ] < || flllvlp2 < (ﬂ»l 2|\f|rLz) IVl e HY(Q).

Ezért a Lax-Milgram-lemma szerint 3lu* € H} (Q), amely teljesiti (3)-at. ]

2.19. Megjegyzés. Az altalunk bevezetett peremérték-feladat konvekcid-diffizios édllapotot ir
le, azonban éltaldnosabb alakban is targyalhatd, hasonlé eredmények mellett.

(a) A differencidlegyenletben szerepelhet nulladrendd cu tag is, ahol ¢ € L*(Q) és ¢ > 0. A
divb = 0 és ¢ > 0 feltétel egyiitt enyhithetd a ¢ — %divb > 0 egyenlotlenséggel.

(b) A p fiiggvény helyett allhat egy K: Q — R"*" leképezés, ahol a matrix elemei mint
kij: Q — R fiiggvények L”(Q)-ban vannak, és van olyan ko > 0 szdm, hogy majdnem

minden x € Q esetén
n

Y kij(x)&&; > kolE|?, VE €R™

i,j=1

Az éltalanos feladat és megoldhatésdga megtaldlhat6 a [4] konyv 3.2 fejezetében.
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3. A konjugalt gradiens-moédszer

A kovetkezdkben az operatoregyenletek megoldasat visszavezetjilkk a kvadratikus funkcional
minimalizaldsi probléméjira, majd egyenletesen pozitiv operdtorok esetén ezt felhaszndlva a
konjugélt gradiens-mddszerrel iterdcids 1épésekkel kozelitjiik a megolddst, ami linedris konver-
gencidt eredményez. Ha az operdtor nem 6nadjungélt, akkor a KGN-mddszerrel visszavezetjiik
az Onadjungalt esetre. Bevezetjiilk a KGN prekondiciondlt véltozatét is, amely noveli a konver-
gencia sebességét, és jol alkalmazhat6 a peremérték-feladatok megoldasanal.

3.1. Kvadratikus funkcional, Gateaux-derivalt
Legyen H val6s vagy komplex Hilbert-tér, A: H D— H szigoruan pozitiv operator, f € H adott
vektor. Itt A: H D— H azt jeloli, hogy D(A) C H altér.
3.1. Definicié. Az Au = f operatoregyenlethez tartozé ¢ : H — R kvadratikus funkciondl
(a) komplex esetben: ¢ (u) := (Au,u) —2Re (f,u);
(b) valds esetben: ¢ (u) := (Au,u) —2 (f,u).

3.2. Allitas. Ha az Au = f egyenlemek létezik u* € D(A) megolddsa, akkor az egyenlethez
tartozo ¢ kvadratikus funkciondlnak u* minimumhelye, és min ¢ = @ (u™*) csak itt vétetik fel.

Bizonyitas. Legyen u € D(A) \ {u*}.
¢ (u)

(Au,u) = 2Re (f,u) = (Au,u) = (f,u) = (f,u) = (Au,u) — (f,u) = (u, ) =

(Au,u) — (Au™,u) — (u,Au*) = (A(u—u™),u) — (u,Au*) =

(Alu—u")u—u*) + A(u—u"),u") — (u,Au”) =

(Alu—u"),u—u"y+ (Au,u™) — (Au™,u™) — (u,Au™) = (A(u—u"),u—u*) — (Au™,u*)

Az utolsé egyenlség az A szimmetrikus tulajdonsdga miatt igaz: (Au,u™) = (u,Au*), Yu €
D(A).

O(u) = (Au™,u™) — (Au* u™y — (u* ,Au™) = — (Au™,u*)
= o) =Au—u")u—u)+ o) > ¢(u’),
mivel u — u* # 0 és A szigorian pozitiv. ]

3.3. Kovetkezmény. Az Au = f egyenlet megolddsdhoz elég a hozzd tartozo ¢ kvadratikus
Sfunkciondlt minimalizdlni.

3.4. Definicié. Legyenek X, Y normdlt terek. Az F: X — Y operator Gdteaux-derivdlhato az
u € X pontban, ha

(1) minden v € X esetén l1étezik az alabbi hatarérték:

OF (u) :=lim Flutwv) = F(u) ;
t—0 t

(i) az F'(u): X = Y, F'(u)v := 9,F (u) leképezés folytonos linedris operator X-bSl Y-ba.
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Legyen H val6s Hilbert-tér és ¢ : H — R funkciondl. Ekkor a Gateaux-derivalhat6sag definici-
6jdban X = H és Y = R, ezért ¢’ (u) korldtos linedris funkciondlt hatiroz meg H-b6l R-be. A
Riesz-féle reprezentacios tétel szerint minden rogzitett u € H vektorhoz létezik egyetlen olyan
®'(u) € H vektor, amire

o' (uyy = (v,®'(u)), VveH.

3.5. Allitas. Legyen H valos Hilbert-tér, ¢ az Au = f operdtoregyenlethez tartozo kvadratikus
funkciondl. A ¢ Gdteaux-derivdltja tetszoleges u € H esetén:

o' (u)y=2(Au—f,v), VveH.
Bizonyitas. El6szor meghatarozzuk ¢ (u)-t és ¢ (u+tv)-t.
¢ (u) = (Au,u) =2 (f,u),
O(u+1v)=(A(u+tv),u+tv) —2(f,u+tv) =
=@ (u) +2t (Au— fv)+1> (Av,v), Vu,v € H, Vt € R,
Ezért a Gateaux-derivalhat6sag fogalméban szerepl6 hatarérték:

O(u+1v)—¢(u) 2t (Au— f,v) +1% (Av,v)

v =0,9(u) = lim PO iy t _
= lli_r>l(l)(2<Au—f,v> +1{Av,v)) =2(Au— f,v).

Ez rogzitett u € H esetén Vv € H-ra létezik, és a skaldrszorzat tulajdonsdgai alapjan folytonos
linearis funkcionélt definidl, igy ¢ valéban Gateaux-derivalhato. 0

3.6. Kovetkezmény. A ¢ kvadratikus funkciondl Gdteaux-derivdltjdnak Riesz-reprezentdnsa:

@' (u) =2(Au—f), Vue€H.

3.2. A gradiens-moédszerrol altalaban

A véges dimenzidban ismert iterdciés megolddsi mddszereket szeretnénk a funkciondlanalizis
eszkozeivel a végtelen dimenzids esetre kiterjeszteni. E19szor ismertetjiik a gradiens-mdédszer
alapgondolatét, majd alkalmazzuk a kvadratikus funkciondl minimalizdldsara.

Legyen X Banach-tér, ¢ : X — R funkciondl. Egy olyan iterdciét konstrudlunk a ¢ lokalis mi-
nimalizédlasdra, amely egy kezdeti up € X pontb6l minden 1épésben a legnagyobb csokkenés
iranyéaba 1ép tovabb, melynek meghatarozasidhoz a korabban ismertetett Gateaux-derivaltat fog-
juk haszndlni. Tegyiik fel tehét, hogy a ¢ funkciondl Vu € X pontban Gateaux-derivalhato6.

* Legyen up € X tetszOleges.

* Han € N és u,-t mar ismerjiik, akkor u, | := u, +1,v,, ahol #,, > 0 konstans és v, € X a
legnagyobb csokkenés irdnya Vn € N.

3.7. Allitas. Ha X = H Hilbert-tér és ¢ Gateaux-derivdlhatd, akkor —®' (un) szdmszorosa a
leggyorsabb ereszkedés irdnya.

12



Bizonyitds. Minden n € N-re olyan v,-t szeretnénk taldlni, amely minimalizélja a ¢’ (u,)v =
o, (uy,) Gateaux-derivaltat. A Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenséget felhaszndlva

(D (un), v} | < |9/ () [ [V} =
v (un) = (@' (un),v) = — 19" (un ) |[|[]-

Feltehetd, hogy ®'(u,,) # 0, mert kiilonben ¢ konvexitdsa miatt (3.17 dllitds) ez azt jelentené,
hogy u, = u*, vagyis megtaldltuk a pontos megoldast. A fenti egyenl6tlenség akkor teljesiil
D (uy,)

egyenlSséggel, ha v, = — g7, azaz v, minimalizdlja O’ (up)-t. O

3.8. Kovetkezmény. Az dltaldnos iterdcids 1épés: u,yy = up — t,® (uy,), ahol t, > 0 dllandé.

Legyen H valés Hilbert-tér, A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor és f € H tetsz6leges. Ke-
ressiik az Au = f operatoregyenlet megoldasat, amely az 1.10 megoldhatdsdgi tétel szerint
egyértelmden létezik. A 3.3 kovetkezmény alapjan az u* € H megoldds meghatarozdsahoz az
egyenlethez tartozé ¢ kvadratikus funkciondlt kell minimalizdlni, amit a gradiens-mddszerrel
szeretnénk megvaldsitani.

Kordbban mar meggondoltuk (3.6), hogy kvadratikus funkciondl esetében @' (u) = 2(Au — f),
ezért a leggyorsabb ereszkedés irdnya —(Au — f) szdmszorosa. Az iterdcids 1épés tehat:

Upt1 = Up — by (Aup — ) = uy — tyry.
3.9. Definicié. Az r, := Au,, — f vektort rezidudlis hibavektornak nevezzik.

3.10. Megjegyzés. Természetes modon azt varjuk, hogy az r, hibavektor a 0-hoz tartson, de az
iteracié konvergencidjat nem bizonyitottuk. Nem adtuk meg a #, > 0 1€péskdz-sorozatot sem,
de a kovetkez6 fejezetekben az eddigi eredményekre €piil6 konjugdlt gradiens-mddszert részle-
tesebben is targyaljuk.

3.3. A KGM egyenletesen pozitiv operatorra

Legyen H val6s Hilbert-tér, A € B(H) egyenletesen pozitiv operétor és f € H tetszSleges. Most
az iterdcidban a kordbban bevezetett r, rezidudlis hibavektorok helyett a p,, ugynevezett kon-
Jjugdlt irdnyok rendszere szerint kozelitjiik a megoldast, ahol a konjugélt tulajdonsag azt jelenti,
hogy barmely két kiilonbdz i # j indexre p; és p; A-ortogondlisak, azaz (Ap;, pj) = 0. Legyen
H, := span{po, p1,-..,pn} az elsé n konjugilt irdny dltal kifeszitett vektortér.

A konjugalt gradiens-moédszer (KGM) algoritmusa, elso valtozat:

* Legyen uy € H tetszdleges kezddvektor és pg := ro = Aug — f.

* Minden n € N-re, ha mar u,, p,-t ismerjiik:

Upt1 := Uy — Oy Py, ahol o, = <rn;pn_> ,
<APnaPn>
Ar 1,
Pn+1 ‘= TIpy1 — ﬁnpn, ahol ﬁn = M
(APn; pn)
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3.11. Allitas. Az iterdcidban szerepld oy, és B egyiitthatok mellett a kivetkezdk teljesiilnek:

(i) Tnt1="Tn— CApn,
(ii) (Fn+1,Pn) =0,
(iii) (Apn+1,pn) =0.
Bizonyitas.
(i) Alkalmazzuk az A operatort u, 1-re, majd vonjuk ki beldle f-et.

Aupy) =Aup — APy = Inp1 =Aupy) — f = (Aup — f) — 0 Apy = 1y — 0AD).
(ii) Irjuk &t r,, 1-et az el6z8 eredmény szerint, majd helyettesitsiik -t a definiciéja alapjan.

<rn+17pn> = <rn - anApnapn> = <rn7pn> — Oy <Apnapn> =

—(r oy TP _
= (rn, Pn) (Apns pr) (Apn, pn) = 0.

(iii) Hasznaljuk fel p,. | rekurzidjat, majd 3, definicidjat.

(Apni1,Pn) = (A(rns1 — Bupn)s Pn) = (Arus1; Pun) — Bu (APns Pn) =

<Arn+1 7pn>

Apn,pn) = 0. ]

= <Arn+1,pn> -

3.12. Definicié. A K, := span{rO,ArO,Azro, ...,A"ro} vektorteret Krylov-altérnek nevezzik.
3.13. Allitas. Legyen n € N, ekkor ry € K;, és py € K.

Bizonyitas. Teljes indukcidval bizonyitjuk az éllitast. Ha n = 0, akkor py = ro € Ko = span{ro}.
Legyen n € N tetsz6leges, és tegyiik fel, hogy (n — 1)-ig teljesiil az allitas.

Az ry, = r,—1 — Qy_1Ap,—1 rekurziét felhaszndlva r, € K,,, mivel az indukcids feltevés szerint
rn—1 € Ky—1 C Ky, és Ap,—1 € A(K,—1) C K,,, igy a két tag linedris kombindcidja is K,-beli.
Hasonl6an p, € K, is teljesiil, hiszen a p,, = r, — B,_1 pn_1 rekurziéban r, € K, az el6z6 meg-
gondolds miatt, és p,_; € K,,—1 C K, az indukcids feltevés szerint. O

3.14. Tétel. Legyen n € N, ekkor
(i) (rps1,pi) =0, i=0,1,...,n (ortogondlis tulajdonsdg)
(ii) Hy =K,
(iii) (o1, Api) =0, i=0,1,...,n—1
(iv) (Apu+1,pi) =0, i=0,1,...,n (konjugdlt tulajdonsdg)

Bizonyitas. A négy allitast egyszerre bizonyitjuk teljes indukcioval. Az n = 0 esetet mindegyik-
nél kiilon megmutatjuk. Legyen n € N tetszGleges, és tegyiik fel, hogy (n — 1)-ig teljesiilnek az
1., 2., 4. allitasok. A 3. allitas indukci6 nélkiil kovetkezik a tobbibdl.

(i) Ha n = 0, akkor (ry, po) = 0 a 3.11 4dllitds mésodik pontja szerint. Ugyanezért minden
n-re (rpi1,pn) =0, tehdt elég i = 0,...,n — 1-re vizsgdlni. Az indukcids feltevés szerint
ezekre az indexekre (r,, p;) = 0 és (App, pi) = 0.

(Fng1,Pi) = (rn — 00ADPn, Pi) = (Tn, Pi) — 0 (Apn, pi) =0
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(i) Ha n = 0, akkor Hy = span{po} = span{ro} = Ko. A 3.13 dllitas miatt p; € K; C K,
hai=0,...,n, ezért H, C K, ahol K,, a definicidja szerint legfeljebb n+ 1 dimenzids.
Haa {p;: i=0,...,n} vektorrendszer fiiggetlen, akkor készen vagyunk, hiszen H,, n+ 1
dimenzids altere K,,-nek, vagyis H, = K,,.

Feltehetjiik, hogy po = Aug — f # 0, mert egyébként ez azt jelentené, hogy ug megol-
ddsa az operatoregyenletnek. Tegyiik fel, hogy {p;: i =0,...,n} fiiggetlen vektorrend-
szer. Mivel p,11 = rp+1 — Bupn, és az els6 rész szerint r, | L H,, ezért p,| ¢ H,, azaz
{pi:i=0,...,n+ 1} tovabbra is fiiggetlen rendszer minden n € N-re.

(iii) Az elsd rész szerint r, 1 L H,, mert minden baziselemére merdleges, és a masodik rész
szerint H, = K,, tehat r, 1 1 K,. Hai <n—1, akkor Ap; € A(K;) C K1 C K,,.

(iv) Ha n = 0, akkor (Apy,po) = 0 a 3.11 4llitds harmadik pontja szerint. Ugyanezért min-
den n-re (Ap,11,pn) =0, tehdt elég i = 0,...,n — 1-re vizsgdlni. Az indukcids feltevés
szerint ezekre az indexekre (Ap,,p;) = 0, és az elébb bizonyitott harmadik allitdsbol
(Arni1,pi) = (rat1,Api) = 0.

<Apn+1,pi> = <A(rn+l _ﬁnpn)7pi> = <Arn+lvpi> _ﬁn <Apn,pi> =0 L

3.15. Kovetkezmény. Az iterdcioban szerepld o, és B3, egyiitthatdkat egyszeriibb alakban is
felirhatjuk:
Il gl

oy = ; — .
" (Apu:pn) 7]

Bizonyitas. Az o, esetében felhasznéljuk a p, = r, — By—1pn—1 és (rn, pn—1) = 0 Osszefiiggé-
seket.

o — <l’n,pn> o HrnHZ_Bn—l <rnapn—l> . ||rn||2
= = =
(AP, Pn) (Apn: pn) (Apn: pn)
_ Il

Az igy kapott dj 6sszefiiggésb6l (Apy, p,) =

n

ﬁ . <Arn+1:pn> . <Arn+17pn> . <rn+17anApn> . <rn+1,rn_rn+1> . _||rn+1H2
n — - n — - -
(ADn; Pn) 7] [[7a]|? [[7a]|* [[7a]|*
Itt felhasznaltuk, hogy a,Ap, = ry — rus1 és (rpy1,rm) = 0, mivel r, € K, és rp 1 L K. O

A konjugalt gradiens-mddszer (KGM) algoritmusa, masodik valtozat:

* Legyen uy € H tetszbleges kezddvektor €s pg :=ro = Aug — f.

* Minden n € N-re, ha mér u,, p,, r,-t ismerjiik:

2
A r
Upy] i=— Uy + Oppn €Syl =1y + anApn’ ahol Op = — <A||Pn||l? >,
ns n
2
Fn+1
prot = s B = 1L
n

3.16. Megjegyzés. Az a, és B, eldjelét megvaltoztattuk a kordbbiakhoz képest, hogy a korrek-
cids tagok pozitiv elgjellel szerepeljenek az iteracidéban.
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A gradiens-mddszer alapgondolata az volt, hogy minden 1épésben a legnagyobb csokkenés ird-
nyaba 1épiink, hogy minimalizdljuk a ¢ kvadratikus funkciondlt. Megmutatjuk, hogy a konju-
galt gradiens-modszer esetén is minden 1épéssel egyre nagyobb halmazon minimalizéljuk a ¢
funkcionalt.

3.17. Allitas. A ¢ (u) = (Au,u) — 2 (f,u) kvadratikus funkciondl konvex.

Bizonyitas. A konvexitds elégséges feltétele, hogy ¢’ monoton operator, azaz Vu,v € H-ra:
(@' (v) — @' (u),v—u) = (24v —2f —2Au+2f, v —u) = 2(A(v —u),v — u) > 2m||v —u||* > 0.
3.18. Allitas. ¢ (up41) =ming),x,-

Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy ¢ (u,,1) = min Plug+n, minden n € N-re, hiszen korabban
mdr bizonyitottuk, hogy H, = K,,. Mivel uy,| = u, + o, p, és H, = span{po, p1,...,pn}, ezért
a rekurziébdl létszik, hogy u, 1 € ugp+ H,. A ¢ konvexitdsa miatt a minimalizalds ekvivalens
azzal, hogy

0= ap¢(un+1) = <q)/(”n+1)7p> =2 <Aun+1 _f7p> =2 <7”n+1,P> > vp € Hy.
Ez pedig teljesiil az r,,1 L H, ortogonalitasi tulajdonsdg miatt. [

3.19. Tétel (A KGM minimalizalé tulajdonsaga). Legyen u* az Au= f operdtoregyenlet meg-
olddsa és e, = u, —u* az iterdcié hibavektora. Jellje P} azoknak a legfeljebb n-edfokii egyvdl-
t0z0s py polinomoknak a halmazdt, amelyekre p,(0) = 1. Ekkor

lenlla = min |[pa(A)eo]|a-
pn€P)

Bizonyitas. A 3.2 dllitds bizonyitdsdndl megmutattuk, hogy ¢ (1) = (A(u —u*),u —u*) + ¢ (u™*)
= ||lu—u*||5+ ¢ (u*), ezért az u, minimaliz4l6 tulajdonsdga miatt |u, — u*||3 = ¢ (u,) — @ (u*) =

. % 2 *\ *) : _ % 2
Menl(}gg_lHu wllz+ ) — o) jenin (Ju— w3, azaz
= 1 —u* = i .
lenlla = _min ~ flu—ulla= _min flefa

Mivel a hibavektorral felirva ro = Aug — f = Aug — Au™ = A(ug — u™) = Aey, igy definicié szerint
K,_1 = span{rg,Arg,A%rg,...,A" 1ry} = span{Aeg,A%e,...,A"eq}. EbbSl miér litszik, hogy
eo+K, 1= {pn(A)eo: pn €PL}, és

— - — mi A : L
lealla=,_min [lela= min [lpu(A)eol.

Pn<lty,

A konjugalt gradiens-moddszer konvergencidjat abban az esetben bizonyitjuk, amikor A-nak 1é-
tezik teljes ortonormdlt sajatvektorrendszere. Ehhez felhaszndljuk az aldbbi nevezetes tételt és
allitast:

3.20. Tétel (Fourier-sorok fotétele). Legyen H Hilbert-tér, (v,) C H teljes ortonormdlt rend-

szer. Ekkor ¥x € H esetén x =Y, (x,v;) v;.
i=1

3.21. Allitas. Legyen H Hilbert-tér, (v,,) C H teljes ortonormdlt rendszer. Ekkor Vx € H esetén.:
x= Zd,—vi = x| = Z]d,-|2.
i=1 i=1
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3.22. Tétel (Linearis konvergencia). Ha A € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor megfeleld
M > m > 0 dllandokkal, hogy m||u|* < (Au,u) < M|u||*> (Vu € H), akkor a KGM iterdcids
lépéseiben az e, hibavektorokra teljesiil, hogy

leala 32(M>  VneN.

leolla VM +/m

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy A-nak létezik teljes ortonormalt sajatvektorrendszere. Legyenek
A az A sajatértékei, {uy } C Hy pedig a hozzdjuk tartozé sajatvektorok sorozata, amely a feltevés
szerint teljes ortonormalt rendszert alkot. Ha az ey hibavektorra alkalmazzuk a Fourier-sorok
fotételét a Hy energiatérben, akkor

Z eO?”k

A sajatértékek és sajatvektorok kozott fennallé Auy = Aguy 6sszefiiggés miatt tetszéleges p, €
P! polinomra is teljesiil, hogy p,(A)ux = pn(Ag)ug.

= pa(A Z €0, ui) 4 Pr(A)ug =Y (e, i) 4 Pn(Ai)uk
k=1 k=1

A 3.21 allitast p,(A)eg fenti alakjara alkalmazva:

o)

1pn(A)eollZ = Y | €0, ur)q P (M) > < max Pa(A)* Y [ {eo,ur)4 | = max [Pa(A)*leoll.
k=1 k k=1 k
Az A egyenletes pozitivitdsabdl tudjuk, hogy A € [m, M], ugyanis
Mclluell> = Mty uie) = (A, i) > m|we|> & Xy = m;

lkHMkHZ = <lkuk,uk> = <Al/tk,l/lk> SMHukHZ = Ak <M.

A KGM minimalizal6 tulajdonsagat és a kapott egyenlStlenséget felhasznalva:

lenlla . llPa(Aeolla _ . { } : {
—— = min —————— < min { max |p,(A < min max |p =:q(m,M).
leola ~ pioB Tl = ey | POl = g 1, iy ) g = M)
Abban az esetben, ha A-nak nincs teljes sajatvektorrendszere, a 6(A) spektrumrdl az el6z6hoz
hasonléan megmutathatd, hogy o (A) C [m,M]. Ebbdl ugyaniigy az % < g(m,M) becslést
kapjuk a konvergencidra, azonban a bizonyitds részleteit most nem targyaljuk, de megtaldlhat6
a [2] konyv 16.2.2 fejezetében.

A q(m,M) approximéciéelméleti feladat megolddsa ismert (1asd [5] 1.6.7 fejezet):

VM —ﬁ) "
! 2 <\/1\71+\/% VM - \/_
Q(m7M>: MmN\ n %2
T (3=m) 1+(M) VM +/m
VM+y/m
ahol T, az n-edfoku els6faju Csebisev-polinom. [l
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3.4. A KGN Kkorlatos, nem 6nadjungalt operatorra

Az eddig targyalt konjugdlt gradiens-mddszert szeretnénk kiterjeszteni arra az esetre, amikor
az operdtor nem egyenletesen pozitiv. Legyen A € B(H) nem onadjungdlt operétor. Tegyiik fel
azt is, hogy A bijekci6. Az Au = f egyenlet kozvetlen megolddsa helyett tekintsiik az aldbbi
normalegyenletet:

A*Au=A"f.

Megmutatjuk, hogy a normdlegyenlet megoldasara visszavezethetd az eredeti operatoregyenlet
megolddsa. Ehhez felhaszndljuk az alabbi két tételt:

3.23. Tétel (Banach-féle homeomorfizmus-tétel). Legyenek X,Y Banach-terek és A € B(X,Y)
bijekcio. Ekkor A~' € B(Y,X).

3.24. Tétel (Operatorokra vonatkozo ortogonalis felbontas). Legyen A € B(H), ekkor

H =R(A) ®ker(A").

3.25. Allitas. Az A*Au = A* f normdlegyenlemek létezik egyértelmiien u* € H megolddsa, és ez
kielégiti az Au = f egyenletet.

Bizonyitas. Mivel A € B(H) bijekci6, igy a Banach-féle homeomorfizmus-tétel szerint A~
1

folytonos, ezért 37 > 0, hogy [|A~!v|| < m||v|| = W%HVH, ham := —. Specidlisan, ha v = Au, akkor

|u|| = ||A~"Au|| < L||Aul|. Ez pontosan akkor igaz, ha m||u| < ||Au||. Ebbé] és a korlatossagbdl
kovetkezik, hogy 1éteznek olyan M > m > 0 allanddk, amire

mjul| < |[Aul] < M||u

, YucH.
Négyzetre emelés utdn az ||Aul|?> = (Au,Au) = (A*Au,u) egyenlséget felhasznalva
m?||u||* < (A*Au,u) < M*||ul|?>, YucH.

Ebbdl és az A*A operator 6nadjungaltsagabol kovetkezik, hogy A*A egyenletesen pozitiv. Ekkor
az 1.10 megoldhatdsagi tétel szerint A*A is bijekcid, azaz a normdlegyenletnek egyértelmiien
1étezik u* € H megoldésa.

Az A feltevésiink szerint bijekcid, ezért R(A) = H. Az ortogondlis felbontdsi tétel szerint ekkor
ker(A*) = {0}, vagyis A* injektiv. Tehat u* megolddsa az Au = f egyenletnek is. O

Ezzel visszavezettiik a nem Onadjungalt esetet egy megfeleld egyenletesen pozitiv operatorra,
amelyre mar alkalmazhatjuk a KGM algoritmusét. Ezt KGN-mddszernek nevezziik.

A kordbbi jelolések és szereposztds ugy moédosul, hogy az A operdtor és f jobboldal helyét
a normdlegyenletnek megfeleld A*A és A* f veszi at. Az r, = Au, — f jelolést fenntartjuk az
eredeti egyenlet rezidudlis hibavektordnak, az algoritmusban eddig szerepld r,-t pedig az s, =
A*Au, — A" f = A*(Au, — f) = A*r, hibavektorral helyettesitjiik. Emellett bevezetjikk a z, = Ap,
jelolést is, és ennek megfelelden az o, egyiitthatd nevezdiébe (A*Ap,, pu) = |Apall® = |24l
kertil.
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A KGN-médszer algoritmusa:
* Legyen uy € H tetszbleges kezddvektor, ry := Aug — f és po := so = A*rp.
* Minden n € N-re, ha mér u,, py, rn, s,-t ismerjik:

(

Zn 1= Apn;
__ . o _ llsall?,
Upt1 := Up+ OyPp €S Ipy1 i= Iy + 07y, ahol o, = W,
n
Sn+1 ::A*rn—H;
Isns1]I?
Pn+1 = Spy1+ Bupn, ahol B, = 5
( 5]
A KGM konvergencidjab6l adodik az ||e,||a<a = ||Aen|| = ||rn|| maradékvektorra a KGN kon-
vergencidja az M> > m? > 0 llandékkal:
M_ n
Il <2 (—m> , VneN.
7ol M+m
3.26. Megjegyzés. Mivel A~! folytonossaga miatt m||e, | < ||Aen|| = |74 ||, ezért az ||e,|| hiba-

vektorokra az aldbbi konvergenciét kapjuk:

3.5. A prekondicionalt KGN-moédszer

Ha az A operatorhoz tart6z6 m és M allanddkkal az % hanyados tdl nagy, akkor a konvergencia
lassan megy végbe. A gyorsasdg novelése érdekében bevezetjiilk a KGN prekondiciondlt valto-
zatat. Legyen B € B(H) egyenletesen pozitiv operdtor. A prekondiciondlds akkor eredményes,
ha a B operéatorral az A-hoz képest hatékonyabban oldhat6ak meg az operatoregyenletek, és a
B-norméval kozelebb keriilnek az /7 és M hatdrok, azaz

=

il|ul[f < (Au,u) < M||ull3, VueH,

N
IR

— <K
m

Ekkor (Au,u) = (B~ 'Au,u) ,, és a 4.11 tétel bizonyitdsdhoz hasonléan kovetkezik, hogy
i||ul|p < ||B_1Au||3 < Ml||u||p, Vu€cH.

Alkalmazzuk az Au = f egyenlettel ekvivalens B~'Au = B~ f egyenletre a KGN-médszert a B
energiaterében! Az algoritmus sordn felhasznaljuk, hogy a B energiaterében (B*IA) =B lA*,
mivel (B~'Au,v) , = (Au,v) = (u,A*v) = (u,B~'A*v),, Vu,v € H, ahol A* a H-beli adjungilt.
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A prekondicionalt KGN-mddszer algoritmusa:
* Legyen uy € H tetszdleges kezddvektor.
ro:=B'Aug—B~'f & Bro=Auy— f;
po =50 =B 1A%rg & Bsg=Ar.
* Minden n € N-re, ha mar u,, py, rn, s,-t ismerjik:
(20:=B"'Ap, < Bzy=Apy
2

A N
Upy1 = Up + OpPp €S Fpi1 i= 1y + 04,2y, ahol 0y, = — HanB;
niiB

. —1 .
Spt1: =B Arpp1 & Bspr1 =A%

2
Sn+1
Pnt1:= Spt1+ Bupn, ahol B, = s 1113

( Isallz

3.27. Megjegyzés. A B operitor inverzét nem sziikséges kozvetleniil meghatdrozni, mert ez az

iteracié sordn a Bx = y alaku segédfeladatok megolddsaval helyettesithetd, mint ahogy ezt az
algoritmusban jeloltiik.

A konvergencia sebességét tovdbbra is a maradékvektorra kapott egyenlStlenség hatdrozza meg,
azonban most a B-normdban a javitott /1 és M allandokkal:

lli o (9

n
< = ~>, Vn € N.
[EIFE M+
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4. Peremérték-feladatok iteracios megoldasa

A 2.3 fejezetben bevezetett nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladatot definidlé L ope-
rator nem korldtos és nem szimmetrikus. Ahhoz, hogy alkalmazni tudjuk a KGN-moédszert a
feladat megoldasara, egy megfeleld S prekondicionald operator segitségével visszavezetjiik a
Hjy energiatérben egy korldtos Lg operatorral val6 egyenletmegolddsra. Ennek megvaldsitasat
ismertetjiik a kovetkezd fejezetekben.

4.1. Gyenge megoldas nem szimmetrikus operator esetén Hilbert-térben

Legyen H valos Hilbert-tér, és L: H D— H nem szimmetrikus, nem korlatos operator. Tekint-
siik az Lu = g operatoregyenletet! A kordbbiakhoz hasonléan szeretnénk értelmezni az egyenlet
gyenge megolddsat a g ¢ R(L) esetben. Ehhez a feladatot egy szimmetrikus S operétor energia-
terére vezetjiik vissza.

4.1. Definicié. Egy S: H D— H nem korlatos linedris operator egyenletesen pozitiv, ha
(i) szimmetrikus, azaz (Su,v) = (u,Sv), Yu,v € D(S);
(ii) 3g >0, amire (Su,u) > q||u||>, Vu <€ D(S).

4.2. Definici6. Legyen S: H D— H egyenletesen pozitiv operdtor. Az (u,v)g := (Su,v) biline-
aris forma az S-hez tartozé energia-skaldrszorzat, az S energiatere pedig Hs := [D(S), (-,") ],
ami D(S) teljessé tétele az energia-skaldrszorzattal.

4.3. Definicié. Legyen S: H D— H egyenletesen pozitiv operator. Az L: H D— H lineéris
operator S-korldtos és S-koerciv, ha

(i) D(L) C Hs, és D(L) stirdi Hg-ben;
(i) IM > 0 allando, hogy | (Lu,v) | < M|ul|s||v||s, Vu,v € D(L);
(iii) Jm > 0 dlland6, hogy (Lu,u) > m|jul|3, Vu € D(L).

4.4. Definicié. Legyen L: H D— H S-korldtos és S-koerciv. Ekkor Ly € B(Hy) az az operétor,

amelyre
(Lsu,v)g = (Lu,v), Yu,v€D(L).

4.5. Allitas. Az Lg operdtor joldefinidlt.
Bizonyitas. Legyen B: D(L) x D(L) — R, B(u,v) := (Lu,v) bilinedris forma, amely az S-

s

korlatossdg definicidja szerint folytonos a Hg-normdra nézve. Mivel D(L) siir@i Hg-ben, ez egy-
értelmiien kiterjeszthets a D(L) = Hg térre tigy, hogy B(u,v) := lim B(u,,v,), ahol (u,), (v,) C
n—soo

D(L) olyan sorozatok, amelyekre u, — u és v, — v. Megmutathatd, hogy ez a kiterjesztés foly-
tonos, megtartja az M-korlétot, és nem fiigg az (uy), (v,) sorozat megvalasztasatol.

A B bilinedris forma korldtos a Hyg térben, ezért az 1.15 korlatos formak Riesz-reprezenticidja
szerint 1étezik egyetlen olyan Lg € B(Hs) opertor, amelyre B(u,v) = (Lgsu,v)q. O

4.6. Megjegyzés.
(a) A bizonyitdsban alkalmazott slirliségi érv miatt hataratmenettel kovetkezik, hogy

[(Lsu,v)s| < Mllulls|Vlls, — (Lsu,u)s >ml|ulls,  Vu,v € Hs.
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(b) Ha R(L) C R(S), akkor
(Lsu,v)g = (Lu,v) = <SS*1Lu,v> = <S*1Lu,v>s, Vu,v € D(L).
Ekkor tehdt a D(L) sfiri altéren Lg|p(ry = S~ 'L.

4.7. Definicié. Legyen L: H D— H S-korlatos és S-koerciv. Az Lu = g egyenlet gyenge megol-
ddsa az u € Hg vektor, ha

(Lsu,v)g=(g,v), Vve&Hs.
4.8. Tétel. Bdarmely g € H esetén egyértelmiien létezik gyenge megolddsa az Lu = g egyenletnek.
Bizonyitas. Legyen B: Hg x Hs — R, B(u,v) := (Lsu,v)g, amely korldtos és koerciv a 4.6
megjegyzés (a) pontja szerint. Legyen tovabbd ¢ : Hg — R, ¢v := (g, v) korldtos linedris funk-
ciondl, ahol a ¢ korldtossdga az 1.10 tétel bizonyitdsaval analég médon az S operdtor egyenletes

pozitivitdsabol kovetkezik. A Lax—Milgram-lemmat ezekre alkalmazva 1étezik egyetlen olyan
u* € Hg, ami teljesiti a gyenge megoldas feltételét. [

4.2. KGN-moédszer az energiatérben

Legyen az L: H D— H nem szimmetrikus, nem korldtos linedris operdtor S-korldtos és S-
koerciv, és g € H tetsz6leges. Szeretnénk kozelit6leg meghatdrozni az Lu = g egyenlet gyenge
megoldasit. Ehhez a KGN-mddszert fogjuk alkalmazni az Lg operatorra az S energiaterében.

4.9. Allitas. Egyértelmiien létezik gs € Hs, hogy az Lsu = gs egyenlet megolddsa és az Lu = g
gyenge megolddsa egybeesik.

Bizonyitas. Az Lsu = gs egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha (Lgsu,v) ¢ = (gs,v)g, Vv € Hs.
Legyen ¢ : Hg — R, ¢v := (g,v) funkciondl, amely linedris a skaldrszorzat linearitdsa miatt, és
korlétos az S operator egyenletes pozitivitdsa miatt:

1
_ 2 ~ a2
3> 0: W3 > alP = |¢v!=\<g,v>!§|!gllHVH§(—J\g\l)\lvlls, W€ Hs.
N
A Riesz-féle reprezentdcios tételt alkalmazva létezik egyértelmiien gs € Hg, amire ¢v = (g,v) =
(gs,v)g, Vv € Hs. ]

4.10. Megjegyzés. Ha g € R(S), akkor (gs,v)s = (g,v) = (557 1g,v) = <S*1g,v>S teljesiil min-
den v € Hg-re, tehdt gg = S~ lg.

Az Lg operatorr6l mar megmutattuk, hogy Ls € B(Hs). Mivel ez a Hy térben koerciv is, ezért
alkalmazhat6 az 1.11 megoldhatdsagi tétel, amely garantdlja, hogy Lg bijekcid. Ez a két tulaj-

donsdga az operdtornak mar lehetdvé teszi, hogy a KGN-mddszerrel meghatarozzuk az Lgu = gg
operdtoregyenlet megoldasat a Hg térben.

* Legyen ug € Hg tetszdleges kezd6vektor, ry := Lgug — gs €s po := so = Lgro.

* Minden n € N-re, ha mar u,, py, rn, s,-t ismerjiik:

(Zn = Lspn;

= ¢ — _ lsall3,
Upt1 i= Up + Oy Pn €S Tny1 = I'n + OpZy, ahol 04, = — T

Znllg

Snt1 = Lgrn+1;

._ _ Hsn+1H§
Pnt1 = Sn+1 +Bnpn, ahol ﬁn =
. l[snlls
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Abban az esetben, ha a 4.6 megjegyzés (b) pontja szerint R(L) C R(S), akkor Ls|p ) = S7IL.
Ekkor D(L)-beli vektorok esetén z, és s, meghatdrozdsa a 3.5 fejezetben ismertetett prekon-
dicionalt médszerhez hasonl6an az S operétorral valé egyenletmegolddsra vezethetd vissza. Igy
kapjuk az Sz, = Lp,, és Ss,,+1 = L*r,,1 segédfeladatokat.

4.11. Allitas. Az L operdtor S-korldtossdgdnak és S-koercivitdsdnak definiciéjdban haszndlt m
és M dllandokra teljesiil a KGN-modszer konvergencidjdban szerepld becslés a hibavektorokra.

Bizonyitas. A 4.6 megjegyzés (a) pontjdban szerepld eredményeket felhasznélva:

() mlull§ < (Lsu,u)s < ||Lsul|s|lulls, VueHs = mllulls <|Lsuls, Vu e Hs.
(i) [(Lsu,v)sg| <Mllulls|vlls, Vu,veHs = |Lslls<M.

A kett6t egybevéve kapjuk, hogy
m|ulls < [[Lsulls < M||ulls, Vu € Hs. O

4.12. Kovetkezmény. A KGN-mddszer konvergencidja az energiatérben:

n
”rnHS <2 M . VneN.
[rolls = \M+m

4.3. A KGN-médszer alkalmazasa elliptikus peremérték-feladatokra

Tekintsiik a 2.3 fejezetben definidlt (1) nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladatot a meg-
feleld feltételek mellett:
Lu:=—div(pVu)+b-Vu = f,

I/l|aQ = 0

A 2.18 tételben megmutattuk, hogy barmely f € L?(Q) esetén létezik egyértelmiien u* € Hl (Q)
gyenge megolddsa a feladatnak. Szeretnénk kozelit6leg meghatdrozni u*-ot a KGN-mddszer
segitségével. Ehhez vdlasztunk egy megfeleld S prekondicionél6 operatort, amelyre L S-korldtos
és S-koerciv, majd az S energiaterében alkalmazzuk a kordbban ismertetett iterdcidos modszert.

Legyen H = L?*(Q),és S: H > H az anem korldtos linedris operdtor, amelyre D(S) = C?(Q)N
Cl(Q), és
Su := —Au.

4.13. Allitas. Az S operdtor egyenletesen pozitiv.

Bizonyitas. Az S szimmetrikus, mivel a Green-formulat alkalmazva:

<—Au,v)L2:/—Au-v:/Vu-VVZ/—Av~u=<u,—Av>Lz, Yu,v € D(S).
Q Q Q

Az egyenletes pozitivitishoz sziikséges g := A; > 0 dlland6t a Poincaré—Friedrichs-egyenlGt-
lenséget felhasznélva kapjuk:

(—Au,u) 2 = /Q Vul? = HMH?,(; > ql[ull72.  Vu € D(S). H

4.14. Kovetkezmény. Az S energiatere Hy = H} (Q), és az energianorma ||ul|} = (—Au,u) ;.

23



4.15. Allitas. Minden u € D(S)-re |juls = ’|”HH(;~

Bizonyitas.

July = /Q Vul2 = /Q “Au-u={—Auu) = |u|2 VueD(S). 0
4.16. Kovetkezmény. Az L operdtor S-korldtos és S-koerciv.

Bizonyitas. A 2.18 tétel bizonyitdsdban bevezetett B(u,v) bilinedris forma éppen az (Lu,v);»
skaldrszorzat, ha u,v € D(L) teljesiil és alkalmazzuk a Green-formulat. Ezért a B korldtossaga-
ndl és koercivitdsandl haszndlt konstansok jok lesznek az L S-korlatossdgahoz és S-koercivitd-
séhoz is. A bizonyitdsban a becsléseket ugyan HO1 -normdban kaptuk, de a 4.15 4llitas szerint ez
S-norméban is igaz.

(i) D(L) :=C*(Q)NCL(Q) C Hs, és D(L) siirti Hs-ben.

_1
(i) AzM :=||p|l=+A, ?||b||z= valasztdssal | (Lu,v);2 | < M|ul|s|lv

s, Vu,ve D(L).

(iii) Ha m az a szdm, amire p(x) >m >0 (m. m. x € Q), akkor (Lu,u);> > m|u|)3,
Yue D(L). O

4.17. Megjegyzés. A feladathoz tartozé gyenge megoldds, ami a 2.16 definicioban szerepel
ugyanaz, mint amit a 4.7 definiciéban altaldnosan a nem szimmetrikus, nem korlatos opera-
torokra értelmeztiink. Ennek oka, hogy a 2.18 tételben szerepld B(u,v) bilinedris format (és
hasonldan a gyenge megoldas definicidjdban szerepld feltételt) tigy valasztottuk meg, hogy bar-
mely u,v € D(L)-re B(u,v) = (Lu,v),» teljesiiljon, ezért B(u,v) = (Lsu,v)g, Yu,v € Hs.

1. Algoritmus. Altaldnos felirds.

A 4.2 fejezetben bemutatott dltaldnos iterdcids eljarast most felirhatjuk az L elliptikus ope-
ratorra az § = —A prekondicional6 operatorral a Hg = H& (Q) térben. A peremérték-feladatot
meghatdrozza az Lu = g operatoregyenlet, ahol most a feladat jeloléseinek megfeleléen g := f.

* Legyen uy € H(} () tetszbleges kezddfiiggvény, ro := Lsug — gs €s po := so = Liro.

* Minden n € N-re, ha mar uy,, p,, rn, s,-t ismerjik:

(Zn = LSPn,
, JsnllZ
Upi1 := Up~+ Oy py €S Iyy1 =1y + 04,2, ahol o, = ——
[
0
S 1= L§rni1;
||Sn+1H?.16
Pnt1 = Snt1+ Bupn, ahol B = ————.
[lsnll 71
( 0

_1
Ha m az a szdm, amire p(x) > m >0 (m. m. x € Q), és M = ||p||z>+ A, *|/b||z~, ahol A; a —A
operator legkisebb sajatértéke Q-n a homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett, akkor

lrollgy —  JalVrol? =

Il [ [ |Vral? <2(M—m
M+m

—) , VneN. 6)
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2. Algoritmus. Tesztfiiggvényes felirds a normdk és skaldrszorzatok kifejtésével.

Az algoritmusban barmely két vektor kdzott pontosan akkor 4ll fenn egyenldség, ha tetszdleges
v € H}(Q) tesztfiiggvénnyel vett skaldrszorzatuk is megegyezik a H}(Q) térben. A normé-
kat és skaldrszorzatokat a definicionak megfeleld integralképlettel atirjuk, illetve felhasznaljuk
a 4.9 dllitasban szerepl6 (gs,v) H = (g,v);2 azonossdgot és a 4.17 megjegyzésben szerepls

(Lsu,v) H = B(u,v) dsszefiiggést. Az (Liu,v) H] kiszamitasdhoz el6szor hatdrozzuk meg L*-ot.
4.18. Allitas. Minden v € D(L) esetén L*v = —div(pVv) —b - Vv.

Bizonyitas. A (4) azonossaghoz hasonl6an div(buv)-t atirjuk masik alakba, majd alkalmazzuk
a Gauss—Osztrogradszkij-tételt, mint az (5) egyenl&ségnél.

div(buv) = div(b)uv+b-V(uv) =b-V(uv) = (b-Vu)v+ (b- Vv)u

0= (buv)-v:/gdiv(buv):/Q(b-Vu)v—i-/Q(b-Vv)u.

aIQ

A kapott eredményt és a Green-formuldt felhasznalva adddik, hogy
(Lu,v) 2 = / —diV(qu)v+/ (b-Vu)y = / pVu-Vv — / (b-Vv)u= (u,L*v);». O
Q Q Q Q

Ekkor az aldbbi algoritmushoz jutunk:

* Legyen ug € H& (Q) tetszbleges kezddfiiggvény, és r, s, po olyan, amire

;

<r0,v)H(% = <L5u0,v>H(} — (gg,v>H(% , Yve H()l (Q)
& [qVro-Vv= [o(pVug-Vv+(b-Vug)v) — [ogv, Vv € H}(Q);
<S(),V>H6 = <L§ro7v>H6 , YWeHNQ)

& [oVso-Vv= [o(pVro-Vv—(b-Vro)v), YveH}(Q);

Po = So.

\

* Minden n € N-re, ha mér u,, py, rn, s,-t ismerjik:

(

<Zn,V>H(; = <Lspn,V>H(; , WeHNQ)
& oV -Vv=[o(pVpa-Vv+(b-Vp,)v), Vv € H}(Q);

- . _ __JolVsP,
Upt] = Up + OpPp €8 Ipt1 1= I'n+ QyZy, ahol 0y = — 2551
Jo |Vl
<Sn+l;V>H5 = <L§r,,+|,v>H(}, VVGH(;(Q)
& JoVsui1-Vv=[o(pVrni1 - Vv—(b-Vr)v), Ve HI(Q);

Jo|Vsnii?
= , ahol ==
\pn—i—l Sn+1 +Bnpn ano Bn fQ|VSn|2
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3. Algoritmus. Felirds erds alakban, segédfeladatok bevezetésével.

Ha R(L) C R(S) teljesiil, akkor Ls|p(;) = S~'L = (—A)~'L. Ebbél kapjuk ,.erss” alakban z,,-re
a —Az, = Lpy, és sp,1-re a —As, 11 = L*r, 4 segédfeladatokat.

Az algoritmus tehat az aldbbi alakban irhato fel:

* Legyen uy € D(L) tetszleges kezddfiiggvény. Legyen pg := sq, és rp,so megolddsa az
alabbi feladatoknak:

—Arg = Lug — g = —div(pVug) +b-Vug— g
rolga =0

—Asg = L*ry = —div(pVro) —b-Vry
solog =0

* Minden n € N-re, ha mér u,, p;, rn, s,-t ismerjik:

{—Azn = Lp, = —div(pVp,)+b-Vp,

Znloq =0
Vs, |?
Un+1 7= Un+ OpPp €S Iyl 1= Iy + 02y, ahol o = JolVan n’z;
JaVanl
_Asn+1 = L*]’n+] e —div(pvrn+1) _b . Vrn+1
Sn+1laq =0
JolVsuiil?
= , ahol ==
pras it B8R0l B = 9,

Ezzel a nem szimmetrikus elliptikus peremérték-feladat megoldasat a homogén Dirichlet-pe-
remfeltétel mellett sikeriilt visszavezetni Poisson-egyenletek megoldasara, amely az eredetinél
egyszeriibb feladat.
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5. Véges differencias megvalésitas

Szeretnénk kozelitéleg meghatarozni néhany konkrét nem szimmetrikus elliptikus peremérték-
feladat gyenge megolddsat a prekondiciondlt KGN-mddszerrel. A gyakorlatban ezt ugy lehet
megvaldsitani, hogy a végtelen dimenzids feladatot diszkretizédljuk, azaz véges dimenzidban
kozelitjiik, majd az igy kapott linedris egyenletrendszerre alkalmazzuk az iterdciés megoldasi
modszert. A feladat diszkretizdldsat véges differencidk segitségével valdsitjuk meg, melyhez a
[3] szerinti kozelitéseket haszndljuk. Ehhez készitiink szdmit6gépes programokat, melyek meg-
oldjdk a feladatot és dbrdzoljdk a megoldast, 6sszehasonlitjdk az elméleti és a gyakorlatban ta-
pasztalt konvergencia sebességét, és megvizsgdljak az iterdciok szamat tobbféle racsfinomsagra
vonatkozdan. El6szor olyan kétdimenzids peremérték-feladatokat néziink meg, ahol ismerjiik a
feladat pontos megoldasat, majd megoldunk egy egyszeri fizikai modellb6l szarmazé problé-
mat is.

5.1. Numerikus kozelités

Legyen k,l € R és k < [. Tekintsiik az Q := [k,/]> C R? négyzeten az aldbbi peremérték-
feladatot:

(7

Lu=adgu+boyu+cou+dou=f
M|aQ:0

Legyenek a,b,c,d, f: Q — R olyan fiiggvények, amelyekre teljesiilnek az (1) peremérték-
feladat (2) feltételei. Osszuk fel az Q négyzetet (n+ 1)? racspontra gy, hogy a négyzet csticsa-
itél kezdve minden szomszédos racspont kozott ugyanakkora tdvolsag legyen, azaz h := %,
és

wp = {(x;,y;): xi=k+ih, yj=k+ jh, i,j=0,1,...,n}.
5.1. Definicié. A w), = {(x;,y;): xi =k+ih, yj=k+ jh, i,j=1,...,n— 1} a felosztds bels&
pontjai, wy, \ w), pedig a felosztds perempontjai.

Jelolje u; j a megoldds kozelitS értékét a wy, szerinti felosztds (x;,y;) pontjdban.

A récspontokon szeretnénk minél jobban kozeliteni a megoldas értékét. A peremfeltétel miatt
a perempontokon azonosan nulla lesz a fiiggvényérték, mig a belsé pontokon a megoldast az
alabbi centrdlis differenciahdnyadosokkal kozelithetjiik O(h?) nagysagrendben:

Uit],j —Ui-1,j
2h

Wi j1 — Ui j—1

Oyt j o

Ox j ~

Uit),j — 2Uij+ Ui1,j
h2

Ui 1 —2u;j+uij—1
hz

Ol j = Oyt j ~

A parcidlis differencidlegyenletbe behelyettesitve a kozelitéseket tetszdleges 1 <i,j <n—1
indexekre az aldbbi Osszefiiggéseket kapjuk:

Wiyl j—2u;j+ui—1j Wi jy1— 2 j+u;j—
alxi,y;) i+1,j h;] i—1,j +b(xi,y;) ij+1 h;] i,j—1
Uit] j—Ui—1j Wi jr1— UWij—1
C(xivyj)%hl] +d(-xi7yj)% = f(xi,))
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Ezt dtrendezve minden belsé pont és a vele szomszédos négy racspont kozott a kdovetkezd kap-
csolat all fenn:

uip1,j-[2-a(xi,y;) +h-c(xi,y;)] fuiy;-[2-a(x,y;) —h-clx,y;)]+
wijji1-[2-b(xi,y;) +h-d(xi,y;)] Fuijo1-[2-b(xi,y;) —h-d(xi,y;)]+ (®)
Uijj- [_4 'a(xivyj) _4b(xl7yj)] = 2h2 f(xhyj)

Ez meghatdroz egy (n — 1)? egyenletbdl és ugyanennyi ismeretlenbdl 4116 linedris egyenletrend-
szert, aminek a matrixa ot 4tl6tdl eltekintve mindenhol nulla, amennyiben megfelel$ sorrend-
ben irjuk fel az egyenleteket. A szdmitégépes programban ez ugy lett megvaldsitva, hogy az
i, j indexekhez tartoz6 egyenleteket masodik index szerint csokkend sorrendbe €s ezen beliil
els6 index szerint novekvd sorrendbe rendeztem. Az 4tlok elemeit a (8) egyenletben szerepld
egylitthatok hatarozzdk meg.

A linedris egyenletrendszert a 3.5 fejezetben ismertetett prekondiciondlt KGN-moddszerrel old-
juk meg. A Hilbert-tér, amiben dolgozunk, az R(=1? vektortér az (u,v) = Zg}l)z u;v; skalar-
szorzattal. A prekondiciondldst a —Au = —dxu — dyyu operétorhoz tartozé S matrixszal végez-
ziik, amit ugyanigy a most ismertetett diszkretizdcidval kapunk. Kezdévektornak a nullvektort
valasztjuk. Az algoritmus akkor 4l le, ha ||r||s = \/(Sri,r;) < eps, ahol eps ~ 10~1® elegen-
dben kicsi szam. A prekondiciondldssal feltételezziik, hogy az § matrixszal hatékonyan tudjuk
megoldani az egyenletrendszereket, ezért a segédfeladatokndl a MATLAB beépitett egyenlet-
megoldojat hasznéljuk.

5.2. Tesztfeladatok

A program miikodésének ellendrzése érdekében kidolgozunk néhany tesztfeladatot, ahol ismert
a pontos megoldds, és ezzel 6ssze tudjuk vetni az algoritmusbdl kapott kdzelitd megoldast.

Ha p € C'(Q), akkor az (1) peremérték-feladat dtirhaté a kovetkezd alakba:

Lu = —div(pVu) +b-Vu = -0 (pdu) — y(pdyu) + b1 du + br0yu =
= —pAu+ (by — oyp)dxu+ (by — dyp)odyu = f

Tehat adott p(x,y) fiiggvény és b(x,y) = (b1(x,y),ba(x,y)) vektormezd esetén a (7) feladatbeli
jelolésekkel:

a(x,y) =b(x,y) := —p(x,y)
c(x,y) == bi(x,y) = dep(x,y)
d(x,y) = ba(x,y) — dyp(x,y)
5.2. Példa. Tekintsiik a szokdsos peremérték-feladatot az Q = [0, 1]? négyzeten az al4bbi fiigg-
vényekkel:
2.2

X +y 1 1
:1 = —_—.—X— —
plx,y) =1+ 5 b(x,y) (y 5 X 2)

Legyen f(x,y) olyan, hogy a feladat megolddsa u(x,y) = x(1 —x)y(1 —y) legyen.
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A megadott p fiiggvény parcidlis derivéltjai dyp = x és dyp =y, ezért ezekkel a fiiggvényekkel
a kovetkez6 differencidlegyenlethez jutunk:

2,2 1 1
Lu:—<1+x -;y )Au+(—x+y—§) ax”'i'(—X—y—E) dyu=f

A példaban szerepld fiiggvényekre teljesiilnek a (2) feltételek. Konnyen lathatd, hogy ||p||r= =
2,ésm = 1-re p(x,y) > m >0 minden (x,y) € Q esetén. Emellett b folytonosan differencidlhaté
és divb = 0. Tudjuk, hogy barmely f € L?(Q) fiiggvényhez létezik egyetlen gyenge megoldasa
a feladatnak. Legyen a feladat (gyenge) megolddsa

u(x,y) =x(1=x)y(1-y).
5.3. Allitas. A megadott u(x,y) fiiggvényre teljesiil, hogy u € H}(Q).

Bizonyitas. Ha x =0, x =1, y = 0 vagy y = 1, akkor u(x,y) = 0, ezért uj9q = 0. Mivel u €
C'(Q), ezért u és parcidlis derivaltjai négyzetesen integralhatdk, vagyis L?(Q)-beliek. O

Hatdrozzuk meg u els6- és masodrendd parcidlis derivaltjait!
o = (1—=2x)y(1—y) oy = (1—2y)x(1 —x)
Ot = —2y(1—y) Iyt = —2x(1 —x)

Ezeket a differencidlegyenletbe behelyettesitve megkapjuk a kivant f(x,y) fliggvényt:

X2 —I—y2

flr) == (14555 ) 2009 =21 -0+ (x5 ) (1= 2051 )+

N (—x—y— %) (1—2y)x(1 -).

7
RIS BERAT
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i

1. dbra. Az 5.2 példa numerikus megolddsa n = 25, 50, 100 racsfinomsdg mellett.
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n 5 10 25 50 100 200 400
lell || 2.08e-17 | 4.16e-17 | 9.02e-17 | 1.67e-16 | 1.73e-16 | 4.79e-16 | 7.22e-16
h? 0.04 0.01 0.0016 4e-04 le-04 2.5e-05 6.25e-06

1. tdbldzat. A numerikus és pontos megoldds kozti legnagyobb eltérés a racspontokon (||e]|«) és
h? értéke kiilonboz6 n-ekre az 5.2 példaban.

5.4. Példa. Tekintsiik a szokdsos peremérték-feladatot az Q = [0, 1]? négyzeten az alébbi fiigg-
vényekkel:

2 2
X“+y
p(x,y) =1+ R

b(x,y) = (1,1)

Legyen f(x,y) olyan, hogy a feladat megolddsa u(x,y) = sin(7x) sin(7y) legyen.

A példdban szerepld fliggvények most az alabbi differencidlegyenletet hatdrozzak meg:

x2 +y2

Lu:—(1+ >Au+(1—x)8xu+(1—y)9yu=f

Mivel az el6z8 példdhoz képest p viéltozatlan, igy most hasonléan m = 1 és ||p||r~- = 2. A
b vektormez6 konstans, ezért teljesiilnek ra a sziikséges feltételek. Legyen a feladat (gyenge)
megoldasa

u(x,y) = sin(7mx) sin(my).

Az 5.3 dllitdsban szerepld megfontoldsokhoz hasonléan u € H(} (Q). Hatdrozzuk meg u elsG- és
masodrend(i parcidlis derivaltjait!

dyu = mcos(mx) sin(my) dyu = msin(mx) cos(7y)

Ot = — 1% sin(7x) sin(7ry) dyyu = —m*sin(7x) sin(7y)

Ezeket a differencidlegyenletbe behelyettesitve megkapjuk a kivant f(x,y) fiiggvényt:

x2 _|_y2

flx,y)=— (1 + ) (=272 sin(7x) sin(y)) + (1 —x) wcos(7x) sin(7y)+

+(1 —y)msin(mwx) cos(my).

Az 1. és 2. tdblazat adatai azt mutatjik, hogy a véges differencids kozelités jol milikodik ezekre a
tesztfeladatokra. Az 1. tdbldzat arra enged kovetkeztetni, hogy az 5.2 példa polinom-megoldasat
a felosztds finomsagatdl fiiggetleniil nagy pontossdggal meg tudjuk kozeliteni a racspontokon,
mig a 2. tdbldzat szerint az 5.4 példa kozelitd megolddsa a vart O(hz) nagysagrendd hibat mu-
tatja.
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n=25 n=50 n=100

LSS
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O
U O
/%f!':'o’o:o‘o‘o\‘\\‘{\\\\\

2. dbra. Az 5.4 példa numerikus megolddsa n = 25, 50, 100 racsfinomsag mellett.

n 5 10 25 50 100 200 400
lel]l«~ || 0.0321 | 0.00856 | 0.00137 | 3.41e-04 | 8.54e-05 | 2.13e-05 | 5.34e-06
h? 0.04 0.01 0.0016 4e-04 le-04 2.5e-05 6.25e-06

2. tablazat. A numerikus és pontos megoldds kozti legnagyobb eltérés a racspontokon (||e||«) és
h? értéke kiilonbozs n-ekre az 5.4 példdban.

5.3. A konvergencia vizsgalata

Meg szeretnénk vizsgdlni, hogy a tesztfeladatok megoldasa sordn a prekondiciondlt KGN-
moédszerben az ||r;||s valodi értéke és a (6)-ban kapott elméleti felsd korlat hogyan viszonyul
egymdashoz. Megnézziik azt is, hogy ez kiilonboz0 racsfelosztasok mellett hogyan véltozik.

5.5. Allitas. Legyen Q = [0,a] x [0,b] téglalap adott a és b paraméterekkel. Ezen a tartomd-
nyon a —A operdtor sajdtértékei a homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett:

2 2
n° m
ln,m = 7[2 (a—2 + ﬁ) , Vn,m € N+.
5.6. Kovetkezmény. A —A operdtor legkisebb sajdtértéke az Q = [0,1]% négyzeten:

ll = 1171 = 277.72.

Az 5.2 és 5.4 példikban szerepld p(x,y) fiiggvényre teljesiil, hogy barmely (x,y) € Q esetén
1 < p(x,y) <2,ezértm=16s ||p||~ =2.

Szamitsuk ki az 5.2 példdban ||b||z=-t és a konvergencidhoz tartozé M édllandét!

1\? 1\? 1 9 V10

bllje = _ _ oy — — I

= o (=) (1) )
1 V10 V5
M = et A 2|bllje =24+~ =24 ¥
Hp“L + 1 ” ”L +2\/§7’E +27'L'
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Ezekkel az allandokkal a (6) szerinti becslés:

. M—m\" 1+ 2w +/5
Iralls (—m> ~2 ~2 2m V3 ~2-(0.4040)" = K", WneN.
lI7olls M+m \2/_7; 67 ++/5

Végezziik el ugyanezt a szaimolést az 5.4 példaban szerepld fiiggvényekre is!

b= = VI 12 =2

_1 \/i 1
M= o+A ?|bllfx =2+ —7=2+—
IPllee+ A7 2 bl =2+ = =24

Ezekkel az dllanddkkal a (6) szerinti becslés:

M— n 1_|_l " 1 n
e 2] -2(551) -2 (R = o e
T

Vezessiikk be a t; = N:’ |||‘ ésq; = Hﬂft'ﬁs = t_ _ jeloléseket. Ezeket a szamokat az 5.2 példa nume-

rikus megolddsa sordn a 3. tdblazat, az 5.4 pelda esetén pedig az 5. tdblazat szemlélteti. Megfi-
gyelhetd, hogy a t; hdnyadosok a fentebbi becsléseknek megfeleléen végig a K; felso korlat alatt
maradnak, és a 4. és 6. tdblazat szerint az egymast koveto6 rezidudlis hibavektorok S-norméjanak

ardnya nagyobb racsfinomsiagok esetén kozel keriil az % +m ~ (0.4 szdmhoz.

A tablazatok adatai azt mutatjak, hogy a racsfelosztas finomitdsaval az iterdcié hasonléan megy
végbe, és nagy racsfinomsigok esetén a konvergencidt meghatdroz6 szamok kozel keriilnek
egymdshoz, nem mutatnak jelentSs eltérést. A 3. és 4. dbra szerint az iterdciok szdma eleinte
gyorsan novekszik, majd egy ponton tul a felosztds finomitasdval az algoritmus 1épésszdma mér
nem nd szdmottevden. Mindez azt igazolja, hogy a konvergencia rdcsfiiggetlen, azaz a konver-
gencia hdnyadosa korldtos marad a diszkretizdcié finomitdsa sordn, €s az elméleti eredmények
jol jellemzik az iterdciés mddszer aszimptotikus viselkedését.
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3. dbra. Az algoritmus Iépésszama az 5.2 példaban kiilonb6z6 n-ekre.

; Kl.(l) n=25 n =50 n =100
li qi li qi li qi
1 || 0.808 0.228 0.228 || 0.229 0.229 || 0.229 0.229
2 || 0.326 0.0630 0.276 || 0.0633 0.277 || 0.0633 0.277
3 | 0.132 0.0186 0.295 || 0.0188 0.297 || 0.0188 0.297
4 || 0.0533 0.00570 | 0.306 || 0.00577 | 0.308 || 0.00579 | 0.308
5 || 0.0215 0.00177 | 0.311 || 0.00181 | 0.314 || 0.00182 | 0.314
6 || 0.00870 || 0.000558 | 0.315 || 0.000576 | 0.318 || 0.000580 | 0.319
7 1| 0.00351 || 0.000176 | 0.316 || 0.000185 | 0.320 {| 0.000187 | 0.321
8 |1 0.00142 || 5.58e-05 | 0.316 || 5.95¢-05 | 0.322 || 6.04e-05 | 0.324
9 || 0.000573 || 1.76e-05 | 0.315 || 1.93e-05 | 0.323 || 1.96e-05 | 0.325
10 || 0.000232 || 5.53e-06 | 0.314 || 6.25¢-06 | 0.324 || 6.40e-06 | 0.326

3. tablazat. Az 5.2 példaban az els6 tiz iterdcids 1épés sordn tapasztalt szamok (¢;, ¢;) és az

elméleti felsd korldt (K'") n =25, 50, 100 racsfinomsag mellett,

200

n 5 10 25 50 100 200 400
q 0.139 0.246 0.300 0.313 0.321 0.323 0.324
D(q) || 0.0817 | 0.0315 | 0.0178 | 0.0181 | 0.0191 | 0.0196 | 0.0198

4. téblazat. Az algoritmus futdsa sordn tapasztalt ¢; szdmok dtlaga (g) és szérasa (D(q)) az 5.2

példaban kiilonb6z6 racsfinomsagokra.
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4. dbra. Az algoritmus 1épésszama az 5.4 példaban kiilonb6z6 n-ekre.

; Kl.(z) n=25 n =50 n =100
li qi li qi li qi
1 ]| 0.795 0.215 0.215 || 0.215 0.215 || 0.216 0.216
2 || 0316 0.0564 0.262 || 0.0565 0.262 || 0.0565 0.262
3 || 0.125 0.0162 0.288 || 0.0163 0.288 || 0.0163 0.289
4 || 0.0498 0.00487 | 0.300 || 0.00491 | 0.301 || 0.00492 | 0.302
5 || 0.0198 0.00150 | 0.308 || 0.00152 | 0.310 || 0.00153 | 0.310
6 || 0.00787 || 0.000469 | 0.312 || 0.000480 | 0.315 || 0.000482 | 0.316
7 |/ 0.00313 || 0.000148 | 0.315 || 0.000153 | 0.319 || 0.000154 | 0.319
8 || 0.00124 || 4.66e-05 | 0.316 || 4.91e-05 | 0.321 || 4.96e-05 | 0.322
9 || 0.000493 || 1.47e-05 | 0.316 || 1.58e-05 | 0.323 || 1.61e-05 | 0.324
10 || 0.000196 || 4.64e-06 | 0.315 || 5.13e-06 | 0.324 || 5.23e-06 | 0.325

5. tablazat. Az 5.4 példaban az els6 tiz iterdcids 1épés sordn tapasztalt szamok (¢;, ¢;) és az

elméleti felsd korldt (K'>)) n = 25, 50, 100 racsfinomsag mellett,

200

n 5 10 25 50 100 200 400
q 0.160 0.230 0.295 0.312 0.319 0.322 0.323
D(g) || 0.0816 | 0.0401 | 0.0194 | 0.0205 | 0.0218 | 0.0224 | 0.0224

6. tablazat. Az algoritmus futdsa sordn tapasztalt ¢; szamok atlaga () és szérdsa (D(q)) az 5.4

példaban kiilonb6z6 racsfinomsagokra.
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5.4. Egy fizikai modell

Megoldjuk az [1] konyv 6.1.4 példajat.

Legyen Q = [—1,1]?, és tekintsiik azt a peremérték-feladatot, hogy

1 2 2
—%Au—i—Zy(l —x7)dxu —2x(1 —y*)dyu = 0.

Az ennek megfelel§ fuggvények: p(x,y) = %, b(x,y) = (2y(1 —x?), —2x(1—y?)), f(x,y) = 0.

A feladathoz tartoz6 Dirichlet-peremfeltéte]l most nem homogén: a négyzet harom oldalan nulla,
a negyedik oldalon u(1,y) = 1 barmely y € [—1, 1]-re.

Ez a feladat egy iireg (pl. kétrétegii liveg belseje) hdmérséklet-eloszldsdnak egyszerli modell-
je, ahol az egyik kiils6 fal melegebb a tobbihez képest. A b vektormezd egy forgd dramlést
hatdroz meg. Mivel a megadott konvekcid-diffizids egyenletben ||p||z~ nagyon kKicsi, ezért a
folyamatban a konvekcié domindl, mig a diffiizi6 csak kis mértékben jelentkezik.

Az inhomogén Dirichlet-peremfeltétel miatt a numerikus kozelités annyiban valtozik, hogy a
megoldandé linedris egyenletrendszer jobb oldaldn az f fiiggvény értékeit modositani kell a
peremfeltételnek megfelelden. A homogén esetnél ezzel azért nem kellett foglalkozni, mert a
perempontokon azonosan nulla volt a fiiggvényérték, most viszont a (8) egyenletben szerepld
nem nulla perempontokat tartalmazé tagokat ki kell vonni az egyenlet jobb oldalabdl. Az igy
kapott egyenletrendszert az eddigiekkel megegyezé mdédon a prekondicionalt KGN-mddszerrel
oldjuk meg.

n =100

Numerikus megoldas
e 2 o o o o o
w Eey o [=2] ~ [=2] <=} -

o
N

0.1

5. abra. A fizikai modell numerikus megoldasa n = 100 racsfinomsag mellett.
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6. Fiiggelék

6.1. Program. Az 5.2 és 5.4 tesztfeladatok numerikus megoldadsa véges differencias diszkreti-
zacioval és prekondiciondlt KGN-modszerrel, majd a megoldds dbrazolasa (1. és 2. abra).

function [iter , fact, diff, h] = fdm(n, show)
9 n: racsfinomsdg; show: dbrdzolja—-e a megolddast. fdm (100, true)

%% A megfelelo fiiggvények beallitasa
% axu_xX + bxu_yy 4+ cxu_x + dxu_y = f; sol: pontos megoldds

Y% ————————— 5.2 példa ————————-

% a0 = @x,y) —(1 + (x"2 + y"2)/2);

% b0 = @x,y) —(1 + (x*2 + y"2)/2);

% c0 = @x,y) (y—-(1/2)-x);

% d0 = @(x,y) (-x-=(1/2)-y);

% f0 = @(x,y) —(1 4+ (x*2 + y"2)/2) #((=2)sxx(1=x)+(=2)*xy=x(l=y))+(y
—0.5-x)#(1=-2%x) ...

% ya(l=y)+(=x=0.5-y) (1 =2%y)sxx=(1-x);

% sol0 = @x,y) xx(1-x)*y=*(l-y);

Y% ————————— 5.4 példa —————————

a0 = @(x,y) —(1 + (x"2 + y*2)/2);

b0 = @x,y) —(1 + (x"2 + y*2)/2);

c0 = @x,y) 1-x;

d0 = @kx,y) 1-y;

fo = @x,y) —(1 + (x"2 + y*2)/2)*(-2%pi2«sin(pi*x)*sin(pixy)) + ..

(1-x)*(pixcos(pixx)xsin(pi*xy)) + (l-y)s*(piskcos(pi*xy)*sin(pi*x));

sol0 = @(x,y) sin(pi*x)ssin(pi*y);

%% Elemenkénti kiértékelés beallitasa
a = @x,y) arrayfun(a0,x,y);

b = @(x,y) arrayfun(b0,x,y);

¢c = @x,y) arrayfun(c0,x,y);

d = @x,y) arrayfun(d0,x,y);

@(x,y) arrayfun(f0,x,y);

sol = @(x,y) arrayfun(sol0,x,y);

—
I

%% A racsfinomsag és a [k,1]*2 tartomany beallitasa

% n = 200;
k = 0;

1 = 1;

h = (I-k) / n;
row = n—1;

%% Az (X,Y) racspontok létrehozasa

x = linspace(k, 1, n+l);
X = x(2:end-1);

X = repmat(x, 1, row) ';
Y_a = repmat(x, row, 1);
Y = flip(Y_a(:));
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%% A matrix atléoinak létrehozasa vektorként
B = f(X, Y);
main_diag = —4=xa(X, Y) — 4xb(X, Y);
up_diag_1 2%a(X, Y) + hxc(X, Y);
up_diag_1 up_diag_1(l:end-1);
for i=row:row:((row”"2)-1)

up_diag_1(i)=0;

end

up_diag_2 = 2%b(X, Y) - hxd(X, Y);
up_diag_2 = up_diag_2(l:end-row);
low_diag_1 = 2xa(X, Y) — h=c(X, Y);

low_diag_1 = low_diag_1(2:end);
for i=row:row:((row”"2)-1)
low_diag_1(i)=0;

end
low_diag_2 = 2%b(X, Y) + h=d(X, Y);
low_diag_2 = low_diag_2(row+1l:end);

%% Az atlokat egy ritka matrixba rendezziik

= sparse (row”"2, row”"2);

= spdiags ([[low_diag_1;0] main_diag [O;up_diag_1]], -1:1, A);
spdiags (low_diag_2, —-row, A);

= spdiags ([(l:row) ';up_diag_2], row, A);

= 1/(2%(h"2)) = A;

D>D>D>D>D>
[

%% Megoldjuk az Au=B linearis egyenletrendszert
[u, iter , V] = precgn(A, B);
fact = V(:,4);

%% Abrazoljuk a megoldast, ha show = true
[XX,YY] = meshgrid([k x 1],[1 flip(x) k]);
res = reshape(u, [row row]) ';
77 = zeros (row+2);
7Z7Z.(2:row+1, 2:row+1) = res;
sol_val = sol (XX,YY);
diff = max(max(abs(ZZ-sol_val)));
disp ("Legnagyobb eltérés: " + diff)
disp("h”2: " 4+ h~"2)
if show

figure

subplot(1,2,1)

surf (XX, YY, Z7Z);

view (3) ;

xlabel ('x")

ylabel ('y")

zlabel ( 'Numerikus megoldds ")

% zlim ([0 1])

title ("n = " + n)
end
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6.2. Program. A prekondiciondlt KGN-mddszer algoritmusa, és tablazat készitése az algorit-
mus futasardl (3. és 5. tablazat).

function [u, counter, V] = precgn(A, b)
%% Prekondicionalé matrix

d = size(A, 1);

S = gen(round (d”~0.5)+1);

%% Kezdovektorok, segédvaltozok

u = zeros(d, 1);

r = S\(Axu-b);

s = S\(A'xr1);

p=5;

rO_s = dot(S*r, r)”0.5;

counter = 1; % Lépésszam

V = zeros(1.,4); % Tablazat

% q = 0.4040; % Elméleti konvergencia az 5.2 példdban
q = 0.3973; % Elméleti konvergencia az 5.4 példaban

%% Iteracio
while dot(Sxr, r)”*0.5 > eps
z = S\(Axp);
alpha = (-1) % dot(Sx%s, s) / dot(Sxz, z);

u =u + alpha * p;
r_p =r;
r = r + alpha % z;
S_p = S;
s = S\(A'sr);
beta = dot(Sxs, s) / dot(Sxs_p, s_p);
p = s + beta * p;
V(counter ,1) = counter;
V(counter ,2) = (dot(S=xr, r)~0.5) / r0_s;
V(counter ,3) = 2=x(q”counter);
V(counter ,4) = (dot(Sxr, r)”*0.5) / (dot(S*r_p, r_p)"0.5);
counter = counter + 1;
end
counter = counter - 1;

T = array2table (V,..
"VariableNames ',{ "iter
disp (T);

1

, ' Ilr_nlls', 'bound', 'ratio '});
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6.3. Program. Az S prekondiciondlé matrix létrehozésa.

function A = gen(n)

%% A megfelelo fiiggvények beallitasa
a0 = @x,y) -1;

b0 = @x,y) -1;

c0 = @x,y) O;

d0 = @x,y) O;

%% Elemenkénti kiértékelés beallitasa

a = @x,y) arrayfun(a0,x,y);
b = @(x,y) arrayfun(b0,x,y);
¢c = @x,y) arrayfun(c0,x,y);
d = @x,y) arrayfun(d0,x,y);

%% A racsfinomsag és a [k,1]"2 tartomany beallitasa
k = 0;

1 = 1;

h = (1-k) / n;

row = n—1;

%% Az (X,Y) racspontok létrehozasa

x = linspace(k, 1, n+l);
X = x(2:end-1);

X = repmat(x, 1, row) ';
Y_a = repmat(x, row, 1);
Y = flip(Y_a(:));

%% A matrix atléinak létrehozasa vektorként
main_diag = —4%a(X, Y) - 4%b(X, Y);
up_diag_1 = 2xa(X, Y) + hxc(X, Y);
up_diag_1 = up_diag_1(l:end-1);
for i=row:row:((row”"2)-1)

up_diag_1(i)=0;

end

up_diag_2 = 2«b(X, Y) - hxd(X, Y);
up_diag_2 = up_diag_2(l:end-row);
low_diag_1 = 2xa(X, Y) — hxc(X, Y);

low_diag_1 = low_diag_1(2:end);
for i=row:row:((row”2)-1)
low_diag_1(i)=0;

end
low_diag_2 = 2%b(X, Y) + h=d(X, Y);
low_diag_2 = low_diag_2(row+1l:end);

%% Az atlokat egy ritka matrixba rendezziik

= sparse (row”"2, row”"2);

= spdiags ([[low_diag_1;0] main_diag [O;up_diag_1]], -1:1, A);
spdiags (low_diag_2, —-row, A);

= spdiags ([(l:row) '";up_diag_2], row, A);

= 1/(2%(h"2)) = A;

> > >
[
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6.4. Program. Grafikon készitése az iteraciok szamarol (3. és 4. dbra).

X = [3:10, 10:5:100, 100:10:200];

Y = X;
counter = 1;
for 1 =X
[num, fact, diff, h] = fdm(i, false);
Y(counter) = num;
counter = counter + 1;
disp (i)
end

scatter (X,Y,150," filled ")
xlabel ("A rdcsfelosztds finomsdga (n)")
ylabel ("Iterdciés Iépések szdma")

6.5. Program. Tabldzat készitése a rezidudlis hibavektorok norméjanak atlagos csokkenésérol
(4. és 6. tablazat).

X =[5, 10, 25, 50, 100, 200, 400];
Y = X;
Z = X;
counter = 1;
for 1 = X
[num, fact, diff, h] = fdm(i, false);
Y(counter) = mean(fact);
Z(counter) = std(fact);
counter = counter + 1;
disp (i)
end
T = array2table ([ X' Y' Z'],..
"VariableNames ',{ 'n', 'mean', 'std '});
disp(T);

6.6. Program. Tabldzat készitése a véges differencids kozelités hibdjardl (1. és 2. tablazat).

X =[5, 10, 25, 50, 100, 200, 400];
Y = X;

Z = X;

counter = 1;

for 1 = X

[num, fact, diff, h] = fdm(i, false);
Y(counter) = diff;
Z(counter) = h”"2;
counter = counter + 1;
disp (1)
end
T = array2table ([X' Y' Z'],..
'"VariableNames ',{ 'n', 'max_diff ', '"h"2"'});
disp (T);
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6.7. Program. A fizikai modell numerikus megoldésa (5. dbra).

a0 = @(x,y) -—-1/200;

b0 = @x,y) -1/200;

c) = @x,y) 2xyx(1-x72);
d0 = @x,y) —2xx%(1-y”"2);
f0 = @x,y) O;

upd = @(x,y) 0;

down0) = @(x,y) O;

left0 = @(x,y) O;

right0 = @x,y) 1;

%% Elemenkénti kiértékelés beallitasa
= @(x,y) arrayfun(a0,x,y);

= @(x,y) arrayfun(b0,x,y);

= @(x,y) arrayfun(cO,x,y);

= @(x,y) arrayfun(dO0,x,y);

= @(x,y) arrayfun(f0,x,y);

up = @x,y) arrayfun (up0,x,y);

down = @(x,y) arrayfun (downO,x,y):;
left = @(x,y) arrayfun(leftO ,x,y);
right = @(x,y) arrayfun(right0 ,x,y);

- a0 O

%% A racsfinomsag és a [k,1]*2 tartomany beallitasa
n = 100;

k = -1;

1 = 1;

h = (1-k) / n;

row = n-—1;

%% Az (X,Y) racspontok létrehozasa
x = linspace(k, 1, n+1);

X x(2:end-1);

X = repmat(x, 1, row)';

Y_a = repmat(x, row, 1);

Y = flip(Y_a(:));

%% A matrix atléinak létrehozasa vektorként
B = 2x(h"2)xf (X, Y);
main_diag = —-4xa(X, Y) - 4xb(X, Y);
up_diag_1 2%a(X, Y) + hxc(X, Y);
up_diag_1 up_diag_1(l:end-1);
for i=row:row:((row”"2)-1)

up_diag_1(i)=0;

end

up_diag_2 = 2%b(X, Y) - hxd(X, Y);

up_diag_2 = up_diag_2(l:end-row);

low_diag_1 2%a(X, Y) - hxc(X, Y);

low_diag_1 = low_diag_1(2:end);

for i=row:row:((row”2)-1)
low_diag_1(i)=0;

end
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2#b(X, Y) + hxd(X, Y);
low_diag_2(row+1:end);

low_diag_2
low_diag_2

%% Az atlokat egy ritka matrixba rendezziik

= sparse (row”"2, row”"2);

spdiags ([[low_diag_1;0] main_diag [O;up_diag_1]], -1:1, A);
spdiags (low_diag_2, —-row, A);

= spdiags ([(1l:row) '";up_diag_2], row, A);

= 1/(2%x(h"2)) = A;

> > > >
[

%% Médositjuk a B vektort a peremfeltételek szerint
for i=1:row

B(i) = B(i) = (2«b(X(i), Y(i)) + hxd(X(i), Y(i)))=up(X(i), 1);
end
for 1i=((row”2)-row+1):(row”2)

B(i) = B(i) — (2%b(X(i), Y(i)) — h*d(X(i), Y(i)))*down(X(i), k);
end
for i=row:row:(row”"2)

B(i) = B(i) = (2«a(X(i), Y(i)) + hsxc(X(i), Y(i)))=*right(l, Y(i));
end
for 1i=1:row:(row”2)

B(i) = B(i) — (2%a(X(i), Y(i)) — hxc(X(i), Y(i)))=xleft(k, Y(i));
end
B = 1/(2%x(h"2)) = B;

%% Megoldjuk az Au=B linearis egyenletrendszert
[u, iter , V] = precgn(A, B);

%% Abrazoljuk a megoldast

[XX,YY] = meshgrid([k x 1],[1 flip(x) k]);
res = reshape(u, [row row]) ';
77 = zeros(row+2);

ZZ(2:row+1, 2:row+1) = res;

up_val = up(XX,YY);

down_val = down(XX,YY);

left_val = left (XX,YY);

right_val = right (XX,YY);

7Z7(1, l:end) = up_val(l, 1l:end);

ZZ(row+2, l:end) = down_val(row+2, l:end);
Z7Z(1:end, row+2) = right_val(l:end, row+2);
ZZ(l:end, 1) = left_val(l:end, 1);

figure

subplot(1,2,1)

surf (XX, YY, 7Z7);

xlabel ("x");

ylabel ("y");

zlabel ("Numerikus megoldéds") ;
view (3) ;

title ("n = " + n);
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