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Bevezetés

A perkolacioelmélet kiemelked6 eszkozként jelent meg a komplex hélézatok és fazisatmenetek
tanulmanyozéasaban kiilonbozé teriileteken. Itt atfogd bevezetést nyujtunk a perkolacidel-

méletbe, alkalmazasaiba és a szakdolgozat céljaiba.

A perkolacidelmélet, mint a kapcsoldodasok tanulmanyozasara szolgaldé matematikai modell,
alkalmazasokat talalt a fizikdban, matematikaban, szamitastechnikaban és egyéb teriilete-
ken is. A modell eredete visszavezethetd [3[Simon R. Broadbent és John M. Hammersley
1957-ben végzett uttoro munkajahoz, ahol akkori alkalmazasa az anyagok porozitasanak és
ateresztOképességének vizsgalata volt. Ez a munka alapozta meg a késébbi kutatasokat a

tertleten.

A perkolaciéelmélet hasznosnak bizonyult szamos jelenség megértésében. Az informatika-
ban példaul a perkolacidelmélet hasznaljak hélozatok tervezésére és optimalizalasara. Az
epidemiologiaban a fert6z6 betegségek terjedésének modellezésére alkalmazzak, hogy meg-
értsék azok terjedési mechanizmusait és hatékonysagat. Az ckoldgiaban a perkolacidelmélet
segitségével vizsgalhatjuk a fajok terjedését és elterjedését és az infrastruktira haldzatok
elemzésében segitséget nyujthat a kozlekedési hélézatok vagy az energiaellaté rendszerek
hatékonysaganak és stabilitasanak vizsgalatdban. Ezen alkalmazasok is mutathatjak a per-

kolacidelmélet sokoldalisagat és gyakorlati jelentoségét kiilonboz6 szakteriileteken.

A perkolacidéelmélet fejlédése szamos kiemelkedd kutatét vonzott, emlitésre méltd személyek
kozé tartozik John W. Essam, akinek a 70-es években végzett munkdja jelentés mérték-

ben hozzajarult a perkolaciés atmenetek megértéséhez. [1]Aizenman és Barsky 1987-ben
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megjelent hatdsos munkdja tovabbi ismereteket nyujtott a perkolaciés rendszerek kritikus

jelenségeirol.

Az 1990-es évektdl kezdve és azutan olyan kutaték, mint Olle Haggstrom és Geoffrey Grim-
mett jelentés hozzajarulasokat tettek a perkolacidelmélethez. Munkdjuk elmélyitette a kri-
tikus pontbeli viselkedés, a skaldzasi elmélet és a perkolacios modellek tulajdonsidgainak

megértését.

A perkolacioelmélet tovabbra is fejlodik, a legtijabb hozzajarulasok pedig elismerést valtottak
ki. A 2000-es évektdl kezdve Hugo Duminil-Copin munkaja jelentés attoréseket hozott a
perkolacidelméletben, kiilonésen a tobbdimenzids rendszerekben. Az eredményei a Fields-

éremmel koronazodtak meg 2022-ben.

Ezen szakdolgozat f6 célja az (bond) élperkolacié tanulmanyozésa a Z* négyzetracsban, ab-
ban tgynevezett kritikus val6szintliségének vizsgalata a Seymour-Welsh médszert és a Harris-
Kesten tételeket felhasznédlva. A [2], Perkolacié” cimii kényvet, melyet Béla Bollobas és Oliver
Riordan irt, f6 referenciaforrasként kovetve atfogd megértést szeretnénk nytujtani az élperko-

laciorol és annak alapveto tulajdonsagairol.



1. fejezet

Alapveto fogalmak

Ebben a fejezetben a perkolaciéelméletet alapfogalmait véletlen grafokon, azon beliil is a Z>

racson fogjuk elemezni.

1.1. Definicidk

Egy G grafot annak csticsaival V' és éleivel F adunk meg G = (V| E). Az elkovetkezend6kben
ez a négyzetracs lesz, melyben V = Z? a sik egész pontjai és élei pedig az azon Osszekotd

szakaszok, melyekre Vu,v € Z? : lu — v| = 1.

Ha a véletlen grafot cstuicsok kivalasztasaval kaptuk meg, akkor csticsperkolaciordl, ha az
élek kivalasztasaval, akkor élperkolaciordl beszéliink. A kivalasztott csticsokat vagy éleket

nyitottnak nevezziik, a nem kivalasztottakat pedig zartaknak.

Az élperkolacioban a graf egy nyitott részgrafjan a nyitott éleket és altaluk lefogott csticso-
kat értjiik. Cstcsperkolacio esetén hasonléan definidlhatjuk. Nevezziik ezen nyilt részgraf

Osszefiiggd komponenseit klasztereknek.

Egy adott G alapgraf esetén ha az éleket ugyanazon p valdszintiséggel valasztjuk ki egymastol
fiiggetlentil, akkor azt Bernoulli perkolaciénak hivjuk. Ez egy valészintiségi mértéket gene-

ral a G részgrafjain. Elperkolacié esetén ezt az angol terminolégidhoz hasonléan ]Pbap—vel,
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cstesperkolacio esetén pedig Pg; -vel jelolom. Ezen jelolésekben a site és bond percolation
van elrejtve. Ha IE"bG’p—ben G vagy b és s nincs megjelolve, akkor azt az elkévetkezendokben

Z*-ben élperkolacionak P, := P, | kell érteni.

Egy nyitott dton egy utat értiink a graf nyitott részgrafjadban, x és y cstcsok esetén az
{z — y} vagy * — y esemény alatt azt értjiikk, hogy van nyitott ut z-bdl y-ba. Ekkor a
P(x — y) ennek a valészintisége a megfeleld valészintiségi mértékkel. Azt az eseményt, hogy

az x csicsbol indul egy végtelen hosszu ut, {z — oo} vagy {x —} mddon jeloljik.

Legyen C, az x-b6l nyilt éleken elérhetd csticsok halmaza, azaz C, = {y € Z*> : © — y}.
Mivel lokalisan véges grafokkal foglalkozunk, ezért C, csak akkor lehet végtelen, ha {z — oo}

fennall.

Felmertlhet a kérdés, hogy vajon az origd, vagy akar egy tetszoleges pont része egy végtelen
nagy komponensnek. Ezt az esemény fogjuk perkolacionak hivni, vagy azt mondjuk, hogy a

rendszer ekkor perkolal.

Legyen 0,(p) annak a val6szintisége, hogy C, végtelen nagy, tehat 0,(p) = P(x — o0) =
b o , , , ;s ’ ’ , /1
P, (|C.| = 00) Ha két cstics, x és y egymdstol d tavolsagra van akkor értelemszertien 0, (p) >

dey(p), ezért minden csicsra vagy 0,(p) = 0 vagy 0,(p) > 0. Ezenkiviil legyen 0(p) = 0y(p)

Ertelemszertien, ha p = 1 vagy p = 0 akkor O(p) trividlisan 0 vagy 1. Ezekbdl lathato, hogy
0.(p) a p-ben névé figgvény, tehéat létezik egy (Hammersley tiszteletére) 0 < py < 1-val
jelolt kritikus valészintiség: ha py < p akkor 6,(p) > 0, ha py > p akkor 6,(p) = 0.

Kolmogorov 0 — 1 torvényébdl lathatd, hogy annak a valdszintisége, hogy a grafban van
végtelen Ut nem fiigg barmely véges részhalmazatol igy ha p < py, akkor 6(p) = 0 és ha

pu < p, akkor ez a valdszintiség 0(p) = 1.

1.2. Harris egyenlotlenség

« /ey

Visszatérve a mérték definicidjara, pontositsuk azt egy kicsit. Egy G grafban, melynek

élhalmaza FE, egy élkonfiguracié az w : E — {0,1}, e — w, fiiggvény. Legyen Q = {0,1}¥
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az élkonfiguraciok halmaza, ekkor egy e él nyitott w konfiguraciéban pontosan akkor, ha

we = 1.

Ekkor cilindrikus halmaznak nevezziik azon eseményeket, melyek csak véges sok éltdl fiigg-
nek. C(F,0) = {w € Q: wy =0y Vf € F}, ahol F véges részhalmaza E-nek és o € {0,1}F.
Ekkor legyen p = (pe)ecr, 0 < pe < 1 minden e élre. Az (Q,P,C) egy valdsziniiségi mér-
téktér, ahol Q = {0,1}”, C a cilindrikus halmazok altal generalt o-algebra és Pf, , pedig a
megfeleld mérték (€2, X)-n melyet P% (C(F,0)) = [ py [ (1 —py) ltal kaphatunk meg.
fGFl fefz]
of= of=

Csticsperkoldcié esetén hasonléan definiglhatjuk. Erdemes megjegyezni, hogy ekkor azon

események is mérhetéek, amelyek nem fliggnek barmely véges sok éltol.

A w konfigurdcié kisebb vagy egyenld, mint w’, azaz w < ', ha w, < w, minden e € E
esetén. Az f:w = {0,1}¥ — R fiiggvény novekvé, ha f(w) < f(w') minden w < w' esetén.
Az A esemény a szorzat o-algebrdn (monoton) névekvd, ha 14 nem csokkend és csokkend

esemény, ha A novekvo.

Most tegyiik fel, hogy van egy G grafunk. Vegyiik minden e élre az X, véletlen, a (0,1)
intervallumon egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozot. Ekkor Gg pont az a részgrafja
G-nek, mely azokat az éleket tartalmazza, melyre X, < p. Ekkor ha p; < p,, akkor Ggl

részgrafja GZQ—nek, tehat tetszéleges A eseményre Pg ), is névekvo.

Mint késébb lathatjuk, gyakran az események valdszintiségének becsléséhez vagy kiszamita-
sahoz sziikséges bizonyos , keresztezések” valosziniiségének kiszamitasa. Sajnos amikor két
esemény nem fiiggetlen, ritkan lehetséges ezt pontosan megadni. Szerencsénkre a kovetkezo

lemma segit a nekiink sziikséges esetek nagy részében megbecstilni ezt az értéket.

1.2.1. Lemma (Harris-lemma). Legyen A és B két ndvekvd vagy két csokkend esemény.
Ekkor
P(ANB) > P(A)P(B)

Az alabbindl eqy szintel dltaldnosabban azt fogjuk beldatni, hogy ha f és g két monoton névd
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fiigguény, akkor
E(fg) > E(f)E(9)

Ezt az egyenl6tlenséget Harris- vagy FKG egyenlotlenségnek szoktak hivni Fortuin, Kaste-

leyn, Ginibre utan, akik altalanosabb koérnyezetben lattak be hasonld egyenlotlenséget.

Bizonyitds. Vezessik be az alabbi jeloléseket: Legyen z; egy él konfiguracidja és P(x; =
1) = p; tovdbbd P(z; = 0) = 1 — p;. Ezenkivill legyen A = (21,29,...,2,) és A; =
{z1,29,..., 21,1}, ha i = 0,1. Ez szemléletesen azt jeloli, hogy az a eseményben az élek
milyen konfiguraciéban vannak, rdadasul az A; események csak az els6 n — 1 éltol figgnek.
Lathato, hogy ha A névekvo, akkor Ay C A; és ha csokkeno, akkor A; C Ay. Természetesen
igaz
P(A) = paP(A1) + (1 = pp)P(A)

Teljes indukcidval bizonyitunk az élek szaman. n = 1 esetén az allitds igaz. Most tegyiik fel,
hogy n > 2 és n — 1-re az allitas teljesiil. Legyen ekkor A és B mindketten noévekvd vagy

csokkend események. Mivel ekkor P(A) és P(B) is azok, ezért
(P(Ag) — P(41))(P(Bo) —B(B1)) = 0
teljesiil. Végiil lezarva azt kapjuk, hogy

P(A N B) = pn]P(Al N Bl) + (1 - pn)IED(AO N BO)
> pP(Ao)P(B1) + (1 — pn)P(A0)P(Bo)
> (1= pa)P(40) + B(AD) ) (1 = p)B(Bo) + (B

= P(A)P(B)
Fontos megjegyezni, hogy E(14) = P(A) és emiatt megkaphatjuk a méasodik allitdsunkat is.

Ep(fg) > Ep(f)IEp<9)
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Lathatjuk, hogy tudunk olyan C-t valasztani, ha mindkét oldalon f+C' > 0-t vesziink, akkor
mindkét oldal ugyanannyival valtozik, ezért feltételezhetjiik, hogy f > 0. Hasonlbéan eljarva
g > 0-t is felteheté. Legyen f = 3% cif; és g = 2321 d;gj, ahol f; és g; n6vo események

karakterisztikus fliggvényei és ¢;, d; pozitiv konstansok. Ekkor
E(fg) =Y cd;E(fig;) > Y cd;E(f;)E(g;) = E(f)E(g)
2% 1,J

melyben az egyenlGtlenséget az elobb lattuk be. O]



2. fejezet

Elperkolicié Z2-ben, Harris-Kesten

tétel

Ebben a fejezetben azt fogjuk bemutatni, hogy a Z? négyzetracsban az élperkoliciénak a
kritikus valdsziniisége pontosan p = 1/2. Ezen éllitashoz belatjuk el6szor, hogy ha p = 1/2,
akkor 0(p) = 0. Uténa azt bizonyitjuk, hogy p > 1/2 esetén majdnem biztosan létezik
végtelen nagy klaszter, tehat 6(p) > 0. Ebbdl a kettébdl pedig mar kijon, hogy a keresett

kritikus valoszintiség p = 1/2.

Ezen fejezetben a [2] konyvet aktivan felhasznaltam és a képeket, illusztracioként onnan

illesztettem be.

2.1. Russo—Seymour—Welsh mdédszer

Ezzel a médszerrel, mint késébb lathatjuk, egy alsé becslést tudunk adni bizonyos , keresz-

tezésekre”, De lassuk is a medvét.

Definidljuk a 72 rdcs dudlisdt: Legyen Z% (graf) rdcs dudlisa a Z2" racs, melynek csticsai a
V={(a+1/2,b+1/2)| (a,b) € Z*} és élei legyenek az eredeti élek 90° fokos elforgatottjai,

tehat az élei kozt legyen e* ha e éle volt Z2-nek. Ekkor szemléletesen az 1ij csticsok az eredeti

10
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Z? cstcsai altal koriilfogott oldalak kozéppontjai és az eredeti e és e* élek keresztezik egymaést.
Itt csak a racsrol volt sz, de a dudlisaban altaldban a megfelelé konfiguraciot is beleértjik,
ekkor we« := 1 — w,, ami jelképesen azt jelenti, hogy ha az eredeti konfiguraciéban az e él

nyilt volt, akkor a dudlis konfiguracioban e* él zart.

Definidljuk a téglalapokat: Egy R téglalap Z*-ben azon [a,b] X [c, d] csticsok altal indukalt

részgraf, ahol a < b és ¢ < d.

Ekkor az R = [a,b] X [c, d] téglalap vertikdlis dudlisanak az
R'=la—1/2, b+1/2] X [c+1/2, d—1/2)],
a hozizontélis dualisa
R'=la+1/2,b—1/2] X [c—1/2, d+1/2]

Léthatd, hogy (RY)" = (R")* = R.

Definialjuk vertikalis/horizontélis keresztezést (angol crossing): Adott w élkonfiguracié és
R = [a,b] X [c,d] téglalap mellett legyen H(R) az az esemény, hogy létezik P C R nyilt
élekbol allo ut, mely a téglalap jobb oldalat 6szekoti a bal oldalaval. Hasonldéan definialjuk
a V(R) eseményt, ha van fiiggéleges nyilt ut, ami R tetejét koti ossze az aljaval. Amikor
szimulaciokban probaljuk meghatarozni, hogy egy rendszer éppen perkolal-e, tobbek kézott

ezzel a moédszerrel vizsgaljuk azt.

2.1.1. Lemma. Legyen R eqy téglalap Z2-ben vagy annak dudlisdban. Bdrmilyen dllapotban
is legyenek az élek R-ben, pontosan az eqyik esemény teljesil: H(R) vagy V (R").

Bizonyitas. Vizsgaljuk a siknak nyolcszogekkel és négyzetekkel vett részleges fedését. Ve-
gyiink egy fekete nyolcszoget az R téglalap minden csticsara és egy fehéret a R téglalap
csticsaira. Az R és R" élei négyzetekkel vannak reprezentalva, azonos négyzet jeloli az e élet
6s a dudlisat, e*-t. Ha az e él nyilt, akkor az e* zrt, és fekete a négyzet. Ertelemszertien ha

az e él zart, és az e* nyitott, akkor fehér a négyzet.

11
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Az elsé esetben a fekete négyzet ,,0sszekoti” a két fekete nyolcszoget, a csicsokat, amelyeket
e kotne Ossze, a masodik esetben a fehér négyzet két fehér nyolcszoget kot Ossze, amelyek a

dudlis racs csucsai kozott vannak.

Az R fuggdleges oldalaihoz tartozd négyzetek feketék, hogy ossze tudjak kotni az R oldalait.
Itt a kotések allapota nem relevans az H(R) esemény szempontjabdl. Hasonléan, a R"

vizszintes oldalaihoz tartozé (dudlis) kotések fehérek.

Vegytik észre, hogy az H(R) igaz pontosan akkor, ha van fekete ttvonal négyzetekkel és
nyolcszogekkel az dbra bal oldalatél a jobb oldalaig, tovabbd V (R") igaz pontosan akkor, ha

van fehér utvonal négyzetekkel és nyolcszogekkel az abran fentrdl lefelé.  Ezenkiviil vegytik

* * =% X X x
' :
L J | E *——
!
: :
* X X * L SEEEE x
i ! ;
[ [ '
! : :
] ] ]
H---—-K----- - 4 R e ¥ X
' " :
.

bszre azt is, hogy az H(R) és a V(R") események nem teljesiilhetnek egyszerre, kiilénben a

fekete és a fehér utvonalak kereszteznék egymast valahol.

Legyen I az a graf, amelyet azon nyolcszogek és négyzetek élei alkotnak, amelyek elvilasz-

tanak egy fekete régiot egy fehértol.

Az 1 graf minden csiicsanak pontosan két szomszédja van, kivéve a sarkokat, az z,y, z és
w csucsokat, amelyeknek csak egy szomszédjuk van. Ezért I azon komponense, mely x-et
tartalmazza egy W 1t, melynek végpontja egy masik 1 foku cstics. A W uton haladva mindig
fekete régio lesz a jobb oldalon és fehér a bal oldalon, ezért az Gt nem érhet véget z-ben,

tehat csak y-ban vagy w-ben érhet véget.

12
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2.1. dbra. A felsé dbra az R téglalap (telitett) nyitott éleit és R" dualisdt (szaggatott)
mutatja. Az alsé 4brdn R minden csticsa fekete nyoleszogként van dbrdzolva, és R" csticsai
fehér nyoleszogként. A koztiik 1év6 négyzetek az R-beli e és R-beli e* élek, a négyzet fekete,
ha e nyilt és fehér, ha az e* él nyilt. Ezenkivil fekete/fehér négyzetek vannak a szélek
mentén, hogy osszekapcsolhassak a téglalap oldalait.

Ha W az [2.1}es dbrdhoz hasonléan az y cstcsban ér véget , akkor a W jobb oldalédn 1év6
fekete négyzetek és nyolcszogek egy nyilt horizontalis atkelést adnak R-ben. Azaz ezek az
négyzetek és nyolcszogek R egy Osszefliggd S részgrafjat alkotnak, amely Osszekoti R bal és

jobb oldalat, minden éle nyilt kivéve R oldalaiban a fliggdleges éleket.

Legyen P az S egy minimalis Osszefliggd részgrafja, amely R bal és jobb oldalat koti dssze.
Mivel P egy tt, és nem hasznal fiiggoleges éleket R oldalain, igy P nyilt horizontalis atkelés
R-en, és igy H(R) igaz.

Hasonlbéan, ha W a w cstcsban ér véget, akkor a W bal oldalan 1év6 fehér négyzetek és
nyolcszogek nyitott vertikdlis atkelést adnak R"-ban. Tehat H(R) és V(R") koziil pontosan

az egyik teljestil. O]

(A lemma a kévetkezd allitasokhoz kellett, amelyekb6l mar majdnem lathato is Harris-tétele.)

13
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2.1.2. Kovetkezmény. |,
(i) Ha R és R' k x (I — 1) illetve (k — 1) x | méretii téglalapok Z*-ben, akkor

Py(H(R)) +P1p(V(R)) =1
(i) Ha R egy (n+ 1) X n méretd téglalap, akkor
Byj2(H(R)) = 1/2
(7ii) Ha S egy n x n méreti; négyzet, akkor
P1/o(V(9)) = Pij2(H(S)) > 1/2

Bizonyitds. Az (i) részhez emlékezziink vissza, hogy Z* minden kétése nyitott egymdstol
fiiggetlentl p valdszintiséggel és az e dudlisa (e*) akkor nyitott, ha e nem az. Az el6z6
lemma miatt minden w konfigurdcié szerint pontosan H(R) vagy V (R") teljesiil, ezért
P,(H(R)) + P,(V(R")) = 1. De R" egy (k — 1) X [ téglalap Z*-ben, ahol az élek egymdstdl
fiiggetleniil vannak nyitva 1-p valészintiséggel, tehat P,(V (R")) = Py_,(V(R')). Az (ii) és

(i) részek kozvetleniil kovetkeznek az (i)-bol. O

2.1.3. Lemma. Legyen R = [m| X [2n], m > n, eqy m x 2n méretd téglalap. Legyen X (R)
az az esemény, hogy vannak nyitott Py és Py utak, gy, hogy Py dthalad az n x n méreti
S = [n] X [n] négyzeten felilrdl lefelé, és Py R-en belil van és dsszekdt eqy Pi-en lévd csicsot

egy R jobboldaldn lévé csicesal. Ekkor P,(X(R)) > P,(H(R))P,(V(S))/2

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy V (S) igaz, tehat van egy Py nyitott élekbdl 4116 at, amely dtkel
S-en fentrdl lefelé. Figyeljiikk meg, hogy barmely ilyen P, két részre valasztja S-et. Legyen
LV (S) a legbaloldalibb nyitott vertikals atkelés. Ekkor minden LV (S)-re az {LV(S) = P}
esemény nem fligg S jobb oldalan 16v6 élek allapotétol. Ekkor barmely lehetséges LV(S)
atkelésre igaz, hogy

BL(X(R) | LV(S) = P1) > B,(H(R))/2

14
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Ennek belatasdhoz legyen P az a (nem feltétleniil nyitott) tt, amelyet P, és annak az R
vizszintes szimmetriatengelyére vett P| tikrozottje alkot egy tovabbi éllel, amely egyesiti

Py-et és P{-t; 1asd a 2.2 4brat. Ez az Gt fentrdl lefelé keresztezi az [n] X [2n] téglalapot.

Ekkor ezektél figgetlentl létezik P,(H(R)) valoszintiséggel egy Ps nyilt t, amely dtmegy
R-en balrdl jobbra - ez az Ut metszeni fogja P-t. Ekkor a szimmetria miatt annak a valdszi-

niisége, hogy egy ilyen 1t elészér Pi-ben metszi P-t, legalabb P,(H(R))/2. Ebbdl kovetkezik,

R
'S
1 “
, [/ Ps
Pl \./
S

2.2. dbra. Az R téglalap és benne S nényzet. Ha léteznek P és P, utak, akkor az X(R)
esemény is bekovetkezik

hogy ha Y (Py) az az esemény, hogy létezik egy nyitott P, it R-ben, amely Osszekoti Py va-
lamelyik cstcsat R jobb oldalaval legaldbb P,(H(R))/2 valészintiséggel kovetkezik be. De
Y (P;) csak a jobb oldali kotések allapotatél fiigg és az 6sszes ilyen él S-ben P; jobb oldalan
van. Mivel ezeknek az éleknek az allapota fiiggetlen az {LV(S) = P;} eseménytél, ezért
teljesiil

B,(Y(P1) [ LV(S) = P1) =B, (Y(P1)) > By (H(R))/2.

Ha Y (P1) fennall és LV (S) = P1, akkor X (R) is fennall. Igy
B,(X(R) | LV(S) = P1) > B,(H(R))/2.
Mivel a V(S) esemény a LV (S) = P1 alaki események diszjunkt Gniéja, ezért

By(X(R)[V(5)) = Py(H(R))/2

15
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teljesiil és a lemma allitasa ebbdl mar kévetkezik. n

Ezzel a lemmaval alulrél tudjuk becsiilni egy téglalapnak a keresztezési valoszintiségét. Le-

gyen h,(m,n) = P,(H(R)), ahol R egy mxn téglalap Z*-ben és legyen h(m,n) = Py o(H(R))

2.1.4. Kovetkezmény. Minden n > 1 esetén h(3n,2n) > 277

R’ R

7t

2.3. dbra. A két 2n X 2n-es négyzetek R és R', a metszetitkben pedig az n X n-es négyzet S.

Bizonyitds. Tekintstink két 2n X 2n-es téglalapokat (négyzeteket) R-t és R'-t, amelyeket az
abran lathaté modon rendeztiink el, valamint az ezen téglalapok metszetében elhelyez-
ked6 n X n-es S négyzetet. Legyen X'(R') az X (R)-hez hasonlbéan definidlt, de vizszintesen
tiikkrozott esemény. Alkalmazzuk a lemmat a négyzeti R téglalapra,

P, (X'(R)) = By(X(R)) 2 Pp(H(R))P,(V(5))/2.

Az X(R), X'(R') és H(S) események novekvéek, ezért pozitivan korrelaltak Harris lemma

16
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szerint. Ha mindharom esemény fennall, akkor H(RU R') is fennéll. Igy

h(3n,2n) =Py ,»(H(RUR'))
> P1jo(X'(R))Py1j2(X(R))Py2(H(S))
> By o (H(R)*Bya(V(S)B1 o (H(S)) /4.

A kovetkezmény miatt mindegyiknek legalabb 1/2 a valészintisége, tehét:

h(3n,2n) > 277

Megjegyzés. A fentebbi gondolatmenet més téglalapokra is atvihet6. Vegyiik példaul
my X 2n-es R téglalap és egy mqy X 2n-es R’ téglalapokat, melyek egy 2n X 2n-es négyzetben

metszik egymast. Ekkor

h(my +mg — 2n,2n) > h(my,2n)h(ms,2n), minden my, my > 2n-re.

1
2
A fentit atirhatjuk

h(m +n,2n) > Lh(m,2n)h(3n,2n) > 27%h(m, 2n),

2
alakra, amibél h(kn,2n) > 21778 kovetkezik minden k > 3 és n > 1-re. Mivel h(m,2n+1) >
h(m,2n), ezért ebbdl kovetkezik, hogy vannak hy > 0 konstansok, melyekre h(kn,n) > hy
minden k£ > 2, n > 1-re. Hasonléan, egy mq X 2n-es R téglalap és egy mqy X 2n-es R’ téglalap
esetén,

h(my 4+ my — n,2n) > h(my, 2n)h(ms, 2n)/2°

ha mq, my > 2n. Innen

h(5n,2n) > h(3n,2n)2/25 > 2719,

17
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illetve

h(6n,2n) > h(5n,2n)h(2n,2n)/25 > 27197175 = 972°

2.1.5. Tétel. Tehdt az elozoeket dsszefoglalva: |
o h(6n,2n)>272 minden n > 1-re és

e Jhy >0 : h(kn,n) > hy minden k > 2-re ésn > 1-re.

2.2. Harris tétel

Emlékezziink vissza, hogy a nyilt részgraf osszefiiggd komponenseit klasztereknek neveztiik,

ekkor jeloljitk 7(Cp)-val a kezd6pontot tartalmazé nyilt klaszter sugarat, tehat
r(Co) = sup{d(z,0) : z € Cp},

ahol d(z,y) a Z* racs két csticsanak grafi tavolsagat jeloli.

2.2.1. Tétel (Harris tétele). Elperkoldcié esetén a Z* rdcsban 0(1/2) = 0, azaz a négy-
zetracson, ha minden élt p = 1/2 valdszindséggel hizunk be, akkor majdnem biztosan nincs

végtelen klaszter.
A bizonyitas kozben egy erésebb allitast is belatunk:

2.2.2. Tétel.
P1/2(r(Co)) 2 n) <n™°

minden n > 1 esetén, ahol c > 0 eqy konstans.

Tovabba, barmely n esetén
0(1/2) = P12((r(Co)) = 00) < P12((r(Co)) = n) <n”,

ezért 6(1/2) = 0.

18
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tétel bizonyitisa. Emlékezziink vissza, hogy a dudlis rdcsban 1 — p valészintiséggel nyi-
tottak az élek és ha az eredeti Z? rdcsban nyitott volt egy él, akkor a dudlisiban az annak
megfeleld él nem lesz az. Emiatt p = 1/2 esetén a dudlis rdcs kotései is egymastdl fiig-
getleniil nyitottak p* = 1/2 valdszintiséggel, igy a megjegyzés alapjan az Z2-ben egy
6n X 2n-es téglalapban legaldbb 272° valdszintiséggel taldlhatd nyilt keresztezés. Vizsgal-
junk két 6n X 2n-es és két 2n X 6n-es téglalapot Z2-ben. Ezek egy négyzet alaku ,, gytirfit”
képeznek, ahogyan a 4bran lathat6. Harris lemma szerint legaldbb e = 2719 > () valé-
szintséggel mindegyik téglalapot keresztezi egy nyitott dudlis it. Ha ez megtorténik, akkor
ezeknek az utaknak az unidja tartalmaz egy nyitott dudlis ,, gytirtit”, amely annak a kozepét

kortilveszi; lasd [2.4] 4bra.

)

2.4. 4bra.

Minden k£ > 1-re Ay legyen az a kozéppont koré elhelyezett négyzet alaka , gytr”, amelyet
két 3 - 4F x 4% és két 48 x 3 - 4% dudlis téglalap alkot, ahogyan a [2.4] 4brdn lathato.

Legyen E) az az esemény, hogy Ay tartalmaz egy nyitott dudlis kort, amely kérbeveszi a
belsejét, tehat az origdt is. Ekkor P(FEy) > ¢ minden k-ra. Mivel az A események egyméastol

diszjunktak, az E} események is fliggetlenek.

Ha az E) esemény bekovetkezik, akkor Ay belsejében 1évé pontokat nem lehet nyilt uttal
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osszekdtni az Ay, kiilsé pontjaival Z%-ben, tehdt r(Cp) < 3 - 4% /2 < 41 Tehat
z I
P1/o((r(Co)) > 4™1) < Pijo(() Bf) = [T Prja(Ef) < (1 —¢),
k=1 k=1

és 2.2.9) kovetkezik. |

2.3. Eles dtmenet a kritikus pont koriil

Az elkovetkezendo részben lathatjuk, hogy hatalmas valtozas kévetkezik be, a kritikus pont

korul.

A perkolaci6é kontextusaban egy e él pivotalis az F eseményben egy w konfiguracié mellett,
ha az wt és w™ konfiguracidk koziil pontosan az egyik van E-ben Itt w® olyan konfiguraciok,
amelyek egy e kivételével megegyeznek, w™ konfigurdciéban e nyitott, w™ konfigurdciéban
pedig zart. Mas szoval e akkor pivotdlis, ha az e dllapotanak megvaltoztatasa egymaga meg-
valtoztatja, hogy az E esemény teljesiil-e vagy sem. Az e hatasa az E-re a kovetkezdképpen
adhaté meg:

I,(e, E) = P,(e pivotalis E-ben).

Ha E novekvo esemény, akkor ez

I(e,E) =P,(w" € E,w™ ¢ F).

2.3.1. Lemma. Legyen R eqy m X n méretii téglalap Z2-ben, és legyen e eqy él R-ben. Ekkor
I,(e, H(R)) < 2Py (T(Co) > min{m/2 —1,(n — 1)/2}) minden 0 < p < 1 esetén.

Bizonyitds. A bizonyitas soran R-ben dolgozunk, igy csak az R-ben 1év6 élek allapotat kell
figyelembe venniink. Tegyiik fel, hogy egy e él R-ben pivotalis a H(R) (névekvds) esemé-
nyében w konfigurdcié mellett. Mivel w™ € H(R), ezen konfiguracié mellett van egy nyitott

horizontélis keresztezédés R-ben. Mivel w™ ¢ H(R), egy ilyen keresztez6désnek e-t kell
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2.5. dbra. Az e él pivotdlis H(R)-ben és a neki megfelels e* él pivotélis V (R")-ban

haszndlnia. Tehat az w konfiguraciéban az e egyik végpontja nyitott uttal csatlakozik R bal
oldaldhoz, a masik pedig a jobb oldaldhoz kapcsolodik Tehat az e legalabb m/2 — 1 hosszi
nyitott Ut kezd6pontja, igy

(e, H(R)) < 2P, (r(CO) > m)2 — 1).

Mivel w™ ¢ H(R), ezért miatt w™ € V(R"). Hasonléképpen, wt ¢ V(R"), igy az w™
konfiguriciéban nyitott dualis 1t keresztezi R"-t fiiggblegesen és az e dualisit, e*-t hasznélja.
Tehét w-ban az e* egyik végpontja nyilt dudlis 0t kezdépontja, amely legalabb (n — 1)/2

hosszi. Mivel a dudlis élek 1 — p valdszintiséggel nyitottak, ezért

L(e,H(R)) < 2P,_, (r(co) > (n—1) /2).

Minden a-ra az 7(Cp) > a novekvd, tehat P,(r(Cy) > «) a p-ben novekvd fiiggvény. Az

allitas kijon p > 1/2 esetén az els6-, p < 1/2 esetén pedig a masodik egyenl6tlenséghél. [
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2.3.2. Lemma. Legyen p > 1/2 és p > 1 rogzitett egész. FEkkor minden n > ngy esetén

vannak olyan v = v(p) > 0 és ng = no(p, p) konstansok, hogy

hy(pn,n) >1—n"".

A lemma bizonyitasahoz sziikségiink van még két fontos eszkozre. A kovetkezo tétel Gssze-

kapcsolja A-ban az egyes véaltozok hatasat P,(A) derivaltjaval. Ezt az allitdst Margulis[6] és

kés6bb Russo[7] is felfedezte egyméstol figgetleniil.

2.3.3. Tétel (Margulis-Russo). Ha A egy novekvd esemény (eq,es, ..., e,)-ben

éSp = (pl;va' s apn); akkor

0
aTjiPp(A) = Ip(e, A),
sot még az is teljesiil, hogy
a n
%PP(A) = ;[p(@ A).

Bizonyitds. Az elsé egyenletet elég i = n-re belatnunk. Legyen k < n esetén z = (xq, . ..

re

pr= > pi Y, 1—p;

vx;=1  j:x;=0

Legyen i = 0, 1-re z; = (xy,...,2,_1,1), ekkor p* = p™ + p™. Ezek utdn legyenek

Ao={xz: z1 €A, xy€ A}
Ay={z: my €A, xy¢ A}

Ekkor lathatjuk, hogy

Py(A) = > (™ +p™)+ > p™

T€A, TEA
T T
=> p"+p. > P
IGAQ (EEAb
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ahol p,, szerint derivalva megkapjuk az kovetkezo egyenletet:

0
7PP(A) = Z P’
apl €A
melyben azt vessziik észre, hogy egy (z1,...,x,)-ben az n-edik koordinita pontosan akkor
pivotalis, ha x € A,, tehat ez az utolsé szumma pontosan I,(e,, A). O

Az aldbbi tételt [4] Friedgut és Kallai bizonyitottak, mi itt azt a forméjat mondjuk ki, amely
a [2] konyvben taldlhaté:

2.3.4. Tétel (Friedgut-Kalai). Legyen A az (wi,...w,) egy részhalmaza és P,(A) = t.
Ekkor ha I,(e;, A) <6, akkor

Z Ip(@@, A) = Ct(l - t) 10g(1/(5>,
ahol ¢ > 0 konstans. O]

A lemma bizonyitdsa. Legyen R egy pn X n téglalap. A allitds miatt létezik p-tol
fiiggd h, > 0 konstans, melyre
P1ja(H(R)) = hy.

Az elbz6 lemma és miatt n > 2 esetén
Iy(e,HR)) <n *=90

R minden e élére és minden p’ € [1/2,p|, ha o > 0 egy mindentdl fiiggetlen konstans. Jeloljik
most P, (H(R))-et F(p')-vel, ekkor tétel miatt

> Iy(e, H(R)) > cF(p')(1 — F(p))log(1/6)

e€E(R)

minden p’ € [1/2, p|-re, ahol ¢ > 0 konstans. A tétel miatt az Osszeg pont a p' szerinti
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derivaltja F(p')-nek. Ezért g(p') :=log(F(p')/(1 — F(p)))

d 1 d ., -
@g(p) A F(p/))dTU’F(p> > clog(1/6) = aclogn

Lathatjuk, hogy ¢(1/2) alulrél korlatos egy p-tél fiiggd konstans dltal. Tehat ha elegendéen

nagy no(p, p)-t valasztunk, akkor n > ngy(p, p) esetén

9(p) > ac(p —1/2)logn + g(1/2) > ac(p — 1/2)(logn)/2

és ebbdl kovetkezik a bizonyitandé allités. O

2.4. Kesten tétele

A fejezet ezarasaként beldtjuk, hogy p > 1/2 esetén 0(p) > 0, bizonyitva ezzel a Harris-
Kesten tételt.

Legyen E,, az az esemény, hogy van végtelen klaszter.

2.4.1. Tétel (Kesten tétele). Ekkor élperkoldcio esetén Z*-ben, hap > 1/2, akkor P,(Ey) =
1, amibdl kovetkezik, hogy 0(p) > 0.

Bizonyitds. Emlékezziink, hogy P,(E.) > 0 Osszefliggésbdl az kovetkezik, hogy P,(Ew) = 1
és 0(p) > 0.

Ry

oy

2.6. dbra. Az Ej-nak megfelel6 R téglalapok és a keresztezések.
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Rogzitsik p > 1/2, és legyen v = ~(p) és ng = no(p,2) a lemma szerint. Legyen
n > ng egész szam, amit késobb hatarozunk meg. Legyen k = 0,1,2, ..., és Ry egy téglalap,
melynek bal alsé sarka az origéban van, oldalhosszai 2¥n és 2+!n, ahol a hosszabb oldal
fiiggbleges, ha k paros, és vizszintes, ha k paratlan. Legyen Ej az az esemény, hogy Ri-t a
hosszabb oldal szerint keresztezi egy nyitott ut. Figyeljik meg, hogy Ry és Rp,, barmely
két ilyen keresztezése metszi egymast, tehat ha minden k-ra Ej teljestl, akkor E, is teljestil.

Ha n elég nagy, akkor a lemma alapjan

-y
YR (B < 3 (2n) T = o <,
k>0 k>0 1 =2

tehat Pp(Eoo) > Pp<ﬂk20Ek) > 0.

Végezetil ez és a tétel miatt mar kovetkezik, hogy py(Z?) = 1/2. O
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3. fejezet

Algoritmikus észrevételek

Ezen szakdolgozat keretén beliil lefektettiik a perkolacidelmélet alapjait és bizonyitottuk a

Z? récson altalanos Bernoulli perkoldcié kritikus valészintiségét igazold tételeket.

Eddig csak a négyzetracson vizsgaltuk az élek behiizasat, azonban hasonl6 érvekkel bizonyit-
haté a haromszogracson is cstucsperkolacio esetén, hogy a kritikus valdsziniiség ugyancsak
pg = 1/2. Néhany maés speciilis esetben tudunk formuléval leirhaté pontos értéket megadni,
de sajnos mas sikbeli racsoknal nincs sok szerencsénk, a négyszogracsban is csak statisztikai

modszerekkel tudjuk kozeliteni cstcsperkolacio esetén a kritikus valdszintiséget.

Mikdzben az algoritmuson gondolkodtam a legnagyobb problémat mindig az id6 jelentette.
Az itt megadott program futasideje soran egy graf Osszes élét és emiatt cstcsat megvizsgalja,

tehat eleve nem linedris a futasido.

A program legeneralja az éppen hasznalt alaprgrafot (téglalap, hdromszogréacs, hatszogracs),
majd az élek vagy csicsok szerint azokhoz egy valoszinliséget rendel. Union-Find adat-
struktira segitségével talalja meg és koti Ossze a megfelel6 komponenseket és talalja meg a

legnagyobbik méretét.
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Algoritmikus észrevételek

A kovetkez6 abrakon kiilonb6zo racsokban él- és cstucsperkolaciot lathatunk adott p értékek

mellett.
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3.1. dbra. Itt a haromszogracson lathato, hogy p-szerint csicsokat valasztunk ki

Ezeken az abrakon a p szerint vessziik be az éleket vagy cstcsokat, és igy p novelésével egy

olyan ¢lt, ami kisebb p-nél is benne volt, azt egy nagyobbndl is bevessziik.
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3.2. abra. Ezen a 20 X 20-as téglalapon p = 0.35, 0.4, 0.45, 0.5, 0.55, 0.6 mellett huztuk be
az éleket. Figyeljiik meg, hogy H(R) csak p = 0.45 felett teljesiil

Az alabbi abrak azt mutatjak, hogy egy megfelel6 racsban a legnagyobb fiirt mérete mekkora
p fliggvényében. Elsére az éleket a mar ismert négyszogracson nézziik, majd a hatszogracson

vizsgaljuk a csucsok kivalasztasat. Végil megnézziik a haromszogracson mit tapasztalunk.
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Algoritmikus észrevételek Perkolacio

p=0.6 p=0.65
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Algoritmikus észrevételek

Perkolacid

Lathatjuk, hogy a kritikus pont kornyékén egy éles valtozas torténik a legnagyobb komponens

méretében.

Legnagyobb komponens atlagos mérete

Legnagyobb komponens eloszlasa n-t névelve

1.0 A

0.8 -

0.6 -

0.4 4

0.2

0.0

Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:
Size:

25x25
30x30
35x35
40x40
50x50
60x60
70x70
80x80
100x100
120x120
140x140
160x160
180x180
200x200
230x230
250x250
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Algoritmikus észrevételek

Perkolacid

Négyzetracs, csucsperkolacié esetén

1.0 { —— Size:
Size:
] .
] — Size:
\g 084 — Size:
9 — Size:
_8 — Size:
\4{-5: —
» 0.6 7
c
)
c
[e]
£
o 04 i
V4
QO
o]
(o]
&
© 0.2
c
[@)]
(0]
-
0.0 A

50x50

100x100
200x200
300x300
400x400
500x500

Calculated p_H=0.592746

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

3.3. dbra. Mint lathaté, mindkét abran n névekedésével egyre keskenyedik az az ablak, ahol a
legnagyobb komponensek atlagos szama felugrik. A masodik abran ugyanigy négyzetracson,

csucsperkoldciot szimulaltunk. A szdmolt érték ebbdl a [5] cikkbdl szarmazik.
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Algoritmikus észrevételek Perkolacio

Hatszogracs, csucsperkolacié esetén

1.0 1 —— Size: 50x50

—— Size: 100x100
—— Size: 200x200
084 — Size: 400x400
—— Size: 500x500

0.6

0.4 4

0.2 4

Legnagyobb komponens atlagos mérete

0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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Algoritmikus észrevételek Perkolacio

Hatszogracs, csucsperkolacié esetén

1.0 { —— Size: 50x50
Size: 60x60 y 4
—— Size: 70x70 /
0.84 — Size: 80x80 ;
—— Size: 90x90

—— Size: 100x100

Size: 125x125
—— Size: 150x150

Size: 200x200
—— Size: 300x300
Size: 400x400
Size: 500x500

o
e)]
1

SD
N
1

©
N
1

Legnagyobb komponens atlagos mérete

o
o
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3.4. dbra. Hasonlo6 lathato a hatszogracsban, csicskivalasztas esetén is, de érdemes megem-
liteni, hogy csticsperkolacio esetén az ugras utan a graf inkabb tovabb no.
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Algoritmikus észrevételek

Perkolacid

Legnagyobb komponens atlagos mérete

Haromszogracson, cslcsperkolacié esetén

0.5 1

0.4 1

0.3 A

0.2 A

0.1 1

0.0 A
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—— Size:
— Size:
— Size:
— Size:
— Size:
-~ Size:
—— Size:

Size:
—— Size:
— Size:
—— Size:

40x40
45x45
50x50
60x60
70x70
80x80
100x100
120x120
150x150
200x200
300x300
500x500

0.0

0.2
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Algoritmikus észrevételek Perkolacio

Haromszogracson, élperkolacié esetén

054 — Size: 40x40
——— Size: 45x45
—— Size: 50x50
—— Size: 60x60
—— Size: 70x70
— Size: 80x80
——— Size: 100x100
0.31 —— size: 120x120
Size: 150x150
—— Size: 200x200
0.2 4 —— Size: 300x300
—_— : 500x500

0.4 -

0.1

Legnagyobb komponens atlagos mérete

0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

3.5. abra. A fols6 abran csics-, az alson pedig élperkolaciét vizsgaltunk
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A. figgelék

Fiiggelék

A kéd ezen a helyen érheté el: https://github.com/AnonymusMaximusD /Perkolacio.git
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