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Koszonetnyilvanitas

Ezaton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Simon Péternek, aki irdnymutatésaval,

szakmai tudaséaval és tiirelmével jelentGs mértékben hozzajarult a szakdolgozatom elkésziiléséhez.

Ko6szonom tovabba a csaladomnak, a baratomnak és bardtaimnak, hogy egyetemi tanulmanyaim

soran végig mellettem &lltak, tdmogattak és hittek bennem.



1. fejezet

Bevezetés

A neuronok miikddésének matematikai modelljeinek vizsgalata kiemelt fontossagi a neuroldgia, a
szamitastudomany és a mesterséges intelligencia teriiletén. A neuronok elektromos impulzusokkal
kommunikéilnak egymassal, és ezen impulzusok atvitele hozzajarul az agy komplex miik6déséhez.
Az ilyen tipusi kommunikécié megértése lehetévé teszi szamunkra, hogy jobban megértsiik az agy

miikodését és a kognitiv folyamatokat.

Egy hatékony eszkdz a neuronok miikédésének modellezésére a differencidlegyenletek alkalmazasa.
A differencidlegyenletek matematikai leirdsok, amelyek a fliggvények és azok derivaltjai k6zotti kap-
csolatot irjék le. A neuron tiizelési modellekben a differencidlegyenletek lehetGvé teszik szadmunkra,

hogy leirjuk a neuronok elektromos aktivitdsanak dinamikajat az idg fliggvényében.

Ezen szakdolgozat célja, hogy bemutassa egyes neuron tiizelési modellek differencidlegyenletek
segitségével torténd leirdsat és ezek MATLAB segitségével torténs abrazolasat. Az oded5 differe-
cidlegyenleteket megoldo fiiggvény segitségével azonositjuk a modell paramétereit és megjelenitjiik
az id6ben valtozé neurondlis aktivitast. Ennek révén lehetség nyilik a neuronok kozotti kolesonha-

tasok vizsgalatédra, a tiizelési mintazatok elemzésére és a rendszer viselkedésének jobb megértésére.

A kovetkez6 fejezetben attekintjiik az autoném egyenletek, dinamikai rendszerek, linearis rendsze-
rek és periodikus megoldasok alapvetd definicioit és tételeit. Példaként bemutatom a Lotka-Volterra
modellt, amely egy matematikai modell, melyet altaldban populédcidk dinamikai leirdsara hasznal-

nak. Itt részletesen megvizsgéaljuk a modell stabilitasat és periodikus megoldasait.

A 3. fejezetben részletesen bemutatjuk egy neuron miikddését. Attekintjiik az agyi strukttrak és
neuronok alapvetd jellemzéit, példaul az idegsejtek felépitését és a membranpotencidl alakulésat,

illetve hogy hogyan kommunikilnak egymaéassal a neuronok elektromos impulzusok segitségével.

A 4. fejezetben a neuron tiizelési modelljei k6ziil bemutatjuk a linearis, nemlineéris és exponencialis
modelleket. Részletesen kifejtjiikk ezen modellek matematikai leirdsat és tulajdonsagait, tovabba
megvizsgalunk egyes hidanyossagokat, illetve a modellek k6zotti kapcsolatot. MATLAB segitségével
abrazoljuk egy neuron tiizelését kiilonb6z6 modelleket hasznalva, majd elemezziik, hogy kiilonboz6

bemeneti paraméterek hatasara hogyan valtozik a neuron tiizelésének gyakorisaga.



2. fejezet

Autoném egyenletek, dinamikai

rendszerek

Az elméleti Gsszefoglalo a [2] konyv alapjan keriil bemutatésra.

Az autonom egyenlet olyan folyamatokat modellez, melyekben a rendszer pillanatnyi allapota (kez-
deti érték) meghatarozza, hogy milyen allapotokon megy keresztiil a rendszer, ahogy telik az idé.

Az ilyen tipust, determinisztikus rendszereket dinamikai rendszereknek nevezziik.

2.1. Definicié. Legyen M C RN tartomdny, f : M — RY a lokdlis Lipschitz-feltételnek eleget
tevd fiigguény. Az

o) = f(x(t)) (2.1)
mds alakban © = f o x, differencidlegyenletet autonom differencidlegyenletnek nevezzik.

Az autonom differencidlegyenletek megoldasainak legfontosabb tulajdonsiga az eltolassal szembeni

invariancia.

2.2. Allitas. Ha az x : I — RV fiigguény megolddsa a (2.1) egyenletnek az I C R nyilt inter-
vallumon, akkor barmely ¥ € R esetén az R > t — y(t) := z(t + ) figgvény is megoldds az
I—{v}:={teR:t+9 eI} intervallumon.

2.3. Definicié. Tetszdleges p € M pont esetén a {o(t,p) : t € I(p)} = Ry p) 9orbét a p pont

palydjinak nevezziik.

Dinamikai rendszerek

2.4. Definicié. 4 ¢ : R x RN — RN folytonos figguényt dinamika rendszernek nevezziik az RN
fazistéren, ha rendelkezik az aldbbi két tulajdonsdggal:

1. (0,p) = p, minden p € RY esetén,

2. p(t+s,p) = p(t,p(s,p)), minden p € RN ést, s € R esetén.

A dinamika rendszer valamely determinisztikus folyamat modellje. Az RN fazistér a rendszer alla-
potainak halmaza, a R x RN > (¢,p) — ¢(t, p) fiiggvény pedig azt adja meg, hogy melyik allapotba

keriil a rendszer a p allapotbdl indulva ¢ id6 milva.



2.5. Definicié. Legyen ¢ : R x RY — RY dinamikai rendszer és p € RY tetszileges pont. A

2.6. Definicié. A p € RN pont egyensilyi pont vagy staciondrius pont, ha minden t € R szdmra
o(t,p) = p. Ap € RN pontot periodikus pontnak nevezziik, ha van olyan T € Rt szdm, hogy barmely
t € R szdmra o(t + T,p) = ¢(t,p). Ha ez az egyenléség egyetlen T-nél kisebb pozitiv szamra sem

dall fenn, akkor T alapperiodus. A periodikus pont pdlydjdit periodikus pdlydnak nevezzik.
2.7. Allitas. Periodikus pont pdlydjdnak minden pontja ugyanakkor alapperiédussal periodikus.

2.8. Tétel. Ha a p € RN pont pdlydja metszi énmagdt, akkor p vagy egyensilyi pont, vagy perio-
dikus pont.

2.9. Lemma. Legyen v : RY — Rt a lokdlis Lipschitz-feltételnek eleget tevd figguény. Ekkor
z(t) = f(x(t)) és az y(t) = fly@)v(y(t)) differencidlegyenletek pdlydi megegyeznek, rajtuk az
irdnyitds egyforma.
Linearis rendszerek
Legyen N € N, A € RV*N | ¢s tekintsiik az

z(t) = Ax(t) (2.2)

differencidlegyenlet-rendszert.

Legyen N = 2, azaz A 2 x 2-es métrix. Linearis algebrabol tudjuk, hogy barmely A € R2*2 matrix

az alabbi harom maétrix valamelyikéhez hasonlo.
A0 Al a —f
(4) = (B) = (@)=
0 u 0 A 5 «

A matrixokban szerepld elemeket az A méatrix sajatértékei a kovetkezSképpen hatérozzdk meg. Az

ahol \, pu,, B € R.

(A) esetben A és p az A matrix valos sajatértékei (lehet A = p is). A (B) esetben A az A métrix
egyetlen valos sajatértéke, a sajataltér egydimenzios. A (C) esetben a + if8 az A méatrix komplex
(nem valos) sajatértékei. A fenti matrixok Jordan-alaku matrixok.

Tegyiik fel, hogy a métrix nemszinguléris, azaz a nulla nem sajatérték, tehat csak az origd az

egyensulyi pont.

2.10. Definicié. Legyen az (2.2) egyenletben az A mdtriz nemszinguldris és hasonlé az (A) tipusi
mdtrizhoz. Ha A\ és p is pozitiv, akkor az origot instabilis csomdpontnak nevezzik. Ha \ és u is
negativ, akkor az origot stabilis csomdpontnak nevezzik. Ha \ és u kilonbézd eldjeli, akkor az

origdt nyeregpontnak nevezzik.

2.11. Definicié. Legyen az (2.2) egyenletben az A mdtriz nemszinguldris és hasonld az (B) tipusi
mdtrizhoz. Ha \ pozitiv, akkor az origdt instabilis elfajult csomdpontnak nevezzik. Ha )\ negativ,

akkor az origot stabilis elfajult csomopontnak nevezzik.

2.12. Definici6. Legyen az (2.2) egyenletben az A mdtriz nemszinguldris és hasonlé az (c) tipusi
mdatrizhoz. Ha « (azaz A sajdtértékének valds része) pozitiv, akkor az origdt instabilis fokuszpontnak
nevezzik. Ha o negativ, akkor az origot stabilis fokuszpontnak nevezziik. Ha o = 0, akkor az origot

centrumnak nevezzik.



Nyereg

Stabil csomo

w

Instabilis fokuszpont

2.1. dbra. Példa nyeregre: Tekint-
sikat=x—yy=y—4x rend-
szert. A rendszerhez tartozd méat-
rix sajatértékei A =3 és u = —1,

tehat az origd nyeregpont.

2.2. abra. Példa stabilis csomo-
pontra: Tekintsiik a © = —2x+3y
1y = x — 4y rendszert. A rend-
szerhez tartozd matrix sajatérté-
kei A = —5 és u = —1, tehét az

origo stabilis csomépont.

2.3. dbra. Példa instabilis fokusz-
pontra: Tekintsiik a ¢ = 0.2 —
1.0ly ¢ = x rendszert. A rend-
szerhez tartozd matrix sajatérté-
kei A = 0.1 £ 4, tehat az origd

instabilis fokuszpont.



Periodikus megoldasok
Legyen M C RY tartoméany és legyen ¢ : R x M — M dinamikai rendszer.

2.13. Definicié. Legyen L C RN N — 1 dimenzids hipersik v normdlvektorral. A ¥ C L N M

dsszefliggd halmazt transzverzdlis metszetnek nevezzik, ha (v,01¢(0,q)) # 0 minden ¢ € ¥ pontban.

A Poincaré-leképzés formalis értelmezéséhez tekintsiink egy ¥ transzverzalis metszetet, melynek

van olyan p belss pontja és T' € R szam, hogy o(T,p) € %2, és t €] 0, T esetén (T, p) ¢ 3.

2.14. Allitas. A p pontnak van olyan U C X kérnyezete, és létezik olyan © : U — R folytonosan
differencidlhatd fiigguény, melyre O(p) =T és minden q € U pont esetén ¢(0(q),q) € X.

2.15. Definicié. A P:U — X, P(q) = ¢(6(q), q) fiigguényt a Poincaré-leképzésnek nevezziik.

A Poincaré-leképzés segitségével talalhatunk periodikus palyékat. Ha a p pont a Poincaré-leképzésnek
fix pontja, tehat P(p) = p, akkor a p pontbol indulé megoldas T id6 alatt visszajut a p pontba,

azaz p periodikus pont.

2.16. Allitas. A p pont pontosan akkor periodikus, ha a Poincaré-leképzésnek fix pontja, azaz
P(p) =p.

2.17. Definicié. A Poincaré-leképzés p fix pontjdt stabilisnak nevezziik, ha minden ¢ € R™ szdmhoz
van olyan § € RY szdm, amelyre |¢ — p| < 0 és n € N esetén |P™(q) — p| < . A p fix pontot

aszimptotikusan stabilisnak nevezzik, ha stabilis, és |¢ — p| < § esetén lim, oo P"(q) = p.

2.4. dbra. A

1
] rendszer periodikus megoldasa.



1. Példa

A Lotka-Volterra-féle differencialegyenlet-rendszer tobbféle jelenség modelljéiil szolgal. A
populédciédinamikaban az tgynevezett ragadozé-zsakmany modellek prototipusa, de oszcillalé ké-

miai reakciok leiraséara is alkalmas.

Az egyszertisitett ragadozo-zsékméany (egyszertiség kedvéért roka-nyul) modellben két faj (roka és
nyul) egyedszaménak valtozasat vizsgaljak egy adott teriileten. A folyamat ¢ idépontbeli &llapotat
az (x(t),y(t)) kétdimenzios vektorral adhatjuk meg, ahol x(¢) a nyulak szamét, y(¢) pedig a roka-
két jeloli a t id6pontban. A nyulak szamanak valtozasat a természetes szaporodas és a rokakkal
valo taldlkozas gyakorisdga hatarozza meg. Az el6bbi néveli, utobbi csokkenti az egyedszamukat.
A rokak egyedszamanak valtozasat a természetes haldlozas és a nyulakkal valo talalkozas gyako-
risdga hatarozza meg. Az el6bbi csokkenti, mig az utoébbi néveli az egyedszamukat. A talalkozés
gyakorisdgat zy értékével aranyosnak vehetjiik. A természetes szaporodasrol, illetve halalozasrol
feltehetjiik, hogy az x, illetve y értékével ardnyos. Igy, ha az egyszertiség kedvéért az aranyossagi

tényezsket egységnyinek valasztjuk, az alabbi differencidlegyenlet-rendszert kapjuk.
T=x—2xy y=xy—y (2.3)

A valtozok jelentését figyelembe véve feltessziik, hogy =,y > 0.

Hatarozzuk meg az egyensilyi pontokat:

O0=x—2xy
O=zy—vy

Ekkor az egyenstlyi pontok a kovetkezok lesznek: (0,0) és (1,1).
A rendszerhez tartozé Jacobi-matrix a kovetkezd:
1—-y —=z
Y z—1

A (0,0) egyenstlyi ponthoz tartozo Jacobi-méatrix:

1 0

0 -1
melynek sajatértékei Ay =1 >0 és Ay = —1 < 0, tehat a (0,0) instabil egyenstlyi pont.
Az (1,1) egyenstlyi ponthoz tartozé Jacobi-matrix:

0 -1

1 0

melynek sajatértékei \y = i és Ao = —i komplex szamok. Ebben az esetben az (1, 1) egyensulyi

pont centrum lesz.



Legyen a fazistér az (R{) halmaz. A folyamatot leir6 ¢ fiiggvényt az & = x—xy § = vy —y autoném
differencidlegyenlet-rendszer hatarozza meg. Ez az egyenletrendszer szimbolikusan nem oldhato
meg, a fazisképét mégis meg tudjuk adni, ugyanis a rendszernek egyszerii képlettel megadhat6é V'

elsé integralja van:
V(p,q) == p—In(p) + ¢ — In(q) ahol ((p,q) € (RF)?).

Ez azt jelenti, hogy a megoldasok a V fliggvény szintvonalain haladnak.

4 Lotka-Volterra rendszer fazisképe

2571

Ragadozo populéacio
s

1.5 {
1 | ]
0.5 L 1
0 : — : : : —
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Zsakmany populacio
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A Lotka-Volterra modell fazisképét az aldbbi MATLAB koddal &dbrézoltam az oded5 fiiggvény

hasznalataval, melynek a részletesebb bemutatasa a 4. fejezetben talalhato.

% Lotka-Volterra-féle differencidlegyenlet-rendszer
dx_dt = @(x, y) x - x*y;
dy_dt = @(x, y) x*y - y;

% Faziskép abrazolasa

figure;

title (’Lotka-Volterra rendszer fazisképe’);
xlabel (’Zsakmany populacido’);

ylabel (’Ragadozé populédcido’);

% Kezdeti értékek inicializalasa

x0_values = {[1,2], [1,3], [1,4], [1,51};

hold on;

for i = 1:length(xO_values)
x0 = x0_values{i}; % Kezdeti pont
tspan = [0 10]; % Iddétartomany

options = odeset(’MaxStep’, 0.1);

[t, x] = ode45(@(t, y) [dx_dt(y(1), y(2)); dy_dt(y(1), y(2))], tspan,
x0, options);

plot(x(:, 1), x(:, 2), ’k’, ’LineWidth’, 1)

end

% Kezdeti pont jeldlése
plot (1, 1, ’kx’, ’LineWidth’, 1);

x1im ([0 4]);
ylim ([0 41);

box on;

hold off;

2.1. Kod. Lotka-Volterra modell MATLAB hasznélataval
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3. fejezet

A neuron miikodésének modelljei

Az alabbi szakasz az [1] és [3] kdnyvek alapjan késziilt.

Az elmult széz évben a biologiai kutatas hatalmas mennyiségt részletes ismeretet halmozott fel az
agy szerkezetérsl és mikodésérsl. A kézponti idegrendszer elemi feldolgozd egységei a neuronok,
amelyek bonyolult mintazatban kapcsolodnak egymashoz. Az alabbi abran egy ilyen neuronhal6zat
egy aprocska része lathato, amely Ramon y Cajal, az idegtudoményok egyik uttérgjének 1900 koriil
késziilt rajzat mutatja. Szamos haromszog vagy kor alaku sejttesttel és hosszi, drotszerd nyulva-
nyokkal rendelkezé neuront kiilonboztethetiink meg. Ezzel a képpel csak bepillantast nyerhetiink
az agykéregben talalhaté neuronhalézatba. A valosagban az agykérgi neuronok és kapcsolataik st-
rti halézatba tomoriilnek, kdbmilliméterenként megkozelitéleg 10* sejttesttel és tobb kilométernyi

"vezetékkel". Az agy kiilonboz6 teriiletein a halozat mintazata eltérs lehet.

Egy tipikus neuron harom funkcionélisan elkiiloniils részre, a dendritre, a szémaéra és az axonra
oszthatd. A dendritek "bemeneti eszk6zként" miikodnek, mas neuronoktol szarmazo jeleket gytij-
tenek és tovabbitjak azokat a szoma felé. A szoma a "kdzponti feldolgozo egység", amely egy fontos
feldolgozasi 1épést hajt végre: ha a széma Osszes bemenete meghalad egy bizonyos kiiszobértéket,
kimeneti jel keletkezik. A kimeneti jelet a "kimeneti eszkoz", az axon fogadja, amely tovabbitja a

jelet méas neuronokhoz.
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A két neuron kozotti kapesolatot szinapszisnak nevezziik. Tegyiik fel, hogy egy neuron jelet kiild
egy szinapszison keresztiil. A kiild6 neuront preszinaptikus sejtnek, a fogad6 neuront pedig poszt-
szinaptikus sejtnek szoktuk nevezni. Egyetlen neuron a gerincesek agykérgében gyakran t6bb mint
10* posztszinaptikus neuronhoz kapcsolodik. Sok axonelagazis a neuron kozvetlen kozelében vég-

z6dik, de az axon tobb centimétert is kinytlhat, hogy elérje az agy mas teriiletein 1év6 neuronokat.

,f\

dendrites

action W .
potential __:7_‘*._/ \ Jl
. —
~ 10mv ! “
1 ms e ____'?"*.__/
axon — i
axon ~ |i y
) s - S — J synapse
,: o electrode .
(W —

Az ideAalis tiizel$ neuron

A neurilis jelek rovid elektromos impulzusokbol dllnak, és ugy figyelhetSk meg, hogy egy elektrodéat
helyeziink a neuron szémaéjara, vagy a szoma vagy az axon kozelébe. Az impulzusok, tgynevezett
akciés potencidlok vagy tiiskék amplitidoja koriilbelil 100 mV, és jellemz&en 1-2 ms idGtarta-
muak. Az impulzus formaja nem valtozik, ahogy az akcids potencial az axon mentén terjed. Egy
neuron &ltal kibocsatott akciés potencidlok lancolata rendszeres vagy szabélytalan idékdzonként
bekovetkezs események sorozata. Mivel egy adott neuron izolalt tiiskéi egyformén néznek ki, az
akcids potencidl formaja nem hordoz semmilyen informaciot, inkabb a tiizelések szama és idGzitése

a fontos. Az akcids potenciél a jelatvitel elemi egysége.

Szinapszisok

A szinapszisban a preszinaptikus neuron axonja érintkezik a posztszinaptikus sejt dendritjével
(vagy szomajaval). A gerincesek agyaban a szinapszisok leggyakoribb tipusa a kémiai szinapszis. A
kémiai szinapszisban az axonvégz&dés nagyon kozel keriil a posztszinaptikus neuronhoz, és csak egy
apré rés marad a pre- és posztszinaptikus sejtmembran kozott. Ezt nevezziik szinaptikus résnek.
Amikor egy akcios potencial érkezik a szinapszisba, biokémiai feldolgozasi lépések Gsszetett lanco-
latat inditja el, amely a neurotranszmitter felszabaduldsahoz vezet a preszinaptikus terminélbol a
szinaptikus résbe. Amint a transzmitter molekulék elérik a posztszinaptikus oldalt, a posztszinap-
tikus sejtmembranban 1év6 specialis receptorok érzékelik Gket, és (kozvetleniil vagy egy biokémi-
ai jelatviteli lancon keresztiil) specialis csatornak megnyitasdhoz vezetnek, ami az extracellularis
folyadékbdl ionok bearamlasat eredményezi a sejtbe. Az ionbearamlas viszont megvéltoztatja a
membranpotencidlt a posztszinaptikus helyen, igy végiil a kémiai jel elektromos valaszra valtozik.
A posztszinaptikus neuron egy preszinaptikus tiiskére adott fesziiltségvalaszat posztszinaptikus

potencidlnak nevezziik.
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Membranpotencial

Az idegrendszer szempontjabol fontos elektromos jel az idegsejt belseje és a sejten kiviili kozeg
kozotti elektromos potencialkiilonbség. Nyugalmi koriilmények kozott a neuron sejtmembranjanak
bels6 potencialja koriilbelill -70 mV a kornyezet potencialjahoz képest (amelyet egyezményesen
0 mV-ban hataroznak meg). A sejtmembranban taldlhat6 ionpumpék tartjak fenn koncentréacios

gradienseket, amelyek biztositjdk a membranpotencial-kiilénbséget.

Példaul a NaT sokkal koncentraltabb a neuronon kiviil, mint beliil, és a Kt koncentraciéja jelentd-
sen magasabb a neuronon beliil, mint a sejten kiviili kdzegben. Az ionok tehat mind a fesziiltség-,
mind a koncentracios gradiensek miatt &ramlanak be és ki a sejtbe. A nyitott csatorndkon keresztiil
a sejtbol kidramlo pozitiv toltést ionok (vagy a sejtbe bearamlé negativ toltést ionok) formajaban
jelentkezé aram negativabbé teszi a membréanpotenciélt, ezt a folyamatot nevezziik hiperpolariza-
ciénak. A sejtbe aramlé aram a membranpotencialt kevésbé negativ vagy akar pozitiv értékekre

valtoztatja. Ezt depolarizaciénak nevezziik.

Ha egy neuron eléggé depolarizilodik ahhoz, hogy a membranpotencialt egy kiiszobérték {6lé emel-
je, pozitiv visszacsatolasi folyamat indul be, és a neuron akcios potencialt general. Az akcios poten-
cial a sejtmembran elektromos potencialjanak nagyjabol 100 mV-os ingadozéisa, amely koriilbeliil
1 ms-ig tart (3.1 abra). Egy neuron tiizelése a sejtek tiizelésének kozelmultbeli el6zményeitdl is
fiigg. Néhany ezredmasodpercig, kozvetleniil a tiizelés utan, gyakorlatilag lehetetlen tjabb tiiske
elinditasa. Ezt nevezziik abszolit refrakter periddusnak. Egy hosszabb, relativ refrakter idészak-
nak nevezett intervallumban, amely a tiizelés utan akir tobb tiz milliszekundumig is eltarthat,

nehezebb akcids potencialt kivaltani.

T T T |
U (. .|
~10F .
S a0k g
E 30k i
= 40k g
—50 F .
—60 , J : —
0 2 8 10

t [ms]

3.1. abra. Az akciés potenciil a sejtmembran elektromos potencidljanak nagyjabél 100 mV-os

ingadozasa, amely koriilbeliil 1 ms-ig tart.

Az akciés potencidlok nagy jelent&séggel birnak, mivel ez a membranpotencidl-ingadozés egyetlen
olyan formaja, amely nagy tavolsdgokra képes terjedni. A kiiszobérték alatti potencidlingadozésok
1 mm-es vagy annal kisebb tavolsagokon jelent&sen csillapodnak. Ezzel szemben az akciés poten-
cidlok aktivan regenerdlodnak az axon folyamatai mentén, és gyorsan, nagy tavolsdgokra képesek

terjedni csillapitas nélkiil.

A kémiai szinapszisokon kiviill a neuronok elektromos szinapszisokkal is Osszekapcsolédhatnak,
amelyeket néha réskapcsolatoknak neveznek. Specialis membrénfehérjék kozvetlen elektromos kap-
csolatot hoznak létre a két neuron kozott. A réskapcsolatok funkcionélis vonatkozésairol nem sokat

tudunk, de feltételezhetGen részt vesznek a neuronok szinkronizélasaban.
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4. fejezet

Neuron tuzelési modelljei

A neuron tiizelési modelljei az [1] kdnyv alapjan keriilnek bemutatasra.

A tiizelés hatésa a posztszinaptikus neuronra egy intracellularis (sejten beliili) elektrodaval rogzit-
hetd, ami a sejt belseje és kornyezete kozotti u(t) potencidlkiilonbséget méri. Ezt a potencialkiilonb-
séget nevezziik membranpotencidlnak. Barmilyen bemenet nélkiil a neuron nyugalmi allapotban
van, ami allandé u,..s; membranpotencidlnak felel meg. Egy tiizelés utan a potencial megvaltozik,
és veégiil visszaesik a nyugalmi potencidlra. Ha a valtozas pozitiv, a szinapszist gerjesztének mond-
juk. Ha a véltozas negativ, a szinapszis gatlo.

Nyugalmi allapotban a sejtmembran mar erésen negativ polarizaciéju, koriilbeliil -65 mV.

Posztszinaptikus potencialok

Formalizaljuk a fenti megfigyeléseket. Vizsgéljuk meg az ¢ neuron membréanpotencialjanak w;(t)
idébeli lefolyasat. Miel6tt a j preszinaptikus neuron ¢ = 0-kor tiizel, u;(t) = Upest. t > 0 esetén az

elektrodan az ¢ neuron valaszat latjuk.
€ij (t) = Uy (t) — Uprest

Ha az u;(t) — urest fesziiltségkiilonbség pozitiv (negativ), akkor gerjesztd (gatlod) posztszinaptikus

potencialt kapunk.

Tiizelési kiiszobérték és akcidés potencial
Tekintsiink két preszinaptikus neuront j = 1,2. A j = 1 neuron tiizelési id6pontjai tgl),t?)...,

(1 42

ugyanigy a j = 2 neuron pedig t, .. id6pontokban tiizel. Minden egyes tiizelés egy-egy €;1

vagy €; posztszinaptikus potencialt idéz el6. Amig csak kevés bemeneti tiiske van, a potencial teljes

valtozasa megkdzelitéleg az egyes posztszinaptikus potencidlok Osszege:

wi(t) = > > et —t]) + tpest
f

J

azaz a membranpotencial linearis.
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A linearitas megszakad, ha til sok bemeneti tiiske érkezik egy révid intervallum alatt. Amint a
membranpotencial elér egy ¢ kritikus értéket, mar nem tudjuk egyszerten Gsszegzésként leirni: a
membranpotencidl impulzusszerd kiugrast mutat, amelynek amplitudoja koriilbelidl 100 mV. Ez a
rovid fesziiltségimpulzus az ¢ neuron axonja mentén tovabbterjed a tobbi neuron szinapszisaihoz.
Az impulzus utdn a membranpotencial nem tér vissza kozvetleniil a nyugalmi potencialra, hanem

sok neurontipus esetében a nyugalmi érték alatti hiperpolarizaciés fazison megy keresztiil.
A

A

u rest

-1

Minden preszinaptikus neuron tiizelése gerjeszt6 posztszinaptikus potenciélt

valt ki, amely elektrodaval mérhets w;(t) — w5t potencialkiilonbségként.

[

,19 ________________________________

u rest

. |

A j=2 preszinaptikus neuron tiizelése réviddel a j—1 neuron tiizelése utan egy
masodik posztszinaptikus potencialt okoz, amely hozzidadodik az els6hoz.

i

U rest

(1) (2)

L, t,
Ha w;(t) eléri a ¥ kiiszobértéket, akkor a neuron tiizel. Ennek kévetkeztében
a membranpotencidl nagy pozitiv impulzusszerd kitérésbe kezd. Az impulzus

utén a fesziiltség visszatér az u,.s alatti értékre.

4.1. abra. Az i posztszinaptikus neuron két preszinaptikus neuron, j = 1,2 bemenetét kapja.
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4.1. Linearis modell

A alébbi szakaszban bemutatom az Integrate-and-Fire modellek legegyszeriibb modelljét, melyet
'Leaky Integrate-and-Fire’ (LIF) modellnek hivnak. A modell két részbgl all: egy linearis diffe-
rencidlegyenletbdl, amely a membranpotencial alakulasat irja le, és egy kiiszobértékbdl a neuron

tiizeléséhez.

Lattuk, hogy egy durva kozelitéssel a neurdlis dinamika felfoghaté tgy, mint egy Gsszegzési fo-
lyamat, amelyhez hozzévesziink egy olyan mechanizmust, amely bizonyos kritikus fesziiltség felett
akcios potencialokat valt ki. A kisérletekben a tiizelési idGket gyakran tgy hatarozzak meg, mint
azt a pillanatot, amikor a membranpotencial alulrél elér valamilyen kiiszobértéket. A neuralis dina-
mika fenomenolégiai modelljének felépitése érdekében a tiizeléshez sziikséges kritikus fesziiltséget
egy ¥ formalis kiiszobértékkel irjuk le. Ha az u;(t) fesziiltség (amely az Gsszes bemenet Gsszesitett

hatasat tartalmazza) alulrol eléri a ¢ értéket, azt mondjuk, hogy az i neuron tiizel. A kiiszb atlé-
()

pésének pillanata hatarozza meg a ;' tiizelési id6t.
A modell kihasznalja azt a tényt, hogy egy adott neuron akciés potencidljai mindig nagyjabol
azonos alaktak. Ha egy akciés potencial alakja mindig azonos, akkor az alak nem hasznalhato
informacié tovabbitasira: az informéaciét inkabb az tartalmazza, hogy a neuron tiizelt-e vagy sem.
Ezért az akcios potencidlok "eseményekre" redukalédnak, amelyek az id6 egy pontos pillanatdban

torténnek.

Azokat a neuronmodelleket, amelyekben az akcids potencidlokat eseményekként irjak le, "Integrate-

and-Fire" modelleknek nevezik. Az Integrate-and-Fire modelleknek két kiilonallo része van, mind-

kettd sziikséges a dinamikajuk meghatérozasahoz: egy egyenlet, amely leirja a membrénpotenciél
(®)

u,; ’ alakuldsat és egy mechanizmus a tiizeléshez.

A bemenetek integralasa

Az u; valtozo az i neuron membrénpotencidljanak pillanatnyi értékét irja le. Bemenet hidnyaban a
potencial nyugalmi értéke u,.s;- Ha egy neuron I(t) aramot kap, vagy szinaptikus bemenetet kap

més neuronoktdl, az u; potencidl eltér a nyugalmi értékétdl.

Ahhoz, hogy egy olyan egyenlethez jussunk, amely a pillanatnyi w;(¢) — wres: fesziiltséget az I(t)
bemeneti arammal kapcsolja Gssze, az elektromossag elméletébdl szarmazo elemi torvényeket hasz-
naljuk. A neuront sejtmembran veszi koriil, amely meglehetSsen jo szigetels. Ha egy rovid I(t)
aramimpulzust juttatunk a neuronba, a ¢ = [I(#') dt’ elektromos t6ltésnek valahova mennie kell:
a sejtmembrént fogja feltolteni. A sejtmembran tehéat agy viselkedik, mint egy C kapacitasu kon-
denzator. Mivel a szigetel6 nem tokéletes, a toltés idével lassan atszivarog a sejtmembranon. A

sejtmembran ezért véges R szivargasi ellenallassal jellemezhetd.

A LIF modellt reprezentalé alapvets elektromos aramkor egy C kondenzatorbol és egy R ellenal-

lasbol &ll, amelyet egy I(t) dram hajt.
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4.2. abra. A neuron, amelyet a sejthartya vesz koriil, I(t) bemeneti dramot kap, amely noveli
a sejtben 1év§ elektromos toltést. A sejthartya kondenzétorként miikodik, amely parhuzamosan

kapcsolédik egy ellenallassal, amely egy uresy potencidlu akkumulédtorral van 6sszekdtve.

Ha az I(t) aram eltiinik, akkor a kondenzéatoron mért fesziiltséget az akkumulator fesziiltsége st
adja. Itt egyszerten "kézzel" beillesztettiik az akkumulatort az &ramkorbe, hogy figyelembe vegyiik

a cella nyugalmi potenciéljat.

Az dramkor elemzéséhez az dramfenntartasi torvényt alkalmazzuk, és a meghajté dramot két kom-

ponensre bontjuk,
I(t)=Ir + Ic (4.1)

Az els6 komponens az [r aram, amely az R linearis ellenallason halad at. Ez az Ohm-torvénybdl
kiszamithato: Ir = ur/R, ahol ugp = u — Urest az ellendllason dtmend fesziiltség. A masodik

komponens I a C kondenzatort tolti fel. A kapacitas C' = ¢/u (ahol q a toltés és u a fesziiltség)

definici6jabol a kapacitiv aram Ic = dq/dt = Cdu/dt. Tgy
I(t) = U = Urest ety g% (4.2)
Az egyenletet megszorozzuk R-rel, és bevezetjiik a 7,, = RC' idéallandot. Igy kapjuk a standard
formaét:
du
Tm gy = —[u(t) — tUpest] + RI(t) (4.3)

Az u-t a membréanpotencidlnak, a 7,,-t pedig a neuron membrén idéallandbojanak nevezziik.
Matematikai szempontbol az (4.3) egyenlet egy linearis differencialegyenlet. Villamosmérnoki szem-
pontbhdl egy RC-dramkor egyenlete, ahol az R ellendllas és a C kondenzétor parhuzamosan van

elrendezve. Az idegtudds szemszogébdl az egyenletet egy passziv membran egyenletének nevezziik.

Mi az (4.3) egyenlet megoldéasa? Feltételezziik, hogy a membranpotencial ¢ = 0 id6pontban w,es: +
Au értéket vesz fel. Ha ¢t > 0, akkor a I(t) = 0. Intuitiv médon azt varjuk, hogy ha elég hossza
ideig varunk, akkor a membranpotencial visszatér az nyugalmi w,..s; értékére. Valojaban az u(ty) =
Urest + Au kezdeti feltételd differencidlegyenlet megoldasa a kovetkezs:

w(t) — Upest = Au exp(—i) (4.4)

Tm

Bemenet hidnydban viszont a membranpotencial exponencidlisan csékken a nyugalmi értékére. A
Tm = RC membréan id6allandé a csokkenés jellemzd ideje. Egy tipikus neuron esetében ez kb. 10

ms, és igy meglehet&sen hosszu a tiizelés id6tartamahoz képest, amely 1 ms nagysagrendd.
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A LIF modell hiAnyossagai

A LIF modell nagyon leegyszertisitett, és a neuralis dinamika sok aspektusét elhanyagolja. Tébbek
kozott az input, ami érkezhet preszinaptikus neuronokbol illetve dram hatésara is keletkezhet,

linearisan integralodik, fiiggetleniil a posztszinaptikus neuron allapotatol.

du
7—7nE = —[’U,(t) - urest] + RI(t>

ahol I(t) a bemeneti dram. Tovabba minden egyes tiizelés utan a membranpotencial visszaall
alapallapotba:

ha u(t) =9 akkor  lim w(t+9) = u,

§—00,0>0

igy a koréabbi tiizelésekrdl nincs informacio.

Tovabba a posztszinaptikus potencidlok alakja nemcsak a depolarizacié mértékétsl fiigg, hanem
altaldnosabban a neuron belsé allapotatél, példaul a korabbi akciés potencidlokhoz viszonyitott

id6zitéstol.

()

i

id6épontban akciés potenciél keletkezett és tiizel a preszinaptikus neuron a
) _
J

a preszinaptikus neuron tiizelése egy posztszinaptikus akcidés potenciél alatt vagy roviddel uténa

Tegyiik fel, hogy t
t;f ) > tgf ) idépontban. A posztszinaptikus potencial formaja most a t tz(-f ) id6ponttdl fiigg. Ha
érkezik, akkor kevés hatasa van, mert az akciés potencidl tiizelésében részt vevd ioncsatornak egy
része még mindig nyitva van. Ha a tiizelés joval késébb kovetkezik be, akkor a szokadsos méretd

posztszinaptikus potencialt hoz létre.

Urest m————— Yoo P y

Yoo

1 IJ-UJ ff)

4.3. abra. A posztszinaptikus potencialok alakja (szaggatott vonalak) az i neuron utolsé tiizelése
Ota eltelt t — tl(f) id6tol fiigg. A posztszinaptikus tiiske tz(»f) idépontban indult. A tg.f) id6pontban,
roviddel a posztszinaptikus neuron tiiskéje utan érkezé preszinaptikus neuron tiizelése kisebb hatast

fejt ki, mint a joval késébb érkezd tiizelés.
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MATLAB eredmények

Ebben a szakaszban a LIF modell MATLAB segitségével torténs abrazolasat mutatjuk be. Az ab-
razolés soran kiilénb6z6 bemeneti paramétereket varidlhatunk, példaul az dramintenzitast vagy a
kiiszobértéket. Ezek a paraméterek kozvetlen hatéssal vannak az idegsejt miikodésére és a tiizelés

gyakorisagara.

A modellt leiré differencidlegyletet az oded5 fiiggvény segitségével oldjuk meg.
Az ode45 fiiggvény hasznalata soran elGszor meg kell adnunk a differencidlegyenletet, amelyet meg
szeretnénk oldani. Ezutan megadjuk a kezdeti feltételeket és a szamitasi tartoményt. Az oded5

fliggvény kiszamitja a differencidlegyenlet numerikus kozelitését, és visszaadja az eredményt.

Elgszor definidljuk a kévetkezs fiiggvényt:

% Reset eseményt kezeld fiiggvény
function [val, isterminal, dir] = ResetEvent (™, u)
% ~: Az elsd bemeneti argumentum (id3) figyelmen kivil lesz hagyva

% u: A membranpotencial aktualis értéke

val = u+40; % Kiiszébértéek = -40

isterminal = 1; % Az esemény bekdvetkezte utdn a szamitdsok leallnak
dir = 0; % Nem fontos az esemény bekdvetkezésének iranya

end

4.1. Kod. Visszaallitast kezels fliggvény

Ez a fliggvény egy eseményfiiggvényt definidl az oded5 szamitasokhoz. Az eseményfiiggvény felelGs

az események észleléséért és jelzéséért az odeds szamitésok soran.

Ebben a konkrét eseményfiiggvényben az val valtozo értéke a u+40. Ez azt jelenti, hogy az esemény
bekovetkezik, amikor a membranpotencial u értéke eléri vagy atlépi a —40 értéket. Az isterminal
értéke 1, ami azt jelenti, hogy az esemény bekévetkezte utan a szdmitasok ledllnak. Az dir értéke

0, ami azt jelenti, hogy az esemény minden irdnyban észlelhetd.

Az alabbi kéd bemutatja a LIF modell implementéciojat a MATLAB-ban. ElGszor definidljuk a
konstans értékeket, mint a nyugalmi membranpotencidl, membran ellenallas, bemeneti aram stbh.
Ezutan inicializaljuk a valtozokat és létrehozzuk a differencidlegyenletet leir6 fiiggvényt. Az oded5
fiiggvényt hasznéljuk a differencidlegyenlet numerikus megoldaséra, és az eredményeket taroljuk az
id6- és membranpotencial vektorokban. Végiil a plot() fliggvénnyel dbrazoljuk a membranpotencial

valtozéasat az id6 fliggvényében.
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% Konstans értékek

u_rest = -70; % Nyugalmi membréanpotencial (mV)
R = 1; % Membran ellenallas (ohms)

I = 40; % Bemeneti aram (mA)

T = 10; % Idétartam (ms)

deltaT = 0.1; s Lépéshossz (ms)

tspan= [0,T]; % Idéintervallum

% Valtozok inicializaléasa
t = [1; % Ido vektor

u = [1; % Membranpotencial vektor

% Leaky Integrate-and-Fire modell egyenlete
dudt = @(t, u) (-(u - u_rest) + Rx*I);

% Az ode4b szamitasokhoz az eseményeket kezeld fiiggvény megadasa

options = odeset(’Events’, Q@ResetEvent);

% Az ’ode4b5’ fiiggvény meghivasa
% ’dudt’ fiiggvény: A differencidlegyenletet tartalmazd fiiggvény
% ’tspan’: Az iddintervallum, amelyen belil szamolunk

% ’u_rest’: A kezdeti membranpotencial értéke

% ’options’: Az ’o0ded4b5’ szamitdsokhoz hasznalt beadllitasok
[t_temp ,u_temp] = ode45(dudt, tspan, u_rest, optionmns);

t = [t; t_templ; % Uj iddpontok hozzaadasa az idd vektorhoz
u = [u; u_templ; % Uj membranpotencial értékek hozzaadasa

while t(end)<T
tspan = [t(end)+deltaT, tspan(2)];
options = odeset(’Events’, QResetEvent, ’MaxStep’, 0.1);

[t_temp,u_temp] = ode45(dudt, tspan, u_rest, optiomns);
t = [t; t_templ;
u = [u; u_templ;

end

plot (t,u)

xlabel (’Idd (ms)?)
ylabel (’Membranpotencial (mV)’)
title (’Leaky Integrate-and-Fire Modell’)

4.2. Kod. LIF modell MATLAB hasznalataval
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Az alabbiakban a LIF modell kiilonb6z6 paramétereit valtoztatva kapott eredmények és azok abrai

lathatoak.

1= 0 mA, Kezdeti érték: -60 mV
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4.4. dbra. A LIF modell 4brazolasa MATLAB-ban
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A 7, id6skalat mutato valtozot egysényinek valasztjuk, igy elhagytuk a (4.3) differencialegyenlet-
bél. A modellben a nyugalmi membranpotencial értéke u,.s; = —70 mV, illetve a legtobb esetben
a kiiszobérték —40 mV, az ellenéllas (R) értéke 1 ohm, és a szimulécié id6tartama 10 masodperc.
A kovetkezSkben tobbek kozott az aramot valtoztatjuk, hogy megvizsgaljuk a neuron tiizelésének

gyakorisagat az dramintenzitas valtozasanak hatéasara.

El6szor nem vezetiink aramot a neuronba, azaz I = 0, illetve a kezdeti értéket —60-nak véalasztjuk
(lasd 4.4a abra). Ekkor a neuron membranpotencidlja a kezdeti —60 mV értékrsl lecsokken a

nyugalmi —70 mV értékre input d&ram hidnyaban, és a —70 mV értéken marad.

Ezutén noveljiik az aramot I = 20 mA-re, viszont a neuron még nem kap elég aramot a tiizeléshez,
az értéke egy kis id6 utan stabilizalodik —50 mV koriil (4.4b abra ).

A 4.4c és 4.4d abrékon jol lathato, hogy az dramintenzitas valtoztatdsa jelentGs hatéassal van a
neuron tiizelésének gyakorisdgéra. Az dramintenzitas névekedése altaldban noveli az idegsejt tiize-

lési gyakorisagat, mig az aramintenzitas csokkenése csokkenti a tiizelési gyakorisagot.

Az ellenéllas értékét novelve is ndvekedés tapasztalunk az idegsejt tiizelési gyakorisagaban. A 4.4d
abradhoz képest az 4.4e abran csak az ellendllas valtoztatasa a kiilonbség, R = 1-r61 R = 2-re
noveltiik az ellenallast. Amikor az ellenédllast noveljiik, R értékének névekedése az egyenletben azt
eredményezi, hogy az (urest — u + R = I) kifejezés értéke nagyobb lesz. Ennek kovetkeztében a
membrinpotenciél valtozisa (d—?) gyorsabba valik, amely befolyésolja a tiizelés gyakorisagat.

Az utols6 (4.4f) abran pedig a kiiszobérték valtoztatasanak hatasat lathatjuk a 4.4d abrahoz
képest. Ha a kiiszobértéket noveljiik, akkor a membranpotencidlnak hosszabb id6re van sziiksé-
ge ahhoz, hogy elérje a kiiszobértéket. Ez a tiizelési események csokkenését eredményezi, mivel a
membrénpotenciél lassabban éri el a kiiszobértéket, és igy kevesebb akcidépotencial jon létre idGegy-
ségenként. Ezért a kiiszObérték valtoztatasa befolyédsolja a tiizelés gyakorisagat az LIF modellben.
Alacsonyabb kiiszobérték esetén a tiizelés gyakoribb lehet, mig magasabb kiiszobérték esetén a
tiizelés ritkabb lesz.
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4.2. Nemlinearis modell

Egy altaldnos, nemlinearis integrate-and-fire modellben egyetlen u valtozoval leirva a membranpo-
tencidlra vonatkozo egyenlet a kovetkezs:

d
TU= fu) + R(u)I (4.5)
Mint fentebb szerepelt, a dinamika ledll, ha u eléri a 6,.5.; kiiszobértéket. Ebben az esetben a
t(f) tiizelési id6t rogzitjiik, és a membranpotencidl-egyenlet integréalasa a t(f) + Aabs id6pontban
kezdédik ujra w, kezdeti allapottal. Az (4.5) egyenletben szerepls f(u) fiiggvény tipikus példaja
az 4.5 abran lathaté. Ha nincs masként megadva, a kdvetkez6kben mindig fesziiltségtol fiiggetlen,

allando6 bemeneti ellenallast R(u) = R feltételeziink.

Az 4.5 egyenlet Gsszehasonlitédsa a LIF modell egyenletével

du
Tm oy = —[u(t) — tUpest] + RI(t) (4.6)

azt mutatja, hogy a nemlinearis R(u) fliggvény fesziiltségfiiggs bemeneti ellenallasként értelmez-

hets, mig f(u) a —(u — upest) szivargasi kifejezést helyettesiti.
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| |
Ih=0 || | Iy >0 I
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4.5. dbra. A nemlineéris integrate-and-fire modell kiiszobértékei. A fesziiltség valtozasanak T
értéke f(u) fiiggvényében van dbrazolva, ahol f(u) az u fesziiltség fiiggvénye.

u
a, Stimuléci6é hianyaban Iy = 0, a - 0 értékek hatarozzak meg az u,.s; nyugalmi potencilt és
du
a ¥ tiizelési kiiszobértéket. A membranpotencial e f(u) > 0 pozitiv valtozéasa azt jelenti, hogy
d
a fesziiltség n6 (dramlasi nyil jobbra), mig a < 0 a fesziiltség csokkenését jelenti. Az nyilak irdnya
egy stabil fix pontot mutat u,.s;-nél, de egy instabil fix pontot ¥ értéknél. Amikor a fesziiltség eléri

a Orcser ertéket, a fesziiltség egy alacsonyabb értékre all vissza.
d
b, Egy allando pozitiv Iy > 0 bemenet esetén a ditt gorbe fiiggslegesen felfelé tolodik. A 9,

kiiszobérték azt a maximalis fesziiltséget mutatja, amelyet allandé arambeadéssal el lehet érni,

mielStt a neuron ismét tiizelésbe kezd.
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Hol van a tiizelési kiiszobérték?

A standard LIF modellben a linearis egyenletet egy numerikus 0,...¢; kiiszobértékkel kombinaljuk.
A 0,csei-et Ugy értelmezhetjiik, mint a tiizelési kiiszobértéket, vagyis azt a minimalis fesziiltséget,
amely sziikséges egy tiizelés kivaltasdhoz, barmilyen impulzust is valasztunk. Méas szavakkal, ha
a fesziiltség jelenleg éppen 6,..sc; alatt van, és tovabbi stimulus nem érkezik, a neuron elkeriilhe-
tetleniil nyugalmi allapotba keriil. Ha a fesziiltség eléri a 0,..4; értéket, akkor a neuron tiizel. A
nemlinedris integrate-and-fire modellek esetén mar nincs ilyen egyértelmien meghatarozott tiizelési

kiiszobérték.

A nemlinearis integrate-and-fire modellben (4.5 egyenlet) hasznalt f(u) fiiggvény tipikus alakja van
abrazolva az 4.5 abran. A nyugalmi potencial koriil az f fiiggvény linearis és aranyos az (4 — Upest)
kifejezéssel. Azonban a leaky integrate-and-fire modellel ellentétben, ahol a fesziiltségfiiggés min-

denhol linearis, a nemlinearis modell f(u) fiiggvénye egy ponton élesen felfelé fordul.

Ha a nemlineéris integrate-and-fire modellt kiilonb6z6 dramokkal stimuléljuk, akkor a modell szi-
amelyet elérhetiink, miel6tt a modell tiizelne. Az 4.6 &dbran lathato, hogy a O fesziiltségkiiszob,
amelyet impulzusszeri bemeneti &ramokkal hataroztunk meg, eltér a hosszabb ideig tarté aramok-

kal meghatérozott fesziiltségkiiszobtsl.

0k I | 1

=20

= 1) r
E—swop ¥, o /.ﬁ_lfl_l _________________ N
- I S | I P Rl P
\ { o |
—60 + \--_ - I/ \__—.,l'f’ FI/\___
805 250 500

4.6. abra. A fesziiltség az id6 fliggvényében a megadott dramok hataséara. ¥} a pulzusos stimulusokkal
meghatéarozott tiizelési kiiszobérték, és szaggatott vizszintes vonalakkal vannak jel6lve a hosszan

tart6 aramokkal meghatarozott 9, kiiszobértékek.

d
A magyarazathoz térjiink vissza az 4.5a abrdhoz, amely az d—?—t abrazolja u fliggvényében. Két

d
olyan pont van, ahol d—z = f(u) = 0, amelyeket u,..s-tel és J-val jeloliink. u,..s; a dinamika stabil

fix pontja, mig 9 egy instabil fix pont.

Az (4.5) egyenletbe vezetett rovid I(t) = ¢d(t — to) aramimpulzus ¢¢ id6pontban ¢ toltést juttat a
rendszerbe, és Au = Bq nagysagu fesziiltségvaltozast okoz. Az 0] u = Uyesy + Au fesziiltség szolgal
kezdeti feltételként a (Iifferenciélegyenlet integralasahoz a bemeneti impulzus utén. u < 9 esetén a
membrinpotenciél visszatér a nyugalmi potencidlra, mig u > 1 esetén a membranpotenciél tovibb
novekszik, amig a novekedés a 0,.05; numerikus kiiszobértéknél meg nem all. Igy a o instabil fix

pont fesziiltségkiiszobként szolgil, ha a modellt révid dramimpulzussal stimulaljuk.
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Allandé dram alkalmazasa esetén mast mutat a 4.5b dbra. Mivel d—u—t a fliggtleges tengely mentén
abrazoljuk, egy allando6 I aram eltolja felfelé a gorbét egy uj értékre (4.5a abra), f(u)+ Rlo; lasd
(4.5) egyenlet. Ha az dram elég nagy, mindkét fix pont elttinik, igy di; mindig pozitiv. Ennek ered-
ményeképpen a fesziiltség addig ndvekszik, amig el nem éri a 6,..5.; numerikus kiiszobértéket, ekkor
visszaédll, és ugyanaz a folyamat ismétlgdik djra. Mas szoval, a neuron modell a tiizelés ismétlsds

rendszerébe lépett.

Az tiizelés ismétlgdéséhez sziikséges aram megfelel annak a fesziiltségnek, ahol a stabil fix pont
eltiinik, vagy ¢,,, = I.R. Ezt bifurkaciés pontnak nevezziik. Fontos megjegyezni, hogy u > ¥,
stacionarius fesziiltség nem lehetséges. Masrészt el6fordulnak ¢, < u(t) < ¢ fesziiltségatmenetek

impulzus bemenetek vagy idéfiiggd aramok esetén anélkiil, hogy tiizelést eredményeznének.
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4.3. Exponencialis modell

Az exponenciélis integrate-and-fire modellben a membréanpotencidlra vonatkozé differencidlegyen-

let a kovetkezd:

d — 9
Tﬁu = —(U — Upest) + ATe:rp(u th
Ar

)+ RI (4.7)

Az egyenlet jobb oldalan 1&vé elss kifejezés megegyezik a (4.3) egyenlettel, és egy passziv membran
szivargasat irja le. A masodik tag egy exponencialis nemlinearitas, melynek élességi paramétere

A és kiiszobértéke Jy,.

Az a pillanat hatarozza meg a t(f) tiizelési id6t, amikor a membranpotencial eléri a 0,.cse; nUmMeri-
kus kiiszobértéket. A tiizelés utdn a membranpotencial visszadll az w,. értékre, majd az integracio
a t(f) + Aabs id6pontban kezdddik ujra, ahol Aabs egy abszolut refrakter id6, amelyet jellemzs-
en a 0 < Aabs < bms tartomanyban véilasztunk. Ha a numerikus kiiszobértéket kell6en nagyra
valasztjuk, O,.cse > ¥ + Ap , akkor annak pontos értéke nem jatszik szerepet. Ennek az az oka,
hogy az akcids potencial felszdkése az u > ¢ + Ar olyan gyors, hogy rendkiviil révid idg alatt a
végtelenbe megy. A 0,..sc; kiiszobérték féként a szamszertiség kedvéért keriilt bevezetésre, a modell

formalis matematikai elemzéséhez a végtelenhez kozelithetd.

Rheobazis kiisz6bérték és a paraméterek értelmezése

(Rheobazis jelentése: Az a minimélis d&ram, amely végtelen ideig tart6 stimulécié esetén sziikséges

egy ideg depolarizalasahoz.)

Az exponencialis integrate-and-fire modell az (4.5) egyenletben meghatarozott altalanos nemline-

aris modell specialis esete:

dt u—19
T@u = —(U — Upest) + Arexp( ATth

)+ RI (4.8)

Kiils6 bemenet hianyaban (I = 0), az exponencidlis integrate-and-fire modell (4.7) differencial-

egyenletének két fix pontja van, amelyeket az f(u) = 0 megoldasai hatéroznak meg.

Tegyiik fel, hogy a paramétereket a kidvetkezSképpen vélasztjuk meg: U, > Upest + Ar. Ekkor
a stabil fix pont az u & u,.s; pontban van, mert az exponencialis tag elhanyagolhatoéan kicsi lesz
u < Y.p — Ar esetén. Az instabil fix pont, ami az impulzus bemenet kiiszobértékeként szolgal, a
¥, jobb oldalédn helyezkedik el.

Ha a kiils6 bemenet lassan, szinte konstans médon névekszik, a két fix pont egyre kozelebb kertil
egymashoz, mig végiil a bifurkicios pontban 6ssze nem érnek. A bifurkécios pontban 1&v§ fesziiltség
meghatarozhato a — = 0 feltételb6l, melyre w = ¥,p,. Tehat ¥, az alland6 (rheobézis) drammal

U
meghatéarozott kiiszobérték, ami megmagyarazza annak nevét.
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Kapcsolat a LIF modellel

Az exponencidlis integrate-and-fire modell esetén a 6 fesziiltségkiiszob az impulzus bemenetre eltér
a konstans bemenet rheobazis ¥, kiiszobértékétsl. Azonban, ha Ar — 0, az exponencilis tag éles-
sége novekszik, és ¥ kozelit 9,,-hoz. Ap — 0 hatarértékben a nemlinearis fiiggvényt kozelithetjiik

a linearis taggal:
fu) = —(u — tpest) ahol u < 9y (4.9)

és a modell akkor tiizel, amikor u eléri ¥,, = 9 értéket. Tehat Ar — 0 hatarértékben visszatériink

a Leaky Integrate-and-Fire modellhez.

MATLAB eredmények

A LIF modell bemutatasa soran (lasd Kod 4.2) mar részletesen ismertettiik a kodot, amely segitsé-
gével a LIF modellt implementéltuk és az idegsejt membranpotencidljanak valtozésat dbrazoltuk.
Az exponencialis modell implementécioja hasonlo elveken alapul, azonban itt az ode4b helyett
az 0ode23 numerikus megoldét hasznaljuk a modellt leird differencidlegyenlet megoldasa sordn. A
modellben szintén hasznaljuk a ResetEvent nevi fliggvényt (Kod: 4.1), amelyet a LIF modellnél
definidltunk.

Az 0de23 a MATLAB egy beépitett numerikus megoldé fiiggvénye, amelyet differencidlegyenletek
numerikus kozelitésére hasznalhatunk. Az ode23 a masodrendii Runge-Kutta modszert alkalmazza
a differencidlegyenletek megoldasara. A mddszer 1épésrdl 1épésre halad a megoldasban, és az aktu-

alis pontban kiszamitja a derivaltakat és az j pont értékét.

Az ode23 fliggvény hasznalata hasonl6 médon torténik, mint az ode45 fiiggvény esetében. Az elsd
argumentuma a differencidlegyenletet tartalmazo fiiggvény, a masodik argumentum az idGinterval-
lum, amelyen beliil szimolunk, és a harmadik argumentum pedig a kezdeti értéket adja meg. Az
ode23 automatikusan adaptiv 1épéshossz vezérlést alkalmaz, hogy az idébeni véiltozésokhoz alkal-

mazkodva pontos eredményt kapjunk.

Az exponenciélis modellben a paramétereket a kdvetkez6képpen valasztjuk: a 7,,, id6skalat mutato
valtozot itt is egysényinek valasztjuk, igy elhagytuk a (4.7) differencidlegyenletbdl is. A modellben
a nyugalmi membranpotencial értéke szintén wu,.sy = —70 mV, a kiiszobérték azonban —35 mV a

legtobb esetben, az ellenallas (R) értéke 1 ohm, és a szimulacié idGtartama 10 masodperc.

A kovetkezd oldalon talalhat6 az exponencidlis integrate-and-fire MATLAB implementacidja.
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% Konstans értékek

u_rest = -70; % Nyugalmi membréanpotencial (mV)
R = 1; % Membran ellenallas (ohms)

I = 35; % Bemeneti aram (mA)

T = 10; % Idétartam (ms)

deltaT = 1; % Lépéshossz (ms)

theta_rh = -51; % "Elességi" paraméter

tspan= [0,T]; % Idédintervallum

% Valtozodok inicializaléasa
t = [1; % Ido vektor

u = []; % Membranpotencial vektor

% Exponencialis Integrate-and-Fire modell egyenlete

dudt = Q@(t,u)-(u-u_rest)+deltaT*exp((u-theta_rh)/deltaT)+ R*I;

options = odeset(’Events’, QResetEvent, ’MaxStep’, 0.1);
[t_temp ,u_temp] = ode23(dudt, tspan, u_rest, optiomns);

= [t; t_templ; % Uj iddpontok hozzaadasa az idd vektorhoz
u = [u; u_templ; % Uj membranpotencial értékek hozzaadasa

while t(end)<T
tspan = [t(end)+deltaT, tspan(2)];

options = odeset(’Events’, QResetEvent, ’MaxStep’, 0.1);
[t_temp,u_temp] = ode23(dudt, tspan, u_rest, optiomns);
t = [t; t_templ;
u = [u; u_templ;
end
plot (t,u)

xlabel (°Id& (ms)’)
ylabel (’Membranpotencial (mV)?)

title (’Exponencialis Integrate-and-Fire Modell?’)

4.3. Kod. Exponencialis Integrate-and-Fire modell MATLAB hasznalataval
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Alabb pedig az exponenciélis modell kiilonb6zG paramétereit valtoztatva kapott eredmények és
azok abrai lathatoak.
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4.7. abra. Az exponencialis integrate-and-fire modell abrazolasa MATLAB-ban
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Az abrak alapjan megfigyelhetGk az exponencialis integrate-and-fire modell kiilénb6z§ bemeneti

paraméterekre adott valaszai.

Kezdetben vezessiink 15 mA &ramot a neuronba. Ekkor a membranpotencil a nyugalmi potenci-
alrél indul, melynek értéke —70 mV, kb —55 mV értékig névekszik, majd ott stabilizalodik, tehat

nem éri el a —35 mV-os kiiszobértéket, igy a modell nem tiizel. (4.7a abra)

Az aramot 25 mA-ra névelve a 4.7b abran a modell tiizelése lathat6. A membréanpotencial hir-
telen megemelkedik a kiiszobértékig, ez akcidpotencial kivaltasaval tiizelést eredményez. Ezutan a

membranpotenciél lecsokken, majd a folyamat elolrsl kezd6dik, ezzel ismételt tiizelést kivaltva.

Ahogy azt a LIF modellnél is lathattuk, az dram intenzitasanak novelésével (I = 40 mA) névekszik

a tiizelések gyakorisaga is. (4.7c)

Most az dramot dllanddan 25 mA értéken tartjuk, de az ellenéllas értékét 1-r6l 2-re emeljiik. Ebben
az esetben szintén megfigyelhetd, hogy a modell gyakrabban tiizel (lasd 4.7d abra). Az ellenallas
novelése miatt a membranpotencial lassabban cstkken, igy tdbb tiizelési esemény kovetkezik be

idGegységenként.

Az aram értékét ismét valasszuk —25 mA-nek, viszont a kiiszobértéket —35 mV-rél —55 mV-ra
csokkentsiik. Ez a valtoztatas a tiizelés gyakorisdganak novekedéséhez vezet, mivel a membranpo-

tencial hamarabb éri el a cs6kkentett kiiszobértéket. (4.7e abra)
Végezetiil pedig ne vezessiink aramot a modellbe, azaz I = 0 mA. A membranpotencial minimélisan

emelkedik a kezdeti értékrsl (-70 mV), majd stabilizalodik (4.7f abra). Ez azt jelzi, hogy a modell

nyugalmi allapotban van, és nem torténik tiizelés.
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Osszefoglalas

A neuralis jel rovid fesziiltségimpulzusokbol, tgynevezett akcios potencidlokbél vagy tiiskékbol
all. Ezek az impulzusok az axon mentén haladnak, és tobb posztszinaptikus neuronhoz jutnak
el, ahol posztszinaptikus potencidlokat idéznek el6. Ha egy posztszinaptikus neuron révid id&in-
tervallumon beliil elegendé szamu tiskét kap tobb preszinaptikus neuront6l, membranpotenciélja
elérheti a kritikus értéket, és akcids potencial indul be. Azt mondjuk, hogy a neuron "kil6tt" egy

tiiskét, azaz tiizelt. Ez a tiiske a neuron kimeneti jele, amely viszont méas neuronokhoz tovabbitodik.

A tiizel§ neuronok kiilénosen egyszert modellje a Leaky Integrate-and-Fire modell. Elgszor is, egy
linearis differencidlegyenlet leirja, hogy a bemeneti aramok hogyan integralédnak és alakulnak &t
u(t) membranfesziiltségge. Itt a bemenet lehet a kisérleti személy altal egy izolalt neuronba injek-
talt bemeneti dram, vagy egy nagy és erGsen Osszekapcsolt halozat mas neuronjaibol érkezé tiiskék
altal okozott szinaptikus bemeneti aram. Méasodszor, a modell neuronja tiizel, ha a membrénfe-
sziiltség eléri a 9 kiiszobértéket. Végiil a tiizelést kovetSen a linearis differencidlegyenlet integralasa

egy u, alapértékrdl folytatodik.

A LIF modell meglehetdsen korlatozott hatokord, mivel egyetlen fesziiltségkiiszobértékkel rendelke-
zik. A nemlinedris modellben a neuronok azonban figyelembe tudjak venni azt a tényt, hogy a valos
neuronokban az ismétlédé tiizeléshez sziikséges effektiv fesziiltségkiiszob eltér a révid dramimpul-
zusok esetén meghatarozott fesziiltségkiiszobtdl. Ez a két fesziiltségkiiszob, amelyek kapcsolatban
vannak f(u) minimuméval és az instabil fix ponttal, a nemlinearis integrate-and-fire modellek
sajatossdgai. Miutan a membranpotencidl meghaladja a belsé kiiszobértéket, elkezdddik a memb-
ranpotencial névekedése. Az integracié a numerikus kiiszobértéknél, 0,....-nél ll le, amely sokkal
magasabb és koncepcié szerint nagyon kiilonbdzik a modell bels§ kiiszobértékétsl. Valojaban a
numerikus kiiszob pontos értéke nem szamit, mivel ilyen kiiszob nélkiil a membranpotencial véges

id6 alatt a végtelenbe menne.
AlapvetSen sokféle nemlinearitas elképzelhet. Azonban tgy tiinik, hogy sok neuron jol leirha-

t6 egy linearis taggal (a ’szivargési’ tag), amelyet egy exponencidlis taggal (az ’aktivacios’ tag)

kombinalunk.
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