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1. Bevezetés

A deep learning, azaz mélytanulasi modellek egyre nagyobb teret nyertek az elmult
években. A képfeldolgozas terén a konvolicids neurdlis halo (CNN) jelentett atto-
rést, ami diszkriminativ feladatokat old meg hatékonyan (azaz a bemeneti képhez a
megfelel6 cimkét igyekszik kivalasztani). A modell a képeken 1évé kiillonb6z6 minta-
zatokat és texturakat tanulja, igy tobbféle invariancia, példaul eltolas vagy tiikkrozés
mellett is képes meghatarozni ugyanazt a kategoriat. Ezek a sikerek feliigyelt ta-
nulds (supervised learning) mellett sziilettek, vagyis a modellnek sziiksége van egy
helyes cimkékkel ellatott adathalmazra a tanulashoz. Ez egyrészt koltségessé teszi
a megfelel6 tanité adathalmazok létrehozasat, masrészt nem egyezik meg egy valds
tanulasi szituaciéval. A bioldgiai rendszerek cimkék nélkil alakitanak ki egy repre-
zentaciot a kapott informaciok alapjan, ez pedig arra inspiral, hogy az 6nall6 tanulas
(unsupervised learning) keretrendszerében dolgozé modellt valasszunk.

Ez a célkitiizés irdnyit a mélygenerativ modellek iranyaba. Ezekben a tanult rep-
rezentaciot egy latens tér dimenzidi jelenitik meg, ezzel pedig konnyebben alakithato
és vizsgalhato a CNN-nél. Az 6nall6 tanulas soran a modell felfedezi az adathalmaz-
beli képek mogottes eloszlasat, és igy a folyamat soran egy generativ komponenst
is kapunk. A célom annak vizsgalata, hogy a latens térben megjelené generativ ele-
mek milyen hierarchia szerint rendezddnek el. Illusztracioként gondoljuk el, hogy
egy kupac szaraz biikkkfalevél mintazatat szeretnénk generalni. Azt szeretnénk, hogy
a generativ elemek egy része az egyes levelek mintazatat tanulja meg, és mas résziik
legyen felelGs a levelek elhelyezkedéséért. A komponenseket azonban nehéz matema-
tikailag szétvalasztani, hiszen egy kell6en flexibilis, nemlinearis modell hatékonyan
képes tanulni enélkill is - igy viszont elveszik a mintazat struktirdjanak mélyebb
megértése.

Azt, hogy ilyen hierarchikus latens teret alkosson a modell, a felépitésében je-
lenlévé induktiv torzitassal (inductive bias) tudjuk segiteni. Ezzel be tudjuk épite-
ni a modellbe a tanuland6 adathalmazrél valéd elozetes tudasunkat, ezzel segitve a
tanulast. Egészitsiik ki a faleveles példat egy egyszerii fizikai invarianciaval, a kont-
raszttal. A levelek egy adott elrendezése kiillonb6zo fényviszonyok mellett ugyanaz,
azonban kisebb kontraszt nagyobb bizonytalansagot, azaz varianciat jelent az elren-
dezésben. Egy ilyen kép esetében a kontraszt egy fényercsséget jelent, amit egy adott
elrendezés esetében a kép pixeleire vett szorzas ir le. Ebben az esetben tehat a mo-
dellben ezt a szorzast megragadd induktiv torzitast kell bevezessiink, hogy segitsiik
a struktura megértését.

Az induktiv torzitas jol megvaldsithaté a Variational Autoencoder (VAE) nevii
mélygenerativ modell esetében. Ez a modell azért is vonzd, mert a bayesi statisztika
elvei szerint miikodik, ezdltal pedig atlathatd garancidk és megkotések vonatkoz-
nak ra. Ezaltal egy normativ keretben vagyunk képesek kovetkeztetéseket levonni,



ami mas generativ modellek esetében nem adott. A dolgozatom célja, hogy egy
kontrasztinvarians latens reprezentacioval rendelkez6 modellt alkosson a VAE keret-
rendszerében. A tanitdas a MNIST adathalmaz kontraszttal augmentalt valtozatan
torténik. A tavolabbi cél az, hogy természetes képeken miikodjon a modell, azon-
ban az ezekben 1évo Gsszetettebb struktira miatt az erre valé modellépités ido- és
eroforrasigényes. Emiatt fontos, hogy ezelott felfedezziik, hogy milyen modell képes
hatékony tanulasra. A dolgozatban hiarom kilonbo6zo felépitésii modellt vizsgalok.
Az egyikiik egy standard VAE, amirol azt taldlom, hogy jol tanulja a kontrasztot,
azonban nem egy kiilon latens dimenzioban jeleniti meg azt. Ezért két kiilonbozo
tovabbfejlesztést valésitok meg, amiben egy latens koordinatdk kozotti szorzas hi-
vatott szétvalasztani jelentés szerint a latens dimenziodkat - ez a pre hoc és post hoc
Scale Mixtures Variational Autoencoder. A vizsgalat soran azt taldlom, hogy a post
hoc SMVAE képes leginkabb kontrasztinvarians reprezentacié és helyes rekonstruk-
ci6 tanulasara.

A bevezetés utan a masodik fejezetben réviden bemutatom a CNN felépitését,
majd a GAN nevii generativ modellt. A fejezet végén részletesen targyalom a VAE
felépitését. Ezutan a harmadik fejezetben leirom a Gaussian Scale Mixtures nevii,
valoszintliségi eloszlasokat vegyito otletet és motivacidjat, ami a megvaldsitott model-
lekben bevezetett szorzast inspiralta. A negyedik fejezetben a felhasznalt adathalmaz
bemutatasa utan részletezem a modellek felépitését és osszefoglalom az eredménye-
ket. A Standard VAE, illetve a pre hoc és post hoc SMVAE esetében is bemutatom
a latens teret, a rekonstrukciot, illetve vizsgdlom a kontraszt elkdédolasanak fiigget-
lenségét. Végiil az 6todik fejezetben Gsszefoglalom az eredményeket, majd kitérek a
limitaciokra és tovabbfejlesztési lehetdségekre.

2. Mélytanulasi modellek a képfeldolgozasban

2.1. Neuralis halé képklasszifikaciora

A mélytanulasi modellek jelentos részének alapja az a mesterséges neurdlis halozat
struktura, amit mar régen kidolgoztak, azonban a szamitasi kapacitasok és felhasz-
nalhaté adathalmazok az el6z6 évtizedre néttek meg annyira, hogy a gyakorlatban
is jol alkalmazhatd legyen. A mesterséges neurdlis halokrél és alkalmazéasaikrol ir
Bishop (1994) harminc évvel ezelétt Osszefoglalét. A mesterséges és neurdlis sza-
vak itt arra utalnak, hogy ezek a modellek a bioldgiai neuralis halézatokrél vesznek
mintat.

Egy mesterséges neurdlis hald tulajdonképpen egy f : R® — R™ fiiggvény, ami
egy specialis struktira szerint épiil fel. A bemenet x € R"™ vektort elsoként egy k
dimenzids, ugynevezett rejtett rétegbe transzformalja a hal6é. Ennek egy a; koor-



dindtajanak (egy "mesterséges neuron") értékét az el6zé réteg, azaz jelen esetben
a bemenet koordinatainak sulyozott osszege alapjin fejezziik ki. Vagyis egy a; ko-
ordindta értékét a > I, wjx; kifejezés szerint kapjuk meg, ahol w; € R" az q;
koordinatara nézve egyedi stulyozas. Hogy ne csak linearis Osszefiiggések legyenek
a modellben, ez az érték még egy nemlinedris, ugynevezett aktivdcios fliggvényen
is dtmegy, azaz Vj € 1...k: a; = g(Xi-, wj;z;), ahol g a nemlinedris aktivacios
fiiggvény (azaz a "neuron" akkor "tiizel", ha elég nagy bemeneti impulzust kap). Egy
egész réteg neuronértékeinek kiszamitdsat matrixszorzéassal végezhetjiik:

a=g(Wz)

ahol a € R¥ egy rejtett réteg k neuronjanak aktivaciéi, W matrix tartalmazza az
adott rejtett réteg sulyait (a j. sor i. eleme, wj; az a; koordinata képletében z;
stlya), x pedig az el6z6 réteg. Rejtett rétegekbdl kéveti egymadst tobb, majd végiil
megkapjuk a modell f(z) € R™ kimenetét. Az aktivacids fiiggvényekre néhany példa:

ReLU: g(z) = max(0, z)
1
i id: =
sigmoid: g(x) T
softplus: g(z) = log(1 + €7)

A cél az, hogy a w paramétereket optimalisan allitsuk be, azaz a feladatunknak
megfeleloen miikodjon a halé. A jo paraméterek megtalaldsahoz egy optimalizalasi
algoritmusra van sziikség - ez a backpropagation, azaz a hiba-visszaterjesztési algo-
ritmus szerint valésul meg. Ehhez egy megfelel6 veszteségfiiggvényt kell definidlni,
majd az algoritmus eszerint kiértékeli f(z)-et, és valtoztat a paramétereken. Errdl
részletesebben a (2.3.2) részben irok. Az eredményes tanuldshoz legtobbszor sok rej-
tett rétegre, és megfeleléen nagy adathalmazra, amin az optimalis paramétereket
meg tudja tanulni a halo.

Az els6 nagy attorést Krizhevsky, Sutskever, és Hinton (2012) munkaja hozta,
akik képklasszifikacios feladatra épitettek fel egy 60 milli6 paraméterrel rendelkezo
specialis halét. Egy konvoliciés neurdlis halét (convolutional neural network, CNN)
hoztak létre, ami az ImageNet nevii, természetes képeket és cimkéiket tartalmazoéd
adathalmaz elemeit "ismeri fel", azaz minden képhez egy valdszintiségi eloszlast ren-
del a cimkékre nézve. Az ehhez hasonlo, diszkriminativ modellek esetében a kimenet
elott taldlhatd egy normalizald réteg, ami az utolsé elétti réteg értékeit valdszini-
ségi eloszlassa transzformaélja (azaz kimenete minden koordinataban (0, 1)-beli, és a
koordinatak osszege 1). Ez jellemzden a softmaz fiiggvény:

e
o:RF = (0,1)F o(x)=—=— (i€1...k)

j=1€"



Krizhevsky és tarsainak hélozata az esetek 83%-aban az 5 legvaldszintibb cimke ko-
zé sorolta a helyes megoldast az 1000 lehetséges cimke koziil. Ez az arany akkor
figyelemreméltéan magasabb volt mas eljarasok pontossaganal. Munkajuk mar ko-
rabban is létezo eljarasokat valositott meg egy 1j kombinacioban, és megmutatta,
hogy a mélytanulasban valés lehetdség rejlik. Eredményeik nyoméan rengetegen dol-
goztak kiilonb6z6 neurdlis haldzatok fejlesztésén (az eredeti cikk jelenleg 133 ezer
hivatkozas koriil jar a Google Scholar szerint).

A CNN architektura tobb valtoztatast eszkozol a fentebb leirt, alap neurdlis halo
strukturajan - a képek esetében ugyanis kulcsfontossdgu a kiilonbozo texturak és tu-
lajdonsagok megtanulasa, amik a vektorra alakitott reprezentaciéban elvesznek. A
CNN ezért kétdimenzios konvolticios rétegeket hasznal, amik ugyanigy az el6z6 réteg
néhany elemének linearis kombinacidja szerint adjak az 1j réteg elemeit. Itt azonban
a sulyok elore meghatarozottak és fixek, valamint az Gj réteg egy elemére az el6z6
réteg csak néhany, a 2D térben kozeli pixel értéke fog hatni. Egy konvoluciés réteg
igy egy "ablakot" csusztat végig a kétdimenziés inputon. A modell a konvoliciés ré-
tegek mellett dimenzidcsokkents (pooling) rétegeket haszndl, és ezekkel hatékonyan
tud magasabb és alacsonyabb szintli mintazatokat, texturakat tanulni. A megfele-
16 reprezentacié kialakitasa utan kell vektorizalni, "kilapitani' az adatokat, és itt
néhany hagyomanyos, illetve egy softmax réteg oldja meg a klasszifikacié feladatat.

A CNN tehat egy hatékony megoldas diszkriminativ feladat esetén, feliigyelt ta-
nulds (supervised learning) mellett. A modell invaridns a transzliciéra, vagyis egy
kép eltoltjat, vagy tiikrozottjét is felismeri, hidba teljesen masok a konkrét pixel-
értékek a két képen. Ez a felépités tehat egy olyan induktiv torzitast jelent, ami a
segiti a transzlacios invariancia tanuldsat. Azonban a tanulashoz sziikség van arra,
hogy a tanité adathalmaz tartalmazza a helyes cimkéket minden kép esetén, a mo-
dell veszteségfiiggvénye pedig ezt, a helyes valaszt veti 6ssze a kimenetként kapott
valészinliségi eloszlassal. Ennek egyértelmt hatranya, hogy koltségesebb egy ilyen
adathalmaz osszedllitasa. Az eredeti halénak sok kiilonb6z6 irdnyd tovabbfejlesztése
sziiletett az azota eltelt években, azonban az 6nallé tanulas és a képek eloszldsanak
tanuldsara nem kifejezetten alkalmas ez a modell (Gu és tsai., 2018). Masrészt, mi-
vel a modell = bemenetre egy p(z|z) valészinliségi eloszldst szamol (ahol z € R™
a kimeneti vektor), a képek p(z) eloszlasdnak tulajdonsdgairél nem tudunk tanul-
ni altala. A kozbiilsé rétegekben észrevehetiink mintazatokat aszerint, hogy milyen
texturat hol kédol el a hdldzat, azonban végsé soron a modell cimkék kozott dont. Ez
pedig nem egyezik meg egy biologiai halozat miikodésével, ahol fontosabb a latottak
értelmezése a cimkézésnél. Tovabba a strukturdlis értelmezés és flexibilis inferencia
is hianyzik: példaul egy allat esetében nem csak az érdekes, hogy milyen allat van a
képen, hanem a vislelkedése, mint hogy milyen iranyba mozoghat, veszélyes-e.



2.2. Generativ modellezés: a GAN

Az 6nallé tanulds (unsupervised learning) esetében a modellnek csak a feldolgozand6
adathalmazra van sziiksége, cimkék és egyéb kiegészitések nélkiil. Feltételezziik, hogy
az adathalmaz x elemei egy ismeretlen mogottes eloszlasbol szarmaznak, legyen ez
p*(x). A célunk egy olyan modell megalkotasa, ami ezt az eloszlast kozeliti, azaz
kell:

po(x) ~ p*()
A kozelitést maximum likelithood becsléssel javithatjuk, azaz a lehetséges paraméte-

reket tartalmaz6 © halmazban keressiik azt a paraméterezést, amelyik a legjobban
kozeliti az ismeretlen eloszlast, azaz keresstik:

{po}oce : min L(po,p) (2.1)

egy adott L : R" — R veszteségfiiggvényre. Ha py jol kozeliti p*-ot, akkor py-bol
mintat véve a tanité adathalmaz pontjaihoz hasonlé adatpontokat generalhatunk.
A mogottes p*(x) eloszldst azonban nem biztos, hogy egy explicit paraméterti el-
oszlassal le lehet irni, ezért implicit moédon szeretnénk kozeliteni az adathalmaz
strukturajat.

Ennek egy népszerti médszere Goodfellow és tsai. (2014) munkaja nyoman a Ge-
nerative Adversarial Network (GAN). A médszer sokféleképpen hasznélhatd, most
képekre vonatkoztatva irok rola. Az architektira felépitése jatékelméleti alapon
nyugszik: két gépi tanuldsi modell, a Generator és a Diszkrimindtor (amik jellem-
z6en neurdlis halok) "versenyeznek' egymassal az optimalizacié sordn. A Generdtor
feladata, hogy az eredetihez hasonld képeket generaljon. Ehhez egy sokdimenziés z
inputot kap, ami egy adott prior szerinti zaj (példdul p(z) = N (0, )). Ebbdl allitja
el6 a G(z;0g) kimenetet (ahol O a paramétereket jelenti). A Diszkriminétor felada-
ta, hogy egy valddi x kép és G(z;0q) koztl kivdlassza az igazi képet. A tanuldshoz
mindkét rész kap egy koltségfiggvényt: Lo (6q,0p) és Lp(Og,0p). A Diszkrimindtor
esetében ez lehet egy egyszerti, binaris klasszifikaciéra szolgald negativ log likelihood
figgvény: log(y), ahol y a helyes cimkére tippelt valdszintiség. A Generédtoré pedig
vagy —Lp (ekkor egy minimax algoritmust kapunk), vagy pedig log(1l — y) (azaz
Lp forditott cimkékkel: az a cél, hogy rossz kategériaba sorolja a Diszkriminétor).
A paraméterek frissitése gradiens médszerrel torténhet.

A tanulasi folyamat elméletben addig tart, amig egy lokélis Nash-egyensuly all
fenn a két rész kozott. Ez azt jelenti, hogy egyik sem tudja tgy frissiteni a paraméte-
reit egy adott részhalmazon, hogy jobb eredményt érjen el a masik paramétereinek
valtozatlansaga mellett. Ekkorra a Generator implicit megtanulja, kozeliti az eredeti
képek p*(x) eloszlasat. A modell egy fix latens térrel rendelkezik z felett, vagyis k-
16nbo6z6 z vektorokat adva bemenetként a Generatornak, felfedezhetjiik, hogy milyen
reprezentaciot tanult meg. Izgalmas tulajdonsaga ennek a térnek, hogy egy generalt



képen 1év6 szemantikai valtozasnak gyakran egy adott iranyu latens vektor felel meg
- igy példaul egy emberi arc generalasara tanitott GAN latens terében megtaldlhat-
juk a mosolynak megfelel6 irdanyt, és egy adott arc z 0sképét ebbe az iranyba tolva
mosolyt csalhatunk ra. Ilyen irdnyok tartalmazhatnak forgatast, fényerére, hattérre
vonatkoz6 informacidkat is. A modell tehat implicit felfedez szemantikus tulajdon-
sdgokat a latens reprezentdciéban. Ezek szétvalasztasa (disentanglement) azonban
nem a latens koordinatak mentén valtsul meg, hanem Gsszetett iranyokban jelenik
meg, és a modell struktiraja miatt ezek tanulasat nem tudjuk induktiv torzitéssal
segiteni.

A GAN j6 eredményeket képes elérni a képgeneralas terén, azonban tobb hatra-
nya is van. Az egyik a tanitas nehézkessége. A lokélis Nash-egyensuly megtalalasa
nem sikertil mindig, azaz a konvergencia nem biztositott. Rdadasul nem biztos, hogy
egy lokalis egyenstly j6 eredményt ad, a modell hajlamos arra, hogy az adathalmaz
egy részének megfeleld képeket generaljon - ha példaul szdmjegyek irasara szeret-
nénk megtanitani, a Generator csak egyfajta szamjegy generaldsaval is atverheti a
Diszkriminatort. Emellett a GAN implicit tanulja meg a p*(z) mogottes eloszlast,
amirol igy tovabbi informéciét nem nyerhetiink.

2.3. Variational Autoencoder (VAE)

Egy maésik lehetség az 6nallé tanulds mentén a Variational Autoencoder (VAE),
ami az altalam épitett modellek alapjat képezi. Ez a bayesi statisztika eszkozeivel
tanul latens reprezenticiét és eloszlast az adathalmazra nézve. Az alabbiakban a
modell alkotéi, Kingma és Welling (2019) leirdsa alapjan foglalom 6ssze a VAE
tulajdonsagait.

2.3.1. Altalanos leiras

A VAE a bayesi statisztika eszkozeivel dolgozik. Most is adott az adathalmaz és
az ismeretlen mogottes eloszlas: p*(x). A célunk az lesz, hogy egy = adatpontnak
egy megfelel z latens térbeli reprezentéciot talaljunk. Ehhez p(z) eloszlasra meg-
hatarozunk egy prior becslést. A modell két részbol fog allni: ez az Encoder és a
Decoder. Az Encoder feladata, hogy egy adott z-re eléallitsa a latens z megfelel6jét,
meghatéarozva a posterior py(z|z) feltételes eloszlast. Latni fogjuk, hogy ezt nem tud-
juk analitikusan szamolni, hanem egy g4(z|x) varidciés posteriorral kell kozelitsiik -
ezért ezt a folyamatot varidcios inferencidnak hivjuk. A Decoder feladata az, hogy
egy latens térbeli z értékbdl visszaallitsa az eredeti = inputot: py(z|z) ~ p*(x). Ez a
modell generativ része, hiszen a tanitas utan egy tetszoleges z vektorral 1j képeket
is tudunk generalni. A modell altalanos felépitése a (2.1) abran lathaté. Jellemz6-
en, igy esetiinknben is, az Encodert és Decodert egy-egy nemlinearis neuralis halo



valositja meg.

Prior eloszléas: p(z)

latens z-tér

Encoder:
46(2]7) ~ po(zIe) Decoder: py(a]2)

r-tér

Adathalmaz

2.1. dbra. A VAE altalanos struktiraja

A cél tehat a p*(x) eloszlas kozelitése, azonban tovdbbra sem szamitunk arra,
hogy ez egy explicit paraméterezhetd eloszlas lesz. Ezért vezetjik be a latens p(z)
priort (ami gyakorlatban sokszor egy normél vagy uniform eloszlas). Az eredeti p*(x)
eloszlast ennek fiiggvényében szeretnénk keresni: ehhez elsoként meghatarozunk egy
Osszetett fp fliggvényt. Ilyen lehet példaul egy mély neuralis halo. A fliggvény kime-
netét esetlegesen tovabb transzformélhatjuk valamilyen ¢ fliggvénnyel, hogy meg-
kapjuk az x valtozo kozelitését a prior fliggvényében:

z ~ g(fo(2)).

Ebbdl adédik egy egyiittes eloszlas z-re és z-re: py(x, z). Ebb6l konnyen tudunk
mintat venni: z ~ p(z) és x ~ g(fy(2)) szerint. Viszont az eredeti p* eloszlas csak
x fliggvénye, ezért pg x-re vett margindlis eloszlasara van szitkségiink. Ezt dltalanos
esetben integralassal kaphatjuk meg:

@) = [ pola.2)dz = [ polelz)p(z)d (22)



Az igy létrejott py eloszlas elég flexibilis tud lenni. Egy egyszerii eset: ha z diszkrét,
p(z|x) pedig normal eloszlds, akkor normaél eloszlasok affin kombindci6jardl beszél-
hetiink. Folytonos z esetén pedig Osszetettebb eloszlast kaphatunk. A tovabbiakhoz
idézziik fel Bayes-tételét.

2.1. Tétel (Bayes-tétel). Legyen X ésY két valosziniségi valtozo, p(X) és p(Y) az
eloszlasuk. Ekkor az eqymdsra vett feltételes eloszldsokra fenndll a kévetkezd dssze-
fliggés:

p(Y[|X)p(X)

p(Y)

A mogottes eloszlas kozelitéséhez, py(x) meghatarozasahoz a (2.2) integral meg-
oldasara van sziikséglink. Ez azonban tipikusan lehetetlen, mert nem ismert ra ana-
litikus megoldas, vagy jo kozelités. Ha a 2.1 Bayes-tételt az = és z valdszintiségi
valtozokra nézziik, akkor atszorzassal kapjuk, hogy:

po(|2)p(2)

|
po(zlr)

p(X|Y) =

po(z) = (2.3)
A jobboldal szamlaloja a fentebb leirtak szerint konnyen szamolhatd, azonban a
nevezében szerepld py(z|x) posterior szintén ismeretlen. Ezt a problémat hidalja &t
a VAE, amikor az optimalizacié soran variacios kozelitést ad a posteriorra.

2.3.2. Veszteségfiiggvény

A (2.1) formula szerinti minimalizdlashoz sziikségiink van egy megfelel$ veszteség-
fiiggvényre, aminek mentén optimalizalni tudunk. Ehhez sziikségiink lesz a KL diver-
gencia fogalmara, ami azt hatarozza meg, hogy egy eloszlas mennyire kiilonb6zo6 egy
masik, referencia-eloszlastol. A jelolt alap nélkiili logaritmusfiiggvény a természetes
alapu logaritmus.

Definicié (KL divergencia). Legyen p és ¢ folytonos valdszintiségi valtozok stirtiség-
fiiggvénye. Ekkor az eloszlasaik Kullback-Leibler divergencidja a kovetkezo integral

ericke Dxr(pllq) = /Rp(x) log (58) dx =E, [log 5531

A KL divergencia nem tavolsagfiiggvény, ugyanis nem szimmetrikus és nem tel-
jesiti a haromszog-egyenlGtlenséget. A nemnegativitast viszont teljesiti, erre sziitksé-
glink is lesz a késobbiekben.



2.2. Allitas. Vp,q: Di(p|lq) >0

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy —Dgr(p|lq) < 0.

(%) Vegyiik észre, hogy a > 0 =loga < a—1 és % > 0.

—Dg1(pllg) = — /Rp@) log (ZEQ) dx
_ Rp log< i;) dz
< | p(2) <qu§_ )dz

= /Rq p(z)dx

=1-1=0

mivel p(z) és q(z) stirtiségfiiggvények.

]

A (2.3.1) részben lattuk, hogy egy olyan modellt szeretnénk késziteni, aminek a
¢o(z|x) varidciés posteriora jol kozeliti a valodi és ismeretlen py(z|x)-t. A kozelség
mértékét KL divergencia segitségével tudjuk szdmszeriisiteni (az argumentum nélkiili

o illetve pp a qu(2|x) és py(z|z) eloszlasokat roviditik).

gy (2|)
po(z|w)

Ahonnan a masodik tagot tovabbirva:

Drcaslpo) = Es, [log ] _E,,llog gs(=]2)] — Ey, [log po(z])]

E,, [log po(z|x)] = E,, [log po(z, )]

o(w

)
= g, [log po(z, 2)] — Eq, [log po ()]
=E,, [logpe(z, x)] — /Q¢ z|z)log pe(z)dz
= g, [log po(2, 7)] — log ps(z / qy(2|7)dz
= E,,[log py(z, )] — log ps()

Ezt visszahelyettesitve a (2.4) egyenletbe:

Dk r(qsllpe) = Eq,[log gs(2]7)] — Eq, [log pe(2, )] + log ps(z)
log pg(x) = —Eq, [log g4 (2|2)] + Eq, [log po(z, z)] + Drr(qg[pe)

ELBO: Lg ¢(x) >0
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(2.5)



A KL divergencia nemnegativitasa miatt tehat:

Lo.g(x) = log pe(v) — D r(qsllpe) < logpe(z) (2.7)

Vagyis a py(z|z)-re tett g4(z|x) varidcidés becslés josdga, amit a (2.4) egyenletben
szereplé KL divergenciaval hatarozunk meg, az ELBO becslés pontossagat is meg-
hatarozza. Minél jobban kézeliti q,(z|x) az igazi posteriort, annal jobban kozeliti
az ELBO a logpg(z) loglikelihoodot. Es wvica versa, az ELBO maximalizéldsaval
egyrészt novekszik a pp(r) margindlis likelihood, azaz jobb lesz a generativ modell,
emellett csokken a KL divergencia, vagyis jobb lesz az variaciés posterior becslésiink.

Az ELBO-t a (2.6) alak mellett a kovetkezd, szemléletesebb modon is felirhatjuk:

Ly g(x) = Eq, [log po(2, 2)] — Eq, [log gs(z[)]
= E,, [log po(]2)] + Eq, [log pe(2)] — Eq, [log g4 (2]2)]
CE o pe(zl2) — o d8(212) (2.8)
~ By logn(els)] - B, [tog 1))

a becsiilt posterior és a prior
KL divergencidja

rekonstrukcié jésaga

Két dolgot szeretnénk tehat elérni. Az egyik, hogy minél pontosabb legyen a re-
konstrukcié. A maésik, hogy a posterior hasonlé legyen a prior eloszlashoz - ezt
hivjuk regularizacios tagnak. Ez biztositja, hogy a latens tér elrendezése értelmes
reprezentaciét mutat, azaz (normdl prior esetén) az elkédolt értékek az origdhoz
kozel helyezkednek el, és a kiillonb6z6 pontok kozotti atmenet folytonos. Ellenkezo
esetben ugyanis a latens tér kiilonbozo részeiben képezhetné le a modell kiilonb6z6
bemeneteket, igy nem alakulna ki valédi informéaciot hordozé latens tér.

2.3.3. Optimalizalas

Egy j6 modell megalkotasadhoz tehat az ELBO-t kell maximalizdlnunk egy optimali-
zacios algoritmussal. Egy mély neuralis halét fogunk hasznalni a variaciés inferencia
alapjaként, ennek tanitdasa pedig a gradiens ereszkedés modszerével (gradient des-
cent) torténhet, az ELBO-t hasznalva veszteségfiiggvényként. A gradiens leszallas
soran a kovetkezoképpen frissitjiik a paramétereket az esetiinkben:

(0,0) = (¢,0) = X VyoLso(x)

Ahol ¢ és 6 az Encoder illetve Decoder paraméterei, \ a tanuldsi rata. A veszteség-
fliiggvénylink minimalizalasa céljabdl kiszamoljuk a gradienst, és ennek egy \ ska-
larszorosaval valtoztatunk a paramétereinken, amik igy a lokdlis optimum iranyaba
fognak valtozni. Ezt a paraméterfrissitést a minibatch modszerrel fogjuk végrehaj-
tani, azaz meghatdrozott szamu adatpontot adunk a modellnek, miel6tt ezekbdl
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kiszdmolndnk a gradienst. Igy stabilabb lesz a konvergencia, mintha minden adat-
pont utan frissitenénk (Ruder, 2016), illetve lehetéségiink nyilik Monte Carlo jellegii
becslések hasznalatéara is.

A diszkriminativ modellek egyszerti veszteségfiiggvényeinél valamivel nehezebb
helyzetben vagyunk, ugyanis az ELBO-ban szereplé varhato értéket nem tudjuk
analitikusan kiszamolni. A generativ modell 6 paramétereire nézve az ELBO (2.6)
alakjabol kaphatunk torzitatlan becslést:

VoLgo(x) = Vo [Eq, [log po(, )] — Eq, [log go(2]7)]] (
= Eq, [Vollog po(, z) —log ()] (2.9b
~ Vy [log pe(z, z) — log gs(z|x)] (2.9¢
= Vyllog pe(z, 2)] (2.9d

Ahol (2.9b)-nél azért cserélhettiik fel a varhato értéket és a gradienst, mert kilénb6z6
valtozokra vonatkoznak. (2.9¢)-nél egy Monte Carlo becslést végziink: a minibatch

miatt torzitatlanul kozelitjitk a varhat6 értéket. (2.9d)-nél pedig felhasznaljuk, hogy
a masodik tag f-ra vett derivaltja 0, mert tole fiiggetlen.

Az Encoder ¢ paramétere esetében nem cserélhetjiik fel a varhato értéket és
a gradienst, ezért itt mas moddszert kell hasznaljunk. A probléma kikiiszobolésére
valtozocserét fogunk végezni (reparameterization trick). Els6ként legyen egy e valé-
szinliségi valtozonk, aminek eloszlasa fiiggetlen z-tél és ¢-t6l. Ekkor a z ~ gp(z|2)
valészintiségi valtozot kifejezhetjik a kovetkezoképpen:

z=g(e, ¢, )

egy megfelels g fiiggvényre. Igy a gradiens és a varhaté érték operdtorok kommuta-
tivak lesznek ¢ fiiggetlensége miatt, és Monte Carlo becsléssel:

VoEq, (2l [f (2)] = VeEyo)[f(2)]
=Epo[Volf(2)] (2.10)
~ Vo f(2)

Ezzel kiegészitve a (2.9) szamolast differencidlhatjuk a teljes reparametrizalt
veszteségfiiggvényiinket:

VioLoo(x) = Voo [Eq,log po(w, )] — Eq, [log go(2|2)]]
= Vo [Ep. [log ps(z, 2)] — E,. [log go(z]2)]]
— B, Vyollozpo(z, 2) — log ay(|o) o
~ Vyollog pe(x, z) — log go(z|x)]
= Vylogpy(z,z) — Vylog go(z|x)
= VooLss(x)
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ahol az utolsé sorban L a gradiens érték becslését jeloli. Igy pedig a megfeleld prog-
ramozasi keretrendszerben mar kénnyen elvégezhet6 a differencidlas, a kapott becs-
lésiink pedig torzitatlan, hiszen:

Epe) [V¢,ei¢,e(x, e)} =E,)(Vsollogpe(z, z) —log go(z|2))]
= V0[Ep(e)(log po(w, z) — log go(2]))] (2.12)
= VyoLso(x)

Most mar minden készen all a modell 1étrehozasahoz és tanitasahoz. A tanitas me-
netét leirtam fentebb, a pontos algoritmus az eredeti leirasban taldlhaté (Kingma &
Welling, 2014, p. 21).

3. Gaussian Scale Mixtures

A modellek bemutatasa elott a természetes képek statisztikai tulajdonsagairo6l irok
roviden. Olshausen és Field (1996) vizsgaljak azt, hogy egy természetes képet ho-
gyan lehet hatékonyan elkodolni. A szerzok célja az, hogy egy n x n pixeles képet,
amit az [ (z,y) figgvénnyel reprezentalunk, felbontsunk (nem feltétleniil ortogonalis)

c sz

I(z,y) = Zai@(ﬂ% y)

ahol ¢; € ® pixeltéren értelmezett fiiggvény, amibél n? darabot valasztunk. A cél az,
hogy olyan bazisfiiggvényeket valasszunk, amik egyrészt egy teljes ¢ bazisat alkot-
jak a képek terének, masrészt az a; egyiitthatok minél inkabb fliggetlenek legyenek
természetes képek egy halmazara.

A szerzok azzal a feltételezéssel élnek, hogy a természetes képek ritka struktara-
val (sparse sturcture) rendelkeznek, vagyis egy nagy méretit & halmazbdl kevés elem-
mel leithatunk egy képet. Ez azt jelenti, hogy az egyiitthatdk eloszlasa unimodalis
és nulla kortili. Egy ¢ béazis jésdganak értékelésére az ELBO-hoz hasonlé veszteség-
figgvényt vilasztanak a szerzok: az E = [informécio-megérzés] + A - [a; ritkasdgal
osszefiiggés minimalizalasa a cél, ahol A € RT skdldzza a masodik tagot. Eredmény-
ként azt talaljak a szerzok, hogy a természetes képeken tanitott modell optimalis ba-
zisfiggvényei a wavelet transzformécionak megfelel6 strukturat mutatnak. Ez azért
is érdekes, mert az emlosok elsddleges latokérgében a neuronok receptiv mezoire
igaz az, hogy helyileg lokalizaltak, orientdltak és egy adott frekvenciatartoméanyra
érzékenyek - ezek a tulajdonsiagok pedig a wavelet transzformaciéra is igazak.

A wavelet transzformaciét pedig ezek utan a kovetkezéképpen pontosithatjuk.
Legyen ¢ € L*(R), azaz [y ¥*(z) dx < oo, tovabba legyen [, (t) dt = 0. v ortonor-
malt wavelet, ha teljes {11, : j,k € Z} ortonormalt bazis szarmaztathaté beldle az
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L?(R) Hilbert-térre. Ekkor Vf € L*(R) felirhat6 f(z) = 33%- o cixtsx(2) alakban,
a megfeleld cj, egyiitthatékra, amit f wavelet-sorba fejtésének neveziink (Chun-
Lin, 2010). Chun-Lin munkajanak 31. oldaldn lathaté néhény példa a waveletekre.
A mostani jelentéskornyezetben, a képek terén a waveletek értelmezési tartomanya
nem a teljes valés halmaz lesz, hanem egy kép (z,y) € R? sikrészletén vessziik Sket,
a pixelértékekre diszkretizdlva. A képeken egy wavelet-bézist tehdt n? wavelet fog
kiadni, amik skaldban és orientacioban kiillonboznek, ahol a skala a szélességet ha-
tarozza meg, az orientacié a térbeli elhelyezkedést és iranyt (képek és részletes leiras
Olshausen és Field (1996) munkéjaban).

Ezt az eredményt tovabb kutatva Wainwright és Simoncelli (1999) foglalkozik
természetes képek wavelet transzformacié utani statisztikdjanak leirdsaval. Anali-
zisiik szerint a képek wavelet bézis szerinti reprezentacioi két tekintetben is nem
normal eloszlast kovetnek. Az egyik a kordbban emlitett ritka struktiura: egy kép
elkbédolasakor az egyiitthatok legtobbje 0 koriili és kevés lesz nagy amplitudoja. A
(3.1a) képen latszanak egy képkddolas egyiitthatéinak abszolutértékei harom kii-
16nb6z6 skala és orientacié szerinti waveletre, lathatéan ritka eloszlassal, sok sotét,
azaz 0 kozeli értékkel. Ezt kvantitativan lathatjuk a (3.1b) hisztogramon, ahol a
kozépso, 0 érték koriil nagyon sok egyiitthatd van, két oldalra pedig erésen csokken
a szamuk. A kilonb6z6 diagramokon négy kilonbo6z6 dolgot abrazold természetes
kép (tajkép, fakéreg-szerii textira, orvosi kép, szamitoégépes grafika) egyiitthatoinak
eloszldsa lathat6. A felsé sorban fliggbleges, az alsdé sorban pedig vizszintes orien-

« /e

Boats Bark CTscan Toys
=50 o 50 ~100 o 100 -10 0 w =50 o
14.51 4.85 22.89 23.00
" JL A _JL J\‘
] 50 ~100 (LR (11] 20  -10 ] 10 20 -50 o
17.97 471 1399 4149
(a) Egytitthatok abszolutér- (b) Egyiitthatok eloszlasa

tékei a kép mentén

3.1. abra. Természetes képeken vett wavelet transzformaciok egyiitthatéinak tulaj-
donsagai (Buccigrossi & Simoncelli, 1999)

A masodik, nem normaél eloszlas szerinti tulajdonsiag a wavelet transzformacié
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utani szomszédos pixelek intenzitdsa (szomszédos ugyanazon wavelet szerinti kédo-
lasban, vagy ugyanaz a pixel hely, csak orientacioban, illetve skdlaban eltér6é wav-
eletre). Ha ugyanis egy egytitthat6 nulla, akkor a szomszédjai is nagy valészintiséggel
lesznek nulla kozeliek, azonban egy egyiitthaté magas értéke mellett a szomszédok-
nak lehet nagy, vagy kicsi értéke is, azaz no a varianciajuk. Ez lathaté diagramon
a (3.2) abran, a fels6 sorban. A vizszintes tengely mentén latszik a fliggetlen pixel
intenzitasa (a (3.1b) hisztogramokhoz hasonléan a kozépsé értékek jelentik a nulla
értéket). A fliggbleges tengely mentén a szomszédok intenzitasat latjuk. A szalon-
cukorra hasonlité alak jelenti a most leirt Osszefiiggést, azaz hogy magas értékek
mellett a szomszédok értékei sokfélék lehetnek. Az egyes oszlopok négy kiilénb6zo
természetes képre adott eloszlast jelenitenek meg ugyanazon wavelet szerint. Az alsé
sor magyarazatat a szerzok altal vazolt megoldas bemutatasa utan irom le.

baboon boats flowers frog

-25 0 25 -25 Q
0.0572 0.0836

-25 ['] F3 -25 [}
AH/H = 0.0643 0.0743
3.2. dbra. Kondiciondlis hisztogram a szomszédos egyiitthaték értékeire (Wainwright
& Simoncelli, 1999)

A fentiek miatt a bemutatott eloszldsok modellezésére nem alkalmas normal
eloszlasok kombinacidja. Ehelyett a szerzék bevezetik a Gaussian Scale Mixtures
fogalmat.

Definicié (GSM). Egy Y valészintiségi vektort Gaussian Scale Mizture-nek (GSM)

hivunk, ha Y LU , ahol 2 closzlésbeli egyenldséget jelol, z > 0 egy skalar valoszi-
nliségi valtozd, U ~ N (0, Q) random normdl vektor, illetve z és U fliggetlenek.

Specialisan, ha z Gamma eloszlas szerinti, akkor a GSM eloszlas jol tudja koze-
liteni a (3.1b) abra szerinti egyiitthaté eloszlasokat. Amennyiben pedig a kédolés
uténi pixel értékek normalizdlva vannak z szerint (egy yo pixelt yo/z¢ szerint nor-
malizalva), a normalizélt pixel értékek egyiittes eloszldsa normaél - ez lathaté a (3.2)
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abra alsoé soraban. Tovabba a normalizalt pixel értékek marginalis eloszlasa is nor-
mal eloszlas lesz. A GSM modell tovabbi fejlesztésével pedig nem csak az egymashoz
kozeli pixelek valnak jol modellezhetévé, hanem a teljes képen vett egytitthatok el-
oszlasa is.

A bemutatott elemzések természetes képekre vonatkoznak, ahol a linearis tulaj-
donségok (feature-6k) teljes béazist alkotnak. Ennek a leképezéséhez a latens teret az
eredeti kép méretének megfeleld, n? dimenzidsra kéne allitsuk, ez azonban idé- és erd-
forrasigényes. Ezért a dolgozatban a természetes képeknél egyszeriibb adatbazison,
a MNIST augmentalt valtozatan tanitom a modelleket, ahol a tulajdonsagok tere
(feature space) néhdny dimenziéban leirhatd. A célja ennek a modellek mitkodésének
megértése és elozetes vizsgalata, hogy a természetes képek vizsgalata ezekbdl a ta-
pasztalatokbdl kiindulva torténhessen. Tehat a cél kontrasztinvarians reprezentacié
pekre. Ezért motival a scale miztures modellek megalkotasaban a fenti GSM eloszlas,
ami egy hatékony eszkoz lehet a neurdalis haloé kontrasztinvarians megvaldsitasaban.

4. A modellek bemutatasa és kiértékelése

4.1. A c-MNIST adathalmaz

A modellt a MNIST adathalmaz egy augmentalt valtozatan tanitom és tesztelem.
A MNIST 28x28 pixelbol allo, kézzel irott szamjegyeket tartalmaz, sziirkearnyalatos
formaban. Minden képet egy M € R?$*% matrix reprezentdl, amiben minden pixel-
értékre: m; ; € [0, 1]. Az adathalmaz tanitasra szant része 60000, a tesztrész 10000
képet tartalmaz. Meg kell jegyeznem, hogy ez nem egy nehezen tanulhaté adathal-
maz: régota léteznek ra szinte tokéletes klasszifikdld algoritmusok, illetve egy szimpla
linedris klasszifikacio is 12%-os hibéval megoldja (LeCun, Bottou, Bengio, & Haffner,
1998; LeCun, Cortes, & Burges, n.d.). Az adathalmaz tehat kvazi linedris.

A modelleket a MNIST egy bévitett valtozatara tanitom. Az eredeti képeket
kontrasztélt valtozatokkal egészitem ki: egy eredeti x kép helyett bekertl ¢- x (Ve €
C skaldr), ahol C a kontraszt értékeket tartalmazé halmaz. A vizsgdlatom soran
a C = {0.2,0.5, 0.8, 1} kontraszt értékekkel augmentdlom az eredeti adathalmazt
(vagyis az eredeti képek mellett harom kontrasztos valtozatuk is bekeriil). Igy a
tanité adathalmaz 6sszesen 240000, a teszthalmaz 60000 képet tartalmaz. Ezen az
augmentalt c-MNIST adathalmazon tanitom a modelleket. A modellek felépitését
és tanitasat a Google Colab keretrendszerében, a pytorch deep learning csomag fel-
hasznalasaval végeztem.
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4.2. Standard VAE

A modell felépitése Az els6 modell egy standard Variational Autoencoder meg-
valésitdsa a ¢-MNIST adathalmazon. A modell felépitése a kovetkezd (ahogyan a
(4.1) &bran is latszik):

o INPUT: z € R™*

o Encoder: R™* — R
3 rejtett réteg ReLLU aktivacios fiiggvénnyel: 784 — 256 — 32 — 6
output: (u,2logo), ahol u, 0 € R3 a posterior normal eloszlds paraméterei
o Mintavétel: z ~ N (p, 0?)
e Decoder: R? — R™4

3 rejtett réteg ReLLU aktivacios fiiggvénnyel: 3 — 32 — 256 — 784
e OUTPUT: rekonstrudlt £ ¢ R™4

output (R784)

Decoder (R? — Rygq)

4.1. abra. A Standard VAE felépitése

A neurélis halé Encoder része inputként egy x € ¢-MNIST 28x28-as sziirkearnya-
latos képet kap meg egy 784 dimenzids vektorra kilapitott formaban. Az Encoder
kimenetként az adott = kép alapjan kapott g4(z|x) varidcios posterior eloszlas pa-
ramétereit adja (ez kozeliti a valddi py(z|z) posterior eloszlast). Ebben a modellben
a latens tér 3 dimenziés, a prior normal eloszlast kovet: pp(z) ~ N(0,1). A vari-
ancia nemnegativitdsa miatt a megfelelé paraméterekre pozitiv értéket varunk, ezt
azonban nem tudjuk beleépiteni a neuralis haléba. Emiatt a variancia logaritmusa
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lesz az Encoder kimenete: log 02 = 2log 0. Ebbél kénnyen kiszamolhatjuk a normél
eloszlas variancidjat: exp(0.5 - 2log o).

A kovetkez6, sztochasztikus rétegben mintat vesziink az Encoder altal megha-
tarozott paraméterii eloszlasbdl. A (2.3.3) részben leirtak szerint valtozdcserére van
sziikségiink (reparameterization trick), hogy a derivaltakat megkapjuk, és gradiens
modszerrel tudjunk optimalizalni. Ezt a konkrét modellben a pytorch distribution
csomagjanak segitségével valdsitottam meg, ami a sziikséges modon vesz mintat a
megadott eloszlasbol (PyTorch, 2023; Dillon és tsai., 2017).

Hiperparaméterek és optimalizalas A hiperparaméterek az 6sszes megalkotott
modellben megegyeznek. A latens dimenzid, azaz a z tér haromdimenzios, az MNIST
egyszerlisége miatt ugyanis elég lesz kevés latens dimenzié. Ha nagyobb latens teret
vesziink, azt lathatjuk, hogy a posterior "0sszeomlik" par dimenzié mentén: teljesen
megegyezik a priorral, azaz nem hordoz 1j tulajdonsagokat. Ez az alacsony dimenzi6
tovabba lehetdséget ad arra, hogy a latens tér strukturajat az egyik valtozo szerinti
2 dimenziés szeleteken lathassuk. A tanitdas a gradiens leszalldssal, azon beliil az
Adaptive Moment Estimation (Adam) médszerrel lett megvalésitva. Ennek hiperpa-
raméterei: batch méret = 128, tanuldsi rdta = 1073. Mindkett6 egy szokésos érték,
és nem taldltam naluk jobb eredményt eléré paramétereket. A tanitas 20 epoch-on
keresztiil zajlott, vagyis a tanulds soran 20-szor iteralt végig a teljes adathalmazon a
tanité algoritmus. Ez minden modell esetében elég volt arra, hogy a veszteségfiigg-
vény stabilan megkozelitsen egy végso értéket.

Az ELBO megvalésitasa Az ELBO-t a kordbban latott (2.8) egyenlet szerint
valésitjuk meg, vagyis:

Log(x) = Eq, [logpe(z|2)]  — Eqy llog q;iij)]

a becsiilt posterior és a prior
KL divergencidja

rekonstrukcié jésdga

A neuralis halok esetében az optimalizalas a legtobbszor minimalizalasként torténik,
és ez a (2.3.3) részben ismertetett gradiens leszallas mddszerre is igaz. Ezért az ELBO
maximalizdlasa helyett a negaltjanak minimalizalasa lesz a célunk:

max Ly,o(x) = min —Lg,(z)

Az ELBO els6 tagja a modell rekonstrukcidjanak pontossagat méri: adott varia-
ci6s posterior melletti z-re minél nagyobb valészintiséggel szeretnénk az eredeti x-et
kapni. A logaritmusfiiggvény miatt az eredeti ELBO-ban a varhaté érték maximuma
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0, vagyis a negéaltban a 0 felé szeretnénk minimalizalni ezt a tagot. Az implementaci-
6ban az eredeti x vektort hasonlitjuk 6ssze a rekonstrudlt & vektorral. Erre példaul a
bindris kereszt-entrépiat (Binary Cross Entropy, BCE) vagy a négyzetes kozépérték
hibat (Mean Squared Error, MSE) hasznélhatjuk, amiket az itt szerepld, [0, 1]-beli
értékeket tartalmazo vektorokra definidlok.

Definicié. (Bindris kereszt-entrépia) Legyen x,y € [0,1]Y vektor. A koztiik vett
binéris kereszt-entropia:

lpee(T,y) = —— Zyz log z; + (1 — y;) log(1 — z;)
i=1

Definicié. (Négyzetes kozépérték hiba) Legyen z,y € [0, 1]V vektor. A koztiik vett
négyzetes kozépérték hiba:

1 N
luse(z,y) = Nz

Természetes feltételezni, hogy az eredeti és a rekonstrudlt kép kozotti hiba, azaz
a megfigyelési zaj (observation noise) normdl eloszlast, tovabbéd a pixelértékek is
normal eloszlasiuak, ebben az esetben pedig az MSE az ad6do valasztas. A tapaszta-
lataim szerint azonban a BCE hasznalataval jobb eredményeket értek el a modellek.
A BCE feltételezése az, hogy a pixelek eloszlasa binaris, ekkor miikodik optiméalisan.
Ez esetiinknben nem igaz, hiszen folytonosak a pixelértékek, viszont az eloszlasuk
bimodalis, 0 és 1 koriili csticesal, vagyis a binaris feltételezés pontosabb, mint a nor-
mal. A modellek bemutatasakor latni fogjuk, hogy a binaris feltételezés valamelyest
elmosddott szamalakokat fog eredményezni, ugyanis 0 és 1 kozotti pixelértékek ese-
tén a BCE képlete 0.5 felé hiz (mivel a mésik irdnyba tévedni nagyobb veszteséget
jelentene). Loaiza-Ganem és Cunningham (2019) ezt kijavitva egy BCE varidnst
alkot, ami folytonos pixel eloszlast feltételez. Ezzel tovabbfejleszthet6 lenne a mo-
dell, azért nem valdsitottam meg, mert a természetes képek, azaz a cél adathalmaz
esetében az MSE modszer feltételezései lesznek természetesek.

A KL divergencia, azaz a regularizécios tag kiszamitdsahoz azzal a feltételezéssel
éliink, hogy a posterior eloszlas nagyjabdl egy diagonalis kovarianciamatrixi nor-
mal eloszlast kovet, azaz a posteriorban is fiiggetlenek a kiilonbo6zé dimenziok (lasd
Kingma és Welling (2014), p. 5). Ekkor a KL divergenciat két normal eloszlas kozott
kell szamoljuk, amire ez analitikusan elvégezheto.

4.1. Allitas. Legyen p ~ N (x;0,1) és q ~ N (x; u, 2?) k dimenzids normdl eloszlds.
Ekkor

Dicofalp) = 5 [ + tr{} — & — log| ]

2
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Bizonyitds. A strliségfiiggvények:

1

1 Tv—1
fq(x)ZWexp (‘2(X—M) by (X—#)>

1 1
fp(ZE) = (27T)k/2 eXp (_2X2)
Ezt behelyettesitve:
Drr(qllp) = Eq [log fy(x) — log f,(x)]
1 k 1 ]- k
— B, |5 (= TS 0 = ) — Tog(2m)” — log S| + 5x® + log(2m)*”

= —; log [%] — ;Eq [(x = w)"S 7 (x = )] + ;Eq x?]

Ahonnan a méasodik tagban szerepld (x — pu)TX 7 (x — ) € R, vagyis frhatjuk
tr{(x — p)TX7(x — u)} alakban, ahol #r{} a nyom operator. Ezen beliil pedig kom-
mutativak a tényez6k, vagyis megegyezik a kovetkezével: tr{(x — pu)?(x — )X 71},
ahonnan:

E, [tr{(x — p)" (x = )=} = tr{E, [(x — )" (x — )=~}
= tr{B, [(x — )" (x — )| ©7'}
=tr{Ex'}
= t’l“{]k}
=k

Tovabbé a harmadik tagban az egydimenzios E(z?) = Var(z)+E?(z) osszefiiggésbél:

E, [x*| = E, lé x?]

= Z (Var(xi) + /Jf)
= tr{S} + p?

Ezeket visszahelyettesitve pedig megkapjuk az allitasban szerepld kifejezést:

1
Dr(gllp) = 5 [1* +tr{S} — k — log |5
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Mindezek szerint pedig mar minden, a modellnek adott x adatpontra ki tudjuk
szamitani az ELBO értékét, ami alapjan a (4.2) részben leirtak szerint optimalizdl-
hatunk.

Eredmények A modellek objektiv teljesitményét az ELBO teszthalmazra valé ki-
szamitdsdval kaphatjuk meg, ezt a (4.5) részben irom le, minden modellre Gsszesitve.

A modell rekonstrukcidjara néhény példa a (4.2) abran lathatd, a fels6 sorban
vannak az eredeti képek, alattuk a rekonstrualt parjaik. A rekonstrukcié minésége ez
alapjan jo, a szamjegyeket néhédny hibaval helyesen rekonstrudlja, a délésszogiiket és
a négyzeten beliili elhelyezkedésiiket is jol allitja vissza. Alacsony kontrasztt képek-
nél a kontraszttal is pontos, azonban a magas kontrasztt (¢ = 1), azaz vilagos képek
esetében tobb helyiitt sem allitja vissza a teljes kontrasztossagot. A rekonstrualt
képek valoban kicsit elmosottabb hatarokkal rendelkeznek.

Standard VAE rekonstrukcié

Eredeti

0

» ﬂ
0 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 25

Rekonstrualt
0

0 250 250 250 250 250 250 250 250 250 25 0 250 250 250 250 250 250 250 250 25

20
0 25

4.2. dbra. Standard VAE rekonstrukecid

A modell haromdimenzios latens terét kétdimenzios szeletek mentén tudjuk vizs-
galni. A (4.3) abran lathaté a latens tér 5 szelete a z3 € {—3,—1,0, 1,3} értékekre.
Az egyes szeleteken a (z1, o) altér értékeinek a Decoder altal rekonstrudlt & ké-
pei lathatéak. A diagramok mindkét koordinatdban a [—3, 3] intervallumot jelenitik
meg, 20 ekvidisztans rdcsponton. Tehat az igy kapott 400 darab z € R3 litens
koordinatatrié rekonstrukciéjat lathatjuk egy-egy abran.

Az abréakon megfigyelhetjiik az altalanos VAE alaptulajdonsagait. A regularizaci-
6s tagnak koszonhetden a latens tér elemeinek rekonstrukcidja folytonosan véltozik,
azaz kozeli latens vektorokbol hasonldé képet &llit el6 a Decoder. A rekonstrudlt
szamjegyek kozti atmenet tovabba értelmes, azaz a latens tér pontjainak tilnyomo
t6bbségébdl értelmes kép rekonstrualodik. A (4.3d) kép jobb als6 sarkaban a kevés
kivétel egyik csoportjat lathatjuk. Vegytik észre azt is, hogy bar a tanitas soran négy
kiilonbozo értéket felvevo, diszkrét kontraszt valtozot hasznaltunk, a reprezentacio
az ezen kontraszt értékek kozotti atmenetben is folytonos.

A kontraszt elkddolasat vizsgalva érdekes mintazatot lathatunk. A képek alapjan
ugy tinik, hogy a kontraszt az origéban a legkisebb, és az origébdl kiindul6 félegye-
nesek mentén novekszik. Ahogyan a (4.4) dbra példajan is lathatjuk, ez valéban igy
van, s6t ugy latszik, hogy a félegyenesek mentén a szamalak is kevéssé véltozik (a
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nagyon kicsi kontraszti részt kivéve). Az dbra két végpontja egyarant 3 egység ta-
volsadgra van az origotél, a szamjegyek a két végpont kozti 20 ekvidisztans racspont
rekonstrukcioi.

Azt, hogy kiilonb6z6 kontrasztra csak az origdtol vald tavolsag valtozik, a szam-
alaknak megfelel$ iranyvektor pedig hasonlé marad, a (4.5) abra szemlélteti. Itt a
latens tér (21, 22, 23) kimenetét normaltam, azaz a Decoder a

z (21722,2’3)

||Z|| a (21+ZQ+23)

inputot kapta. Ez tehat egyediil z iranya, 1 hosszisagra normalva. Az dbran azt
lathatjuk, hogy ugyanazon szamalak kiillonb6z6 kontraszti valtozatai valoban szinte
ugyanolyan iranyban kdédolodnak el. Eltérést alacsony kontraszt esetén tapasztalunk,
ahol nagyobb a modell bizonytalansdga a sziikosebb informéacié miatt.

Standard VAE latens tér az [1 1 1] irdnyvektorl egyenes mentén

M6 66t EEEE

0 100 200 300 400 500 600

o Standard VAE latens tér az [-1 1 1] irAnyvektor( egyenes mentén

.- [ TP 9999Y9

0 100 200 300 400 500 600

4.4. abra. Standard VAE latens tér origon atmené egyenesek mentén

Standard VAE normalt
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4.5. dbra. Standard VAE tavolsagnormaélt iranyvektorok

A (4.3) és (4.4) dbrak alapjan tehat az latszik, hogy a modell latens tere radialis
szerkezetli. Ennek magyarazatahoz idézziik fel, hogy a kontraszt valtozénk egy zart
intervallumon van (c € [0, 1]). A modell feladata (a szamjegyek elkddolasa mellett),
hogy ezt a kontraszt-intervallumot elkédolja az R? latens térbe. A regularizicids tag
miatt a posterior a priort kell kozelitse, a prior normal eloszlas szimmetrikussaga
miatt pedig akkor tud megvalosulni, ha a kontraszt-intervallumot az egyik féltér
irdnydban kédolja el a modell. Azaz a [0,1] — RT transzformaciéval keriilnek a
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kontraszt értékek a félegyenesekre, és ez biztositja a posterior priorhoz valé hason-
l6sédgat.

A modell altal megtanult radialis reprezentacié kifejezetten izgalmas, illetve jo
eredmény az is, hogy a kontrasztot a latens z norméja adja meg, a szamalaknak
megfelel6 iranyvektor pedig jorészt invarians a kontrasztra nézve. Ezt tgy szeretnénk
tovabbfejleszteni, hogy a kontraszt valtozé értéke egy fiiggetlen dimenzidban jelenjen
meg. Ebbdl a reprezentaciobdl ezt polarkoordinatakra vald transzformaciéval lehetne
kozeliteni (polarkoordinatas reprezentaciéval foglalkozik Graving és Couzin (2020)
is), viszont ez kiviil esik jelen dolgozat keretein. A (4.4) dbran ldtottak szerint pedig
a kis kontraszti részen a szamjegyek alakja is valtozik a kontraszt mellett, igyhogy
a fiiggetlenség igy sem teljesen adott. A radialis reprezentacié egy jo példa arra,
hogy hogyan befolyasoljak a modell épitése soran hasznalt prior feltételezéseink a
reprezentaciot. A kovetkezékben ezeket a feltételezéseket szeretnénk tgy valtoztatni,
hogy a kontraszt valtozé egy fliggetlen euklidészi koordinatan jelenjen meg.

4.3. Pre Hoc Scale Mixtures VAE

Az elsé modellhez képest azt szeretnénk elérni, hogy a kontraszt értéke a latens
tér egy fliggetlen valtozojan kddoldédjon. Az angol nyelvi szakirodalom ezt disen-
tangled modellnek hivja, a latens koordinatak szétvalasztasa miatt. Az adathalmaz
z6vel a kontraszt értékét szeretnénk kodolni. A szorzas képében bevezetett induktiv
torzitas inspiracidja a Wainwright és Simoncelli (1999) &ltal leirt GSM modell. A
VAE struktira keretei kozott két, meghatarozott eloszlasbél szarmazé valtozo dssze-
szorzasaval kapjuk a két eloszlas elegyébdl szarmazd scale mixture eloszlast. Ezt a
szorzast kétféleképpen helyezziik el: a Decoder bemenete el6tt, illetve a kimenete
utén. A bemenet el6tti a pre hoc (errdl lesz sz6 most), a kimenet uténi a post hoc
valtozat ((4.4) rész).

4.3.1. Normal prior

A modell felépitése, valtozasok A modell felépitésében a valtozas az, hogy a
variaciés posteriorbdl vett minta utolsé koordinatajaval skalarként megszorozzuk a
minta tobbi részét - azaz a Decoder (z1, 29, 23) input helyett z3 - (21, 22) inputot kap.
Ez a bevezetett induktiv torzitas, és a szorzassal kapott strukturalis valtoztatason
kiviil nem utal més arra, hogy ez a kontrasztot reprezentalé dimenzid. Innentdl a 23
koordinatat c-nek hivjuk, ugyanis ez hivatott kodolni a kontraszt értékét. A latens
tér igy (21, 22, ¢) alakid, a Decoder inputja ¢ - (z1, 29). ¢ dimenzigjara j priort is be-
vezethetiink, az els6 modell esetében viszont ez egyel6re marad ¢ ~ N(0,1). Ezért a
Normal Scale Mixtures név, hiszen egy normal eloszlassal skalazzuk az szamalakok-
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ra vonatkoz6 (szintén) normadl eloszlast. Az Encoder outputja tovabbra is p, illetve
2log o a hdrom dimenzié mentén. A valtozasokat a (4.6) dbran is kovethetjiik. A be-
keretezett részben c eloszlasa, p(c) most normadl, ezen a késébbiekben valtoztatunk,
ezért az absztraktabb leiras.

output (R784)

Decoder (R? — R™4)

"
\\ (cz1,c22) € R? %O'/
\ —

L
21,22 ~ N (s, 02,)
e~ p(e; gi(pe), g2(0c))

4.6. dabra. A pre hoc SMVAE altalanos felépitése

A szorzas bevezetése kapcsan egy észrevételt kell tegytink. Azt szeretnénk tehat
elérni, hogy a latens tér z koordinatai (illetve a posterior eloszlds els6 két dimenzio-
ja) tartalmazzdk a szdmalakra vonatkozo6 informéaciot, a ¢ koordinata (és a posterior
harmadik dimenzi6ja) pedig a kontrasztot. Mivel a Decoder most egy kétdimenzios
inputot kap, R?-be kell minden informéciét belestiritenie a szdmalakrél. Ebben a két-
dimenzids térben a c-vel val6 szorzas félegyeneseket hoz létre, amik mentén valtozik
a kontraszt - ugyanis egy adott (z1, z9) vektor c-szeresét véve azt szeretnénk, hogy
csak a kontraszt valtozzon. Vagyis a (z1, 29) térben egy mér latott radidlis elrende-
zés lenne optimadlis: origobol kiindulé egyenesek mentén csak a kontraszt valtozik, a
szamalak nem, azaz minden iranyvektor egy szdamalakot jelol.

Vegyiik észre, hogy a szorzas miatt valojaban nem fiiggetlen a harom koordinata,
példaul az (1,1,0.5) és a (2,2,0.25) ldtens harmasok ugyanazt a c - z értéket adjak:
(0.5,0.5). Ez azt jelenti, hogy egy nagyitds bekeriil a rendszerbe: amilyen szam a
¢ = 0.5 szeleten az (1,1) pontrdl rekonstrualédik, az a ¢ = 0.25 szeleten a (2,2)
ponton lesz. ¢ tovabbi csokkentésével ez a pont egyre tavolabbra keriil, és mivel ez
minden pontra igaz, ezért eredményez nagyitast a folyamat, amit a latens téren is
latni fogunk. A nagyitas miatt ellentett ¢ értékekre a latens tér egy pontja meg fog
egyezni a kozéppontra vett tiikorképével, azaz elég lesz a ¢ szerinti egyik félteret
vizsgaljuk.

A modell hiperparaméterei megegyeznek az eredetiével ((4.2)).
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Eredmények A modell rekonstrukciéja a (4.7) abran lathaté. A szamalakokba
tobb hiba csuszik, a dolésszog és elhelyezkedés viszont pontos. A kontraszt meg-
jelenitése sem fejlodott, a magas kontrasztot nem tudja visszaadni, tobbi esetben
nagyjabol pontos. A szamjegyek hatérai elmosottabb hatarokkal rendelkeznek, mint
az el6z6 modell esetében ((4.2) dbra).

c-Normal VAE rekonstrukcid
Eredeti

0
EBH-.H..E.-EﬂEuEmnﬂnEﬂ
o 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 25 0 250 250 250 250 250 250 250 250 25

It

0 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 250 25

20
0 25

Rekonstrua
0

4.7. 4bra. Normal VAE rekonstrukcid

A latens tér ¢ menti szeleteit a (4.8) dbran lathatjuk. Ahogyan fentebb irtam,
ellentett ¢ értékekre a két tér elrendezése kozéppontos tiikorképe egymasnak, igy
elég csak ¢ nemnegativ értékeit vizsgalni. A (4.8a) és (4.8¢c) dbrakon megfigyelhetd
ez a kozéppontos szimmetria. A ¢ = 0 esetben ((4.8b)) a szorzds miatt lesz teljes
homogenitds, hiszen barmilyen (21, z2,0) harmas a (0, 0) inputot adja a Decodernek.
A ¢ =1,2,5 szeleteken latjuk, hogy a kontraszt valtozo hatasara hogyan véltozik a
latens tér. A ¢ = 1 és ¢ = 2 képeken megfigyelhetjik a nagyitas jelenségét: a ¢ = 1
szelet a ¢ = 2 szelet kétszeres nagyitésa, azaz a (4.8d) képen a piros keret a ¢ = 1
szeletnek felel meg.

A kontraszt valtozasat figyelve nem nagyon addédik egyértelmi valtozas a kii-
16nb6z6 ¢ értékek kozott. A ¢ = 1 nagyitast figyelve nem talalunk mintazatot a
kontrasztossagban. Azonban a ¢ = 5 képpel Osszehasonlitva latszik, hogy a nagyobb
¢ értékek mentén nagyobb lesz a kontraszt adott (z1, z5) értékre (bar a kép bal al-
s6 szeletében megjelenik egy értelmezhetetlen és sotét régid). A ¢ érték tehat térol
kontraszt informaciét, viszont valtoztatasaval a szamjegyek alakja is valtozik, csak
részben teljestil a kivant tulajdonsag, hogy egy origdébdl kiinduld félegyenes mentén
azonos szamalakokat talaljunk.

Szeretnénk megvizsgalni kvantitativan is, hogy mennyire teljesiil az eredeti cél-
kitlizéstink, a disentangled, azaz szétvalasztott latens tér. Ehhez jbdl a teszthalmaz
képeit hasznéljuk fel, hogy kereszt-validalt eredményt kapjunk. A mddszertink az,
hogy a teszthalmaz 10000 képét odaadjuk a modell Encoderének, és elmentjiikk min-
den kép kontrasztjat, valamint az Encoder altal adott posterior eloszlas varhato
értékét és szorasat. A (4.9) ezen értékek atlagat abrazolja a kontraszt fliggvényében,
a latens tér egyes dimenzidira.

A (4.9a) képen azt lathatjuk, hogy a célunkat egyelére nem sikeriilt elérjitk. A
kontraszt valtoz6 hatasara zo és c alig valtozik, z;-gyel viszont szoros kapcsolatban
van. A széras esetében az a varakozasunk, hogy a szamalakot hordozé dimenzidk va-
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4.9. dbra. Normal VAE posterior varhato értékének és szorasanak atlaga a kontraszt
fliggvényében

riancidja csokken a kontraszt novekedésével, mig a kontraszt értéket tarold dimenzid
variancidja nagyjabol azonos marad. Mivel a kontraszt értéket nem sikeriilt ¢ mentén
kodolni, ezért csak dltalanossagban figyelhetjiitk meg a variancia csokkenését.

Azt lathatjuk tehat, hogy a modell bizonyos tekintetben jol viselkedik, azonban
még sok ponton kell fejleszteni rajta, ugyanis a valtozok osszefiiggnek. A kovetkezo
lépést a c-re vett prior eloszlas megvaltozatasa fogja jelenteni. A most hasznélt nor-
mal eloszlas ugyanis valojaban nem modellezi jol c-t, hiszen a kontraszt értékkészlete,
a prior normal eloszlas nem felel meg ¢ tartéjanak. Ezért egy olyan eloszlast lenne
érdemes valasztani, ami csak a pozitiv c-t ad. Ilyen lehet az, ha a priorunk gam-
ma eloszlast: ¢ ~ Gamma(a, 5), a Wainwright és Simoncelli (1999) altal hasznélt
GSM-hez hasonléan.

4.3.2. Gamma prior

A modell felépitése A célunk azt megvizsgalni, hogy az el6z6 eredmények javulnak-
e, ha a kontraszt priornak a kontraszt tulajdonsdgainak jobban megfelel¢ eloszlast
valasztunk. A gamma eloszlds alkalmas erre a célra, hiszen ha ¢ ~ Gamma(a, 3),
akkor ¢ € RT. A gamma eloszlds sfirliségfiiggvénye:

xa—le—ﬂzﬁa

p(z; o, B) = o)

a-t alak, -t skdla paraméternek hivjuk, ugyanis o hatarozza meg az eloszlas alak-
jat, ami lehet az % fiiggvényhez hasonlé (o = 1), vagy a Poisson-eloszlas alakjara
hasonlité (o = 3). A skdla paraméter egy vizszintes nagyitast végez, de az alakon
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nem valtoztat, ezért ezt f = 1 értéken fixen hagyjuk, hiszen a modell kénnyen at
tudja skalazni a kontraszt értékeket, csak az alak szamit. Ebbol « = 1 és v = 3
értékeket vizsgaltam.

A modell felépitése a (4.6) abrahoz hasonlé. A valtozas tehat a c¢ prior, ami
most gamma eloszlas. Az Encoder a g4(c|r) approximaciés posteriorra vonatkozéan
nem a-t és -t adja meg, ugyanis ekkor bizonytalanabbnak mutatkozott a tanulas.
Ehelyett az eloszlas varhaté értékének és variancidjanak logaritmusat adja meg a
modell. Ez a gamma eloszlas esetében

(0%
B

Ezeket konnyen attranszformalhatjuk a gamma eloszlas o és § paramétereivé:

log = logg és  logo? =log

log p*

log 02

a = exp

Ebbdl pedig mar tudunk mintat venni a (4.2) részben leirtak szerint.
A modell hiperparaméterei megegyeznek az eredetiével ((4.2)).

Az ELBO valtozasa Az ELBO ((2.8)) masodik, regularizicios tagja fog valtozni
a gamma eloszlas bevétele miatt, ugyanis a KL divergenciat egy egyitittes normal
és gamma eloszlasra kell szamoljuk. Ehhez felhasznaljuk azt, hogy a prior eloszlas
fiiggetlen a harom dimenzioban. Tovabba arra a feltételezésre is sziikségiink van,
hogy a posterior eloszlas dimenzidi is fiiggetlenek egymastél. Ez a valésagban nem
mindig bizonyul egy helyes feltételezésnek, ami negativan befolyasolja a modell tel-
jesitményét. Ennek egy lehetséges megoldasa a normalizing flow technika alkalma-
zasa (Rezende & Mohamed, 2015), azonban ez kiviil esik jelen dolgozat keretein.
A fluggetlenség feltételezésére azért van sziikségiink, mert ekkor faktorizalhatéak a
stirtiségfiiggvények: pyp(z, c|x) = po(z|x)po(clx) és qu(z, c|x) = qs(2]x)qy(c|z). Ezeket
felhasznalva kapjuk az alabbi Gsszefliggést.

4.2. Allitas. Ha feltesszik a posterior eloszlds dimenzidinak figgetlenségét, a KL
divergencidra:

D (a(z clo) | p(z,¢)) = Dicr(a(2l2) | p(2)) + Dicr(alcle) || p(c))
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Bizonyitas.

Dyt (a(zel2) 1 (2,0)) = [ a(z.elaytog B2 g e

p(z,¢)

= z|z)q(c|z) lo a(zlw)alclz) z de

= [ aCelm)alela) tog T d= d

= z|z)q(clx) |lo a(zlz) o alclz) z dc
= [aC:la)ale )[lg oy o8 p(c)]d d

q(z|z)
:/q(z|x)q(c|x) log o) dz de +
+ /q(z|x)q(c|x) log qz()?g) de dz

(;)/ (z|x) log ]E(l) dz+/q clx) log ](jz)) dc

= Dycr(a(=|2)lIp(2)) + Dics (a(el) p(c))

ahol a teljes R? latens téren integrdlunk. A (*) résznél felhasznaltuk azt, hogy a
strtségfiiggvény integralja R-en 1. Tovabba az integralas sorrendje a Fubini-tétel
értelmében itt felcserélhetd, mivel korlatos az integrandus L; normaja. O

A normal priort dimenziok KL eloszlasat mar ismerjiik ((4.1)), egyediil a gamma
prior esetére kell kitérjiink. Az aldbbiakban lathatjuk, hogy a gamma eloszlas KL
divergenciaja is analitikusan szamolhato.

4.3. Allitas. Legyen p ~ Gammal(ay, By), ¢ ~ Gamma(ay, B,) egydimenzids gam-
ma eloszlds. Ekkor

6 log F(OéQ)

Dicr(gllp) = (0 — ap)t(ag) — (B, — B,) B, °T(ay)

+ ay, log —
By 7

ahol () = LlogT'(z) = FF’((Zz)) a digamma fligguény.

Bizonyitds. A gamma eloszlas stirtiségfiiggvénye:

xapflefﬁpmﬁgp
(o)

p(; Qp, Bp) =
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Ezt behelyettesitve:

Dk r(qllp) = E, 10g (fﬂﬂ

-log zh ey Tay)
‘1 () xor=le=for By

= E, |log (xaqap . ¢=(Br—Ba) . W)]
- b’ - T(ag)

=E, |(ag — ap)logx + (B, — By)x + aylog 5, — ay, log B, + log

['(ap)
['(ay)

Felhasznalva a gamma eloszlas varhato értékét és a logaritmus varhatd értékére
vonatkozé kovetkezd Osszefiiggést:

Eq(x):(;q ¢ E,(logz) = 1(ay) — log(B,)

az el6z6 egyenletet folytatva kibonthatjuk a varhaté értéket:

['(cy)
[(ay)

= (aq - O‘p)@/}(aq) - log 5q> + (B Bq) + Qg log Bq Op log ﬁp + log

By

ahonnan a log 3, és log 3, értékeket 0sszevonva kapjuk:

/Bq IOg F(O‘q)

= (g — ap)h(ag) — (By — 5p> B, N

+ o, log —
By 7

O

A fentiek alapjdn tehat a regularizacios tag megfelel6 atalakitdsaval (ami konnyen
leprogramozhat6) kapjuk az 1j ELBO-t.

Eredmények Két modellt valésitottam meg a fentiek szerinti konstrukcidéban,
Gamma(1,1) és Gamma(3, 1) priorral. Ezek hasonléan viselkedtek, ezért ahol nin-
csen kiilonbség kozottiik, csak az egyik eredményeit mutatom abran.

A rekonstrukcié javult az el6z6 modellhez képest, a kontrasztot jol tanulja, bar
a magas kontraszt nem tokéletes. A hatarok megint elég elmosottak, a szamalakok
nagyjabodl helyesek, kis kontraszt esetén jobban hajlamos tévedni ((4.10) abra).

A Gamma(3) modell latens terét a (4.11) abran lathatjuk (a Gamma(1) ehhez
hasonlé struktirat mutat). Ellentett ¢ értékekre itt is szimmetrikus a két féltér, ¢ =
0-ban pedig ugyanazt a homogenitast latjuk, ezért itt mar csak pozitiv ¢ értékeket
mutatok. A nagyitas jelenségét itt is megfigyelhetjik az abrak kozott. A kontraszt
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4.10. 4dbra. Pre hoc Gamma SMVAE rekonstrukcio
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4.11. dbra. pre hoc Gamma SMVAE latens terének szeletei ¢ mentén

szépen valtozik ¢ novekedésével, bar elég nagy c értéket kell venni ahhoz, hogy igazan
kontrasztos latens teret kapjunk. Mindenesetre egyértelmiibb a kontraszt valtozasa,
mint az el6z6 modell esetében.

A latens tér kvalitativ megfigyelése alapjan tett megfigyelést a hisztogramok
is megerdsitik. A (4.12a) és (4.12c) dbrdkon egyértelmiien latszik az Osszefiiggés a
kontraszt és a ¢ varhaté értéke kozott. Fontos azonban észrevenni, hogy a z dimen-
zi6k sem fiiggetlenek a kontraszttol, mindkét abran linearisan valtoznak a kontraszt
hatésara, az egyik dimenzié mentén erésebben. A gamma varhaté értékének nagy-
sdgrendje miatt pedig elsére kisebbnek latszik a valtozds mértéke: a (4.12a) abran
példaul a z; dimenzi6 varhato értéke —1 kortltél majdnem 0.5-ig n6é, ami egy 0 var-
hato értékli normal prior esetén elég nagy valtozas. A széras esetében nem teljestil az
elézetes varakozasunk, hogy a ¢ dimenzié mentén fiiggetlen a szoras a kontraszttol.
Ez valésziniileg annak tudhaté be, hogy a gamma eloszlas esetében nem fiiggetlen
a szoras a varhaté értéktol. A z dimenzidk szorasa alacsony, a kis kontraszt sem
eredményezett nagyobb szorast.

A gamma eloszlasi Scale Mixture modell tehat jobban teljesitette a kontraszt
fiiggetlen dimenzién valé megjelenitésével kapcsolatos célunkat, mint az el6zo. A
kontraszt egyértelmiien valtozik a ¢ dimenzié mentén, azonban nem fiiggetlen a z
koordinataktol. Tovabba azt tapasztaltam, hogy nem stabil a modellek tanulasa,
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4.12. abra. Pre hoc Gamma SMVAE posterior varhaté értékének és szorasanak atlaga

a kontraszt fliggvényében
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egy-egy esetben olyan modell jott létre a tanulas végére, ahol a hisztogramok szerint
nem novekedett a ¢ varhaté érték a kontraszttal. A z koordinatak kontraszt fiiggését
a Decoder input el6tti ¢ - x szorzéassal egyiitt jaré nagyitas okozhatja, ami lehet,
hogy a tanitas stabilitasara is rossz hatassal van. Az utolsé modellt ezért egy méasik
megkozelités szerint alkotom meg.

4.4. Post Hoc Scale Mixtures VAE

A fent leirt tapasztalatok miatt a (4.3) részben leirt pre hoc szorzassal ellentétben
most post hoc szorzassal szeretném megragadni a kontrasztinvarianciat. A Decoder
a (z1,29) inputot fogja kapni, és a Decoder outputja lesz c-vel megszorozva, az-
az & = ¢ Decoder(z) lesz a modell kimenete. Mivel a Decoder nemlinedris, ezért
ez mas eredményt fog adni, hiszen emiatt Decoder(c - z) # ¢ - Decoder(z). Ezzel
a megoldéssal kikiiszoboljilk a pre hoc szorzas esetében fellépd nagyitast. A kont-
rasztinvarians z reprezentacio kialakitasa is egyszertibbé valik, hiszen a latens tér z
koordinataibdl kell a szamalakot rekonstrualnia a Decodernek, ami utan szorozzuk
meg ezt a kontraszttol fliggetlen szamalakot a ¢ valtozoval.

Ilyen felépitéssel harom kiilénb6z6 modellt vizsgaltam: ¢ priorra nézve Normal,
logNormal és Gamma eloszlasit. A Normal eloszlast elvetettem, mivel a post hoc
szorzas miatt csak pozitiv ¢ értékekkel szorozhatunk. Erre egy megoldas a logNor-
mal eloszlas haszndlata. Gamma eloszlast is implementaltam « = 1, illetve a@ = 3
paraméterekkel, azonban ezek lassan tanultak és nem adtak jo eredményeket, ezért
ezeket elhagytam a leirasbol.

4.4.1. logNormal prior

A modell felépitése Az el6z6 modellhez hasonl6an az Encoder kimenetét (z1, 2, ¢)-
vel jel6lom, azonban itt a c-vel valé szorzas mas helyen torténik. A korabbi model-
lekhez képest tehat a Decoder z = (21, 29) inputot kap, és a Decoder(z) kimene-
tet szorozza a latens c valtozo6. Jelen modell esetében a ¢ prior logNormél eloszla-
st, aminek a koévetkez6 tulajdonsdgai fontosak. Ha x ~ logNormal(u,o?), akkor
logx ~ N (p,0?). Ekkor x varhat6 értéke és szérdsa:

2

E(z) = exp <,u + 2) és Var(z) =exp (Q,u + 202> — exp (2# + 02)

Ezek alapjan tudjuk majd rekonstrualni a log c-re vonatkozé normal priorbél ¢ var-
hato értékét és szorasat. Ez a konstrukcié pedig a szérassal kapcsolatos logaritmus-
vételhez hasonldéan azt jelenti, hogy az Encoder barmilyen valds szamot megadhat

kimenetként, az c-re vonatkozdan pozitiv értéket fog jelenteni. A modell megvalosi-
tasdban a logNormal prior annyi valtoztatast jelent, hogy az Encoder altal kapott

34



normal eloszlasbdl vett logc mintat exponencializalva kell felhasznélni a szorzas-
nal (hiszen ekkor kapjuk meg beléle c-t). Az ELBO-n nem sziikséges valtoztassunk,
ugyanis két logNormal eloszlas KL divergencidja megegyezik az ugyanilyen paramé-
terekkel vett Normadl eloszldsok KL divergencidjaval. A modell felépitését a (4.13)
abran lathatjuk. A hiperparaméterek megegyeznek a korabbiakkal.

~1 (211 22) c RZ

No's
o

Vv 22~ N(pinsr02)
¢~ p(c; 91(e), g2(0e))

4.13. abra. A post hoc SMVAE altalanos felépitése

Eredmények A modell rekonstrukciéja javult ((4.14), a szdmalakok kis kontraszt
esetén is pontosak. Az abran szerepl6 4-es alakot a tobbi modellhez hasonléan 9-nek
nézi. A kontraszt értékek helyesek, a magas kontrasztot nem reprezentalja tokélete-
sen. Intuicié alapjan magabiztosabbnak tiinik a modell, mint a pre hoc verziok.

A ldtens reprezentéciét jelenleg a (z1, 29, 1) kétdimenzids szeleten tudjuk vizs-
galni, ez latszik a (4.15) dbrdn. Az dbran lathaté széamok ugyanis a Decoder re-
konstrukciéi egy-egy latens térbeli vektor alapjan (a korabbiakhoz hasonléan most
is a (—3,3) intervallumot latjuk z; és zp szerint egyarant, 20 ekvidisztans pontra
diszkretizélva). A Decoder pedig csak z inputot kap (c-vel val6 szorzas nélkiil), igy
a kimenete csak z-t6l fog fliggni. Ezt a kimenetet szorozza utdlag c, amit csak valédi
elkédolt szam esetén kapunk meg, egyediil a latens reprezentaciot vizsgalva tehat a

post c-logNormal VAE
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c értéket nem tudjuk (ha mds c szerinti szeletet vizsgalndk, a post hoc szorzas miatt
értelemszeriien gyonyortien valtozna a kontraszt reprezenticid). Az abran tehat a
¢ = 1 menti szelet 1lathato.

A szamok kontrasztja elég hasonl6 egymashoz, vagyis ugy latszik, hogy sikeriilt a
kontrasztinvarians elkdédolas. A kiillonbozé szamalakok folytonosan transzformalod-
nak egymadsba, bar néhdny helyen értelmezhetetlen értéket kapunk (példdul bal alsé
sarok). Tovabbé a szdmok alakja és hatarai elmosédottak, f6leg a kozépsé részeken.
Az kontrasztra invarians z reprezentacié oromteli, ezt kvantitativan is ellenorizziik.

post c-logNormal VAE
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4.15. dbra. Post hoc logNorméal SMVAE latens tér

A (4.16) &bréan latszik, hogy a kontraszt fiiggvényében nézett varhatéd érték at-
lagok meger6sitik a kvantitativ megfigyelést, miszerint a z dimenzidk invariansak a
kontrasztra - ez a mostani modellben sikeriilt el6szor. Tovabba egy masik tanulsag
is adodik, amit a latens teret figyelve nem tudtunk megallapitani, hogy ¢ varhaté
értéke egytitt valtozik a kontraszttal, rdadasul c értéke is a valoédi kontrasztértékhez
kozelit (ami nem meglepd, hiszen a (z1, 29, ¢) reprezentaciéban magas kontrasztu ké-
peket lattunk, és ezeket skalazza c utélag). A nagyobb kontrasztérték esetén nagyobb
kiilonbség van c¢ értéke és a kontraszt kozott, erre lehetséges fejlesztés a prior log-
Normaél eloszlas paramétereinek valtoztatésa lehetne, hogy pontosabban illeszkedjen
a kontraszt eloszlasara.
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A szorassal kapcesolatban is teljestl az el6zetes varakozasunk. A z dimenzidkra
nézve a kontraszt novekedésével csokken a szoras. Emellett az latszik, hogy ¢ szo-
rasa fiiggetlen a kontraszt értékétdl. A c-nek megfelel értékek a logNormal eloszlas
varhato értéke és szorasa szerint lettek szamolva.

post c-logNormal VAE ,
post c-logNormal VAE
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4.16. abra. Post hoc logNormal SMVAE posterior varhato értékének és szorasanak
atlaga a kontraszt fiiggvényében

A pre hoc szorzas Decoder utani, post hoc szorzasra valé lecserélése tehat ja-
vitott a modell teljesitményén, és a legjobb reprezentaciét eredményezte. A scale
mixture lehetéségek koziil a normal és gamma skalazast elvetettem, a lognormal el-
oszlas bizonyult a legjobbnak. A rekonstrukcié nem volt mindig tokéletes, és a magas
kontraszt értékek sem tudtak teljesen leképezddni. Ezek javitasa érdekében tobb z
latens dimenzi6 hasznalatat, illetve a ¢ prior paramétereinek finomhangolasat lehet
érdemes megprobalni. Ezen til viszont sikeriilt elérni a kittizott célt, a kontrasztin-
varians reprezentaciot. Az eredmények alapjan azt a tanulsdgot vonhatjuk le, hogy
ezt a modellt érdemes a természetes képek esetére tovabbfejleszteni.

4.5. A modellek teljesitményének Osszehasonlitiasa

A korabbi fejezetekben négy kiilonbozé modell tulajdonsagait vizsgaltuk: kvalitati-
van a rekonstrukciot és a latens tér tulajdonsagait, illetve kvantitativan a posterior
varhato értékének és szérasanak atlagat a kontraszt fiiggvényében. Ez utébbi elemzés
segitségével megallapitottuk, hogy a post hoc logNormal SMVAE volt képes pontos
kontrasztinvarians reprezentaciot létrehozni a latens tér z koordinataira, illetve a
kontraszt értéket elkdodolni a ¢ dimenziéban. A Standard VAE modellben lattunk
még érdekes és pontos reprezentaciot a kontrasztra, ahol egy radialis elrendezés-
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ben a z vektor origbtél valo tavolsaga jelentette a kontrasztossdg mértékét (itt nem
volt megkiilonboztetett latens ¢ koordindta). A modellek teljesitményét az ELBO
mérte a tanitas sordan, ami objektiv dsszehasonlitds alapja is lehet. A (4.1) tédblazat
foglalja 6ssze az ELBO valtozasat a kiilonb6z6 modellek esetén. Az ELBO rekonst-
rukciés tagja miden modell esetében a BCE veszteségfiiggvény volt, a regularizacios
tag pedig minden esetben a modellnek megfelels. A szamolt értékek a teljes, 40000
nagysagu teszthalmazon egy képre vett atlagok.

ELBO Rekonstrukci6 Regularizacié

Standard VAE 118.4 110.9 7.48
pre Normal SMVAE 127.1 119.3 7.73
pre Gamma(l) SMVAE  129.2 123.1 6.11
pre Gamma(3) SMVAE  129.3 123.3 6.03
post logNormal SMVAE  122.2 114.4 T7.77

4.1. tablazat. A modellek ELBO-janak 6sszehasonlitasa

Az ELBO szerinti legjobb teljesitményt tehat a Standard VAE nyujtotta, ami
megerositi azt, hogy a polarkoordindtas reprezentacioban is rejleneck lehetdségek.
A logNormal SMVAE pedig ebben a mutatéban is megel6zi a tobbi, szétvalasztott
(disentangled) latens tér céljaval alkotott modellt. A regularizacids tag elég kicsi a
rekonstrukciéshoz képest, azonban a latens terek megfigyelésekor azt lattam, hogy
nincs gond a reprezentacio regularitasaval. Ellenkezd esetben egy A skalazo faktorral
lehet nagyobb sulyt adni a regularizaciés tagnak.

5. Osszefoglalas

Célom a dolgozatban egy olyan neurdlis hal6 struktira megalkotasa volt, amely ha-
tékonyan képes kontrasztinvarians reprezentaciét tanulni képi bemenetre. A képek
statisztikajanak és tulajdonsagainak kifejezésére a Variational Autoencoder nevii
modellt valasztottam. A VAE ugyanis explicit médon képes modellezni az adathal-
maz ismeretlen eloszlasat, és alkalmas arra, hogy a latens téren disentangled, azaz
jelentés szerint szétvalasztott reprezentaciot tanuljon. A megvalésitott modelleket
a ¢-MNIST adathalmazon, a MNIST kontraszttal augmentalt valtozatan tanitot-
tam. A modellek megvaldsitasaban inspiraciém volt Wainwright és Simoncelli (1999)
Gaussian Scale Mixtures nevii, eloszlasokat vegyito eljarasa - az itt szereplo szorzas-
sal valésitottam meg a kontraszt egyik latens koordinatara valo leképezésére szolgald
induktiv torzitast.

A munka sordn harom eltéré felépitésii modellt alkottam meg. ElsOként a (4.2)
részben egy standard VAE-t valésitottam meg, itt még nem volt cél, hogy a kont-
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raszt egy latens dimenziora legyen elkodolva. Ez a modell nytjtotta az ELBO szerinti
legjobb teljesitményt, a kontrasztot pedig a latens z vektor hossza tarolta, ami egy
izgalmas eredmény. Ezutan azzal a céllal, a latens tér egy koordinataja reprezentalja
a kontrasztot, a tobbi pedig a szamalakot, eloszor a pre hoc Scale Mixtures VAE-t
(SMVAE) hoztam létre. Itt a latens koordinatédk kozti szorzéssal szerettem volna
jelentést adni a kiillonb6z6 dimenzidknak. A modell nem mutatott j6 eredményeket,
mivel a Decoder el6tti szorzas implicit egy nagyitas szerinti Osszefliggést vitt a z
és c latens részek kozé. Ennek megoldasara sziiletett meg a post hoc SMVAE. Itt
a c¢ dimenzioval val6 szorzas a Decoder kimenete utanra kertlt, és a nemlinearitas
miatt ez valodi fiiggetlenséget eredményezett. Ez a modell nytjtotta az ELBO sze-
rinti méasodik legjobb teljesitményt, és jol megvalodsitotta a szamalak és kontraszt

A ¢-MNIST adathalmazon a modellek egy tovabbfejlesztési lehetésége a Loaiza-
Ganem és Cunningham (2019) altal leirt, folytonos pixelértékekre optimalizalt BCE
veszteségfiiggvény hasznalata, az elmosddott rekonstrukeio javitasa érdekében. Ter-
mészetes képek esetében valoszintisithetéleg jobb teljesitményt nydjt az MSE, ezért
erre a tovabbfejlesztésre ott minden bizonnyal nem lesz sziikség. A Standard VAE
latens terében megjelen6 radialis reprezentacié alkalmas lehet tovabbi kutatasra. A
c-MNIST esetében diszkrét kontraszttal dolgoztam, a modellek reprezentaciéja ezt
folytonossa tette, azonban a valésaghoz jobban passzolhat, ha egy uniform vagy mas
eloszlas, folytonos valdszintiségi valtozéval szorozzuk az eredeti adathalmazt. Végiil
(a természetes képek esetében is) tovabbi két valtoztatast lehet érdemes megfontolni.
Az egyik a Rezende és Mohamed (2015) altal leirt normalizing flow hasznélata, ami
pontosabb posterior eloszlas megalkotasaval javitja a modell eredményeit. A mésik
pedig a latens tér szeparaltsaganak a bemutatott hisztogramokon tili mérdszama,
a Whittington, Dorrell, Ganguli, és Behrens (2023) altal hasznélt eljards szerint.

A kutatas célja az volt, hogy az egyszertibb c-MNIST adathalmazon egy olyan
modellt alkosson meg, ami alkalmas lehet természetes képek tanuldsara valé tovabb-
fejlesztésre. Ez joval bonyolultabb adathalmaz, és igy a reprezentacioban a képek
pixelszamaval megegyez6 dimenzidju latens térre van sziikség a hatékony tanulas-
hoz. Egy ilyen modell tanitasa ido- és er6forrasigényes, ezért volt fontos, hogy elotte
egy egyszeriibb adathalmazon megérthessem a VAE mikodését, és megfigyeljem,
hogy milyen modell képes hatékonyan kontrasztinvarians reprezentaciot tanulni. A
tovabbfejlesztés iranyaban a legigéretesebb modellnek a post hoc SMVAE bizonyult,
c-re nézve logNormal priorral. Az utdlagos szorzassal megvalosult a latens valtozok
kontraszt szerinti fiiggetlensége, és a modell rekonstrukcios szempontbdl is megfelel6-
en teljesitett, igy az eredményeim szerint ezt érdemes a természetes képek elemzésére
felhasznélni.
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