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Bevezetés

A szakdolgozatban egy- és kétdimenziéban kersesek minél magasabb rendii numerikus kozelitéseket egy
fiiggvény adott pontbeli Laplace-dra. A kozelitéseket a Taylor-mddszer segitségével konstrualom meg és
rendjiiket eszerint bizonyitom.

Ezen kozelitéseket pedig olyan peremértékfeladatok numerikus megoldasara alkalmazom, melyben az adott
dimenziés Laplace-operatoron kiviil nem jelennek meg a keresett fliggvény tovabbi derivaltjai. Ezért a
kozelitésekhez alapveto feltétel lesz hogy az ismeretlen fiiggvény Laplace-an kiviil a fiiggvény mas deri-
valtjaitol ne fiiggjenek.

A kozelitések egy részében, féleg a negyedrendli kozelitések esetén egy és két dimenziéban kihaszndlom
az adott differencidlegyenlet (amelyben a Laplace-operétor is szerepel) struktirajat. Viszont szdmos mé-
sodrendi kozelitésnél nem teszek fel ilyen feltételt, tehat azok barmilyen a Laplace-operatort tartalmazoé
differencidlegyenletre alkalmazhatéak lesznek. Természetesen az esetleges tovabbi derivaltakat is kozeliteni
kell ehhez.

A peremértékfeladatok megoldasi tartoméanyat az adott dimenziéban diszkretizalom egy véges sok pontbdl
allé halmazra, amelyet racsnak neveznek. Ennek pontjaiban az ismeretlen fiiggvény Laplace-a fiigghet
egy ismert fliggvénytdl, az adott peremértékektdl és az ismeretlen pontbeli értékeitdl aszerint, ahogyan
azt a peremértékfeladat meghatarozza. A Laplace-operatort ezutan kicserélem az adott pontban ra adott
nulladrendii tagokbdl (pontbeli értékekbdl) allo kozelitésre, igy egy egyenletrendszerre jutok, amelyben a
racs pontjaiban 1évo ismeretlen fiiggvényértékek lesznek a valtozok.

Az igy kapott egyenletrendszerekbdl esetenként matrix-vektor egyenletet készitek, amely mar kénnyen
megadhato lesz egy szamitogépes szoftvernek, példaul a MatLab-nak. Ezek utan a modszert kiprébdlom
egy konkrét peremértékfeladat esetén. Az egyenletrendszer megoldasa utan kiszamolom a kiilonb6z6 mod-
szerek Osszes hibajat a valédi megoldashoz képest amit a tesztfeladatok esetében matematikailag meg lehet
hatarozni. A kiszamolt Gsszes hibat abrazolom az egyes moédszerek esetén, egyre novelve a felosztasi pon-
tok szamat és megfelelen teljesen tjra szamolva a pontbeli kozelitéseket, igy konnyen 6ssze tudjuk majd
hasonlitani a mddszerek hatékonysagat egymassal és a Laplace-operator megfelel6 kozelitésének rendjével,
amely segitségével az egyes egyenletrendszereket elkészitettiik.

Olyan eseteket is vizsgalok, amikor valamilyen oknal fogva nem lehet egyenletes felosztast konstrudlni.
Ilyen esetekben altalaban mesterségesen szimulalom a hibat véletlen szamokkal eltolva a réacspontokat.
Kideriil, hogy annak fiiggvényében lehet kelléen magasrendii médszert talalni, hogy mennyire kevéssé tol-
juk el a racspontokat egy egyenletesebb esethez képest.

A dolgozat elején az egyenletes felosztasokkal foglalkozom, egydimenzioban majd a kétdimenzids esetben,
ezutan pedig kiilonb6zo tovabbi felosztasokkal.



1. A Laplace-operator

A Laplace-operatort R™ben a klasszikus esetben k& > 2-re az
A CHR™) — CF2(R™Y), Af =) 02f
i=1

definiciéval értelmezziik. A gyakorlatban ezt altalaban korlatos tartomanyon definidljuk, amely A értel-
mezési tartomanyat specifikalja. Itt k& értékét azért nem rogzitjiik, mert a kiilonb6zo rend kozelitésekhez
kiilonb6z6 simaségi feltevésekre lesz sziikség.

1.1. Példak a Laplace-operator gyakorlati alkalmazasara

A Laplace-operator szamos ismert differencialegyenletben szerepel. A késobbiekben latott numerikus mod-
szerek segitséget nyujthatnak olyan fizikai folyamatok gyakorlati lefrasaban, amelyekhez tartozé differen-
cidlegyenleteket elméleti uton, formulakkal nehéz vagy lehetetlen megoldani. Az alabbi modellek j6 példat
szolgaltatnak az operator széleskorti megjelenésére.

A Laplace egyenlet [5]:
Ad(x,t) = 0.

Aramldsi feladatokban, ha 6sszenyomhatatlan folyadékot vizsgalunk, akkor a sebesség potencidlfiiggvé-
nyére, vagyis az itt lathaté ®(z,t) fiiggvényre teljesiilni fog a Laplace-egyenlet, feltéve, hogy az dramlés
orvénymentes és nincsen benne forrés.

A hovezetési/diffizios egyenlet egy egyszer(i valtozata [5]:
Owu(z,t) — Au(z,t) = f(z,1).
Itt u(z,t) a t id6épillanatban az z pontban 1é6vé mennyiség, amely lehet modelltél fiiggéen hémérséklet,
koncentracio, vagy toltésslriiség is példaul.
Schrodinger egyenlete [1]:
ihoU(x,t) + %A\P(a:,t) =V (z,t)¥(x,t).

U(z,t) egy részecske hullamfiiggvénye, amely egy komplex szdmot rendel a tér minden z pontjahoz minden
t id6pillanatban. i a képzetes egység, h a Planck dllandé, m a részecske tomege, V' (z,t) pedig a potencidl,
amely azt a kornyezetet reprezentalja, ahol a részecske talalhato.

A hulldmegyenlet [5]:
Otu(z,t) — cAu(x,t) = 0.

Az u(z,t) fiiggvény modelltdl fiiggben az idé fiiggvényében leirhat egy rezgd hir, gumiszal vagy memb-
ran mozgasat, egy elasztikus anyag deformaciojat, akar hang vagy ultrahang terjedését és vizhullamokat is.

A viszkozitds modellje, a viszk6zus Burgers-egyenlet [5]:

Ow(z,t) +v(x,t)0,v(x, t) = pAv(z,t).

Ez a Navier—Stokes-egyenletek egydimenziés verzidjaként is felfoghatd. Itt v(x,t) egy dramlé folyadék
sebességét definidlja az x pontban a t idopillanatban, tovabba u jeldli a folyadékra jellemzé dinamikus
viszkozitast.



2. Az egydimenzids Laplace-operator kozelitése
Legyen f: R — R egyviltozos fiiggvény. Ekkor szimplan Af(z) = %(m) = f"(x).

Legyenek xy_1, xx41 az z pont koriili pontok, ugy, hogy zx_1 = xx — h és x4 =z + h.

Tp—1 Ty T4

Itt xp_1, T, Tro1 lehetnek egy intervallum h 1épéskozii felosztasdanak elemei.

Ha az f fiiggvény n + 1 -szer folytonosan differencidlhaté az [xy_1, xg41] intervallumon (x) koriili A sugari
zért intervallumon), akkor a Taylor-tétel szerint:

l) _
ﬂUk 1 Zf xk xk 1 xk) +O(($k71_$k>n+1), (2'1)

karl Z f Ik Ik—H — Ik) + O((.I'k+1 — .1'k)n+1) . (22)

2.1. Masodrendii kozelités konstrukcioja

A fenti egyszeri esetben adjuk meg el6szor a Laplace-operator klasszikus kozelitését. A mddszer részletes
leirdsa és tovabbi példak a [!] konyvben taldlhatok.

Most a (2.1) és (2.2) kozelitéseket n = 3 esetén felirva, tovdbbd az xp_y — 2 = —h és x4 — 2 = h
egyenloségeket felhasznalva kapjuk, hogy

for—1) = f(or) = b f'(zp) + h; () = %3 - f"(wx) + O(h?)
Flrksn) = Flow) + B ) + 5 ") + o () + O()

Ezeket Osszeadva:
f@e1) + flar) = 2f () + B2 - f"(x) + O(hY),
vagyis f"(xx) — ra rendezve,
flxr1) + flopg) — 2f ()
12

A fenti kozelitést hasznalhatjuk differencidlegyenletek numerikus megoldasara.

[ () = + O(h?). (2.3)

Adott u(a) és u(b) esetén tekintsiik a kovetkez6 kozonséges differencidlegyenletre vonatkozé peremérték

feladatot:
u'(z) + ¢ u(z) = f(z),

u(a) = ug, u(b) = uy, (2.4)
x € [a,b]
ahol u(z)-et keressiik az adott [a, b] intervallum {xg, z1, ..., T, Xn11} b 16péskozii felosztasanak pontjaiban.
Ittxzg=a;x,11 =bésminden k =1,2,... n-re xx_1 = xp—h, tovabba f(x)-et ismerjiik ezen pontokban.



Ha minden k& = 1,2,...,n -re felirjuk az xy_1, Tk, xp1 pontbeli értékekkel u”(zy) kozelitését (2.3), ak-

kor kapjuk, hogy

w(rgp—1) + w(xpy1) — 2u(xy)
12

A jobb oldalon 1év6 kozelitést behelyettesitve a (2.4)-beli differencidlegyenletbe:

u"(xy) = + O(Rh?). (2.5)

u(wp—1) + u(Tpy1) — 2u(zy)

h2 —|—CU<ZEk) :f(xk), k= 1,2,...,n, (26)

amely egy n ismeretlenes n egyenletbdl &ll6 linedris egyenletrendszer az u(xy) értékekre (k =1,2,...,n).

Az u"(xy) értékeket az ismeretlen fiiggvény pontbeli értékeibdl all (2.5) masodrendii kozelitésre cseréltiik,
ezért azt reméljiik, hogy az egyenletrendszer megolddsa is O(h?) rendben fogja kozeliti a peremértékfeladat
valédi, pontos megoldasat az {z1,...,z,} pontokban.

2.1.1. A masodrendii kiézelitésbol adott egyenletrendszer

Az (2.6) egyenletrenszert egy fokkal 6sszeszedettebb médon a [3] forrasbdl kolesonzott jeloléssel, az aldbbi
matrix-vektor alakban is irhatjuk:

H?_%+“£47%:f@& (2.7)
we = fu(wie), ulwe), wlwi)]’
Ezt minden k£ = 1,2,...,n-re véve a bal oldalon egy A € R™*" tridiagonalis valés matrixot kapunk,
melynek sorai az
(A= [-2+¢, 7, 0, - 0"
We=[0, = 0. o —F e g 0 0]
(A =10, -~ .0, & -2+

vektorok lesznek, k = 2, ..., n — 1-re egymas alatt, ahol a nemnulla tagok a k — 1, k és k + 1-edik helyeken
dllnak. Az u, f és up n-dimenziés vektorok az alabbi médon vannak definidlva

Q_L:[u(xl)a 7u(xn>]T7f:[f<*rl)v 7f($n)]T,Uo=[u,§§) ,0, ,O, %]T

ahol u az egyenletrendszer véltozdinak vektora, f ismert valds vektor, uy pedig a peremfeltételeket tartal-
mazza.
Tehat a teljes egyenletrendszer

A'Q:i—UQ

alakban irhaté.

Az eljards implementacidjahoz célszeru a kovetkezo jelolés is.

Legyen
dlag (n7y7 k) € Ran)

2.8
diag (n,v) = diag (n, v, 0), 29

ahol
veR" M _nt1<k<n-1, keZ.

7



Itt a diag (n, v, k)-métrixnak alulrdl felfelé az n+ k-adik atléja (ahol értelemszertien az n-edik 4tl6 a f64tl6)
rendre az v elemeibdl all, a matrix Gsszes tobbi eleme pedig 0. Ezen jeldléssel, ha

h=[h ] eR
b=[-Ate o —htd R,
dy= [ o B ER

akkor a targyalt A matrix az alabbi médon irhato,

A = diag(n,d,, —1) + diag (n, dy) + diag (n, ds, +1).
2.2. Magasabb rendii kiézelités konstrukcioja
Lehet a fentinél pontosabb, negyedrendii kozelitést is talalni a masodik derivéltra a kovetekezo médon.

Feltéve, hogy u(z) kielégiti a Taylor-tétel megfelel$ feltételeit, irjuk fel u(xy_1)-et és u(xyy1)-et u(x)-nek
xp-pont koriili Taylor-soraval az el6z6ekhez hasonldan, az 6todik tagig:

° ul® T )\ Tr—1 — Tk ' 6
u(Tp—1) = Z (i) ) + O((rp—1 — 71)°),

ot

u® () (g1 — 1)’ 6
i) = 3 LI 0 - )

tehat az egyenloségeket Gsszegezve,

5 u(’) T i _1)¢ .
upr) + ulrger) = 3 LI AE ) o0,

7!
0

7

Ha i paratlan, akkor 1 + (—1)i = 0, vagyis azon tagok kiesnek, a tobbi tagra pedig 1 + (—1)i = 2, tehat:

4

h
u(zp_1) + u(wpy1) = 2u(zy) + b o’ () + D ~u"(z1,) + O(h%).
Innen nyerjiik, hogy

" o u(m —1) + u(x 1) B 2u<m ) h? " 4
W () = —F h§+ Mo 15w (zr) + O(h"), (2.9)

amelyben egy u"(x;) tag még benne maradt. Ezutdn egy, a [3] forrdsbdl tanult Gtletet haszndlok. A
negyedik derivaltat tartalmazé tag eltiintetéséhez kihasznaljuk a (2.4) peremértékfeladatban szereplé dif-
ferencidlegyenlet struktirajat, ami természetesen azt jelenti, hogy az eszerint kaptott kozelités csak ilyen

8



tipasu differencialegyenletet tartalmazé peremértékfeladatokra lesz alkalmazhaté komolyabb valtoztatas
nélkiil.
A (2.4)-ben szereplé differencidlegyenlet:

u'(z) + c-u(z) = f(x). (2.10)
Ezen egyenletnek mindkét oldaldt kétszer derivalva kapjuk hogy
u////(x) +C . u//({ﬂ) — fl/(x>‘

Vagyis minden x; pontra fennall,
u””(mk) — f”(xk) —c- u”(mk).

Tovébba hasznéljuk a f”(x,) és u”(x),) mennyiségek O(h?) rendbeli (2.3) klasszikus kozelitését, azaz

f”(xk) _ f(l‘k—l) + f(zlg-i—l) - 2f($k;> + O(h2),

w(wr_1) + u(xpyr) — 2u(zy)
B2
feltéve, hogy f szintén kielégiti az ehhez sziikséges simasagi feltételeket.

Ezzel az O(h') pontossdgi (2.9) kizelitésben szerepld —%u””(mk) tagra teljesiil a kovetkezd:

+O(h?),

u"(xk.) _

_}f_;ulm(iﬂk) _ _il_; (f(:lfkl) + f(i;cﬂ) — 2f(x) _ Cu(xkfﬁ + u(ilgﬂ) — 2u(xy) 4 O(h2)).
Tehat
—%u""(wk) _ _f(fl’kfl) + f('f;Jrl) - 2f($k) + % (u(l'k—l) + u(xk-&-l) . QU(I‘k)) + O<h4),

amelyet visszahelyettesitve az u”(xy)-ra adott (2.9) kozelitésbe nyerjiik végiil, hogy

u" () = (% - %) (u(azk_l) +u(zpg) — 2u(:ck)> @) S <f§“) — 2/(@) +O(RY.  (2.11)

Ez tehat egy negyedrendii kozelitése az u ismeretlen fliiggvény xp-pontbeli masodik derivaltjanak. A mod-
szer lathatéan fiigg az f fiiggvény megfelel6 pontbeli értékeitdl is. Létni fogjuk, hogy a kozelités (2.4)
tipusu peremértkfeladatra valé alkalmazasakor ez nem jelent problémat.

Ez a kozelités mér kozvetleniil visszahelyettesithet$ az (2.10) differencidlegyeletbe, hiszen nem tartalmaz
derivalt fiiggvényeket:

1 c J(xr—1) + f(xrg1) — 2f () _
<ﬁ * E) (U(Ik—1) + u(Tpi1) — 2u(xk)> B 12 el = flo), (2.12)
k=1,2,...,n.

Azt reméljiik, hogy mivel a masodik derivalt egyes pontbeli értékeire mostmar negyedrendii kozelitést
adtunk, az ennek felhasznalasaval nyert egyenletrendszer is negyedrendben fogja kozeliteni a pontos meg-
oldast a felosztds pontjaiban.



2.2.1. Az elso negyedrendii kozelitésbol adott egyenletrendszer

Ha (2.12)-ben az u-t tartalmazo tagokat balra és az f-et tartalmazé tagokat jobb oldalra rendezziik, akkor
a kovetkezo egyenletrendszert kapjuk:
1 c 2  10c 1 c }

1 10 1
2t TRt ow h { 12} Ji el (2.13)

- 127 12’
ahol . .
up = [u(ze—r), ulzy), w(@en)]  fo = [flor-), flon), flog)]

A (2.6) egyenletrendszerhez hasonléan ezt is fel tudjuk matrix-vektor alakban {rni. Most is A € R™*" tri-
diagonalis métrix lesz, annyi kiilénbséggel, hogy az alsé atloban mindenhol % + 15, a féatléban mindenhol
—% + % és a fels6 atléban mindenhol % + 15 all. A métrix tobbi tagja 0.

Az u= [u(z)) --- u(mn)}T vektor a valtozdk n-dimenzids vektora, viszont a jobb oldalon szerepl6 kons-
tans vektort eloszor ki kell szamolni. Legyen

F=[f). - f@)]

és Q € R™™ azon tridiagondlis matrix, amelynek alsé atloja %, a foatlo %, és a felso atlo % mindenhol.
A peremfeltételek altal adott vektorok megfelel6en
C C T
T
lesznek. Az (2.8) jeloléssel felirva, ha
R R
S s e P D
= [htg b R
_ |1 1 n—1
0= [ 1) ERMT,
__[T10 10 n
%= (13, 1) €R",
_[1 1 n—1
%= [ ) ERTT,

akkor
A = diag (n,a, —1) + diag (n, ay) + diag (n, as, +1),

Q = diag (n, 1, —1) + diag (n, g2) + diag (n, g3, +1).
Ekkor a teljes egyenletrendszert felirhatjuk
Au=Q f+fo—up

alakban.

Ez szintén egy n-véltozos egyenletrendszer, és a Q- f valds vektor O(n) idében kiszdmolhaté, hiszen minden
sorban csak harom szorzést és két dsszeadést végziink (implementédldskor a -t nem sziikséges létrehozni,
egy egyszerl n-1épésbol allo ciklus elég az

Q- = 1_12f(35k:—1) + %gf(ﬁk) + %f(xkﬂ), k=1,2,....n

jobb oldali értékek kiszdmoldsahoz).
Tehat ezen egyenletrendszer megkonstrualasa és megoldasa bonyolultsagelméleti szempontbdl ugyan olyan
gyors, mint a masodrendii kozelitésbol adott (2.7) mddszeré.
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2.3. Egy masik negyedrendii kozelités
Most egy masik modon ériink el negyedrendii kozelitésig, ami egy ténylegesen kiilonbézo modszerre vezet.
Térjiink vissza a (2.9)
_ -2 h?
U”(:Ek) _ U(-Tk 1) + U(z§+1) U(Z'k) _ E . u"”(xk) + O(h4)
kozelitéshez. Mar lattuk hogy u”(xy) kifejezhet6 az aldbbi médon:

u" (x) = [ (x1) — - u(z),

amelyet (2.9)-ba behelyettesitve az alabbi egyenletet kapjuk:

" _ u('xk—l) + u(xk-i-l) — QU(Ik) _ h_2
W) = E 12
Ebbdl fejezziik ki az u”(xy)-t az alabbi médon, ahogyan arra a [3] forrds utal:

<1 . C_hz) u//<xk) _ U(Ik—l) + u(xk-l-l) — QU(Ik) . h—Qf”(xk) + O(h4)

(f"(zx) = c-u(2x)) + O(R).

12 h? 12
Ekkor tjra hasznéljuk f”(xy)-re a méasodrendii (2.3) kozelitést, amelyet behelyettesitiink a fenti egyenletbe:

ch?\
(1 - E) u’(xy) =
w(wp—1) + u(wpsr) — 2u(zy) b2 (f(ﬂsz—l) + f(zri1) — 2f (x)

+ O(h2)> +O(RY) =

h? 12 h2
Cu(zpr) Fulrpgn) = 2u(zy)  f(opoa) + f(or) — 2f () A
= 52 — B + O(h%).

Tehat osszefoglalva a

ch®\ -, w(@p-1) + u(@er1) — 2u(@e)  f(@e-1) + f(@er1) — 2/ (zk)
(1 - E) uian) = 12 - 12

kozelitést kaptuk.

+ O(h*) (2.14)

Az u”(zp)-nak még maradt egy h2-et is tartalmazo egyiitthatdja, amellyel batran oszthatnédnk az egyenlet
mindkét oldalat (de a késébbi szamolds egyszertisitése érdekében nem tessziik), hiszen ha h tart nulldhoz,
akkor ez az egyiitthaté az 1-hez tart, tehat a jobb oldalon tovdbbra is O(h?) lenne a rend a konstansrendii
taggal valé leosztas utan. Vagyis (2.14) valéban negyedrendii kozelitése az u”(xy)-nak.

Tovébba fontos megjegyezni hogy ez a kozelités a (2.11) kozelitéshez hasonléan fiigg az f megfelel$ pontbeli
értékeitél és komolyabb valtoztatéds nélkiil csak a (2.10) alaku differencidlegyenletek esetében alkalmazhaté
a masodik derivalt kozelitésére.

A (2.10) differencidlegyenletnek megfeleléen:

u' (k) = flae) — ¢ ula),
vagyis u” () helyére az (2.14)-be az f(x)) — ¢ - u(xy) mennyiséget helyettesitve az

(1 _ C_hQ> (F(wx) — ¢ - ulag)) = u(@io) + w(@r) = 2u(er)  f(oeor) + Foee) = 2f (@) O

12 h? 12
k=1,2,...,n

egyenletrendszert kapjuk. Ennek megoldasaitél (az (2.13) egyenletrendszerhez hasonléan) azt reméljiik,
hogy a valédi megoldast negyedrendli pontossaggal kozeliti a felosztas pontjaiban.
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2.3.1. A masodik negyedrendii kézelitésbol adott egyenletrendszer

Ha az u-t tartalmazo tagokat balra, az f-et tartalmazé tagokat jobb oldalra rendezziik, akkor ebbdl az
alabbi negyedrendben pontos egyenletrendszert kapjuk:

1 2 ch? 1 1 2 ch? 1
e 1— == = 4+(1-=— — - k=12 ...
[hQ’ h? C( 12)’ hQ} L [12’ 12 ( 12)’ 12} E’ 7Sy e b

(2.15)

k= [u(zr—1), u(zy), U(fﬁkﬂ)]T, fo=[f(zea1), flan), f($k+1)}T-

Ha matrixos alakba hozzuk az egyenletrendszert, akkor az (2.13) kozelités matrixos egyenletéhez nagyon
hasonlé struktiraju métrixos egyenletet kapunk:

Au=Q-f+ fo—uo

Itt A, Q € R™" tridiagondlis métrixok, és a (2.8) jeloléssel felirva, ha

W=l o R
w=|-Fre(1-%), - —ptc(1-%)|er,
a3 =[5, -+ qa] €RTT
=[5 o €RT
S ™ S A P
% =[5 5] ER™T
akkor
A = diag(n,ai, —1) + diag(n, as) + diag(n, as, +1),
Q = diag(n, qi, —1) + diag(n, q2) + diag(n, g, +1),
és
w=[u(m), o ule)] = [f@), o f@)]
wo= [ 0, 0, ] fo= 12 0, 0, 9]

Itt természetesen az u a valtozok vektora, minden mas tag szamokat tartalmaz.

2.4. Teszt egy adott peremérték feladatra

Hérom mdédszert, nevezetesen a (2.7), (2.13), és (2.15) eljardsokat is megadtunk, melyek alkalmazhatéak az
(2.4) peremértékfeladat numerikus megolddsara. Most alkalmazzuk és 6sszehasonlitjuk éket egy konkrét
esetben.

Azt varjuk hogy a kapott megolddsok abszolut hibdja a negyedrendii (2.11) és (2.14) kozelitésekbél megfe-
leléen kapott (2.13) és (2.15) médszereket alkalmazva lényegesen kisebb legyen, mint a mésodrendii (2.5)
kozelitésbol nyert (2.7) mddszert hasznalva. Szintén érdekes kérdés, hogy a (2.13) és (2.15) kiilonbozé
negyedrendii kozelitések felhasznéalasaval nyert médszerek koziil melyik eredményez kisebb abszolut hibat,
ha egyaltalan van koztiik kiilonbség.
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Tekintsiik az alabbi peremérték feladatot:

u(x)+4-ulr)=4-=x,
u(0) =1, u(¥) =2 +3, (2.16)

A feladat klasszikus moddszerekkel altalanosan megoldhaté, és a megoldésa
u(x) = 3sin(2x) + cos(2x) + .

Adott n-re elkészitjiik a [0, %] intervallum n+2-pontbdl allé {xg, z1, . . ., T, Tny1} felosztését, és megoldjuk
mindhdrom médszer dltal adott egyenletrendszert. Legyen u; a (2.7), up az (2.13), us pedig a (2.15)
moédszer dltal adott megolddsok vektora. Az egyszerlibb jelolés érdekében legyen u; k-adik koordindtdja
u;(k) mindhdrom mdédszer esetén (nyilvan i = 1,2,3). Tehdt az

{ui(k),ua(k),us(k) : k=0,1,...,n+1}
szamok lesznek az kiilonb6z6 modszerek altal a
{u(zg) :k=0,1,...,n+ 1}
pontos fiiggvényértékre adott kozelitések. Ezeknek segitségével elkészitjiik az
{lui(zg) —u(xg)|: k=0,1,....,n+1, i =1,2,3}

értékeket. Ezek az értékek a kiilonbozé mddszerek valédi megoldéshoz képest vett {zg, 1, ..., Tpn, Tpi1}
pontokban mért abszolut hibajat adjdk meg. Ahhoz, hogy a felosztasi pontok szaméanak fliggvényében
meghatarozhassuk a modszerek Osszes hibajat, az egyes n-ekre a felosztasi pontokban felvett abszolit
hibakat &tlagoljuk. Igy megkapjuk adott n-re az adott médszer 6sszes hibdjat a pontos megolddshoz
képest. Legyen U; € R"? a megfeleld mddszerre az abszolit hibdk vektora, vagyis

(U = |ui(xg) —u(zg)| : k=0,1,...,n+1, 1 =1,2,3.

Ekkor az 0sszes hiba adott n-re

n+1

[Tl = | D _lus(w) = wlwn)P-h

lesz, ahol
_b-a_ -
n+1 n+1
a 1épéskoz értéke. Ennek megfeleléen legyen
n+t1
yi(n) = | D luiae) — u(ze) P, i =1,2,3 (2.17)
i=0

a harom maddszer Osszes hibaja az n, vagyis a felosztasi pontok szamanak fliggvényében.
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Tehat yi(n) az (2.7) az médszer 6sszes hibdja, ya2(n) az (2.13) mddszeré, yz(n) pedig az (2.15) médszeré.
Abrazoljuk ezeket az y;(n), y2(n), ys(n) fiiggvényeket ugyanabban a koordinédta rendszerben. Osszehason-
litasképpen abrazoljuk ezek mellett az f(n) = % és g(n) = % fiiggvényeket is. Mivel h = fﬁ, ezért

f(n) = O(h?) és g(n) = O(h*).
A tengelyek legyenek logaritmikus beosztasuak.

A kiilonb6z6 mbdszerek 6sszes hibaja

107 1 T et
F —(2.7) mbdszer 6sszes hibaja |7
1/n? fliggvény
ol (2.13) médszer 6sszes hibaja| ]
107 ¢ —(2.15) médszer 6sszes hibéjals
L 1/m? fuggvény
102, :
10 ¢ ;
o C ]
=2
T ; ]
8 10°¢ E
N C ]
[%)] F ]
[72] L i
°
108 - 2
1010 E
1012
-14 i \ \

10

10t 10° 103

2.1. abra. Y tengely: A (2.17) szerinti y1(n), y2(n), ys(n) figgvények, tehdt a (2.7),(2.13) és (2.15) médsze-
rek Gsszes hibédja a (2.16) peremértékfeladatra alkalmazva, a # és # fiiggvények. X tengely: 10 < n < 1010
a felosztasi pontok szama.

Ezen példa esetén latszik hogy a negyedrendii kozelitésekbol adott modszerek tényleg koriilbeliil két
nagysagrenddel kisebb hibdt eredményeznek mint amit a masodrendii kozelités felhasznaldsaval adtunk. A
(2.7) médszer grafja a logaritmikus koordindtarendszerben az f(n) = # = O(h?)-el parhuzamos egyenes,
mig a (2.13), és (2.15) médszerek gréafja az g(n) = - = O(h*) el pdrhuzamos egyenes. Tehat ezen példa
esetében lathatd, hogy yi(n) = O(h?) és y2(n), ys(n) = O(h*). Vagyis a (2.16) peremérték feladat esetében
a modszerek 0sszes hibajanak rendje a gyakorlatban megfelel azon kozelités rendjével amellyel a modszert
konstrualtuk.
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Szintén leolvashatd, hogy a (2.15) mddszer abszolut hibdja mindenhol egy kicsit kisebb, mint az (2.13)
moédszeré.  Alabb lathatd, hogy nagyjabdl 1.5-szerese az els6 moddszer hibaja a masodikénak, és ahogy
noveljiikk a pontok szamat, az ardny egyre kozeledik az 1.5-héz. Ez megegyezik azzal a megfigyeléssel, amit
a [3] munka szerzdje tett.

y2(n)
y3(n)

Tehat az abrazolt fiiggvény lesz, és most linedris beosztasi koordinata rendszerben:

A (2.13) és (2.15) mbédszerek 6sszes hibajanak aranya
I I I I I I I

1.52

15

1.48 _

=
N
o
\
!

=
~
N
T
\

Osszes hibak aranya
'_\
= N
EEN N
l I
| |

1.38 B

1.36 B

1.34 ]

1.32 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

2.2. dbra. Y tengely: A (2.17)-alapjan az % fiiggvény, tehat a (2.13) és (2.15) mddszerek 6sszes hibajanak

aranya a (2.16) peremértékfeladatra alkalmazva. X tengely: 10 < n < 510 a felosztasi pontok szdma.
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3. A kétdimenzios Laplace-operator kozelitése

Legyen f : R? — R kétvaltozos fiiggvény. Ekkor:

Af(x,y) = O f(x,y) + 02 f(x,y).

Legyenek az

{(xkfla yl71)7 (xkfh yl)7 (l’k,l, lerl)a (xka yl*l)a (wlﬁ yl+1)7 (karla yl71)7 (karlv yl)7 (l’k+1, yl+1)}

pontok az (z,y;) kozépponti 2h oldalhossziisdgi négyzet oldalfelezd és csicspontjai az aldbbi médon:

(fEk—h Yip1) | (o, yl—l) (Thga, yz—1)

(Tr—1,Y1) (K, y1) (Tks1, 1)

(chfl, yhl) (iffk, yz+1) (l’kﬂ, yz+1)

Tehat L1 =T — h, Tl = Ty -+ h és Y—1 =Y — h, Y1 =Y —+ h.
Legyen f(x,y) egy a fenti pontokat tartalmazo, (xy,y;) kozépponti zart korlapon n + 1-szer folytonosan
differencialhaté fiiggvény. Ekkor a tobbvaltozds Taylor-tétel alapjan:

Z Z ( )8]8 f(xk,yz)( ) (g — )+ O — )"+ (g — ). (3.1)

i=0 7=0

3.1. Masodrendi kozelités kétdimenzios esetben

Az [1] konyvben megismert médon a kétdimenzids esetben is alkalmazhaté a Taylor-mdédszer, legegyszertibb
esetben négy kiilénb6z6 pontra tamaszkodva.

frjuk fel (3.1)-t egyenként az (xy, yi—1), (Tk, Y1), (Tk—1, Y1), (Tr11, 1) oldalfelezé pontokra, n = 3 esetén.
Ekkor x — x = 0 vagy y — 1 = 0 lesz minden esetben. Tehat csak a tisztdn egy valtozoban vett parcidlis
derivaltak maradnak meg. x — z; = 0 esetén az y-beli, y — y; = 0 esetén az z-beli derivaltakat kell csak
figyelembe venni:

7!

3\ O f(zg, ,
o) =3 (o) Iy + 0,

Pl ) Z( )@ GBI 130 1 o(n,
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Farr. ) Z( )M”"”“’y’)( B +O(hY),

f(@rr, u) = Z <(Z)> M(h)’ +O(h").

7!
i=0
Adjuk Ossze az eloz6 négy egyenletet. Ebbdl azt kapjuk, hogy

: O f (r, y1) + O f (wx, 1)

2!

f@ryi1) + f(@e yin) + f(@e-1, ) + f@rg, m) = W14 (=1)") + O(h*).

=0

Ekkor hasonléan, mint egyvaltozés esetben, paratlan i esetén (1 + (=1)") = 0, tehét ezon tagok kiesnek.
Hha i péros, akkor (14 (—1)") = 2, tehdt azon tagokat kétszer szamoljuk, a nulladik dervalt maga f(zx, y)
lesz mindig. Igy kapjuk tehat, hogy

f@r, yi1) + f(@rs yigr) + f(@r—1, w) + f(@pg,0) = 4f (2, u0) + %(Qﬁf(rvk,yz) + 8§f(95ka ) - h* 4+ O(h%).

Ebbdl atrendezve nyerjiik a

2 F (e, 1) + 2 (e, 1) = @, yi1) + f(@r, Y1) + f(%};u%) + f(@r1,9) — Af (vn, 1) + o) (3.2)

kozelitést. Vagyis sikeriilt O(h?) rend{ kozelitést adni a Af(zg, ;) értékére.

Ezt a kozelitést mar felhasznalhatjuk bizonyos parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldasahoz,
viszont a késdébbiekben megprébalunk egy negyedrendii kozelitést is talalni.

3.2. Magasabb rendii kozelités kétdimenzios esetben
3.2.1. A feladat definialasa
Tekintsiik az alabbi parcialis differencialegyenletet:
Au(r,y) = f(z,y), z,y € Q, (3.3)

ahol az u : ) — R fiiggvény értékeit szeretnénk kozeliteni az Q) = [a, b] X [a, b] halmaz
{zo, 1, .., N, TNs1} X {Y0, Y1, -, YN, Yns1} h 1épéskozii felosztasanak (belsd) pontjaiban ahol xy = a ;
Ty =bésyo=a; yvy1 = b. Vagyis minden k,l € {1,2,..., N} -re

Tpr =2 —h; o =xp+h; o=y — by Y =y + he

Ismertnek vessziik f értékeit a felosztas pontjaiban, és feltételezziik hogy f és u rendelkeznek a Taylor-
tétel felhasznélt alakjahoz sziikséges simasdgi tulajdonsdgokkal. Tovabbd minden k& € {0,1,..., N + 1}-re
az u(a, x), u(b, xy), u(zy, a), és u(xy, b) értékek adott peremfeltételek.

Hasznalhatndnk rogton a Au(zy, y;)-ra adott, masodrendii (3.2), fentiekben megadott kozelitést, viszont
adhaté az egydimenzios esethez hasonléan egy jobb, negyedrendii kozelités is az egyenlet tulajdonsagainak
felhasznalasaval. Ennek levezetésével foglalkozunk ebben a szakaszban.

Ehhez sziikségiink lesz a mér targyalt (zy,y;) koriili négyzet sarokpontjaira is, tovabba az oldalfelez6
pontokra is. Az erre vonatkoz6 otlet a [2] konybdl szarmazik. Most az 6todik derivaltig kell felirnunk a
Taylor-formulat mindegyik pontban.
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3.2.2. Egyenletek felirasa

Az oldalfelezé pontok esetében mar lattuk hogy a nem kizardlag egy valtozd szerinti derivaltat tartalmazoé
tagok mindegyike nulla, hiszen (x — x) = 0 vagy (y — ;) = 0 itt is fennall minden esetben. Innentdl az
u(xy, Y1) = ug jelolést hasznaljuk, és megfeleléen a derivaltakat is. Ezekkel azt kapjuk, hogy

(i ) Z (6)% B ey o),
W(Th, Y1) = g (é) %:kl (h)" 4+ O(R®),
ot = 3 () 2y + o)

1=

o O

o) = 3 (§) Z5 0y + 00

il
— 7!
A négy egyenlet Osszeadasakor pedig a paratlan tagok (ha az i paratlan) ugyantigy kiesnek, és a paros

tagokokat ugyanigy kétszer vessziik. Tehat az Uy = u(zk, yi—1) + w(wk, yiv1) + w(@e—1, v1) + w(Tpt1, vi)
jelolést bevezetve

1
Uy = dug + Aug - b + E(aiukl +dyup) - b+ O(R®). (3.4)

Most tekintsiik az (zr_1,y-1), (Tr—1, Yix1), (Ths1, Yi—1), (Tka1, Yi+1) csicspontokat.
Ekkor

5 [
(99(9Z Tu .
ury) = 3 ()—( hY:+ O),

=0 j=

5 i
@]81 I o
W1, Y1) = Z (j) —kl )7 (h)"™7 + O(h®),

1=

h

(—h
5 i . i i
Qo
uonnn) =3 3 (5) FH 0y -+ ome),
i=0 j=0 ’

5 7 _

i\ 20,7 u ,

W(Thi1s Y1) = (j) 22y By O(hS).
j=0

o

1=

Tekintsiik most az

Uy = w(p—1,Yi-1) + w(@p—1, Yi+1) + w(@ps1, yi—1) + w(Ths1, Yis1)

Osszeget, amely tehat

Ekkor (—1)% = 1 miatt

L+ (=077 + (=) + (1) =1+ (=17 + (=1) + (=1 = (1 + (1)) (L + (-1)"),



ahol
0, ha (21 4) V(21 j)

L+ D)+ (1) = {4 ha (2)1) A (2] ).

Tehét .
8]81 ]ukl ! ' i
zz() A OU) =1 3 3 0+ 00 =
(214) (21 ) (2]4) (2] j
4h? 2 4h* 4 4 202
= 4ukl + — (8 Ukl —+ 8 Ukl) ' (@cukl + (9yukl) 8 8 Ukl + O( )

2‘ 21 Y
h4
= 4duy + 2h2Aukl + E (8§ukl + 8;11%[) + h48§8516k1 + O(hﬁ)

Felhaszndlva a mér szerepelt (3.4)
h' 6
Uy —4ukl+h Aukl+ (6 ukl+8 ukl)+0(h )
egyenloséget, kapjuk, hogy

h4
U2 -+ 4U1 = 20ukl + 6h Aukl + — (8 Uk + (9 ukl) + h43282ukl + O(h )

azaz

U; +4U; — 20 h?
Aukl = 2 6;2 il - E(@ﬁukl + 283851%1 + 8;‘1%;) + O(h4) (35)

3.2.3. Negyedik derivaltak kezelése

Ahogy az egyvaltozés esetnél is, a negyedik derivaltak benn maradtak a (3.5) formuldban. Viszont A
definicidjanak alkalmazasaval lathato hogy:

Giukl + 283851%; + (931&“ = AAuy,
tehét (3.5) a kovetkez6 alakba irhato:

1/2-'—42/1—2071,]6[ h2 4
3.6
Auy = E 12AAukl + O(h ) ( )

Emlékezziink az [3] forrasbdl tanult tletre, amely egydimenziés esetben hasznos volt a negyedik derivalt
eltiintetésére. Ezt két dimenziéra probaljuk altalanositani. Vagyis a (3.3) differencidlegyenlet

Au(z,y) = f(z,y)
mindkét oldalara a Laplace-operatort alkalmazva kapjuk, hogy
AlAu(z,y) = Af(z,y),
ahol Af(x,y) kozelithetd a klasszikus O(h?) rend{i (3.2) formuldval, azaz a

Fi = f(ar, yi1) + f(@r, visr) + f(@r—1, w) + f(@r1, w)

jelolést hasznélva (3.2) szerint,
Fy —4fu

T+ O(h?).

Afu =
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Ezt AAuy, helyére visszahelyettesitve a (3.6) kozelitésbe kapjuk, hogy
Us 44Uy — 20uy,  h? (Fl —4fu

Auy = - = 02

- > +O(h2)) +O(h"),

tehat a

Up +4U; —20u ~ Fy —4fu
6h? 12

negyedrendii kozelitést nyertiik a Laplace-operator (xy,y;) pontbeli értékeire.

Aukl =

+O(hY). (3.7)

Fontos megjegyezni hogy ezen kozelitéshez felhasznaltuk a (3.3)-ban szerepld differencidlegyenlet struk-
turajat, ezért komolyabb véltoztatas nélkiil csak ilyen alaku differencidlegyenletekre lesz alkalmazhatd. A
kozelités tartalmazza a differencidlegyenletben szereplo f fiiggvény racspontokbeli megfelel6 értékeit, de
ez nem fog problémat jelenteni abban hogy egy peremérték feladatra alkalmazzuk a kozelitést.

3.3. A feladatra felirt egyenletrendszer

Ha a (3.7) formulat behelyettesitjitk a Au(xy,y;) helyére a (3.3) kétdimenzids peremértékfeladatba, és az
u-t tartalmazé tagokat balra, az f-et tartalmazd tagokat jobbra rendezziik, akkor a kovetkezo kozelito
egyenletrendszert kapjuk a felosztas pontjaiban a u fiiggvény pontos értékeire,
1 4 —20 1 8

— U+ —U1+ ——up = —=F+ —fu, k,1€{1,2,....N}. 3.8
o2 T gt T e e = gt g fu { ! (3:8)
Ezen formula helyességét ellendrizhetjiik 6sszevetve a [2] konyben ldtott azonos eredménnyel. Ez egy N?
ismeretlenes egyenletrendszer az u(xy, ;) : k,l € {1,2,..., N} pontokbeli fiiggvényértékekre. A jelolések a
levezetés soran hasznalt definiciék szerint az alabbiak:

Uy = w(xg, yi—1) + w(zr, yis1) + w(@p—1, vi) + w(@ps1, vi),

)
Us = w(@r—1,y1-1) + (@1, Y1) + w(Trpr, Yi-1) + (i1, Y1),
By = f(og, yia) + fow, i) + f(@e-, u) + (@, 0),
up = u(zr, Y1),
fra = [z, w).

Azt reméljitk hogy mivel a (3.7) negyedrendii kozelitést hasznéltuk a Laplace-operdtorra az egyenletrend-
szer elkészitéséhez, ezért annak megolddsa is O(h?) pontossdggal fogja kozeliteni a peremértékfeladat valodi
megoldasat a racs pontjaiban. Errdl a késébbiekben gyakorlati teszt alapjan akarunk majd informéciét
szerezni.

3.4. Matrixos forma az egyenletrendszerre

Ahhoz hogy egyszeriien implementalni tudjuk ezen médszert, az egyenletrendszert érdemes ismét matrix-
vektor formaban is megadni.

Legyen u az ismeretlenek N? dimenzids vektora, amelyet tigy kapunk hogy a © = [a,b] X [a,b] halmaz
{zo,...,xns1} X {Yo,...,yns1} felosztasanak {x1,...,xn} X {y1,...,yn} bels6 gridpontjaiban keresett
fiigvényértékeket mint valtozdk soronként vessziik és egy N? hosszii vektorba rendezziik Sket az aldbbi
modon,

T
u= [u(xlayl)a 7u(xN7y1)7 u(xlay2)7 au(xN7y2)7 7u<x17yN>) 7u(mN7yN>:|
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Az ilyen alaku ismeretlenekb6l all6 vektorra a (3.8) véges differencia kozelitések ugy hatnak hogy egy adott
pont esetében annak szomszédait és az ennél eggyel tdavolabb 1évé (sarok) pontokat vessziik figyelembe,
ahogy azt a fejezet elején taldlhaté dbra is szemléltet. Osszefoglalva a kozelité Laplace hatdsénak a
kovetkezé A € RV**N? matrix felel meg.

Az A féatléjan végig az (3.8)-bdl leolvasott u(xy,y;) egyiitthatdja, vagyis gTQS all, hiszen ezek az elemek
felelnek meg az adott ismeretlen pontbeli fiiggvényérték (3.8) kozelités szerinti egyiitthatdjanak. Minden
sorban az 4tléelemektdl jobbra és balra ha van ilyen szomszéd akkor az (3.8)-bdl leolvasott Uy egytitthatdja,
vagyis c% all. Minden sorban az atléelemektol N-el jobbra és balra ha van ilyen elem akkor az U
egyiitthatéja, vagyis bf% all. Hiszen ezek az elemek felelnek meg az adott ismeretlen pont szomszédaiban
1év6 fiiggvényértékek (3.8) kozelités szerinti egyiitthatdjanak. Végiil minden sorban az atléelemektsl N —1-
el és N + l-el jobbra és N — 1-el és N + 1-el balra ha van ilyen elem akkor az (3.8)-bdl leolvasott U,
egyiitthatéja, vagyis # all, hiszen ezek az elemek felelnek meg az adott ismeretlen ponttdl egyel tavolabb
16v6 sarokpontokbeli fiiggvényértékek (3.8) kozelités szerinti egyiitthatdjanak.

Az A matrix nemnulla elemeinek pozicidjat a kovetkezd abra mutatja N = 5 esetén:

0.. o o

10 | |
P
R
R
0 5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5

3.3. abra. Az A matrix nemnulla elemeinek poziciéja N = 5 esetén.

Hasonlé médon meghatarozhaté az egyenletrenszer jobb oldala. A (3.8) kozelités szerinti egyiitthatéival
az f(zr, y1) s f(wr, Y1), f(Tr, Y1), f(@r1,01), f(Trt1, y1) ismert fliggvényértékeknek. Legyen

f=1fler,m) - flav,y) fleny) - flev,y) - flanyn) - f(iUN,yN)]T

az f ismert értékei a racspontokon az u-nak megfeleléen soronként egy N? hosszi vektorba rendezve.
Ekkor erre a vektorra, dsszefoglalva a kizelité Laplace hatdsdnak az aldbbi Q € RV *N* mitrix felel meg.
A Q f64tl6jan végig a (3.8) képletbdl kiolvashatd f(zx, ;) egyiitthatd, vagyis = &ll. Minden sorban az
atléelemektol jobbra és balra (ha van ilyen szomszéd), akkor az (3.8)-bdl leolvasott F egyiitthatdja, vagyis
% szerepel. Minden sorban az atléelemektdl N-el jobbra és balra (ha van ilyen elem), akkor az F egyiitt-

hatéja, vagyis % all. A @) matrix nemnulla elemeinek pozici6éjat a kovetkezo dbra mutatja N = 5 esetén:
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10} .....::...... |
0 5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5

3.4. dbra. A () matrix nemnulla elemeinek poziciéja N = 5 esetén.

Viszont ezen kiviil még sziikség van a peremértékek megfelel6 egyiitthatéval valo hozzavételére. Legyen

Upo = [U($07y0)7 U(%;?Jo)a e 7u(‘rN+luy0>] ’
{up; = [u(xo,yi), 0, --- ,0 ,u(xNH,yi)} ci=1,2,...,N},
UPN+1 = [u(xl)?yN—l—l)a u(r1, yns1), o ,U($N+1,?JN+1)] )

és Osszegezve az u-hoz tartozé peremértékeket tartalmazé (N + 2)% dimenzids vektor ezen jeldlésekkel

T
up = [upo upy -+ upy upyy]

A (3.8) formula alapjan pedig a B € RN’ *(N42? ehhez a vektorhoz tartozé egyiitthaté matrix az aldbbi
médon néz ki. A B bal fels6 és a jobb alsé N x (N + 2)-es részmatrixainak féatldjaban végig az Uy egyiitt-
hatéja, vagyis bf% all, tovdbba ezen részmétrixokban a f6atlotdl balra és jobbra (ha van ilyen szomszéd),
akkor U, egylitthatdja, vagyis # all. A B kozéps6 N? x N(N + 2)-es részméatrixdnak a f64tléjan fekvo
N x (N + 2)-es részmatrixainak bal fels6 és jobb als6 elemében U, egyiitthatdja, vagyis # all, tovabba
minden ezen részmatrixoktdl balra és jobbra 16v6 N x (N + 2)-es részmdtrixban ha van ilyen akkor azok
bal fels6 és jobb alsé elemében U, egyiitthatéja vagyis # all. A B matrix nemnulla elemeinek poziciojat
a kovetkez6 dbra mutatja N = 5 esetén:
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Or

5 ,

10+ .. .. .. ,

15+ .. .. . ,

207 . . oo ]

25+ ‘ ‘ ‘ . - ':EI.,
0 10 20 30 40 50

3.5. abra. Az B matrix nemnulla elemeinek pozicidja N = 5 esetén.

Végiil az f értékeire is sziikség van a peremen, amelyhez legyen:

@ = [f($1,y0)7 f(z2,90), - af(iUN,yo)} )
{m: [f(x()ayi)a 0, ---,0 af(xN—I—hyi)] vi= 1727"-7N}7
fone = [flen,yve), flaa,yn), - L flan,yne)],

és Osszegezve az f-hoz tartozé peremértékeket tartalmazé N(N + 2) dimenziés vektor ezen jellésekkel

fo=1[fpo for. - fox o fova]”

A (3.8) formula alapjén pedig a P € RN *N(N+2) yektorhoz tartozé egyiitthatématrix az aldbbi médon
néz ki.

A P bal fels6 és a jobb als6 N x N-es részmatrixainak foatlojaban végig az F) egyiitthatdja, vagyis % all,
tovabba A P kozépsé N? x N2-es részmétrixanak a f6atléjan fekvé N x N-es részmétrixainak bal felsd
és jobb alsé elemében szintén Fi egyiitthatdja, vagyis % all. A P matrix nemnulla elemeinek pozicidjat a
kovetkezo abra mutatja N = 5 esetén:

O .

10+ .. 4
15+ .. 4
207 .. . i

25r .

0 5 10 15 20 25 30 35

3.6. abra. Az P maétrix nemnulla elemeinek pozicidja N = 5 esetén.
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Ezen definiciékkal a (3.8) egyenletrendszer az aldbbi alakra hozhaté:
Au=Q - f+P-fp—B-up. (3.9)

Itt a jobb oldalon minden vektor és matrix szamokbdl all, a bal oldalon pedig az A egyiitthaté matrix
mellett az u az ismeretlenek vektora.

3.5. Matrixos forma a masodrendii kozelitésbol adott modszerhez

Ahogy mér kordbban utaltam ra, egy a (3.9)-hoz hasonlé egyenletrendszert felirhatunk csak a (3.2) mésod-
rendii kozelités felhaszndldsdval is. Ezt az u fiiggvény rdcspontokban vett értékeire alkalmazva a (3.8)-nak
megfelelo jeloléssel az Us-re, az

w(Tg, Yi—1) + W@, Yis1) + w(ze—1, y1) + w(@prr, vi) — 4u(xg, yi)

Au(rg,y) = % +0(n?) = 510
L o (3.10)
= ﬁUl + Fu(xkayl) + O(h7)

kozelitésre jutunk. Ha ezt a masodrendii kozelitést Au(xy,y;) helyére behelyettesijiik a (3.3) kétdimenzids
peremértékfeladatba, akkor a

1 —4
ﬁUl -+ ﬁukl = fkl , k,l € {1,2, ,N} (311)

N? ismeretlenes egyenletrendszert nyerjiik a u(xy, ;) @ k,l € {1,2, ..., N} pontokbeli fiiggvényértékekre. A
jelolések megfelelnek a (3.8) alatt latott definicidknak.

Az egydimenziés kozelitések alkalmazasdval nyert tapasztalatok alapjan itt is azt reméljiikk hogy ezen
egyenletrendszer hibaja koriilbeliil masodrendi lesz a valédi, pontos megoldashoz képest. Errdl a késob-
biekben egy konkrét peremértékfeladatra lefuttatott teszt alapjan szeretnénk informéciot szerezni.

Innen tehat (3.9)-hez hasonléan elkészithetiink egy sszefoglaléo métrixos felirast. Legyen

T
Q:[u(mlayl)a 7u($N7y1)7 u(xlayQ)a ;U(l'N,yz)a 7u<x17yN>7 aU<$Na3/N)] )

i:[f(xbyl)’ ?f(xN;yl)u f(xlay2>7 7f(xN7y2)> 7.f<x17yN)7 7f(xN7yN)}T7

és a peremértékeket tartalmazé vektor,

Upo = [U($1,yo)7 u(z, yo), - >U(93N73/0)} ;
{up; = [u(xo,yi), 0, --- ,0 ,u(xNH,yi)} ci=1,2,...,N},
UPN+1 = [U($1,9N+1)7 u(T2, Yny1), - >U(93N7yN+1)} )

tehdt Osszegezve az up peremértékeket tartalmazé N (N + 2) dimenzids vektor ezen jelolésekkel

T
up = [upo, upy, -+ UPN UPN41]

Ekkor a (3.11) egyenletrendszernek megfelel, az u ismeretlenvektorhoz tartozé egyiitthaté matrix struk-
tirdja megyezik a (3.9) meghatdrozdsaban latott @ maétrixéval, mig a peremértékek up vektordhoz tartozé
matrix struktiraja megegyezik a (3.9) meghatarozasaban latott P métrixéval. De fontos kiilonbség hogy
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a @ f6atléjaban szereplé szdmok most a (3.11) szerinti uy egyiitthatéi, vagyis végig ;—;‘ lesznek, tovabba
a f6atlén kiviili nemnulla szdmok mindenhol a (3.11) szerinti U; egyiitthatoi, vagyis % lesz. Szintigy a P
nemnulla elemei a U; egyiitthatdi, vagyis mindenhol % lesznek. Ezen meghatarozdsokkal ellatva a (3.11)
egyenletrendszer matrixos alakja

Q-u=f—P-up. (3.12)

lesz.

3.6. Teszt egy kétdimenzios peremérték feladatra

A (3.12) alakban felirt (3.11) és a (3.9) alakban felirt (3.8) kozelit6 egyenletrendszereket mar jol lehet
(példaul MatLab-ban) implementdlni a (3.3)-nél térgyalt kétdimenziés peremértékfeladat megoldasanak
numerikus kozelitésére. Az (3.11) mddszert a masodrendii (3.3) kozelités segitségével direkt médon konst-
rualtuk, mig a (3.8) mdédszer elkészitéséhez a (3.5) negyedrendl kozelitést hasznaltuk. Ezért azt varjuk
hogy a (3.8) bonyolultabb mddszer nagyobb pontossdggal fogja kozeliteni az egyenletrendszer val6di meg-
olddsat mint az (3.11) egyszeriibb médszer, és remélheten a kiszamolt dsszes hiba rendje meg fog egyezni
a megfelelo kozelitések rendjével.

Probaképpen tekintsiik az alabbi kétdimenzids peremértékfeladatot

Au(z,y) = —400(z* + y?) sin(20zy),
u(z,0) =0, u(x, 1) = sin(20z),
u(0,y) =0, u(l,y) = sin(20y),
(x,y) € [0,1] x [0, 1].

(3.13)

Ennek pontos megolddsa kénnyen ellendrizhetéen u(z,y) = sin(20xy).

A két mobdszer Osszes hibdjat szeretnénk dbrazolni az egy oldalon 1év6 racspontok szamanak fiiggvé-
nyében. Ehhez az éltalanos (3.3) feladatnak megfeleléen adott n-re tekintsiik a [0, 1] x [0,1] halmaz
{Zo, 21, ., Tny Ts1 } X {Y0, Y15+ -+ s Yn, Yns1 ; b 1épéskozii egyenletes felosztasanak pontjait, ahol g = 0 ;
Tni1 =169y =0;y,1 =1¢és az

{(xk7y0)7 (xkayn—‘rl)) (550791)» ($n+1,yl) k= Oa ]-7 AL + ]-7 [ = 07 17 ] +1

pontok a perem pontjai.
Legyen ui(n) € R™ a (3.11) médszer ltal a (3.13) peremértékfeladatra adott kozelité megoldasok vektora,

a n-nek megfeleléen stirti racsra, vagyis ha a racs egy oldala a perem pontjai nélkiil n pontbdl all. Tovabba
legyen uy(n) € R™ a (3.8) médszer altal a (3.13) feladatra adott kozelitd megoldésok ugyanilyen vektora.

Legyen
T
u(”) = [u(xl)y1>7 )U(Inay1)7 U($17?J2)7 7u(xn7y2)7 7u(xl7yn) ,u(:rn,yn)} )
ahol u(z,y) = sin(20zy) a pontos megoldés fiiggvénye. Ekkor legyen

yi(n) = h-[Jus(n) — u(n)||L,,
ya(n) = h - [Jug(n) — u(n)||L,. (3.14)

Tehét yi(n) és yo(n) rendre az (3.11) és (3.8) mddszerek Gsszes hibdja a (3.13) peremértékfeladat esetén
n, vagyis a racs egy oldalan 1évé felosztasi pontok (a perempontok nélkiil) szdmanak fiiggvényében.
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Abrézoljuk az y;(n) és ya(n) fiiggvényeket, illetve a rend ellendrzéséhez az 1/n2 = O(h2) és 1/n* = O(h%)
fiiggvényeket, hiszen a 1épéskoz tovabbra is h = 2=¢ = 1

n+l = ntl°

A masodrendii és negyedrendii kézelitésekbél adott moédszerek 6sszes hibaja

107 S ]
; —(3.11) mddszer 6sszes hibaja|]
i 1/n? figgvény ]
102 . —(3.8) modszer 0sszes hibaja |
k 1/n* fiiggvény ]
10°¢
10 3 E
g 5: i
= 107 5
7)) C ]
3 r ]
B ol ]
v 10°F 3
o ]
107 3
107 3
107 ¢
-10 \
10
10t 102

3.7. dbra. y-tengely: A kétdimenziés (3.13) probléma numerikus megolddsanak diszkrét Lo-hibdja az
(3.11) és (3.8) mobdszereket haszndlva, vagyis az (3.14) szerinti y;(n) és yao(n) fiiggvények. z-tengely:
a racs egy oldalan 1évo felosztasi pontok szama 10 < n < 260. Mindkét tengelyen logaritmikus skalat
hasznaltunk.A rend ellendérzéséhez szaggatott vonallal adtuk meg az n=2 és n=* fiiggvények grafikonjat.

Eszrevehetjitkk, hogy érdemes volt a negyedrendii kozelitéssel foglalkozni, hiszen az abbdl nyert
modszer hibdja lathatéan sokkal kisebb lesz mér viszonylag kevés felosztasi pont esetén is. Tovabba a
modszerek alkalmazéasa soran kapott Osszes hiba mértéke koveti azon Laplace-operatorra adott kozelités
rendjét, amelybdl az adott mddszert konstrudltuk. Tehét az (3.11) esetén valéban O(h?) mérték{i hibat
tapasztalunk, (3.8) esetén pedig O(h?*) hibat.
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4. Nem egyenletes felosztas: egydimenzids eset

Ebben a részben visszatériink az egydimenzids Laplace-operator, vagyis a masodik derivalt kozelitéséhez.
Viszont most nem kéveteljiik meg, hogy a vizsgalt intervallum felosztasa egyenletes legyen. Most is minél
magasabb rend kozelités megkonstrudlasa a cél, de latni fogjuk, hogy ez nehézkesebb, mint az egyenletes
felosztas esetén.

Tp—1 hi_1 T, hy,  Tpil

Tehat az xj, koriili xp_1 és xy1 pontok olyanok, hogy xp_1 = xp — hr_1 és xx1 = xx + hy. Most hy_1 és
hi lehetnek kiilonb6z6 szamok.

4.1. Masodrendi kozelités nem egyenletes felosztas esetén

Az egyenletes esethez hasonléan felirhatjuk a Taylor-tételt mindketté pontra n = 3 esetén, vagyis a
harmadik derivaltig megadva a tagokat:

7!

O (@) (@ — 20) 4 2L fO () (—hys)’ 4

3

2L FO(m) (2 | — )’ 4 @) (g ‘ A
Fla) = 3 L 20 o, gty = 30 LI o, s

7!
i=0 i=0

Tekintsiik most az hy f(xg_1) + hx—1f(Trs1) Osszeget:

Jo (xk)(hk—l(hk.)i + hi(—hi-1)") N

f O (hihi—1* + hp_1hp*), (4.1)

3
hif(xp—1) + hg—1 f(Tp11) = Z

1=0

amelyet felbontva az els6 derivalt egytitthatdja (hy_1hx — hrhi—1) = 0 lesz. Azaz kapjuk, hogy

L.,
hif(xr—1) + hi—1 f(@ps1) = f(og) (A1 + hi) + §f/ ($k)(hk—1hk2 + hkhk—12)+
1 n
+of (z1) (h—1hi® — hhi—1°) + O(hg_1hi(h—1® + hi™)).

Most f”(z)-ra rendezziik az egyenletet, és kihasznéljuk az hy_1° 4+ h® = (hp_1 +hi) (hg—1> — hp_1hi + g%
azonossagot, amibdl azt kapjuk, hogy

_ 2 f (wp—1) + 2her [ (@r41) = 20h—1 + ) f k) l(hk o) )+

hi—1hg(hg—1 + hg) 3 (4.2)
+ O<hk712 — hy—1hy + hk2)-

f// (mk)

Ez a kozelités még elsorendii egyiitthatoval tartalmazza a harmadik derivaltat, tehat szigoruan csak elso
rendiinek mondhat6. Viszont elképzelhetd hogy egy adott alkalmazasban tudjuk garantalni, hogy

hi — hi—y < O(hig—1® — hy_1hi + hi?)

legyen. Ilyen esetben masodrendii kozelitést kapnank. Ezt az esetet vizsgaljuk meg az alabbiakban.
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Tegyiik fel hogy a {hy : k = 0...n} szdmok az [a, b] intervallum egy n + 2 pontbol all6 {xg, x1,...,Tpi1}
felosztdsdnak 1épéskozei, ahol g = a és x,.1 = b. Vagyis {hy = xp41 — a2, : k = 0,...,n}. Ebben a
felallasban egy egyenletes felosztas 1épéskoze

_b—a
Cn+1

h

lenne. Tegyiik fel, hogy az &ltalunk vizsgalt felosztas nagyjabdl egyenletes. Tehét a {h, : k = 0...n}
szamok viszonylag kozel vannak h-hoz. Legyen

{h =h+er:k=0,1,...,n}. (4.3)

Innen rogton koévetkezik
{hk—hk,1 :8]@—8]@,13]{:0,1,...,71}.

Ezt felhasznalva kapjuk hogy

O(hk,12 — hkflhk + hk2) = O(h2 + h&?k + h&‘kfl + 5k2 + 8]6,12 — 8k,18k). (4.4)

Tegyiik fel hogy
{ex <O(*):k=0...n} (4.5)

Ez jelenti a vizsgalt esetben azt, hogy a felosztas nagyjabdl egyenletes. Ekkor
O(R* + hep + hep_1 + 1> + ex_1® — er16x) = O(R?), (4.6)
hiszen az dsszegben a h?-en kiviili 6sszes tobbi magasabb rendii lesz a feltevés kovetkeztében. Hasonldan
Ry — hg—1 = €1 — ex—1 = O(h?)

szintén teljesiil. Innen a (4.2) egyenletbe visszahelyettesitve

1
< (e = i) f" (1) = O(h?)
3

lesz, tovabba a (4.4) és (4.6) formuldkat felhasznédlva az

2 f(@ra) + 201 [ (2h11) — 20hk-1 + i) f (1)

BT (s + P +0(h%) (4.7)

[ ()

altalanosan hasznalhaté, méasodrendii kozelitést nyerjiik. Ahol

B b—a
T n4+1

a megfelelden stirii egyenletes felosztas 1épéskoze. Megjegyzendd hogy ezen kozelités csak a (4.3) és (4.5)
feltételek fennéllasa mellett igaz.
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4.1.1. Masodrendii kozelitésbol adott egyenltrendszer matrixa

A (4.7) kozelités altaldnosan hasznalhatd, de a késébbiekben a negyedrendii kozelitéssel val6 dsszehason-
litdshoz sziigségiink lesz ezen kozelités alkalmazdsara a (2.4)-ban mér felirt

W(z) + ¢ ulz) = (),
u(a) = uq, u(b) = up,
x € [a,b]

peremértékfeladat numerikus megoldasahoz. Legyen {xo,z1,..., %y, Tni1} az [a,b] intervallum szabélyta-
lan felosztasa, ahol xg = a ; x,.1 = b és

{hk,1:$k—$€k,1Ik:O,l,...,n}

a lépéskozok értékei.

A szigordan mésodrendii kozelitéshez fel kell tenniink, hogy a hy rdcstavolsagokra a (4.5)-beli becslés
ellatva fennall (1d. a (4.3) formulat is). Tehat ezen felosztasi pontokban keressiik az u fiiggvényt, vagyis
olyan {u(zo),u(z1), ..., u(,), u(xns1)} és {u"(zo), v (21), ..., 0" (x,),u"(xm41)} értékeket, amelyekre

u"(xg) + ¢ - u(wg) = f(ar),
w(wg) = Uq, U(Tpy1) = uyp,
xy € [a,b],

k=1,2,...,n

(4.8)

fenndll. Ezen {u(z1),...,u(z,)} értékeket tudjuk kozeliteni, ha a (4.7)-es kozelitést az u fiiggvényre
alkalmazzuk, vagyis

2hpu(xg_1) + 2hg_1u(xps1) — 2(hg—1 + hi)u(xy)

+ O(h?).
hi—1hi(hg—1 + hi) ()

u//(xk) _

Ha u”(xy)-helyére ezt a kozelitést irjuk, akkor a

2hpu(z—1) + 2hg—1u(xry1) — 2(hg—1 + hy)u(zy)
hi—1hi(hi—1 + hy)

u(zo) = Ug, U(Tpy1) = up,

k=1,2,...,n

+c-uzy) = f(an),
(4.9)

kozelito egyenletrendszert kapjuk a feladatra. Fz Gsszetettebb formaban és a lehetséges egyszeriisitések

utan az
2 2 2

, C— )
hi—1(hk—1 + hi) hi—1hi” hi(hg—1 + hy)
k=1,2,....,n

wy = [u(@ro), w(zy), wz)]

egyenletrendszernek felel meg.
Ezt a (2.8) jelolés alapjan az



alakba hozhatjuk, ahol

T T 2u(a 2u(b T
u=[u(z1), - ul@,)] , f=[f=), - f(z)] , uo= [vWQhI) 0, -0, ’hn(T(llhn)
és a

B 2 2 e 2 nt
A1 = | WnThe) halhatha)” ’hnfl(hn*ﬁh")} €R™
2 2 —2 "
@:-C_M7C_m7 e ’C_hn—lhni|€R’
9 9 2 n—1
43 = | Mo th) Rl tha) ’m} €k
jelolésekkel

A = diag (n, dy, —1) + diag (n, d2) + diag (n, ds, +1).
Természetesen u az ismeretlenek vektora.
Ezen kozelito egyenletrendszer esetében is arra szamitunk, hogy ahogyan egyenletes felosztas esetén, mivel
egy masodrendil kozelitést hasznaltunk fel a mddszer elkészitéséhez, (4.7)-et, ezért az egyenletrendszer

altal vétett osszes hiba is O(h?) mértékii lesz. Ezt a késdbbiekben tesztelni fogjuk egy adott peremérték-
feladatra.

4.2. Magasabb rendii kézelités nem egyenletes felosztas esetén

Nem egyenletes felosztas esetén is tudunk taldlni negyedrendii kozelitést a maésodik derivéltra a (2.4)
peremértékfeladat numerikus megoldasahoz. Viszont csak a hy_1 és hy kozotti kelloen kis eltérés esetén.
Emlékeztetiink ra, hogy az ehhez tartozo differencidlegyenlet

() + ¢ u(x) = f(a)

volt. Trjuk fel az w(zy,_1) és u(zxy1)-hez tartozé Taylor-sorokat az eléz6ekhez hasonléan az dtodrendf tagig
nem egyenletes felosztas esetén:

u(rp—1) = Z ut (xkx_hkil)z + O(hy_1%)

7!
i=0

> UZ) T k ‘ 6
ul) = 3 S 6y

7!
i=0
Az els6 derivéltat tartalmazé tag eliminaciéjdhoz az (4.1) egyenléséghez hasonléan jbdl a hypu(xg_1) +
hi_1u(zgs1) Osszeget haszndljuk, de most az u fiiggvényre vonatkozdlag és az 6todik tagig irjuk fel az
Osszeget:

5
hk’LL(.’L'kfl) + hk,lu(xkﬂ) = Z

1=0

ul” (@c)(hk(_hk'—l)i + hiea (b)) I

5 O (hxhi—1® + hy_1hi).

Ha ezt a szummat kibontjuk és u”(zy)-ra rendezziik, akkor a nulladrendii tagok egyiitthatéiban nem lesz
valtozas. Ezért legyen mostantol:

_ Qhku<l’]€_1) + Qhk_lu(ka) - Q(hk_l + hk)u(xk)

H(u
() hi—1hi(hk—1 + hi)

(4.10)
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Ekkor ]
u”(xk) = H(U) — E(hkilz — hkflhk -+ hkz)u(4) ($k)—

4.11)
1 hie_1? + hi> hie_1° + hi” (

— (he — he ) [ =u® Dkl Tk L6) O k=L "7k )

(P — hi—1) <3U (z1) + 0 Y (z) | + e

Ahhoz hogy ezen kozelitésbol eliminédlni tudjuk a derivéaltakat tartalmazo tagokat, és késébb negyedrendii
kozelitést kaphassunk, a (4.3) és (4.5) feltételekhez hasonléan feltessziik hogy

{hp=h+er:k=01,... n}{le|<OR") :k=0,1,...,n}. (4.12)
Ahol
_b—a
S n+1’

a megfeleléen siirli egyenletes felosztas 1épéskoze. Ekkor a (4.11) egyenlet jobb oldaldnak harmadik és
otodik derivéltat tartalmazo tagjai azonnal egyszertisithetok:

hi_1® + hi”
1™ " ()

1
(hie — hi—1) (§U(3)(xk) + 60

(@) =0,

hiszen

hiy —hy—1 =€ — -1 = O(h4)7

1 hi—1” + hi?
(gu(?))(xk) + k16—(]+’“u(5)(mk)> = 0(1),

legalabb teljesiilnek. Tovabba

O (hk_15 + hk5) _ O <(h -+ 5k)5 + (h + 5k—1)5

hk—l + hk 2h + €k + Ek—1

) < O(h%).
(4.12) alapjén felhasznédlva még a

hk,12 — hkflhk + th = h2 + hEk + h&‘kfl + 5k2 + 5k712 — Ek—1€k — h2 + O(hs),
egyenloséget, nyerjiik, hogy

u'(xg) = H(u) — 1—12h2u(4)(xk) + O(RhY). (4.13)

A negyedrendii tagot az egyenletes felosztas esetéhez hasonléan kifejezhetjiik a (2.4)-hez tartozé differen-
cialegyenletet kétszer derivalva az alabbi modon:

u(z) = f"(z) — ¢ u"(x), (4.14)

amelyben felhaszndlhatjuk a (4.7) masodrendii kozelitést, hiszen e, < O(h?) < O(h?) kellGen sfirti felosztés
esetén, vagyis ha h < 1, ezért teljesiilnek a (4.3) és (4.5) feltételek. Ekkor (4.7) szerint a bevezetett H (u)
jeloléssel, és f-re megegyez6 jelentésii H(f) jeloléssel

u'(wr) = H(u) + O(h?),

f"(ze) = H(f) + O(h?),
amibdl az (4.14) egyenletbe u”(zy) és f”(xy) helyére behelyettesitve kapjuk, hogy

uW(zy) = H(f) — ¢ H(u) + O(h?).
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Ezt az u (z)-ra kapott formuldt visszahelyettesitve a (4.13) negyedrendii kozelitésbe kapjuk, hogy

u'(zy) = H(u) — ihQ(H(]‘U —c-H(u) + O(h?)) + O(h*) = (1 + E) H(u) — h—H(f) + O(hY).

12 12 12
(4.15)
Tehét a megfelel (4.10) jeloléssel H(u) és H(f)-re az
" h%c h? 4
u'(zg) = 1+E H(u)—EH(f)+O(h ). (4.16)

negyedrendi kozelitést nyertiik az u fiiggvény x; pontbeli masodik derivaltjara.

Majd ezen u”(zy)-ra kapott formulat a (4.8)-felosztési pontokban vett peremértékfeladathoz tartozé diffe-
rencidlegyenletbe visszahelyettesitve végiil az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

(1+55) #0) + - uton) = o) + H(D) + OG0

ahol
_ 2hpu(ep_1) + 2hpu(@rs) — 2(he—1 + hi)ulae)
hi—1hi (hi—1 + hi) .
Tehat a (4.12) feltételek esetén a negyedrendii (4.15) kozelitésbdl a kovetkezd kozelité egyenletrendszert
kapjuk a permérték feladat felosztasi pontokbeli megoldasara:

H(u)

[ 12 + h%c . 12 + h%c 12 + h%c } .
6hy_1(hg_1 + hk)7 6hy_1hi’ 6hs (hr—1 + hi) -+ 4.17
. ) 2 (4.17)
= J1— , fe, k=1,2,...,n,
lﬁhk—1<hk—1 + hy) 6hy—1hy 6hy(hy—1 + hk)] E

ahol
w, = [u(wp—1), u(wy), U(%H)]T és fr=[f(zeo1), flaw), f($k+1)]T

Azt vérjuk hogy ezen médszer dsszes hibdja O(h*) méretli legyen a (4.12) feltételek esetén a peremérték-
feladat valédi megoldasahoz képest. Az ennek teszteléséhez sziikséges matrixos alakot a kovetkezo részben
allitjuk eld.

4.2.1. A negyedrendii kiézelitésbol kapott egyenletrenszer matrixa

A (4.17) negyedrendben kozelit6 egyenletrendszert a (2.8) jelolés alapjan az
Au=0Q f+jf—w
alakba hozhatjuk, ahol

w=[u(@), - ul)]", f=[f@), )]

T
194 h2¢ 124-h%c
Uy = [u(a)m, 0--- ,O,u(b)m}

T
h2 h2
fo= [f(a)—Gho(hth),o . 07f<b)—6hn(hn,1+hn>] :
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Tovabba bevezetve a

di — [ 124h2¢ 12+h2c 124h%c | c R™1
ZL ™ | 6hi(hith2)? 6ha(h2+hs)’ 7 6hn—1(hn—1+hn) | )
_ [ 124m2c . 124h%c _ 12+4h% n
dy = |C— o> 6hiha ¢~ o | €RY,
da = [ 12+h2c 12+h2c L. 12+h2c ] c Rn—l
23 = | 6h1(ho+h1)? 6ha(hi+hz)’ 7 6hn—1(hn—2+hn) | )
valamint a
_ 2 R2 h2 n—1
@ = | 6h1(h1+h2)’ 6ha(ha+hs)’ ’ 6hn71(hn—l+hn)i| eR )
[y n2 2 _m2 n
=1 =G 1~ e 1 6hn_1hn] € R”,
[ w2 R2 2 n—1
43 = _6h1(h0+h1)’ 6ha(h1+h2)’ ’ 6hn—1(hn—2+hn—1)] €R
jeloléseket

A = diag (n, dy, —1) + diag (n
Q = diag(n, q1, —1) + diag (n,

Természetesen u az ismeretlenek vektora.

7d2> + dla’g <n7@7 +1)7

@) + diag (n, g3, +1).

4.3. Teszt nem egyenletes felosztas esetén

Lattunk egy mésodrendi kozelitést (4.7)-ben, amelybdl a (4.9) mddszert nyertiik és egy negyedrendii koze-
litést (4.16)-ben, amelybdl a (4.17) egyenletrendszert kaptuk. Ezen médszereket a (2.4) peremértékfeladat
numerikus kozelitésére szeretnénk alkalmazni nem egyenletes felosztas esetén, ahogyan ahhoz a kozelitése-
ket konstrudltuk. Teszteljiik most ezen mdédszerek hatékonysagat a (2.16) konkrét peremértékfeladaton,

u'(x) +4-ulx) =4z,
u(0) =1, u(%) =2 +3,
z € [0, %],
amelynek a pontos megoldésa
u(z) = 3sin(2z) + cos(2z) + .

Fontos megjegyezni hogy most az [0, %T”] intervallum egy {zo,z1,...,%,, xyy1} szabélytalan felosztdsdval
dolgozunk, ahol xg =a ; x,11 = b és

{hk_lzﬂik—xk_l1/€:0,1,..‘,7’L}.

A (4.7) kozelitésrél beldttuk, hogy mésodrendii lesz a (4.3) és (4.5) feltételek mellett. A (4.16) kozelitésrél
pedig a (4.12) feltétel teljesiilése esetén lattuk be, hogy negyedrendi. Ebben a tesztben is legyen a (4.3)
és a (4.12) egy részének megfelelen

{h =h+er:k=0,1,...,n},

viszont a

{er 1 k=0,1,...,n}

hiba értékeire egyelére nem adunk meg becslést. Helyette hdrom tesztet is futattunk a (4.7) és (4.17)
modszerek hasznalatdval. Az els6 tesztben

{ex =0(h) : k=0,1,...,n},
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a masodikban
{ex =0(*) :k=0,1,...,n},

a harmadikban pedig
{er,=0(* :k=0,1,...,n}

eltéréseket feltételeziink. Ezen tesztek eredményeit fogjuk abrazolni. Tehat az y tengelyen megjeleno
y1(n) figgvényt, vagyis az (4.9) mddszer Osszes hibajat, és a megjelend yo(n) fiiggvényt, vagyis az (4.17)
modszer Osszes hibajat. Ezeket a (2.17) fiiggvényekkel teljesen analég médon hatdrozzuk meg az n, vagyis
a felosztési pontok szdméanak fiiggvényében. Tehdt {u(zy) : k = 1,...,n}} pontos fliggvényértékek és az
egyes modszerek &ltal adott {ui(xy) : k=1,...,n} és {us(xy) : k=1,...,n} kozelité értékek alapjén, az
{z1,...,z,} szabélytalan felosztds pontjaiban.

A harom 4bra aldbb lathato:
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A masodrendii és a negyedrendii kozelitésekb6l adott médszerek 6sszes hibaja
Felosztas hibaja az egyenleteshez képest: O(h)
T T T T ‘ T T T

—(4.9) modszer 6sszes hibaja (Nem egyenletes felosztas)
1/n? flggvény

—(4.17) mddszer 6sszes hibaja (Nem egyenletes felosztas)
1/n* fliggvény

1072

107

Osszes hiba
= =
o o
% &

[

<
(=Y
o

10712

= v e il vl e e v @l e vl v il e 1

-14 |
10
10°

=
(@)
w

4.8. abra. Az dbran a (4.9) és (4.17) mddszerek Gsszes hibédja lathaté, illetve az n—12 és n% fiiggvények, ahol
n a felosztas pontjainak szdma. Mindkét tengelyen logaritmikus skalat hasznaltunk.

Ebben az esetben {g, = O(h) : k = 0,1,...,n} a lépéskozoknek az egyenletes h 1épéskoztél vett
véletlenszerii eltérése.

Eszrevehetjitkk hogy ekkor mindkét modszer O(h?) nagysdgu Osszes hibdt ad, és a hiba - bar kisebb

a jobb esetben negyedrendii kozelitésbél adott (4.17) mddszernél - erdsen fluktudl a véletlenszerii
felosztastodl fiiggden.
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A masodrendii és a negyedrendii kézelitésekbdl adott moédszerek dsszes hibaja
Felosztas hibaja az egyenleteshez képest: O(hz)
T T T T ‘ T T T

—(4.9) madszer 6sszes hibdja (Nem egyenletes felosztas)

1/n® flggvény
—(4.17) mbdszer 6sszes hibaja (Nem egyenletes felosztas)

1/n* fuggvény

[
S
N

H
=
N

R R AT R AT TR AR RRTTI MAARY [TTTR AR AT B SRR R T AT T

(IR
<
(o]

[

S
[
o

10'12

Osszes hiba
H
(@]
&
T TTTTIT T \HHH‘ T T T T \HHH‘ T T TTTI T \HHH‘ T TTTTI T \HHH‘ T T T T \HHH‘ T T T T \HHH‘ TTT ill T T TTTI T T TTTI T TTTIIT

-14 |
10
10°

=
o
w

4.9. dbra. Az dbrén a (4.9) és (4.17) médszerek Gsszes hibdja léthato, illetve az =5 és = fiiggvények, ahol
n a felosztas pontjainak szama. Mindkét tengelyen logaritmikus skalat hasznéltunk.

Ebben az esetben {e, = O(h?) : k = 0,1,...,n} a lépéskozoknek az egyenletes h 1épéskoztdl vett
véletlenszert eltérése.

Ekkor mdr a O(h?)-rendii csékkeneéshez &all kozelebb a mdsodik mddszer (4.17) 6sszes hibdja, an-

nak ellenére, hogy ezt nem bizonyitottuk a mddszer alapjdul szolgdlé (4.16) kozelitésrol ezen feltételek
mellett. Viszont még mindig sokat valtozik a hiba a felosztastol fiiggden.
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A masodrendii és a negyedrendii kézelitésekbdl adott moédszerek dsszes hibaja
Felosztas hibaja az egyenleteshez képest: 0(h4)
T T T T ‘ T T T

2
10 E T T T T T T
B —(4.9) madszer 6sszes hibdja (Nem egyenletes felosztas)
1/n® flggvény
oL —(4.17) mbdszer 6sszes hibaja (Nem egyenletes felosztas)
10 1/n* flggvény

10°®

Osszes hiba

10°8

10'10

10-12

= v e vl e il e v e vl B vl e il i 1

-14 \
10
10°

=
o
w

4.10. &bra. Az dbrén a (4.9) és (4.17) médszerek Ssszes hibdja lathato, illetve az =5 és 2 fliggvények, ahol
n a felosztas pontjainak szama. Mindkét tengelyen logaritmikus skalat hasznéltunk.

Ebben az esetben {e;, = O(h') : k = 0,1,...,n} a lépéskozoknek az egyenletes h 1épéskoztdl vett
véletlenszerii eltérése.

A mésodik médszer (4.17) esetén mar tényleg O(h*) nagységi osszes hibdt tapasztalunk, ahogyan
azt a (4.16) formulara levezettiik a felosztasbeli véletlen hibakra vonatkozé (4.12) feltétlezést hasznalva.

Vagyis tényleg érdemes volt a mésodik modszert vizsgdlni és alkalmazni, hiszen az minden esetben

alacsonyabb hibat eredményezett mint az els6. Raadasul, ha a felosztasbeli egyenetlenségek kicsik, akkor
a modszer annal jobban fog miikddni, ami az elsore nem lesz igaz.
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5. Nem egyenletes felosztas: kétdimenzids eset

5.1. Altalanos helyzetii pontok

Az egyenletes felosztas esetéhez hasonléan az (z,y) pont koriili pontokban felvett fliggvényértékek segitsé-
gével szeretnénk kifejezni a Af(x,y) mennyiséget. Most egy dltaldnos esetet vizsgalunk, ahol 6t altalanos
helyzetti pont értékét tudjuk az (x,y) koriili A sugaru kérben. Ezen pontokat az alabbi médon jeldljiik,

(x4 ha1, y + h12), (. + ho1, y + hao), (x4 hs1,y + hs2), (¢ + har, y + haz), (T + hs1, y + hsa).

Arra hogy ezen esetben miért érdemes éppen 6t ponttal prébdlkozni majd a kés6bbiekben visszatériink.
Ha egy nagyobb ponthalmazunk van, akkor érdemes minden k és [-re az (z,y) ponthoz legkozelebbi 6t

mésik racspontot kivalasztani az (5.1) pontoknak, tehat ha

A={(z,y):k=1,2,...,N, 1=1,2,...,M}

a vizsgalt ponthalmaz, akkor egy adott (z,y) pontra az (5.1)

Akl:{<ﬂf+hij,y+hij)Zi:1,2,3,4,5,j21,2}

halmaz pontjai olyanok lesznek, hogy

Legyen ekkor

Az aldbbi dbra szemléltet egy ilyen Ay ponthalmazt, és a h és h sugaru (z,y) koriili (példanak vélasztott)

koroket.

V(x + hij,y + hij) € A V(2p,9,) € A— A — {(7,y)} :

() = (@ 4 hajyy + hig) || < [ (2, 9) = (2, 99)]]

h = max{||(z,y) — (z + hij,y + hyy)|]: i =1,2,3,4,5, j =1,2}.

(x + hi,y + h12).

(@ + har,y + hsa)
. (4 ho1,y + hao)

(2,9)

.(95+ hs1,y + hs2)

(x+ ha1,y + h42).
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Ezen pontok segitségével szeretnénk egy legaldbb elsérendii kozelitést adni az f kétvéltozos fiiggvény
(x,y)-pontbeli Laplace-dra. Irjuk fel ujbol a megfelel6 Taylor-sorokat a mdasodrendii tagig. A lényeges
részek most is az (g, y;)-t6l vett tavolsagok lesznek, ezért az alabbi roviditést hasznéljuk:

T =2, Y1 =Y
(z) Q10 f ()

fletpy+a) =) Dile,yp’d ™ + 0" +¢")

i=0 j=0

Ennek megfelel6en:

Dij(x,y)(h11)’ (h12)"™7 4+ O(h¥, + hi,),

Jj=0

fx+hi,y+ hig) =

M-

Il
o

[
2 7

f(@+ har,y + hao) = Z Dij(,y)(har) (ha2)'™ + O(h5; + h3y),
0

i=0 j=

2 i
f(x+ hs1,y + ha) = Z Z Dij(z,y)(ha1) (hs2)'™ + O(R3, + h,),

i=0 j=0

2
f(x + ha,y+ hag) = Z Z Dij(z,y)(har) (has)'™ + O(R3, + h,),

i=0 j=0

2
fle+hsi,y+hs) = > Dij(w,y)(hs1)’ (hsa)'™7 + O(h3, + hiy).
i=0 j=0
Mindegyik egyenletet megszorozzuk egy megfelelé konstanssal, majd osszeadjuk ¢ket. A célunk olyan
1, Ca, C3, Cq, C5 egylitthatok megvalasztasa, amelyekkel ezen 0sszegben, vagyis az

F=cif(x+hi,y+ hia) + cof (x4 hor,y + hao) + c3f(x + hs1, y + hga)+

5.3
+ caf (4 har,y + hag) + csf(x + hs1,y + hs2) (5:3)

osszegben a Dig(zk, y1), Dor(Tg, y1) és Dai(x,y) egylitthatdi eltiinnek. Ezen felill még a Dag(x,y) és a
Das(z,y) egyiitthat6i megegyeznek. Ezért prébédlkozunk ebben az dltaldnos esetben 5 pont hasznélataval.
fgy 4 egyenletet tudunk felirni az egyiitthatokra, és van esélyiink kiejteni minden, a mésodik derivaltakon
kiviili tagot az Gsszegben.

Hiszen ekkor az (5.3) dsszeg csak a Doo(x,y) = f(x,y)-t és Dog(,y)+ Dag(x,y) = Af(x,y)-et tartalmazza
valamilyen konstans egyiitthatékkal. Ekkor méar konnyen A f(z,y)-ra tudndnk rendezni az (5.3) 6sszegh6l
kapott egyenletet a Ay pontokbeli értékek felhasznédlasaval. Ezen moédon egy legalabb elsorendli kozelitést
prébalunk adni A f(z, y)-ra.

Tehat a ci, co, c3, ¢4, c5 értékeket ugy vélasztjuk meg, hogy kielégitsék az alabbi 5 ismeretlenes homogén
egyenletrendszert.

hay hay hay hay s oo
h12 h22 h32 h42 h52 02 — 0 (5 4)
h11h12 h21h22 h31h32 h41h42 h51h52 03 0 .
RGP N A TR PN B e B
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A matrix egytitthatéi megfelelnek azon feltételeknek, hogy az (5.3) dsszegben Dig(zk,y1), Doi(zk, i) és
Doy (z,y) egyiitthatéinak mindegyike 0 legyen és a Dog(z,y) és Daoo(z,y) egyiitthatéi megegyezzenek.
Hasznéljuk az alabbi jeloléseket,

HQ = Clhfl + 01]732 + Cghgl + 62h§2 + Cghgl + Cgh?2)2 + C4h4211 -+ C4h22 —+ C5h§1 + C5h§27

H3 = Clhifl + Clhzb + Cghgl + 62h§2 + Cghgl + Cgh§2 + C4hil + C4h22 =+ C5h§1 + C5h§2.

Ezen jeloléseket felhasznalva, és mivel a ¢y, ¢a, ¢3, ¢4, ¢5 értékek kielégitik a (5.4) egyenletrendszert, az F-el
jelolt (5.3)-nél latott Gsszegre teljesiilni fog az aldbbi egyenlet

F=(c1+c+ce+atco)flry+ %Af((aﬁ, y) + O(Hs3).

Ezt Af(z,y)-ra rendezve a

Hy

egyenletet kapjuk.

Ezen formaban hidba tudnank a haromszog-egyenlétlenség segitségével h fiiggvényében feliilrol becsiil-
ni Hjy értékét, a nevezot nem tudjuk alulrél becsiilni tovabbi feltevések nélkiil. A mddszer hibaja ezért
igencsak kérdéses, hidba tiinhet elsé ranézésre a kozelités elsérendiinek. Ezen példabol megfigyelheto,
hogy t6bb messzebbi felosztasi pont hozzavétele nem feltétleniil segitene a dolgunkon, legalabbis a Taylor-
modszerrel nem. Ha tébb pontbeli Taylor kozelitésre frnank fel a linearis kombinacidjukra vonatkozé
egyenletrendszert, akkor annak megoldédsai elméletben kiejthetnének magasabb rendii tagokat is, viszont
a kapott kozelités rendjére a megoldésok bonyolultsaga miatt tovabbra sem tudnank adni konkrét becslést.

Ezért a tovabbiakban prébalkozzunk olyan esetekkel ahol a pontok nem teljesen véletlenszertien helyez-
kednek el. Ilyen esetekben, mint példaul, amit a kovetkezo szekciéban targyalunk, mar nagyobb sikerre
lehet jutni.

5.2. Fo koordinataban eltéro racspontok

Most térjiink vissza az (xy,y;) koriili négyzetes felosztasi pontokhoz. A homogén felosztds esetén a leg-
egyszeriibb eset az volt, amikor a kozépponttal az egyik koordinataban megegyezo, négy oldalfelezo pont
segtségével adtunk masodrendii kozelitést A f(xy, y;)-re. Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor négy hason-
l6an a kozépponttal egy koordinataban megegyez6 pont adott, viszont a masik koordinataban tetszolegesen
eltérhetnek a pontok egymdstol. A racs tehat egymasra merdleges egyenesek metszéspontjaibol fog allni,
viszont az egyes egyenesek kozotti tavolsag nem feltétleniil lesz szabalyos.

5.2.1. A racs elkészitése

Legyen a felosztandd halmaz a

Q =1[0,u] x [0,v] € R? (5.6)

téglalap.
Tovabba legyen
{ZOa Rlyee 7Zn+1}
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az [0, u] intervallum n + 2 pontbdl allé egy egyenletes felosztasa, vagyis

U
n+1

tk=0,1,...,n. (5.7)

a4 = 21 — 2k =

Hasonléan legyen
{’wo, Wi, ... ,wn+1}

az [0, v] intervallum n + 2 pontbdl &ll6 egy egyenletes felosztasa, tehat

v .
n+1"

b:wk+1—wk: k=0,1,...,n. (58)
Itt tehat a és b a megfelel6 1épéskozok. Az egydimenzids esethez hasonléan, mozgassuk el a perem kivéte-
lével ezen pontokat véletlenszertien valamelyik irdanyba, egy feliilrél korlatolt méretii véletlen hibaval.
Tehét az [0, u] intervallum egyenletlen felosztasa az

rp=zkt+er:k=12....n (5.9)

pontokbdl és az xy = 0 és z,.1 = u perembdl fog allni. Vagyis ¢ = €,41 = 0. A [0,v] intervallum
egyenletlen felosztdsa pedig a
y=w+94:1=12,....,n (5.10)

pontokbdl és az yo = 0 és y,1 = v perembdl fog allni. Vagyis dg = 6,41 = 0.

Tehét a (5.7) és (5.8) altal adott egyenletes felosztas sarokpontjait helyben hagyjuk, hiszen {gy tovéabbra
is az ) téglalapot osztjuk fel. Az oldalakon 1évo tovabbi peremértékeket feltételezziik hogy kiszamolhatdk
barmilyen igy konstrualt szabalytalan felosztas esetén.

Feltessziik hogy a racspontok megtartjak a sorrendbeli helyzetiiket, amelyet az

ler|< g ck=1,2,...,n,

b (5.11)
|0;|< §:l: 1,2,...,n

feltételek biztositanak. Tovabba feltessziik hogy

a<l b<1

hogy kozelitést tudjunk adni a 1épészdm rendjében. Megjegyezziik hogy a kés6bbiekben a |ef| és |d]
méretét tovabb korlatozhatjuk majd a és b rendjében, és igy esetlegesen jobb kozelitésre juthatunk.
Ezzel (5.9) és (5.10) szerint megkaptuk a megfelel6 racspontokat,

(g, yr) bk, l=0,1,...,n+1, (5.12)
és a szabdalytalan 1épéskozoket is (5.7), (5.8), (5.9) és (5.10) alapjan

p = T — Tp—1 = 2% T+ € — Zh—1 —Ep—1 = A+ — 1 :hk=1,2,...,n+1 (5.13)
bl:yl—yl_lzwl—i—sl—wl_l—el_l:b+(5l—5l_1:l:1,2,...,n+1. '

Ezen ay, és by 1épéskozok az (5.11) feltétel miatt mind pozitivak.
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5.2.2. A kozelités konstrukcidja

Az (xy,y) dltaldnos racspontbeli Af(xy,y;) értéket az (zy,y;) ponttal egyik koordindtdban megegyezd,
négy szomszédos ponttal szeretnénk kozeliteni. Tehat a megadott pontok

(mkfb yl)a (karla 3/1)7 ($k, yl*l)a (xka Yy + hl+1) (514‘>
lesznek, amelyek (5.13) értelmében az
(7 — ar, 1), (T + g1, n1), (T, Y1 — bo), (T, Yo + bigr) (5.15)

pontokkal ekvivalensek. Ezek pontok az (xy,y;) koriil egy olyan négyszog csicsait alkotjik, melynek &tl6i
(2, y1)-ben merdlegesen metszik egymast. Egy ilyen tipust pontokbdl 4ll6 racsot az aldbbi dbra szemléltet:

(@, yi + bis1)

/ b1 \\\

// \\\
// \\\

(xr —ak,y1) |/ ak (Tr, y1) Grgr Nk + ags, w)

\\ ///’/

\\\\ bl ///////

\\\ /////,
(k, y — by)

Hasonlbéan a homogén esethez, az 6sszes vegyes derivalt egyiitthatoja 0, hiszen minden pont egyik koordi-
nitdjaban megegyezik az (xy,y;) kozéppontal, tovdbba

flae — ap,y) = <i>m(—ak)i+0(ai)y

flog + aper, 1) = (Z) M(akﬂ)i + O<aé+1)7

— 0 7!
i\ O f (e y ~
f(xk’v Yy — bl) - (é) K (Z'k l) (_bl)z + O(b;l)a
i=0 ’
3 . ;
1 azf(m 7y) i
f(l’lw Y+ bz+1) = (0) y@-—,kl(blﬂ) + O(bfﬂ);
=0 ’



lesznek a megfelelo Taylor-kozelitések. Olyan cq, ¢, c3, ¢4 konstansokat szeretnénk talalni, hogy

F=cif(xr — an,y) + cof (xr + ags1,u1) + csf (@, v — b)) + caf (g, yi + bisa). (5.16)

osszeghben az O, f (xr, yi) és Oy f (zk, 1) egyiitthatdi tinjenek el, és O2 f(x, i) és O; f(x, i) egyiitthatdi
egyezzenek meg. Ez algebrailag ekvivalens azzal, hogy a c1, cs, c3, ¢4 értékek kielégitik az alabbi 4 ismeret-
lenes homogén egyenletrendszert.

—ar Qg1 0 0
2
O 0 —bl bl+1 . -
2 2 2 2 3
ap, Qe —b —biy

(5.17)

o O OO

Tehat ilyen c1, cs, c3, ¢4 konstansokra van sziikségiink.
Egyszertien belathato akar szimbolikus programozassal hogy a

c1 = 1001 (b + b)),
co = apbibig1 (b + biyq),
c3 = bpragag(ag + agsr),

4 = biagagy1(ar + apg1)

(5.18)

konstansok kielégitik ezt az egyenletrendszert. Tehat az egyenletrendszernek mindig van nemnulla megol-
désa, hiszen az (5.11) feltétel értelmében és a (5.13) definicidk szerint ay, ax, 1, by, b1 pozitivak.

Tehat kihasznalva azt, hogy a kapott ¢y, cs, c3, ¢4 értékek kielégitik az (5.17) egyenletrendszert, az (5.16)
linearis kombindciéba a cq, co, c3, c4-eket és a pontbeli Taylor-kozelitéseket behelyettesitve az

2 2
€10y, + C20p 14 Af

(—clai + 02a2+1>82f<xk‘7 yl)
. +

F = (Cl + Co + c3 + C4)f([)3k,yl) + 6
(5.19)

n (—c3b} + C4b?+1)82f($k, )
6

(xkn ?Jl) +

+ O(clai + czaiﬂ + CgbzL + C4b?+1)

egyenletet kapujuk. Rendezziik az (5.19) egyenletet a Af(xy,y;)-re. A harmadrendd tagok egytitthatdi
szépen egyszerlisodnek, ahogy a negyedrend maradék is. Ekkor ugyanis fennalnak a

2 2
c1ay, + 20y, = g1 Db (g + app1) (b + biga),

—c1ay + caah 1 = agagiibibis (ag + ags1) (b + b)) (agr — ag),
—Csb? + 645?“ = appp1bibier (ag + aper) (b + bisr) (b — by),
cray, + caty g + c3b + eablyy = apagiabibi (ag + agpr) (b + bia) (af + apaq + 7 + b7y — aragsr — bibig)

egyenloségek. Innen a
Af e ) = 2F = 2(ci + o+ ez +ca) fapy) (argr — a) O3 f(wr, 1) + (bigr — b)) f (e, 1)
o L akak+1blbl+1(ak + (lk+1)(bl + bl+1) 3 (520)

+ O(a; + aiﬂ + b + 612+1 — a1 — bibiq),

kozelitést nyerjiik, ahol (5.16)-nak megfelel6en
F = cyf(vr — ag, yi) + cof (0r + aryr, wi) + caf(r, yo — bi) + caf (xn, yo + biga),
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és c1, ¢, c3, ¢4 az (5.18) definiciéban megadott konstansok.

Az (5.13) definicidkat és a (5.11) feltételt felhasznalva

Ukl — G = @+ €1 — € — (@ + & — 1) = €1 + Ep1 — 261 = O(a)
b —lLh=b+64p1—86—(b+8—8-1) =081+ 81 —25=0()

Vagyis (5.20)-ben
(ars1 — aw) 05 f (wr, 1) + (bisa — 01)O; f (wx, 1)

3 =0O(a+0),
amellyel (5.20)-be behelyettesitve
2F — 2(c1 4 ¢ + ¢3 + ca) f(xr, w1)
Af(zg,y) = + O(a+0),
feeu) arag 11 (ag + agyr) (b + biga) ( )
elsorendii kozelitést kapjuk.
5.2.3. Hasonl6 tavolsagok esete
Ha feltessziik (5.11) mellett, hogy
lex|= O(a?) : k=1,2,...,n,
6|= 00 :1=1,2,...,n
Akkor az (5.21) kiilonbségek az aldbbi médon alakulnak:
Apt1 — Ak = €41 + Ex—1 — 26 = O((IQ)
bl+1 — ll = 5l+1 + 5171 — 251 = O(bQ)
Mivel ezen esetben
O(ay) = O(a), O(b;) = O(b)
hasonldan teljesiilnek, (5.20)-ban
apr1 — )03 f(xp, y) + (b1 — )O3 f (g,
(ar1 — ar) 02 f (zr, yo) + (brer — b)) f(xe, y1) O(c® + 7).

3
és
O(a; + ajyq + 07 + b7y — agagsr — bibiy) = O(a® + b%)
lesz. Vagyis (5.20)-be visszahelyettesitve az

2F —2(c1 + co+ s+ ca) f(xn, )
k1001 (ag + apr1) (b + bigr)

Af(xn,y) = + O(a® + b%)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

masodrendl kozelitést nyerjiik. Itt F' értékét az (5.16) definicié adja meg, ahol a (5.18) formulakkal adott
konstansokat hasznéljuk. Tehat ha el tudjuk érni, hogy a hiba a (5.23) feltételben a és b szerint megfeleléen

masodrendii legyen, akkor masodrendii kozelitést tudunk adni.
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5.2.4. Rombusz csiicsai

Meggondolhato hogy ha teljesen elhanyagolnank a hibat, vagyis feltennénk hogy

exl=0:k=1,2,...,n,

i (5.26)
|=0:1=1,2,...,n
akkor milyen kozelitést nyeriink.

Ekkor (5.20) felhasznalasaval rogton adhat6 egy masodrendii kozelités. Most igazabdl a (5.15) pontok egy
rombusz csucsai.

Hiszen ekkor a felosztds tengelyenként egyenletes, és a (5.9),(5.10), valamint az (5.13) képletek az aldbbira
redukélédnak:
Tp = 2k, Y = wp : k,l = 1,2,...,”,

ar=a-+ep—cp1=a:k=12,...,n+ 1. (527)
bl:b+5l—5l_1:b:l:1,2,...,n+1.

Az alabbi abra szemléltet egy lehetséges a és b oldalu téglapokbdl allé racsot, ahol ezen eset eléfordulhat.

(k, y1 +b)

(e, —a,y)| .-~ (Tr, ) >~ (e +a, 1)
~a -
(ﬂfk,?/l—b)

Tehét az (5.27) szerint, a (5.18) megolddsokba behelyettesitve kapjuk hogy
c1 = ¢y = 2ab’,
c3 = cq = 2ba’,
és (5.27) szerint
a1 — ag =0,
biyr — b =0,

vagyis az (5.20) formuldba behelyettesitve a haromszoros parciélis derivéltat tartalmazé tagok egytitthatdja
0 lesz. Ezen megallapitasok felhasznaldsdval (5.20)-b6l par egyszertisités utéan a

_ 2 2
Af(zp y) = F—(2a :22;; ) f (2, 1)

masodrendii kozelitést nyerjiik. Ekkor az (5.16)-szerinti F' is egyszeriisodik, ezen esetben az aldbbi csakis
ezen kozelités formuldjara vonatkozik:

F=0f(xi—a,y)+ 0 flax+a,y) +a®f(xe, g — b) + a® f(zr, 3+ b).

+ O(a® + b?) (5.28)
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5.2.5. Egyenletrendszer a kozelitésre

Az (5.25) és (5.28) kozelitéseket szeretnénk alkalmazni a
Au(z,y) = f(z,y), z,y € Q (5.29)

differencidlegyenlet numerikus megoldédsara, ahol Q = [0,m] x [0,s] € R? a peremen az u fiiggvény
ismert, és a targyalt (5.12) nemegyenletes felosztas all rendelkezésre. (Ahol a Q = [0,u] x [0,v] jelolést
lecseréljiik a fent megadottra, hiszen u mostmar a keresett fiiggvényt jeloli.) Az (5.29)-be Au(z,y)-helyére
behelyettesitve az adott pontokban az (5.25) kozelités altal az u fiiggvényre értelmezett formuldt, az

2U(Zl7k7 ?Jl) - Q(Cl(ku l) + 02(k7 l) + 63(k7 l) + C4<k7 l))U(.Z'k, yl)
arar1bibr1 (ag + ags1) (b + bigq)

kozelitd n? valtozés egyenletrendszert kapjuk ahol u(xy,y;) : k, 1 = 1,2,...,n lesznek a valtozok. (5.18)
alapjan, viszont itt mar az [ és k-tol fiiggo jelolést haszndlunk

c1(k, 1) = ap1bibigr (b + biy1),
Cg(k, l) = Clkblbprl(b[ + bl+1),
cs(k, 1) = byagag (ak + akgr),

ca(k, 1) = bagagii(ar + aggr),

= flxg,y) s k,l=1,2,....n (5.30)

(5.31)

és (5.16) alapjan az F jelolésti linedris kombindciét most mar az u-fiiggvény pontjaira értelmezve, és U-val
jelolve
Uk, yi) = er(k, Du(zy — ak, i) + ca(k, Dz, + agr, y1) + ek, Dulzn, yo — bi) + calk, Du(zg, g + biga).
Viszont az egyenletrendszerben érdemes visszatérni a pontok ekvivalens (5.14) jeloléséhez az eddig hasznalt
(5.15) jelolés helyett, vagyis
Ulrg, yi) = cr(k, Dulzr—1, yi) + ca(ky Dul@rgr, yi) + es(k, Du(ar, yi1) + ca(k, Du(@r, yrea)-

Ahogy lattuk a (5.22) kozelités levezetésénél, a megfeleld feltételek mellett az (5.23)-es feltétel nélkiil el-
sérendben lesz bizonyosan kozelité a Laplace-operdtorra vonatkozdlag, a (5.23) feltétel mellett viszont a
(5.25) masodrendii kozelitést kaptuk beléle. Ezért azt reméljiik, hogy a megadott egyenletrendszer meg-
oldasa is ezen feltételek mellett lesz hasonléan kozel az (5.29) valédi megolddsahoz a rdcspontokban.

Az (5.30) egyenletrendszert szeretnénk egyszeriib formaba hozni, ezért vegyiik észre, hogy
cr(k, 1) + ca(k, 1) + ez(k, 1) + ca(k, 1) = (arg1 + ag)bibigi (b + biga) + (b + bipr)agaga (ar, + ap1) =

= (ap41 + ar) (b + b)) (akars1 + bibigr)
(5.32)

Innen a (5.30) bal oldalat szétbontva ha a kapott tortekben ahol csak lehet egyszerisitiink, akkor a

2u(xg—1, 1) 2u(Try1, Y1) 2u(rg, 1) | 2u(@k, Y1) 20pGk41 + 200040 B
+ - U(Ik, yl) -
ar(ag + apy1)  appa(ar +agr)  bi(b+0a) b (b + brya) a4 1bbr11 (5.33)
= f(xk,yl) . k,l = 1,2,...,n

n? ismeretlenes egyenletrendszerre jutunk.
Az (5.28) kozelitésbol ehhez hasonlé médon, viszont sokkal egyszer(ibben, az

w(wp—1,y) | w(ren, ) | w(@e,yio1) | u(Tr,Yigr) 207 4+ 207 _
a? * a? * b? b2 a?bh? w(we ) = (5.34)

= fzry)  k,1=1,2,...,n

egyenletrendszert kapjuk. Viszont ez természetesen csak a (5.26) feltétel mellett értelmezendd.
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5.2.6. Matrix-vektor alak a kozelitésre

Az (5.33) és (5.34) egyenletrendszerek struktirdja lathatéan megegyezik az egyenletes felosztds esetén
korédbban latott (3.11) egyenletrendszerével. Vagyis ahhoz, hogy

Q- u=f—P-up.
alakba hozzuk az egyenletrendszereket, legyen az (3.12) konstrukciéjdhoz nagyon hasonléan

T
u= [u('xlayl)a 7u(xN7y1)7 U<$1ay2)7 au(xNay2)7 au<x1ayN)7 7u(xN7yN>] )

az n?-dimenziés valtozévektor,

i:[f(xlyyl)v 7f<xN;y1)7 f<x17y2>7 7f(xN7y2)> 7f<x17yN>7 7f(xN7yN)}T7

az f fiiggvény értékeinek n? dimenzids vektora.
A peremértékeket tartalmazo alabbi

Upo = [UJ(IlJyO)? u(x%yO)a T 7u(xN7y0)} )
{ups = [u(mo,yi), 0, --- ,0 ,u(xNH,yi)} ci=1,2,...,N},
UPN+1 = [U(%,?JNH), u(re, Yny1), o 7U($N7yN+1)}

vektorokbdl osszedllitott n(n + 2) dimenziés vektor pedig a kovetkezé:

T
up = [upo, up1, -+ UPN upNu1]

A @ matrix struktiraja a 3.4 dbranak, a P matrix struktiraja pedig a 3.6 abranak lesz megfeleld. Vagyis
ugyanolyan lesz a nemnulla elemek poziciéja, mint megfeleléen a (3.11) egyenletrendszerre adott (3.12)-
ben szereplé métrixoknak. Viszont a @) és P matrixok elemei a (5.33) egyenlet egyiitthatéinak lesznek
megfeleldek az (5.25) kozelités esetében, és a (5.34) egyenletnek az egyiitthatdi, a (5.28) kozelités esetében.
Tehat @ esetén, ha bal alulrdl jobb felfelé tekintjiik a megfeleld poziciéju atlokat, akkor az els6 atloban,
ahol van olyan elem, ott u(zg,y;—1) egyiitthatéi szerepelnek, a méasodik atléban u(zy_1,y;) egyiitthatéi, a
harmadik &tléban (vagyis a féatléban) u(xy,y;) egylitthatdi, a negyedik atléban u(xgi1,y;), és az otodik
atléban u(xy, yi.1) egylitthatdi szerepelnek. Természetesen az (5.33) egyenlet esetén a megfeleld egyiittha-
tok fliggnek a k és [-t6l, amelyek a u valtozdvektor elemeinek megfelelden futnak, vagyis a (k, ) indexparos
a kovetkezd médon fut végig az n? kiilonbozd lehetséges indexen:

(1,1), - ,(n,1), (1,2), -~ ,(n,2), --- ,(L,n), --- ,(n,n)]. (5.35)

Ennek megfeleléen meg tudjuk mondani a megfelelé egyiitthatok atlobeli poziciéit. Az aldbbi indexii,
(5.33)-ben szerpld egyiitthaték lesznek a métrix dtléiban, az (5.35) szerinti sorrendben, az egyes pontok
esetén:

u(zy, y;) egyiitthatéja esetén a k= 1,2,...,n, [ =1,2,...,n lesznek az indexek.

u(xp_1,y) egylitthatéja esetén a k =2,3,...,n, [ =1,2,...,n lesznek az indexek.

(
(
(
(

Tpy1, Y1) egylitthatdja esetén a k=1,2,... ,n—1,1=1,2,...,n lesznek az indexek. (5.36)
u(zy, yi—1) egyiitthatdja esetén a k =1,2,...,n, [l =2,3,...,n lesznek az indexek.
)

u

u(zy, yio1) egyiitthatoja esetén pediga k=1,2,...,n, [ =1,2,...,n — 1 lesznek az indexek.
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A u(zr_1,y1) és u(xpy1, y) pontok esetébe az dtléban 1évé vektor n? — 1 hosszi és a hidnyz6 indexek he-
lyén az (1,1) index kivételével 0 szerepel. Az u(zg,y;—1) és u(xy, yi+1)-hez tartozé atléban beirt vektorok
n? — n hossziak és a hidnyzé indexekhez nem szerepelnek tagok a matrixban, ahogyan azt a 3.4-es 4brdn
megfigyelhetjiik.

A P métrix pont az itt kihagyott indexii egyiitthatékat fogja tartalmazni a nemnulla helyein, hiszen
azon szamok a peremértékek egyiitthat6i a (5.33) egyenletrendszerben. A P matrix bal fels6 részmét-
rixdnak diagondlisa az u(xy,y;—1) egyiitthatéit tartalmazza a {k = 1,2,...,n, | = 1} indexekkel, a
jobb alsé részmétrix diagonallja a wu(zk,y;41) egylitthatdit tartalmazza a {k = 1,2,...,n, | = n} in-
dexekkel, a kozépso részmatrix részmatrixainak bal felsé elemei a u(xg_1,y;) egyiitthatéit tartalmazza a
{k =2, 1=1,2,...,n} indexekkel, ezen részmatrixok jobb alsé elemei pedig a u(xpi1,y;) egyiitthatoit
tartalmazzak a {k =n, [ = 1,2,...,n} indexekkel. Eszrevehetjiik hogy minden esetben az adott egyiitt-
hatok pont csak azon indextol fiiggnek, amelyek rogzitve vannak, ez segithet a médszer implemenatlasaban.

Tehét az (5.33) egyenletrendszer ezen meglatésokat kovetve méar konnyen

Q-u=f—-P-up.

alakra hozhaté. A (5.34) egyenletrendszer pedig ugyanilyen médon matrix-vektor alakra hozhatd, de még
az indexekkel sem kell bajlédni. Tovabbéd ahogyan azt lattuk a (5.33) mddszer magédba foglalja a (5.34)
modszert ha a (5.33)-re alkalmazzuk a (5.26) feltételt és annak a (5.27) kovetkezményeit, és egyszertisitiink.
Vagyis tényleg elég csak az (5.33) mddszert implementalni.

5.2.7. Teszt egy peremértékfeladatra

Az (5.25) altaldnos mésodrendii kozelitést és annak a (5.28) specidlis esetét targyaltuk a fentiekben, és
részleteztiik, hogy hogyan lehet ebbdl egyenlet rendszert késziteni a (5.25) peremértékfeladat numerikus
kozelitéséhez, és hogy azt hogyan lehet konnyen alkalmazhaté matrix-vektor alakra hozni. Most teszteljiik
a médszer hatékonysagat a (3.13) formula kapcsan mar szerepelt peremértékfeladat egy valtozatéra:

Au(z,y) = —400(x? + y?) sin(20zy),
u(z,0) =0, u(z,1) = sin(20z),
u(0,y) =0, u(l,y) = sin(20y),
(x,y) €[0,0.7] x [0,1.2].

(5.37)

Tehét a megoldési halmazt direkt egy téglalapnak vélasztjuk meg, ahogy azt a (5.6)-rdcs definidldsanal is
megengedtiik.

A felosztds megkonstrudlasat mar korabban targyaltuk az 5.2.1 szakaszban, az Osszes hibat pedig a 3.5
résznek megfeleléen adjuk meg a (3.14) Ly normaval definiélt fiiggvények segitségével, természetesen most
a racs a 5.2.1 részbeli konstrukciénak megfeleléen lehet szabalytalan, és az (3.14) szerinti uq(n) kozelité
pontokat most a (5.25) kozelitésbél ad6dé (5.33) egyenletrendszer segitségével éllitjuk elé a nem egyenletes
felosztas pontjaiban. Az Gsszes hiba szamitasat lehetne pontosabban is végezni, mivel ezen esetben méar
téglalap alaki tartomannyal dolgozunk. De a (3.14) szdmitds szerint ha a h-val, vagyis ezen esetben %ﬂ—el,
tehat felosztasi szakaszok szamanak reciprokaval szorzunk, az is megfelel6en fogja mutatni a konvergencia
rendjét.
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Nemegyenletes felosztasra adott médszer 6sszes hibaja

O(a+b), O(a2+b2) és 0 felosztasbeli egyenletlenségek esetén
T T T T T T T T [

i 1/n? fuggvény
i 1/n figgvény
- — A mdOdszer 6sszes hibaja, O(a+b) egyenletlenség

i —A moédszer 6sszes hibaja, O(a2+b2) egyenletlenség 7
A modszer 6sszes hibaja, 0 egyenletlenség, egyenletes téglalapok

Osszes hiba
l—\

(@]
L

H
Q
w
T T T
Ll

10™

5 \
10
10t 102

5.11. &bra. y-tengely: A kétdimenziés (5.37) peremértékfeladat numerikus megolddsanak diszkrét
Lo-hibdja az (5.25) kozelitésbol adédd (5.33) egyenletrendszert hasznédlva az (5.11), majd a (5.23) és
végiil a (5.26) feltételekkel a felosztds egyenetlenségére. z-tengely: a rdcs egy oldaldn 16v6 felosztasi
pontok szama 10 < n < 210. Mindkét tengelyen logaritmikus skalat hasznaltunk. A rend ellenérzéséhez
szaggatott vonallal adtuk meg az n=! és n=2 fiiggvények grafikonjat.

J6l lathatd, ahogyan azt (5.25) és (5.28) létrhozdsakor megmutattuk, hogy az ezen kozelitések se-
gitségével adott mddszerek sszes hibdja O(h?) nagysdgu, grafikonjuk az 1/n? fiigvénnyel parhuzamos a
logaritmikus skélan, és latjuk hogy a (5.23) és a (5.26) feltételek kozott alig van kiilonbség a mddszer
hatékonysédgat illetéen. Viszont az is észrevehetd, hogy ha csak a (5.11) feltétel adott, akkor ahogyan azt
(5.22) kozelités esetén lattuk, a mddszer is O(h) Osszes hibat eredményez, s6t, erésen fluktudl a hiba.
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5.3. Azonos tavolsagra 1évo egyeneseken elhelyezkedo racspontok

Most egy olyan esetet vizsgalunk, ahol az x koordindta szerint (természetesen megcserélhet6 a két koordi-
nata szerepe) a racspontok szomszédjuktodl egyenletesen h tavolsagra elhelyezked6 parhuzamos egyeneseken
talalhatéak. Viszont y koordinatajuk szerint a pontok tetszolegesen helyezkedhetnek el, de ahogy eddig
is, csak akkor kapunk jo kozelitést, ha az y koordinata szerint sem lesz a majd kés6bbiekben vizsgalt 8
pont a kozelitendé ponttdl nagyobb vagy egyenlé mint 1 tédvolsagra. Ennek megfelelen a vizsgalt (x,,y,)
altalanos racsponthoz képest a 8 felhasznalt pont helyzete a kovetkezo lesz:

(ajp - hayq + bl)a (xp - hqu + b2)> (xp - hayq + b3)a (x;myq - kl)a

! ! . (5.38)
('Tpv yq + k2)7 (xp + ha yq +]1)7 (xp + hqu +j2)7 (xp + h7yq +]3)a

amelyet az alabbi dbran szemléltetiink egy lehetséges esetben.

'<SUp + h7 Yq +j3>
(flﬁ'p — h, Yq + bg)
.(xp’yq + ko)

.(xp + h7yq +]2)

¢ (Zp, Yq)
® (:Ep - h7 Yq + b?)
° (p, yg — k1) ‘
L (@p £ hyyg + 1)
P (xp o h’a Yq + bl)
h h h h

frjuk fel az egyes pontok Taylor kozelitéseit a kozéppont szerint, a harmadrendi tagig. Hiszen egy
legalabb masodrendii kozelitést szeretnénk adni.

n) 959y " [ (p, Yg)

Dnm(a:payq) = (m n|

jelolést hasznalva kapjuk, hogy

f(xp = hyyy +b1) = Z Z Do (@p, yg) - (=)™ (b1)" ™™ + O(h4 + bzll)a
@y = hoyg+02) =Y > Dol 9g) - (=h)" (b2)" ™ + O(h* + b3),

Py = hoyg +03) =33 Do, yg) - (—h)™(bs)" ™ + O(h* + b3),



f(@p,yg — k1) = Z Dio(p, yg) - (—k1)" + O(’“%%

n=0

3
f(l'p, yq + k?) = Z Dn0<xp7 yq) : (kQ)n + O(kg)a

n=0

n

Dy (p,yq) - ()™ (52)" ™ + O(h* + ji),

NE

f(xp+hayq+j1> =

n=0 m=0
3 n
flap 4+ hyyg + j2) = D, Yg) - (B)™ (42)" ™ + O(h* + j3),
n=0 m=0
3 n
f(@p+hoyg +3) = D (p,Yg) - ()™ (G3)" ™ + O(h4 + ]§)
n=0 m=0

Az el6z6ekhez hasonléan olyan {cy, o, c3, ¢4, ¢35, ¢g, €7, cs } egyiitthatkat szeretnénk taldlni, amelyekkel az

F=cif(xy—hys+bi)+caf(xy,—hyg+ o)+ caf(xp — h,yy + bs) + caf(zp, yqg — k1)
C5f(l'p, yq + k2) + C6f(xp + h> yq + jl) + C7f(~1'p + h, yq + ]2) + CSf(xp + h, yq + ]3)

Osszegben, ahol az egyes pontbeli fiiggvényértékekbe behelyettesitjiik azok megfelelé Taylor kozelitését,
csak a nulladrendil tag és az = és y szerinti kétszeres derivalt tagok (Dag(xp, yy) és Dag(xp, y4)) nem tiinnek
el, tovabba a kétszeres derivalt tagok egyiitthatéja megegyezik. fgy tudjuk majd a Laplace-operatort
nulladrendii tagokkal kifejezni. Ehhez az alabbi egyenletrendszert kell kielégiteniiik a ¢; egyiitthatoknak.

—h —h —h 0 0 h h h c1 0

by by b3 —ky Ky J1 J2 J3 Co 0

—hbl —hb2 —hbg 0 0 h]l h]g h]g C3 0
Wb b R 03—k} k3 B2 -5 R —j3 B2 —g3| lei| _ |0 (5.30)
h2b1 h2b2 h2 bg 0 0 h2j1 h2j2 h2j3 Cr 0 '
—hb? —hb2 —hb2 0 0  hi2  hi2  hj? co 0

—h? —h3 —h? 0 0 h3 h3 h3 cr 0

N B B R B N 2 T T

Itt jon jol az, hogy a pontok z szerinti felosztésa egyenletes, hiszen a 7. és az 1. sorok fiiggnek egymastol
(a 7. az 1. h®-szerese). Ezért ennek a 8 ismeretlenes homogén egyenletrendszernek létezhet nem nulla
megoldéasa. Szimbolikus szamitasbol juthatunk egy megoldésra, amely a by, by, b3, j1, J2, J3, k1, ko értékektol
fiiggben lehet nulla vagy nem nulla. A nemnulla megoldds kereséséhez feltételezziik, hogy a vizsgalt
(5.38) pontok ténylegesen kiilonbozéek, vagyis a by, by, by értékek paronként kiilonboznek a ji, jo, js értékek
paronként kiilonboznek, és a ky, ko értékek kiilonboznek és egyik sem nulla. Ezek a feltételek megjelennek
a szimbolikus megoldasban is mind szorzo tagok. Ekkor kifejezhetjiik az F' 0sszeget, feltéve, hogy a

C1,C2,C3,C4,Cs5,Cp,C7,C8
szamok megoldjak a (5.39) egyenletrendszert és nem mind nulldk. Legyen:

C=ci+co+ec3+cy+c5+cg+cr+ cs. (5.40)
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Ezen jeloléssel az F' 6sszeg a Taylor- kozelitésekkel felirva tehat

C-h

F=C. f(CL’p, yq) + 2 Af(xpqu)+

+ O((C — ¢4 — c5) - b* + c1bf + coby + c3bs + caki + csky + cejt + crjs + csjs)

lesz, hiszen az (5.39) egyenletrendszert megoldé konstansokkal értelmezve az F linedris kombindciét minden
mas tag egyiitthatdja eltiinik.
Ezt Af(x,,y,)-ra rendezve megkapjuk az alabbi kozelitést

2F —2C - f(xp,y
Af('xlhyq) = Ch2( = q)

+0 <<C — o= et eabi + eobiy + eybis + cak + ek + ot + erp + c8j§>
C - h? '

(5.41)

Itt az

F=cif(xy—hy,+b1)+caf(xp — h,ys +bo) + c3f(xy, — h,y, + bs) + caf (2, yg — k1)
s f(@p, Yg + ko) + cof(xp + hyg + J1) + crf(xp + h,yg + Jo) + csf(xp + R, yg + Js)-

jelolést hasznaljuk.

A hibatag becslésekor a problémat az okozza, hogy a C, vagyis a (5.39) egyenletrendszert kielégité kons-
tansok sszege olyan kicsi lehet, hogy a (5.41) ordé argumentumaban szerepld tort értéke nem O(h?) rendit
lesz, hanem akar konstans rendii vagy még nagyobb, ezzel megnovelve a kozelités hibajat.

Ez elkeriilhet6 az aldbbi feltételek mellett.

Legyen
bl = —(h+€1), bQ = &9, bg = h+€3,

ki =h-+ey4, ko = h + ¢s, (5.42)
J1=—(h+¢¢), jo=c¢7, jzs = (h+es),
ahol tegyiik fel, hogy
1], [eal, [esl, eal, les], leel, le7], es|= O(h?). (5.43)

Ez geometriailag azt jelenti, hogy a (5.38) pontok az (x,,y,) kozéppont koriili szabélyos h oldalhossziisdgi
négyzetes racs pontjaitdl csak az y koordindta mentén, és csak legfeljebb O(h?)-el térhetnek el valamelyik
irdnyban.

Az (5.39) egyenletrendszer megoldasai ezen jelolésekkel a 6 részben taldlhaté. Amelyeket szamitégépes
segitséggel allitottam el6 a Sage szimbolikus programnyelvet hasznalva.

Az (5.39) egyenletrendszer megoldésaira teljesiilni fognak a kovetkezdk:
lcil= O(h*) i =1,2,...,8, |C —cy —cs|= O(R"). (5.44)

Ezt a kovetkeztetést a 6 részben 16v6 megoldésok (6.1)-(6.9) formuldi alapjan vonjuk le. Hiszen az egyes
tagok feliilrél becsléséhez elég a haromszog-egyenlétlenséget alkalmazni. Az Gssszes rovid szorzo tag bel-
sejében a (5.42) feltétel miatt h lesz domindns, ezért ezek feliilrél becsiilheték h konstanszorosédval, ter-
mészetesen amely tagok hatvényi (négyzetei) szerepelnek ott h? konstansszorosdval. Illetve az elsé zdrdjel
alatti hosszi 6sszegben minden esetben a g;h? alaki tagok lesznek domindnsak, ezért azon kifejezéseket
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egyenként h* konstanszorosaval tudjuk feliilrél becsiilni.
(5.42) és (5.43)-bdl tovabb kovetkezik, hogy

|01, [ba], [bs], [, [Kal, 71, 72, [is]= O(h). (5.45)
Tehat az (5.41)-ben szereplé kozelités tovabb becsiilhetd feliilrol.

o ((C — ¢4 — )t 4 1] + caby + c3b + cakt + sk + cogt + crja + 08j§> B
C - h? N

o (25) co(27) o)

A 6 probléma tovabbra is fenndl, vagyis azt szeretnénk, hogy

|C|> O(h'®)

(5.46)

legyen. Ennek igazolasdahoz az (5.42) és (5.43) feltételeket felhasznélva arra jutunk, hogy ez csak azon
esetben lehetséges, amikor

1261 — €9 — 263 — 2e4 + &5 + 286 — €7 — 2e5|= O(h?). (5.47)

Hiszen ezen esetben a (6.10) kifezejezés nehezen becsiilhetd els6 zardjel alatti részében az e;h% alaku tagok
osszege lesz dominéns, azon tagok amelyek tobbszords szorzatot tartalmaznak a O(h?) rendii e; alakd
tagokbdl, azok osszege a (5.43) és (5.47) feltétel miatt nem csokkenthetik szignifikdnsan a zardjel alatti
Osszeg értékét. Es igy alulrél becsiilhetjiik ezen elsé szorzét h* konstanszorosaval. A tdbbi tagot h vagy
h? konsnszorosdval egyesével kénnyen alul tudjuk becsiilni a (5.43) feltétel miatt, hiszen a h lesz minden
esetben dominans. Ezen becsléseket elvégezve valéban azt kapjuk, hogy

C1= O(h'™),
vagyis a feltételek mellett
|IC|> K - " (5.48)

lesz adott K konstansra.

Ezzel igazdbdl egy elégséges feltételt adtunk arra, hogy az (5.39) egyenletrendszernek mikor lesz nemnulla
megoldasa, hiszen ezen esetben a megoldas koordinatainak Osszege, vagyis C' nem lehet nulla, tehéat a
megadott megoldas sem lehet nulla. Ehhez és az 6sszes hasznalt becslés teljesiiléséhez fontos kdvetelmény,
hogy a h kelléen kicsi legyen, természetesen kisebb mint 1, de a konstansszorzék elhanyagolasa miatt
elképzelhetd, hogy csak nagyon kicsi h-ra, vagyis csak nagyon stirii felosztasra fog miikodni a moédszer.

Tehat a (5.46) becslést folytatva
hl? hl?
)< ) = 2 4
() <0 () - 5o

Vagyis az (5.41)-kozelitésbol az (5.42),(5.43) és (5.47) feltételek mellett a

2F —2C - f(xp,y
Af(xp’yq) = C'h2( £ q>

masodrendii kozelitést nyerjiik a (6.1)-(6.9) formuldk szerint a ¢y, ca, . . . , ¢s egytitthatokkal. Ahol tovabbra
isC=ci+co+...4cs, vagyis a (6.10) formula, és

+O(h?). (5.50)

F=cif(zy—h,yg+b1) +caf(xp —h,yg +ba) + caf(xp — hyyg + bs) + caf(xp,yq — k1)
csf(xp, yg + k2) + cof(xp + h,y, + J1) + crf(zp + h,yg + Jo) + csf(zp + b,y + Js).
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Megjegyzések:

A (5.50) kozelités nehezen alkalmazhatd, mivel nem vildgos, hogy a (5.47) feltételt hogyan lehetne globé-
lisan elérni egy teljes racs pontjaira. Ezen kiviil a magasrendi megoldasokkal val6 szamolas megnovelheti
a numerikus hibat, féleg amiatt, mert a becsléseknél feltételeztiik a konstans szorzok elhanyagolhatésagat.
Tehat elképzelhetd, hogy csak nagyon stiri felosztdsok esetén fog alacsony hibaval miikédni a moédszer,
annak ellenére, hogy a hiba h fiiggvényében négyzetesen csckken.

5.4. Kozelités fiiggvénygrafikon alatti tartomanyon

5.4.1. Racs definialasa

Olyan specidlisabb esetét szeretnénk vizsgalni az el6z0, azonos tavolsagra 1évo egyeneseken elhelyezkedd
raacspontok esetének, ahol remélhetéleg nem lesz sziikség mind a nyolc darab pontban Taylor-kozelitésre,
és mégis tudunk kozelitést adni egy racspontbeli fiiggvényérték Laplace-ara. fgy remélhetéleg az egyes
konstansszorzokra vonatkozé egyenletrendszer kezelhetobb lesz.

Most egy olyan specidlisabb esetet vizsgalunk ahol a racs, amely pontjaiban az f kétvaltozos fiiggvény
Laplace-at szeretnénk kozeliteni, egy egyvéltozos fiiggvény grafikonja alatti teriilet felosztasi ponjaibdl all.
Az egyszeriiség kedvéért dolgozzunk a A = [0,1] x [0, 1] halmazon. Tehdt az egydimenziés fiiggvényiink
legyen a

g:10,1] = [0,1], (5.51)
folytonos fiiggvény, melynek a {(z,y) € A:y = g(x)} fiiggvénygrafikonja az
{(z,y) e Az =0}, {(z,y) e Arw =1}, {(x,y) € A1y =0} (5.52)

egyenletli szakaszokkal egyiitt hataroljanak egy osszefiiggé € C (0,1) x (0,1) tartoményt. Feltételezziik,
hogy g egy ismert fiiggvény, amelynek értékeit ki tudjuk szdmolni a [0, 1] intervallumban. A késébbiekben
a g fiiggvényre még tovabbi feltételeket fogunk tenni, amelyek alapjan magasabb rendii modszerekre jut-
hatunk.

A meghatdrozott (n + 2)% darab pontbdl all6 racs tehdt Q belsejében és hatdran 1évé pontokbdl fog allni.
Péld4ul, egy peremérték feladat esetén az Q belsejében 1év6 n? darab pont értékeire tudunk majd egyen-
letrendszert felirni, mig a megadott (5.52) szakaszok és a g fiiggvény grafikonjanak uniéjabdl allé6 peremen,
vagyis §2 hataran lesznek ismeretesek a peremértékek. A felosztds az aldbbi médon fog kinézni.

Osszuk fel az {(z,y) € A :y = 0} szakaszt n + 2 egyenlé részre, ezek a felosztasi pontok lesznek
{(20,0), (21,0),.. ., (znt1,0)},
ahol g = 0 és x,,.1 = 1. Majd konstrualjuk meg az
{(zyy) e Arx=20,0<y<gx)},....{(z,y) € A:x =2,41,0 <y < g(2)}, (5.53)
-ban halad¢ fliggoleges szakaszokat. Tovabbiakban legyen
Sz ={(z,y) € Az =14,0 <y < g(x)} (5.54)

a k-adik ilyen szakasz. Osszuk fel ezen szakaszokat egyenként n + 2 egyenl6 részre. Vagyis minden k-ra az
Sz, szakszon az

{(xk’a yO)? (xka yl)> tr ($k7 yn-i—l)}
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felosztast nyerjiik.
Ennek megfeleléen minden k-ra az Sz, fiiggoleges szakaszon 16vé szomszédos feloszasi pontok kozotti
1épéskoz az x koordinataban értelemszertien 0 lesz, az y koordinatdban pedig

g(wp)
n—+1

lesz, vagyis

ym+1—ym=M:m:0,l,2,...,n, (5.55)
n—+1

amennyiben itt minden m-re y,, egy a (5.54) Sz, szakaszon 1év§ felosztasi pont y koordindtdja. Ennek
megfeleléen legyen minden k-ra

m - g(zx)
m(k) = —20m =0,1,2,...,n+1 5.56
y() n+1 m Y ) ) 7n+ ) ( )

az (5.54) Sz, szakaszon 16v6 pontok y koordinatai.
Mivel ezen Sz szakaszokat gy konstrualtuk, hogy azok a

{<x070)7 (1}1,0), T (xn+170)}

egyenletes felosztds pontjaibdl indulnak, a kiilonb6z6 szomszédos szakaszokon 1év6 pontok a x koordinataja

mindenhol %H—el fog eltérni egymastol. Tehét ha
h = L ,
n+1
akkor a felosztas pontjai (5.56) alapjan az
{(ze,ym(k)) = (h-k,h-m - g(ar)) = (hk, hmg(zy)) < k,m =0,1,...,n+1} (5.57)

pontok lesznek.

Most tekintsiink egy ilyen &ltalanos, de nem a peremen 1évé (xy,y,(k)) pontot. A kozelités elkészité-
séhez vegyiik ezen pont négy "szomszédjat”, vagyis az alabbi pontokat:

{(Ik—bym(k: - 1))> (xka ym—l(k))’ (l‘k, ym-i-l(k))v (zk+17ym(k; + 1))} (558)

Az aldbbi dbra szemlélteti ezt a konstrukecidot n = 3 esetén.
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5.12. abra. Példa egy lehetséges (5.51) g fiiggvényre, melynek a grafikonja és az (5.52) szakaszok altal
hatérolt tartomanyt az (5.54) szakaszokokkal meghatarozott (5.57) felosztési pontokkal osztunk fel. Szem-
léltetjiik egy lehetséges (g, ym(k)) pont helyzetét és a (5.58) koriilotte elhelkyezkedé pontokat, n = 3
esetén.

5.4.2. A kozelités konstrukcioja

Az f kétdimenzios fiiggvény (5.58) pontokbeli értékeire irjuk fel a megfelelé Taylor-sorokat a harmadrendii
tagig az f(zk, ym(k))-kozéppontbeli értékhez képest. Az (xg,ym(k))-ponttal az (5.54)-szerinti Sz egye-
nesre es6 (Tg, Ym—1(k)) és (x, Yms1(k)) pontokra felirt sorok csak a masodik koordinataban vett parcialis
derivéltakat tartalmaznak, hiszen ezen pontok els6 koordindtdja megegyezik az (xy, ¥, (k)) kézéppontéval.
A (3.1) Taylor-tételbe val6 behelyettesitéshez sziikségiink lesz az adott (5.58) pontok (xy, ¥, (k)) ponthoz
képest koordinatanként vett eltéréseire. Ahogy mér térgyaltuk a (zx, ym-_1(k)) és (zk, Ymi1(k)) pontok
esetében az = koordinataban az eltérés 0. A tobbi eddig nem nevesitett y koordinatanként vett eltéréseket
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b, ay, és as-vel fogjuk jelezni, tehat az (5.57) alapjan:

(Trs Ym—1(K)) -

—b=ym(k) —ym(k) = h-(m —1)-glzx) —h-m-g(zx) = —h- g(zy),

(ks Ymr1 (K)) -

b= ym1(k) = ym(k) = h-(m+1) - g(zx) —h-m-g(zx) = h-g(xp),

(@1, ym(k = 1)) :

Th1— Tk =h-(k—1)=h-(k)=—h,

a1 = Ym(k = 1) = ym(k) = h-m - g(xp-1) = h-m- g(z) = hm(g(ze-1) — g(zx)),

(Tps1, Ym(kE+ 1)) -

Tpy1 —xp=h-(k+1)—h-(k)=h,

az = Ym(k +1) = ym(k) = h-m - g(zpi1) — h-m- g(x) = hm(g(ze1) — g(n))-
Ezeknek a felhasznélasaval a (3.1) Taylor-tételbe behelyettesitve mar felirhatjuk a kozelitéseket. Fel-

tessziik, hogy a fiiggvény, amelynek a Laplace-at keressiik a (x, y,(k)) pontokban, teljesiti a megfelelé
simasagi feltételeket. Tehat az

(5.59)

010, f (ks ym (k)

2!

Diter. i) = (1)

jelolést haszndlva kapjuk, hogy az (5. 9) Jelolesekkel b, aq, és as-re

f(xk—la ym - 1 Z Z Dl] Lk, ym : (_h)j(al)i_j + O(hS + CL?),

10]0

f@hi1, ym(k + 1)) ZZDW (2k, Ym (k) - (R (a2)"™ + O(h* + d),
=0 =0 (5.60)

f (@, ym—1(k)) = Z Dio(xr, ym(K)) - (=)' + O(b*),

(@, Ymy1 (k) = Z Dio(k, ym(K)) - (b)" + O(b”).

Ezek lesznek a késobbiekben hasznalt Taylor-kozelitések a megfelelé pontokban. Olyan ¢y, ¢a, c3, ¢4 egyiitt-
hatokat szeretnénk taldlni, hogy az F-el jelolt

F=cif(zp-1,ym(k — 1)) + cof (Tps1, Ym(k + 1)) + csf (@k, Ym-1(k)) + caf (g, Ymi1(k)). (5.61)

linearis kombinaciéjaban a Taylor-kozelitéseknek, az 0, f(xx, i) és O, f(xx, yi) egytitthatéi tiinjenek el, és
a 0y f(xx, 1) és a 92 f(xx, y1) egyiitthatdi egyezzenek meg. Ez ekvivalens azzal, hogy a Dig(zk, ym(k)) és
Do (xk, ym/(k)) egylitthatdi tiinjenek el és a Dog(xk, Ym (k) és Doa(xk, ym(k)) egylitthatdi egyezzenek meg.
Ekkor elég sok tagtél meg tudnunk szabadulni, ami kozelebb vinne minket ahhoz, hogy az f (g, ym(k))
pontban vett Laplace-dra nézve masodrendben pontos kozelitést kapjunk. Ez (5.60) és (5.61) szerint
algebrailag ekvivalens azzal, hogy a cy, o, c3, ¢4 egyiitthatok kielégitik az alabbi 4 ismeretlenes homogén
egyenletrendszert:

—h h 0 0 . 0
a ay b b |- C2 = 0] . (5.62)
h?—a} h?—ad - -1 03 0
4



Konnyen ellenérizhet6, hogy ezen egyenletrendszernek a

Cl = Cy = 2b2,
c3 = 2h* + (ay + ag)b — a — a3, (5.63)

cy = 2h* — (ay + az)b — a] — a3,

megolddsai lesznek. Mivel (5.59) szerint b = h - g(xy), ha g(zg) # 0, akkor biztosan nemnulla megoldast
kapunk. Nem tettiik expliciten fol az (5.51) ¢ fiiggvényrdl, hogy g(x) > 0 : x € [0, 1], viszont ha bérhol
g(x) = 0 lenne, akkor a g és az (5.52) szakaszok nem hatarolnanak egy Osszefliggd tartoményt, ami viszont
feltétel volt. Tehat sziikségképpen kovetkezik, hogy a g fliggvényre

g(x)>0:2€][0,1].

Mivel (5.63)-ban megadott ¢y, ca, c3, ¢4 egyiitthaték kielégitik (
ci6 az (5.60) Taylor-kozelitések szerint kibontva, az f(xg, ym(k
derivéltjaira vonatkozo hasonld réviditéssel az

5.62)-et, ezért az (5.61) linedris kombina-
)) = [ jeloléssel és az f tovabbi parcidlis

F = (2c; +c3+ca)f + ah®Af + erh(ag — a1)9.0, f + O(ey(h® + af + a3) + b*(c3 + c4)) (5.64)

kozelitést nyerjiik. Ugyanis az x szerinti harmadik parcidlis derivaltat tartalmazé tag

h3 — h3
6

oXf =0.

1

A jobb kozelités taldlasa érdekében tegyiik fel, hogy a g fliggvény teljesiti a Lipschitz-tulajdonsagot, vagyis
l1étezik egy olyan K konstans, amellyel

9(z) —gW)|< K - | —yl|: 2,y € [0,1]. (5.65)
Ebbdl kovetkezik esetiinkben, hogy
l9(z41) — g(ap)|< K - |21 — 2k|= K - |(k+ 1)h — kh|= Kh=0O(h) : k=0,1,...,n. (5.66)

Vagyis mivel
9(@r1) — g(@i) < [g(zp41) — g(zn)|= O(h) 1 k=0,1,...,n,
ezért
g(xps1) — g(zg) =O(h) : k=0,1,...,n.

Tehét (5.59) szerint
a1 = hm(g(zy-1) — g(wr)) = m - O(h?),

as = hm(g(zx1) — g(ar)) = m- O(h?). (5.67)

Hasonl6an az (5.59) szerint

as — ay < hm|(g(zry1) — g(zr_1))|[< hm - 2Kh =m - O(hQ),

ag +ay < hm(|(9(zrs1) — g(@xi)|+|(g(zr1) — g(zp))]) < hm - 2Kh = m - O(h?). (5.68)

Ezenfeliil alapveté feltevésiink volt (5.51) szerint, hogy

lg(x)|<1:2¢€](0,1].
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Ebbdl kovetkezben (5.59) szerint
b= h-g(wy) = O(h),

vagyis
c; = 2% = O(h?),

tovabba
cy — 3 = 2(ag +a))b=m - O(h?).

Tehét az (5.64)-et egyszertisitve a
F = (2c1+c3+ca)f + ah®Af + erh(ay — a1)0,0,f + O(h° + m*h® + mh®) (5.69)
egyenletre jutunk. Ezt rendezziik most A f-re, figyelembe véve, hogy a ¢; mennyiség h? rendii.

Af = F— (2010—2203 +a)f O(hm) - 0,0, f + O(h + mh* + m). (5.70)
1

Itt m az (zg, ym(k)) pont y koordindtajanak indexe, vagyis m azt jelzi, hogy hanyadik pont a k-adik
fiiggbleges egyenesen, amin rajta van. Vagyis m = 1,...,n-ig a bels6 rdcspontok esetén (tovabbra is
h = %H) Tehat a kozelités kis m-ek esetén, vagyis a racs "aljan” elsorendii, viszont nagy m-ekre elromlik.
Tehat a racs belsejében 1évo pontokban mar m = O(%L) -lesz, tehdat ott mar egészen pontosan felirva
F— (201 +c3 + C4)f Ao — A1
Af = - 0,0, f + O(h)

C1 h2

lesz az egyenletiinkbdl. Ez mar tartalmazza a 0,0, f szignifikdns konstansszorosat, tehat nem a Laplace
operator kozelitése.

A médszert megprobalhatnank javitani gy, hogy a (5.54) egyenesek mentén nem egyenletesen osztjuk
fel a szakaszokat, hanem valamilyen fiiggvény szerint. Példaul a (5.54) helyett lehetne

S(m) - g(x)

mk:
ym (k) n+1

m=0,1,2,...,n+1,

ahol S(0) = 0, S(n) = n + 1, de a koztes pontokban példdul a racs alsé pontjaiban, vagyis kis m-re
nagyobbakat lépiink, cserébe nagyobb m-ekre csokkenthetjiik a lépéskozt és igy talan a hibat is. Hiszen
kis m-ekre elsérendli a médszer. Ilyen S fiiggvény lehetne példaul az

§mTH—m—

_ 2
Sm) = n+1

m(m—1)
2 m=0,1,2,... n+L

Vagy a (5.58) pontok helyett, a kizéppont meletti egyeneseken 16v6 (1, ym(k — 1)) és (a1, ym(k + 1))
pontok helyett valaszthatnank az (xy, y,(k))-hoz legkozelebbi (xg_1,y,(k — 1)) és (41, y,(k + 1)) ponto-
kat. Tehat nem azokat vélasztjuk, amelyek az egyenesen ugyanolyan sorszamuak, mint (xy, v, (k)), vagyis
m-edikek, hanem azokat, amik az (zx, y,(k))-hez legkozelebb vannak.

A szakdolgozatban ezen esetekkel mar nem foglalkozunk tovabb, de érdekes folytatasi lehet6ségeket kindl-
hatnak.
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6. Az (5.39) egyenletrendszer megoldasai az (5.42) feltétellel és jeloléssel
(Fiiggelék)

c = —(5353 + 525§ + 2698384 — 2696365 — £9E3E6 + £28367 + £26368 + EgE768 + Egh + 2e9e3h + 2e3e4h — 2e9e5h
— &96gh + e9e7h + ege7h + e9egh + e7esh + €2h2 + 2€4h2 — 2€5h2 + €7h2)(€1 + &9+ h)(€1 +ée3+ Qh) (52

—e3—h)*(eq +e5+2h) (s + h) (5 + h) (g6 + €7 + h) (g6 + €5 + 2h) (67 — e — h)
(6.1)

Cy = —(5%53 —515§ —2e16384+2¢€16365+€16386 —515357—515358+565758+53h—5§h—25154h— 2e3e4h+2¢e1e5h
+ 2€3€5h+8186h+5386h — €1€7h — 5387h+€687h — €1€8h — 5388h+€788h+61h2 — €3h2 —|—€6h2 — €8h2)<61
+ey+h)(e1+e3+2h)*(ea—e3—h)(eg+e5+2h)*(e4+h)(e5+h)(e6+e7+h) (g6 +eg+2h)(e7 —eg — h)

(6.2)

C3 = (€269 — €162 — 261696 + 2616965 + €16966 — 16967 — 16968 + EE7Es + 261690 — €2h — 2e964h + 2e965h
1 2 2
+ e9e6h — e9e7h + cge7h — e3egh + e7esh + €2h2 + 2€4h2 — 2€5h2 + €7h2)(€1 +ée2 + h)2(€1 + &3

+2h) (e — €3 — h)(e4 + 5 + 2h)*(e4 + h) (g5 + h) (g6 + €7 + h)(c6 + €8 + 2h)(e7 — €8 — h)
(6.3)

cq = 2(€169e3 + €768 + £162h + cae3h + €gerh + e7egh + €1h2 — €3h2 + €6h2 — €8h2)(€1 + &2+ h)2(€1 (6.4)
+ 63+ 2h)%(e3 — €3 — h)*(e4 + €5 + 2h)(e5 + h) (g6 + &7 + h) (€6 + €5 + 2h) (67 — €5 — h)

Cy = 2(816263 + €gE7EY + €1€2h + €2€3h + €6€7h -+ €7€8h + 61h2 — €3h2 + 66h2 — €8h2)(€1 + &9+ h)2(€1 (65)
+ &3+ 2h)* (g2 — 3 — h)*(e4 + &5 + 2h) (4 + h) (g6 + €7 + h) (g6 + €5 + 2h) (g7 — e — h)

ce = —(e16263 — £167€8 + €26768 + £36788 + 2646768 — 2658768 + 8388 + 87€§ + e189h + e9e3h — e167h + e9e7h
+ e367h + 2e467h — 2e5e7h + e2h + 2e768h + £9h® + 2e4h? — 2esh? + e7h?)(e1 + €2 + h)*(e1 + €3

+2h)%(eg — €3 — h)*(e4 + 5+ 2h)* (4 + ) (5 + h)(e7 — e8 — h)

(6.6)

cr = — (16963 + €168 — €666 — E3E6E8 — 264E6E8 + 265E6E8 + 5258 — 565§ + e169h + 9e3h + £166h — e3e6h
— 8356h — 2€4€6h + 285€6h + €§h + 81€8h — 82€8h — 63€8h — 25488]1 + 255€8h — 5%]1 + 61h2 — 63]12

+ egh? — egh?)(e1 + &2 + h)*(e1 + 25+ 2h)*(ea — €3 — h)?(e4 + &5+ 2h)*(e4 + h) (g5 + h) (6 + €5 + 2h)

(6.7)

cs = (€18983 + €18687 — €2€667 — 38687 — 2648667 + 265867 + €467 — 65 + €162h + E2e3h + e167h — xe7h
— e3e7h — 2e467h + 2e567h + 26667h — €2h + e9h® + 2e4h? — 2e5h? + e7h?) (e + €5 + h)?(e1 + €3

+ 2h)2(€2 — &3 — h)2(€4 + &5+ 2h)2(€4 + h)(€5 + h)(EG + &7+ h)
(6.8)

C —(cy+cs) =2(e1 +ex+ h)?(e1 — g9 — &3 — 264 + 265 + &6 — €7 — €3)(e1 + €3 + 2h)* (2 — €3 (6.9)
— h)*(e4+ €5+ 2h)*(e4 + h)(e5 + h) (g6 + €7 + h) (€6 + €3 + 2h) (7 — es — h)

C' = 2(e16263 + €16465 — £964E5 — E364E5 — 25?@5 + 254€§ + £46566 — E4E5ET — E4E5E8 + EgE7ER + €169h + £963h
+ e164h — €9e4h — €3e4h — 2éih + e1e5h — e9es5h — e3e5h + 26§h + eqe6h + e5e6h — e467h — e5e7h
+ egerh — e468h — 568h + e7egh + 2e1h* — e9h? — 2e3h? — 2e4h% 4 2e5h? + 2e6h? — e7h* — 2e3h?) (1
+ &9+ h)*(e1 + 3+ 2h)*(e2 — €3 — h)*(e4 + 5 + 2h)* (€6 + €7 + h) (g6 + €8 + 2h) (g7 — 552 - h;
6.10
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