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soran végzett munkajaért, melynek segitségével sikertilt elsajatitanom a tobbvaltozos és
komplex analizis alapjait, és melynek koszonhetoen meg is szerettem ezen teriileteket.
Még nagyobb tamogatast jelentett azonaban az elmult egyéves tevékenysége, ugyanis
iranymutatasaval, kitiiné gondolataival és pozitiv megjegyzéseivel lehet6vé tette eme
iras létrejottét.

Sokat jelentett szamomra csalddom segitsége, melynek koszonhetéen tanulményaimra
és szakdolgozatomra tudtam koncentralni, ezaltal emelve az elmult évek, és kiilonosen
az elmult hénapok munkdjanak mindségét.

Es halds vagyok barataimnak, szaktarsaimnak, akik idejiiket és energidjukat nem kimélve,
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1. Bevezetés

Az alabbi szakdolgozat téméja a Newton-Raphson-médszer, mely egy iterdcios eljaras
fiiggvények zérushelykeresésére, nemlinedris egyenletek megoldésara. Megvizsgaljuk
a jol ismert Newton-iteraciéo miikodését, és kitériink a moddszer sikertelenségét okozd
kortilményekre. Ezen problémak kozil kiemeljiik a komplex gyokok megtalaldasanak
kérdését, majd hogy a modszert ki tudjuk terjeszteni a komplex szamsikra, Gsszefog-
laljuk a komplex dinamika alapjait, elotérbe helyezve a fixpontok és azok fajtainak
fogalmat, illetve a normalis fliggvénycsaladok segitségével definidlt Julia- illetve Fatou-
halmazokat, és azok tulajdonsdgait.

Ezt kovetoen a megismert eszkozok segitségével definialjuk és megvizsgédljuk a komplex
fiiggvényeken értelmezett Newton-iteraciét. A Koenigs- és Bottcher-tételek segitségével
kimondunk és bebizonyitunk a konvergencia sebességérol sz6l6 tételt (lokalisan a zérushely
kornyezetében). Ekézben a MATLAB programcsomag segitségével numerikusan vizsgaljuk
a modszert.

A Taylor-sorfejtés segitségével definidlunk egy ujabb gyckkeres6 metddust, és Ossze-
vetjiik azt a Newton-mddszerrel, kiemelve az 14j algoritmus elényeit és hatranyait. Eh-
hez annak elméleti megalapozasbdl sejthetd tulajdonsagait numerikus szamitasokkal
tamasztjuk ala.

A dolgozat végén kitériink a tobbvaltozés Newton-mddszer miikodésére, és leirjuk an-
nak ismeretes problémajat, mely a szingularis Jacobi-matrixra vezetheto vissza. Ennek
elkertilésére 1j algoritmusok oOtleteit vetjiik fel, melyeket kétdimenziéban szintén a MAT-
LAB programcsomag segitségével teszteliink, vetjiik ossze az eredetivel, és igyeksziink

sejtést megfogalmazni n-dimenzids esetben is.



2. Valos gyokok keresése

Legyen f : [a,b] = R és f € Cla,b], azaz f egy folytonos, valés értékii fiiggvény az
[a, b] intervallumon. Tegyiik fel, hogy f(a)- f(b) < 0, azaz értékei eltérd eléjeliiek a két
végpontban. Ekkor a Bolzano-tétel kovetkeztében tudjuk, hogy f-nek létezik zérushelye

az |a,b] intervvalumon, 4m ezt megtaldlni kordntsem trividlis.

Példa

A gyokok megtalalasa mar a polinomfiiggvények korében is nehézséget jelent. Példanak
okdért vegyiik az f(z) = —225 — 62* + 82® — 822 + 3 fiiggvény megszoritdsat a [0, 1]
intervallumra (1. dbra). Jéllatjuk, hogy f(0) = 3 és f(1) = —5, tehat mivel minden po-
linomfiiggvény folytonos, f-nek létezik zérushelye a két végpont kozott, am ennek pon-
tos meghatdrozasahoz egy hatodfoku egyenletet kellene megoldanunk, mely altalaban

algebrai titon nem &all médunkban.

1. dbra. Az f figgvény

Ilyen esetekben a zérushelyet egy algebrai egyenlet megoldasa helyett kereshetjiik
numerikusan iterativ modszerek segitségével, egy ilyen kivalo eszkoz a Newton-modszer,

avagy Newton-Raphson-modszer.



3. Newton-modszer

3.1. Az iteracio

A Newton-modszer egy jol ismer, sokat vizsgalt eljaras [példaul: Gdspdr Csaba: Analizis,
2004; Hartung Ferenc: Bevezetés a numerikus analizisbe 2020; Hegediis Csaba: Nume-
rikus analizis], mely arra a gondolatra épiil, mely szerint ha egy zérushelyre van mar egy
kozelitésiink, akkor egy egyszerii képlet segitségével jobb kozelitéshez juthatunk. Ezt a
1épést iterativan végezve pedig bizhatunk sorozatunk a vizsgalt fliggvény gyockéhez vald
konvergencigjaban.

Legyen a fliggvényiink f, melynek zérushelye x*, tovabba ismerjiik ennek egy xy kozelitését.

Approximéljuk f-et az 6 els6foki Taylor-polinomjaval az xy pont koriil:

Ti(x) = f(xo) + f'(w0) - (v — x0)

Kovetkezésképpen ha z( valéban j6 approximéacidja volt x*-nak, akkor jo kozelitéssel

mondhatjuk, hogy:
f(@®) = Th(a")

o g — f(zo)
(o)
Eme okbdl legyen tehét:
=g f(x0)
f'(@o)
Majd egy altalanos lépésben:
f(@n)

n

Késobb latni fogjuk, hogy eme sorozat bizonyos feltételek mellett valéban x*-hoz, tehat
f gyokéhez konvergal.

Nem hagyhatjuk azonban figyelmen kiviil, hogy f’(z,)-nel minden lépésben osztanunk
kell, tehat az iteracié elakad, ha olyan ponthoz érkeziink, melyben a derivalt nulla

[A.G.Wiersma: The Complex Dynamics of Newton’s Method, 2016]. Ekkor masik



kezdopontot kell valasztanunk, hogy a moédszer zérushelyet taldljon, illetve azt is meg-
tehetjiik, hogy a kritikus pont (melyben a derivalt zérus) kozelében véalasztunk egy

pontot, és onnan folytatjuk az iteraciot [Kerényi Péter: Gyokkeresés iterdcicval, 2011].

3.2. Geometriai jelentés

Az imént definialt iteracié geometriai jelentéssel is bir, mely egyvaltozos valés fliggvények
esetében igen szemléletes [Kerényi Péter: Gydkkeresés iterdcidval, 2011]. Tegytik
fel, hogy ismert az f fliggvény x* zérushelyének egy xq kozelitése. Huzzuk be f

érintéegyenesét az (xg, f(zo)) pontban. Ennek az egyenesnek az egyenlete:

y = f(wo) — f'(w0) - (¥ — x0)

Azaz ezen egyenes éppen a Newton-iteracié altal meghatarozott x;-ben metszi az x
tengelyt, hiszen a

0= f(xo) = f'(w0) - (x — 20)

egyenletbol kovetkezik, hogy

. f(xo)
T To — f’(a}o)
azaz
r = X

Vagyis eme iteracios eljaras valéjaban nem mas, minthogy a fliggvény grafikon adott x-
koordinatahoz tartozé pontjaba érintot hizunk, melynek az x-tengellyel vett metszéspontja
adja a kovetkezo z-koordinatat. Ezt a lépést ismételjiik, megfigyelvén, hogy ekkor a

feljegyzett x-koordinatak f egy zérushelyéhez konvergalnak.

Példa

Térjiink vissza a mar kordbban emlitett f(r) = —22° — 62 + 823 — 8% + 3 fiiggvényre.
Pontosan nem tudtuk meghatarozni gyokét, de tudjuk, hogy 0 és 1 kozott van. Végezziink

Newton-iteraciot xg = % kezd6ponttal. Ekkor a képlet alkalmazasaval azt kapjuk, hogy

21 = 0,7965



zo = 0.7255
x5 = 0.7151
2, = 0.7149

melyre mar | f(z4)| < 1075, azaz mindossze négy 16pésbél igen j6 kozelitéssel megkaptuk
f zérushelyét. Az elvégzett lépéseket pedig geometriailag is abrazolhatjuk Descarte-féle

koordinatarensdszerben (2.abra).
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2. abra. A Newton-moddszer geometriai lefutasanak dbrazolasa Geogebra segitségével

Hogy matematikailag megalapozzuk a modszer hatékonysagat, kimondjuk és bebizonyitjuk

a kovetkezd tételt.

Tétel

[Michael Overton: Quadratic Convergence of Newton’s Method] Legyen f : R — R
kétszer folytonosan differencidlhato fiiggvény, és 3z* € R, melyre f(z*) = 0, de f'(z*) #
0, melynek xq jo kozelitése, és f” korlatos x* egy kornyezetében. Ekkor a Newton-

médszer kvadratikusan konvergens, azaz Jc¢ > 0, melyre |x,4 1 — 2*| < ¢ - |z, — z*|%.



Bizonyitas

|Tp1 — 2| = @,

_ f@a) L [ - (2 = a7) — (f(2a) — f(x*)))‘
f/(xn) f/(xn)

A Lagrange-féle kozépérték tétel szerint 3¢, x,, és x* kozott, melyre:

‘f’(lﬂn) Sz —2) = f1(&) - (T —2)
[ ()

|xn+1 — o' =

Majd a Lagrange-féle kozépérték tétel ijboli alkalmazasaval kapjuk, hogy d7, x, és &,

kozott, melyre:

(1) - (X0 — &) - (w0 — T7)
f(zn)

‘$n+l - x*’ =

Ahol z* egy kornyezetében K az | f”| egy fels6 korlatja , M pedig az | f’| egy als6 korlatja
(1étezik ilyen pozitiv M, hiszen f'(z*) # 0, és f’ folytonos).

3.3. Komplex gyokok

Vegyiink egy valds szdmokon értelmezett fiiggvényt, mely holomorfan kiterjeszthetd a
komplex szamok testére. Ennek természetesen létezhet imaginarius résszel rendelkez6
zérushelye is, kérdés, hogy ezt is megtalalhatjuk-e Newton-moddszer segitségével. Eme
felvetés mar csak a korabban kiemelt valos egytitthatoji polinomfiiggvények korében is
fontos, hiszen ezek is rendelkezhetnek komplex gyokokkel.

Valos kezd6pontbdl inditva természetesen nem jarhatunk sikerrel, hiszen igy az iteracié
soran minden lépésben valds szamot kapunk. Ez nem konvergalhat az emlitett gyokhoz,
ugyanis annak képzetes részének abszolit értéke alsobecslés a sorozat barmely tagjatol
vett tavolsagara. Mi torténik azonban, ha komplex értékii kezd6épontbdl inditunk
Newton-iteraciot? Tudjuk, hogy ha egy komplex fliggvény holomorf egy tartomanyon,
akkor ott tetszolegesen sokszor differencidalhaté, és adott pont koriili Taylor-sora el6allitja
a fliggvényt, a lehetd legnagyobb sugari korlapon. Kovetkezésképpen az approximald
modszer alapgondolata ekkor is helyénvald, bar a kvadratikus konvergencia valds eset-
beli bizonyitasat modositani kell, a benne szereplé Lagrange kozépértéktétel miatt. A

késobbiekben latni fogjuk, hogy a Newton-mddszer a komplex szamsikra kiterjveszte



is jol mikodo algoritmus, és feltérképezziik majd milyen problémék okozhatjak mégis
az eszkOz sikertelenségét (ezek valds esetben is fennakaddshoz vezethetnek, &m ebben
a fejezetben még nem emeltiik ki éket). Ahhoz azonban, hogy jobban megértsiik az
iteracio viselkedését a sikon, a kovetkezo fejezetben osszefoglaljuk a komplex dinamika
alapjait, mellyekkel kés6bb a Newton-mddszert jellemezni tudjuk majd [ebben nagy

segitséglinkre lesz: John Milnor: Dynamics in one complex variable, 1990 c. konyve).



4. Komplex dinamika

A komplex dinamika nem maés, mint egy komplex szamokon értelmezett dinamikai rend-
szer. Ez azt jelenti, hogy adott egy f : C—>C fiiggvény (ahol C = CU o a Riemann-
gdémb), azaz egy a végtelennel kibévitett komplex szamsikot dnmagaba vivé leképezés.
Legyen tovabba f2 = f o f, valamint indukciéval definidlva f* = fo f°"=1) ¥n € N,.
Azaz fo" : C - C az f leképezés n-edik iterdltja. A tovabbiakban az egyes pontok,
valamint a teljes komplex szamsik viselkedését vizsgaljuk mikozben azon iterdljuk az
f fiiggvényt. (Tehét azt mondhatjuk, hogy ebben a rendszerben f alkamazdsa felel
meg az id6 egy 1épésének, vegyiik észre, hogy ez valdéjaban egy diszkrét idejii dinami-
kai rendszer, hiszen a leképezésiinknek csak természetes szdmu iteréltjait értelmezziik.)
A tovabbiakban definidlunk néhany fogalmat, melyek segitségiinkre lesznek a komplex

dinamikai rendszerek leiraséban.

4.1. Fogalmak
Definicié

Egy z € C pont palydja az f leképezés alatt O(f,z) = {v e C|Eln € N: for = v},

vagyis azon pontok halmaza melyekre el6bb-utébb eljut z az f iterdlasa kozben.

Definicié

Egy palyat periodikus palyanak, vagy ciklusnak neveziink, amennyiben véges sok kiilonboz6
pontbdl all, azaz Ik > 1, hogy 2o, f(20), f°%(20), -.., f°* (%) mind kiilonb6zé pontok,

de f%(zp) = 29. Ekkor azt mondjuk, hogy a ciklus k-periédus.

Egy zo pont fixpontja az iterdciénak, ha f(zg) = z9. Meg kell jegyezziik, hogy egy

fixpont palydja is periodikus, méghozza 1-periddus.

Definicié

Adott egy periodikus palya: zo, f(20), f°%(20), ..., f°* D (2). Ekkor a palya multip-
likdtordnak vagy sajatértékének nevezziik a A = (f°F)'(20) = f'(20) - f'(21) - ... f'(21-1)

szamot. Kivételt képeznek ezaldl a végtelent tartalmazd ciklusok, ugyanis a végtelen



esetében nem az eredeti fliggvény ott felvett derivaltjat kell tekintiink, hanem annak a

repciprokkal vett konjugaltjanak derivaltjat a nullaban.

A ciklusokat harom kategoériaba soroljuk multiplikdtoruk szerint, azt mondjuk, hogy
a periodikus pdlya vonzo, ha |A| < 1, taszitd, ha |A| > 1 és indifferens, ha |A\| = 1.
Tovabba szupervonzéonak nevezziik azon periodikus palydkat, melyek multiplikdtora
A=0.

Tovabbra se feledjiik, hogy fixpont esetében is érvényes ez a trichotomia, melyre késobb
nagyobb hangsulyt fektetiink majd, azonban el6szér lassunk egy a vonzd péalyadkhoz tar-

tozo, igen fontos fogalmat.

Definicid

Egy k-periédus vonzé ciklus vonzastartoménya a {z € C|lim, o0 """ (2) = 2}, ahol
2z a palya egyik pontja. Tehédt a vonzdstartomany azon pontok halmaza, melyek f°F

iteralasaval a ciklus egy pontjahoz konvergalnak.

A tovabbiakban két csoportba fogjuk sorolni a komplex szamsik Osszes pontjat a di-
namikai rendszerben valé viselkedésiik alapjan. Egy adott pontot vizsgalva két es-
hetoséget tapasztalhatunk. Lehetséges, hogy a pont és egy kis kornyezete bizonyos
tavolsagon belill marad a leképezés iteralasa kozben, ekkor igy fogalmazhatunk, hogy
a pont "szeliden” viselkedik. Azonban az is el6fordulhat, hogy a rogzitett pont egy
hozza tetszolegesen kozel 16v6 ponttol korlatlanul eltavolodhat a leképezés ismételgetése
soran, ekkor slendrian médon azt mondhatjuk, hogy a pont viselkedése dinamikailag
"vad”. Ezen kétféle pontok altal meghatarozott halmazokat fogjuk most definidlni, il-

letve jellemezni.

Definici6

Legyen F' fliggvénycsalad, melyre Vf € F : f : C — C meromorf fiiggvény. Ek-
kor azt mondjuk, hogy F' normaélis fliggvénycsalad, ha minden benne futé sorozatnak
létezik részsorozata, mely minden kompakt halmazon egyenletesen konvergens. Azaz

F normalis fiiggvénycsaldd, ha Vf,, C I sorozatnak 3f,, részsorozata és 3f : C—C

10



holomorf fiiggvény, melyekre VK C C kompakt halmazra

limip, o0 SUPzekc| () — f(x)] =0

Jegyezziik meg, hogy a végtelent tartalmazé kompakt halmazok esetében ismét recip-

rokkal val6é konjugélasra van sziikség.

4.2. A Julia-halmaz
Definici6

Legyen f : C — C nem konstans meromorf leképezés. Ekkor a kiovetkezd dichotémist
allithatjuk fel: ha z € C-nek létezik U kornyezete, melyre megszoritva az {f"|n > 1}
(tehét az f iteréljaibdl &ll6 fiiggvénycsalddot) normadlis csalddot kapunk, akkor z tar-
tozzon a Fatou-halmazhoz (a tovdbbiakban F(f)). Amennyiben ilyen kérnyezet nem

létezik, 2z legyen a Julia-halmaz (a tovdabbiakban J(f)) eleme.

Vildgos, hogy a Fatou-, illetve a Julia-halmaz komplementerei egymasnak. Tovabba
azt mondhatjuk, hogy a Fatou-halmazba keriiltek az emlitett "szelid” pontok, mig a
Julia-halmaz tartalmazza a ”vadul” viselked6 pontokat.

A tovabbiakban mélyebbre assuk magunkat a komplex dinamika teriiletén: a kovetkezd
allitasok és tételek segitenek jellemezni a Fatou- és Julia-halmazokat (a szakirodalom
az utébbit helyezi el6térbe, igy mi is ezt fogjuk tenni, a&m ez els6sorban csak az allitasok

kimonddsaban nyilvanul meg, azok jelentése mindkét halmazra vildgos lesz).

Allitas

f : C — C nem konstans holomorf leképezés Julia-halmaza invaridns f-re, azaz f(J(f)) =
J(f).

Bizonyitas

[Fellner Mdté: Komplex Dinamika, 2017) Legyen N C C nyilt halmaz, melyen {f°"}

normalis fliggvénycsaldad. Mivel f folytonos fliggvény, ezért f~1(N) is nyilt. Ha adott

11



egy {f°"} sorozat, akkor az { f*~1} sorozatnak a normalitds miatt létezik { f° 5}

részsorozata, mely VK C N kompakt halmazon egyenletesen konvergens. Ekkor azon-
ban { f°""*)} egyenletesen konvergens az f~'(K) halmazon, ebbél adéddéan { "} normalis

f7YH(N)-en. Belattuk tehat, hogy:

F(f) S f7HE())

azaz

FE() S (F(f)

Igazoljuk a forditott iranyd tartalmazast is! Legyen N C C nyilt halmaz, melyen
{f°"} normalis fiiggvénycsalad. A nyilt leképezés tételébél adéddéan (nem konstans
holomorf fiiggvény nyilt halmazt nyilt halmazba képez) f(NN) is nyilt. Ha adott egy
{fom} sorozat, akkor az {f°™*+D} sorozatnak a normalitds miatt létezik {f°™1}
részsorozata, mely VK C N kompakt halmazon egyenletesen konvergens. Ekkor az
{°")} részsorozat egyenletesen konvergens f(K)-n, tehat {f°"} normélis az f(N)
halmazon. Ezzel igazoltuk, hogy:

FES) 2 (F(f)

Tehét f(F(f)) = (F(f)), melybdl a komplementaritds miatt egybél addédik, hogy:

O

Erezhetd, hogy az allitds egyfajta dnhasonléségot jelent a Julia-halmazra nézve.

Lemma

Legyen k > 1, ekkor J(f°) = J(f).

Bizonyitas

[Fellner Mdté: Komplex Dinamika, 2017] Legyen N C C nyilt halmaz, melyen {f°"}

normélis fiiggvénycsaldd. Mivel {f°*™} c {f°"}, ezért minden {f°*™} beli sorozat

12



{f°"} beli is, tehat definici6 szerint 1étezik egyenletesen konvergens részsorozata VK C

N kompakt halmazon. Igy {f°*®™} is normalis N-en, tehét:

F(f*) 2 F(f)

Lassuk be a forditott irdnyd tartalmazést is! Legyen N C C nyilt halmaz, melyen
{fo=m1 normalis fiiggvénycsaldd. Ekkor (felhaszndlva azt, hogy egy egyenletesen
konvergens fliggvénysorozatra alkalmazva egy polinomfiiggvényt szintén egyenletesen
konvergens fiiggvénysorozatot kapunk) {f°*7+7} is normalis N-en, ahol 0 < r <
k — 1. Tovabbé nyilvavaléan minden {f°"} beli sorozat végtelen sok elemet tartalmaz
{ fon+mY 18l valamely r-re. Utébbinak van részsorozata, mely egyenletesen konver-

gens VK C N kompakt halmazon, és ez részsorozata az { f°"} beli sorozatnak is, tehat:

F(f") C F(f)

Igy belattuk, hogy F(f°%) = F(f), melybél kévetkezik, hogy:

J(fh) = J(f)

O
A fejezetben hatralévo tételek és bizonyitasok [John Milnor: Dynamics in one comp-

lex variable, 1990] konyvén alapulnak.

Tétel

Minden vonzé peridédikus palya a vonzastartomanyaval egyiitt a Fatou-halmazban van,
mig a vonzastartomanyok hatara Julia-halmazbeli éppigy, mint a taszité periodikus

palydk.

Bizonyitas

Az iménti lemmat felhasznalva a tételt elegendo ciklusok helyett fixpontokra belatni.
Legyen el6szor 2y vonzo fixpont, melynek vonzastartoméanya (2. Ekkor Taylor-sorfejtés

segitségével kapjuk, hogy zp-nak létezik kis kornyezete, melyre az { f°"} fliggvénycsalddot
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megszoritva normalis csalddot kapunk. Hiszen tetsz6leges {f°"}-ben futé sorozatnak
van részsorozata, melyben az indexek monoton novekednek, ez pedik egyenletesen kon-

vergdl a g(z) = zo konstansfiiggvényhez. Tehdt:

2 € F(f)

Legyen K C Q kompakt halmaz. Tetsz6leges { f°"} beli sorozatbdl megint csak monoton
novekvé indexti részsorozatot kivalaszta a vonzastartomany definicéjabdl kapjuk, hogy
az egyenletesen konvergdl K halmazon a g(z) = 2o fiiggvényhez, tehat {f°"} normaélis

fiiggvénycsalad §2-n, ezzel bellattuk, hogy:
QC F(f)

Legyen v € 0f2, azaz egy pont zy vonzastartomanyanak hataran. Ekkor létezik v-hez
tetszélegesen kozeli w € ), tehdt v-nek nem létezhet olyan kornyezete, melyen {f°"}
normalis, hiszen tetszoleges részsorozat csak olyan fiiggvényhez konvergalhat, mely w-t

zo0-ba képzi, v-t azonban nem. Ez a limes tehat nem lehet folytonos, azaz:
o0 C J(f)

A tovabbiakban legyen z, taszité fixpont. Ekkor (f°")'(z) — oo, han — co. Igy 2 egy
kis kornyezetében f iteraltjainak egy sorozata nem konvergdlhat egyenletesen, mert ez
ellentmondana Weierstrass tételének, mely szerint ha egy fliggvénysorozat egyenletesen

konvergal, akkor a derivaltfiiggvények is egyenletesen konvergalnak. Tehat ekkor:

2 € J(f)

Definicié

Legyen f: C — C racionalis tortfiggvény, azaz f = g, ahol p és ¢ polinomfiiggvények,

melyeknek nincs kozos gyokiik. Ekkor f foka: deg(f) = max{deg(p),deg(g)}.

14



Ez annal is inkabb jelentés, hiszen minden C — C meromorf fliggvény felirhato ra-

ciondlis tortfiiggvény alakban.

Allitas

Legyen f egy raciondlis tortfliggvény, és deg(f) > 2. Ekkor J(f) # 0, azaz létezik

Julia-halmazbeli pont.

Bizonyitas

Indirekt tegyiik fel, hogy J(f) = 0. Ekkor létezik f°"-ben futé sorozat, mely egyenle-
tesen konvergdl egy ¢ : C — C holomorf fiiggvényhez az egész C—n. Tudjuk azonban,
hogy minden ilyen fiiggvény felirhaté két polinomfiiggvény héanyadosaként, ezért deg(g)
létezik. A fiiggvénysorozat foka egy kiiszobértéktol kezdve meg kell egyezzen g fokaval,
csakhogy deg(f°") = (deg(f))"™ — 00, ha n — oo. Ez ellentmondés.

Allitas

Amennyiben a Julia-halmaznak 1étezik belsé pontja, akkor a halmaz maga a Riemann-

gomb.

Ezen éllitas bizonyitasatél most eltekintiink, a&m kimondanunk fontos volt, hiszen igy
elénk tarul a tény, hogy amennyiben a Fatou-halmaz nem iires, a Julia-halmaznak nem
lehet belsé pontja. Ezen implikacio késobbi felidézése segit majd nekiink jobb ralatast

biztositani a Newton-iteracio altal meghatarozott Julia-halmazokra.

A tovabbiakban tekintsiik az f(z) = A -z + ay - 22 + a3 - 2 + ... fiiggvényt. En-
nek A multiplikdtoru fixpontja van az origéban, melynek egy kornyezetében holomorf.
Megmutatjuk, hogy amennyiben || # 1, egy koordinéta transzforméciéval f egyszerii
alakra hozhato. Ehhez két tételt fogunk bebizonyitani, el6szor a Koenigs-tételt, arra
az esetre, mikor a 0 nem kritikus pont, azaz nem szupervonzé fixpont van az origéban.

Majd a Bottcher-tételt szupervonzé fixpont esetére.
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4.3. Két fontos tétel

Koenigs-tétel

Tegyiik fel, hogy a A multiplikdtorra igaz, hogy |A| # 0, 1. Ekkor létezik ® : B(0,¢) —
B(0,6) az origéban holomorf leképezés, hogy ®(0) = 0és Do fod L (w) = A-w. Es ez

a leképezés konstans szorzé erejéig egyértelmii.

Bizonyitas

Kezdjiik az egyértelmiiséggel! Tegyiik fel, hogy ® és U két ilyen fiiggvény, azaz
Pofod Hw)=Vofol l(w)=\ w

Feltehet6, hogy @'(0) = U’'(0) = 1, hiszen ha nem ilyen lenne, egy konstans szorzéval
normdalhatnank, ami utdn tovébbra is teljesiilne a fenti feltétel. Legyen g(z) = A - z,
ekkor teljestil, hogy

f(z2)=¥ogoW(z)

Melyet behelyettesitve a fenti egyenletbe, kapjuk hogy:
doVlogoVod Hw)=\ w
Vezessiik be az a = ® o U1 jelolést, ekkor a holomorf B(0, €)-on, valamint
a(0) =P o U 0) = ®(0) =0
Tovabba
a/(0) = (2o T™)(0) = ' (T71(0)) - (T71)(0) = ¥'(0) » o7y = 1
Kovetkezésképpen a 0 koriili hatvanysora:

a(z) = Z—I—an-z”
n=2
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Ekkor az

aogoa t(w)=\-w

egyenletbe w helyére a(z)-t helyettesitve:
aog(z) =X-a(z)

aA-z)=X-a(z)
/\-z+an-/\”-z“:)\-z—i—an-)\-z”
n=2 n=2

Tehét Vn > 2-re by, - A" = b, - A\. Es Mivel || # 0,1, ezért b, = 0 (Vn > 2). Azaz
® = U, vagyis minden alkalmas leképezés csak egy nem nulla konstans szorzéban térhet

el egymaéstol.

Most térjiink ra a létezés igazolasaral Legyen 0 < |A| < 1, ekkor valasszunk egy
¢ < 1 szdmot, melyre ¢* < |\| < ¢ teljesiil. Legyen tovabba r > 0, hogy Vzy € B(0,7)
szamra teljesiiljon, hogy

[f(2) <e-lz]

Ekkor a z, = f°"(29) jelolést hasznalva kapjuk, hogy |z,| < r- ", azaz minden B(0, r)-
beli pont 0-hoz konvergal f iteraldsa kozben. Mindazondltal f 0 koriili hatvanysorabdél
tudjuk, hogy

dk € RVz € B(0,7) : |f(2) = A 2| < k-|2%

Melynek egyenes kdvetkezménye (a kordbbi becslés felhasznalaséval):

2n

|Zng1 — A zp| < k-72- " =0

Vezessiik be a w, = 3% jelolést. Emigyen
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gy az — wy(20) fiiggvények egyenletesen konvergdlnak B(0,7)-en a ®(z) = lim,, o0 5%

fiiggvényhez. Igaz tovabba a kovetkezo

B(z) = lim 2 — Tim 2 = Ly G D(f(20))

n—oo \™ n—oo \P11 A n—ooo A" A

Azaz

Tovabba lathatjuk, hogy
=0

(0) = Tim I

n—oo A"

o'(0) = lim (—f O:T(Z())), = lim Jor_,

n—00 A"

Tehat ® valoban alkalmas leképezés.

Amennyiben |\ > 1, 1étezik f~! lokélis inverz a 0 egy kornyezetében, melynek az
origd mar vonzo fixpontja, hiszen multiplikatora % Hasznaljuk erre bizonyitasunk ed-
digi részének tanulsagat:

Poflodl(z)=

z

1
A

melynek egyenes agu kovetkezménye:
ANw=®o0 fod ' (w)

Ezzel az éllitast taszité fixpont esetében is igazoltuk, igy bebizonyitottuk Koenigs

tételét.

Bottcher-tétel

Legyen A\ = 0, azaz f = ap - 2" + Qpy1 - 2" + ..., ahol n > 2 és a, # 0. Ekkor
létezik @ : B(0,¢) — B(0,0) az origéban holomorf linedris leképezés, hogy ®(0) = 0
és @ o fod Hw) = w". Tovdbbd ezen leképezés egy (n — 1)-edik egységgyokkel vald
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szorzas erejéig egyértelmi.

Bizonyitas

Az el6zéekhez hasonléan ezen bizonyitds is megtalalhaté [John Milnor: Dynamics in
one complex variable, 1990] cimii miivében, emiatt és a Koenigs-tétel bizonyitasahoz

valé hasonlésaga miatt most csak vézlatosan irjuk le.

El6szor is egy reciprokkal vald konjugalas segitségével elérhetjiik, hogy a fiiggvény a

végtelen egy kornyezetében értelmezett, magaban a végtelenben fixponttal rendelkez6

f(2) =apz" + ...+ a1z +ag+a_1z"

alakban felirhato hozzarendelés. Egy linearis konjugalds hasznéalata okan azt is fel-
tehetjiik, hogy a féegyiitthaté 1. Legyen f értelmezési tartomanya |z| > r, ekkor
definialjunk egy 1j fiiggvényt, mely f logaritmikus konjugaltja, azaz legyen

F(Z) = log(f(e”))

melyet a Real(Z) > log(r) félsikon értelmeziink. Ekkor konjen ellendrizheté, hogy
|F(Z)—nZ| < 1, amennyiben Real(Z) elég nagy, tovabbd egy ilyen félsikot F' 6nmagéba
képez. Ebbdl a becslésbol mar kovetkezik, hogy

F(Z + 2ri) = F(Z) + 2nmi

Vegytink egy Z, pontot ebbdl a félsikbol és figyeljiik az F' fliggvény altal meghatarozott
palyajat. Ekkor tudjuk, hogy

|Zk+1 — TLZk| <1

ésa W, = % helyettesitéssel élve kapjuk, hogy

1
(Wit — Wi < 1 0
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fgy a Zy — Wi(Zy) fliggvénysorozat egyenletesen kovergens, legyen hatarértékiik W.
Ekkor konnyti latni, hogy
Y(F(Z)) =n¥(Z)

és ezaltal

U(Z + 2mi) = U(Z) + 2mi

Ezek azért igen fontosak, mert igy tudjuk, hogy a
B(z) = e¥los(=)

a végtelen kérnyezetében jol definidlt, és ott ®(f(z)) = ®(z)". Ezzel a létezést igazoltuk.
Az egyértelmiiség igazolasahoz vizsgaljuk meg a végtelen egy kornyezetében értelmezett

n(w) = cqw + ¢o + c_yw™t + ... alaku figgvényeket, melyekre n(w") = n(w)". Ezaltal
auw" +co+cqw "M+ =cjw" + nc’f‘lcow”_l + ...

Es mivel ¢; # 0, ezért nyilvanvaléan (n — 1)-edik egységgyok, a tobbi egyiitthatérdl
pedig indukciéval megmutathatd, hogy mind 0.
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5. Komplex Newton-iteracio

Legyen D C C tartomany és f : D — C holomorf figgvény. Ekkor f komplex

zérushelyeit kereshetjiik az

n

approximalo 1épés iteralasaval, kelléen jé kezdopontbdl inditva. A tovabbiakban legyen

N(z) = z — ]{,((ZZ)) a Newton-mddszer édltal definidlt fliggvény. Tegyiik fel, hogy f-nek
zérushelye a z*, ez azt jelenti, hogy az akorili hatvanysora f(z) = (z — 2*)" - h(z2)
alaku, ahol n > 1, valamint h(z*) # 0 (tovabba h nyilvan holomorf z*-ban). Ekkor egy

egyszerii behelyettesitéssel kapjuk, hogy

(z—2") - h(z)
n-h(z)+ (z—2*) - h(z2)

N(z)=z—
Vagyis N(z*) = z*, azaz a Newton iteraciénak fixpontja van z*-ban. Szintén egyszert,
de hosszabb szamolassal kapjuk, hogy

n-(n—1)-h*2)+2n-(z—2%)-h(z) - N(z)+ (z — 2*)*- h(z) - B"(2)
n?-h2(z)+2n-(z—2*)-h(z) - W(z)+ (z — z*)? - (W (2))?

N'(z) =
Mely természetesen azt jelenti, hogy N'(z*) = 21, Eszerint a Newton iterdciénak
vonzo fixpontja van f gyokeiben, tehat valéban konvergens egy kis kornyezete az iteracié
alatt. SOt, amennyiben a zérushely nem kritikus pont, azaz f'(z*) # 0, akkor a fixpont

valéjaban szuperattraktiv.

Példa

Térjiink vissza a mar a dolgozat elején vizsgélt f(z) = —22° —62* +82° — 822+ 3 komp-
lex gyokokkel is rendelkez6 polinomfiliggvényhez. Mar megjegyeztiik, hogy a Newton-
modszert valos kezddértékbdl inditva csak valés gyokot talalhatunk. Kezdjiik most az
iteraciét az 14 pontbdl. Ekkor (a részeredmények kozlésétél eltekintve) mar a hatodik
lépésben eljutunk a 0,5911 + 0, 87377 értékhez, melyhez hat tizedesjegy pontossaggal
valoban nullat rendel a fiiggvény.

Erdekes kérdés, hogy mit nevezhetiink kelléen jo kozelitésnek a komplex szamsikon.

Kivaltképpen mivel azt gondolhatnéank, hogy a 100+ 100z pont tavol fekszik az emlitett
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gyoktol, csakhogy innen inditva az iteraciot, értékeink ismét a 0,5911 + 0, 8737i-hez
konvergalnak, 31 1épéshdl elérve azt (3. dbra).

Nyilvanvaloan a sik mas pontjaibol mas gyokoket is megtalalhatunk Newton-médszer
segitségével. fgy példaul a —1—1007 pontbdl a —0.4756-6t (mely ra is vildgit a nem meg-
lepo tényre, mely szerint valés kezdoértékkel ugyan nem talalhatunk komplex gyokot,
azonban a komplex szdmbdl inditott iterdcié vezethet valds zérushelyhez), valamint a
—100—1007 pontbdl a —0,7107—1, 86014 gyokot (4. abra). Mindkét esetben eljutottunk
az iteracié fixpontjaig 31 1épéshdl. Ezzel meg is talaltuk a kitiintetett fliggvény Osszes
zérushelyét (a két valés gyok, a két komplex, tovabba azok konjugéltjai), mely jél mu-

tatja, hogy a mddszer igen hatékony, amennyiben megfelel6 kezddértékeket valasztunk.
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3. dbra. Newton-iteracio f-en az 1+ ¢ és 100 + 100z kezd6épontokbdl
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4. abra. Newton-iteracio f-en az —1 — 1007 és —100 — 1007 kezd6pontokbdl
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5.1. Vonzastartomanyok

A kérdés tehat nem mas, mint hogy a komplex szamsik melyik pontjabdél melyik gyckhoz
vezet az iteracié, ha ugyan elvezet valamelyikhez. Azaz szeretnénk feltérképezni az
egyes zérushelyek vonzastartomanyait. A MATLAB numerikus programcsomag (mellyel
valéjdban az eddigi szamitasokat is végeztiik) segitségével ezt megtehetjiik.

Az altalam készitett program segitcségével megadva egy polinomfiiggvényt gyokei-
vel egyiitt (melyeket megkereshetiink az dltalam impelentélt Newton iterdcidval), egy
véges téglalapot a komplex szadmsikon, valamint a finomsagat a téglalapon veend6
racsfelbontasnak futtathatjuk az emlitett Newton iteraciét minden racspontbél. Tovabba
meg kell adnunk egy fels6é korlatot az iteracids lépések szamara, és egy értéket az
elvart pontossdgra. Amennyiben adott pontbdl eljutunk az egyik gyok elvart pon-
tossagu kornyezetébe, a program a zérushelyhez tartozo szintire szinezi a kezdépontot
(egyenletesen valasztunk gyokszamnyi szint a MATLAB szinskaldjardl). Amennyiben
ez nem torténik meg, feketére szinezziik a pontot. Ezaltal dbrazoljuk a kiilonbozé
vonzastartomanyok, illetve a Julia-halmaz pontjait. Illusztraljuk ezt a mér sziviinkhoz

nétt példan (5. dbra)!

5. dbra. f zérushelyeinek vonzastartomanyai

Az abrén hasznalt hat szin jelzi tehdt a hat a vonzastartoményt (értelemszeriien mind-
egyik ahhoz a fixponthoz tartozik, melyet tartalmaz). Méar birtokdban vagyunk a
tudasnak, hogy a hat vonzastartomany pontjainak unidja alkotja a Fatou-halmazt, mig

azok hatérai (a feketére szinezett pontok halmaza) a Julia-halmaz. Tehdt a Newton-
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modszer sikeressége valéban fligg a kezdopont valasztasatol, azonban majdnem minden
pont a Fatou-halmazhoz tartozik, igy véletlenszertien véalasztott kezdéértékbol majd-
nem biztosan eljutunk egy zérushelyhez.

A masodik dbran egy felnagyitott szeletet lathatunk az els6 dbrabdl. Figyeljlink fel ra,
hogy a vonzastartomanyok hatarain ismétlédo alakzatok jellennek meg, mind kisebb és
kisebb méretben ujfent. Ez az az onhasonlésdg, melyre korabban utaltunk, és ez az,
ami miatt (a Mandelbrot-halmazhoz hasonléan) a vonzastartomanyok hatéra, azaz a
Julia-halmaz fraktalok formajaban jelenik meg.

Vildgos, hogy amennyiben f-nek van két kiilonbozé gyoke, igy a Newton iteracié ren-
delkezik legalabb két vonzo fixponttal. Kovetkezésképpen a vonzastartomanyoknak kell,
hogy legyen hatdara, igy a Julia-halmaz nem iires. Vegyiik észre, hogy erre a konkliziéra
egy korabbi allitas is bizonyitékot ad. Hiszen ezesetben a Newton iteracios fliggvény egy
linearis tortfliggvény, melynek foka legalabb kett6. Azt pedig mar belattuk, hogy ilyen
fiiggvényhez tartoz6 Julia-halmaz nem lehet tires. Végil szintén egy korabbi allitasra
hivatkozva jegyezziik meg azt is, hogy amennyiben az f fiiggvénynek létezik a gyoke,
azaz a Newton-iterdcionak fixpontja, akkor Julia-halmaznak nem létezhet bels6 pontja,
hiszen a Fatou-halmaz nem iires.

Lassunk még két tovabbi példat a vonzastartomanyok illusztralasarara:

0.1

0.08
0.06 ¥
0.0+ |
0.02
0
-0.02

001 1~
-0.06 S

-0.08

-0.1 "
0.1 -008 -006 -004 -002 0 002 004 006 008 0.1

6. dbra. 23 — 1 zérushelyeinek vonzastartomanyai

Az 23 — 1 (6. 4bra), és az z* — 1 (7. abra) fiiggvények vonzdstartomdnyait lathatjuk,
azaz a harmadik, majd negyedik egységgyckokhoz vezetd kezdépontokat kiilonitjiik el.

Ezen abrakon is megfigyelhet6 az 6nhasonldsag, a fraktalszert hatarok, és hogy majd-
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-0.2
-0.5 -049 -048 -047 -046 -045 -044 -043 -042 -041 04
7. dbra. x* — 1 zérushelyeinek vonzastartomanyai

nem minden pont Fatou-halmazbeli.

Ezen feliil felfigyelhetiink még a forgasszimmetriara, pontosabban arra, hogy ha egy
vonzastartomanyt elforgatunk elébbi esetben 120, utobbinal 90 fokkal, akkor a ”kovet-
kez0” egységgyok vonzastartomanyat kapjuk. Ez altaldanosan is igaz n-edik egységgyokok,
esetében, melyet most igazolunk is!

Legyen f=2" —1ése= cos(% +- %) az elsé n-edik egységgyok. Ekkor

no,en_ n_ 1
N(e-x):e-x—L:e-(x—x—):e-N(as)

n- 6nfl . xnfl n- xnfl

Azaz ha egy pontbdl egy adott egységgyokhoz vezet az iteracid, akkor amennyiben
elforgatjuk a pontot az origd koriil % szoggel, onnan a "kovetkezd” egységgyokhoz

vezet a Newton-modszer.

5.2. A konvergencia sebessége

Lépjiink tal a konvergencia numerikus modellezésén, és vizsgaljuk a kérdést analiti-
kusan. KEgy adott zérushely kis kornyezetébdl inditott Newton-modszer konvergédl a
zérushelyhez, ezt hamarosan belatjuk. Ezzel egyiitt a konvergencia sebességére hama-
rosan kimondando allitasunkat is igazoljuk, mely fliggeni fog a zérushely, azaz az iteracid
fixpontjanak milyenségétol. Tudjuk, hogy minden gyck vonzé fixpontja az iterdcionak,
és hamarosan latjuk, hogy a konvergencia gyorsabb szupervonzo fixpont esetében. S6t

a sebesség anndl nagyobb, minél nagyobb indexti az els6 nemnulla egyiitthaté N (mely
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tovdbbra is a Newton-iterdcids fiiggvény) hatvanysordban, azaz minél tobbszor kell
N-et derivéalni, hogy kapjunk egy fliggvényt, mely a fixponthoz nem nullat rendel.
Tételiinket a Koenigs-, és Bottcher-tételekre épitjiik, egy koordindta-transzforméaciéval
konjogualva a Newton-iteraciés 1épést nyeriink igazolast a konvergenciara és annak se-

bességére. Mondjuk is ki ezt a tételt!

Tétel

Legyen f : B(z*,¢) — C holomorf fiiggvény, f(z*) =0, z € B(0,€) a z* egy kozelitése.
Legyen N az f é&ltal definitdlt Newton-iteraciés fiiggvény, és N'(z*) = N"(z*) =
NED (%) =0, de N®)(z*) £ 0, ahol k > 1. Ekkor N°"(z) — z* és a konvergen-

cia sebessége k-adrendi.

Bizonyitas

Elészor tekintsiik a nem szuperattraktiv fixpont esetét, azaz legyen N'(z*) = A <
1. Ekkor a Koenigs-tétel szerint 3¢ : B(z*,¢) — B(0,0) holomorf leképezés, hogy
®oNod Hw) = \-w, ahol w € B(0,§) és ®(2*) = 0. Vildgos, hogy az iterdcié

felcserélheto a konjugalassal, azaz:

doN"o CI)_I(w) =(PoNo @_l)on(w) =\"w

N"(2) = @1 (A" ®(2)) — @71(0) = 2*

ahogy n — co. Ekkor tehat a konvergencia linearis.
Kovetkezhet tehat a szupervonzé eset, azaz legyen k£ > 2. Ekkor a Bottcher-tétel szerint
3 : B(2*,€) — B(0, ) holomorf leképezés, hogy ®o Nod~!(w) = w”, ahol w € B(0,4)

és O(2*) = 0. Az eléz6ekhez hasonléan:
Do N"o0d Hw)=(PoNod )" (w) =uw"

do N (2) = & (2)
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N°(2) = 71D (2)) — &71(0) = 2*

ahogy n — oo. Imigyen a konvergencia k-adrendii.

5.3. Masodfoku kozelités

Mint emlitettiik a Newton-mddszer otlete a fliggvény - egy adott pont kis kornye-
zetében torténo - linearis kozelitésen alapul. Hasonlban az iterativ 1épést végezhetnénk a
masodfoki Taylor-polinom segitségével is, mely jobb kozelitést ad az eredeti fiiggvényre,

amennyiben az adott pontban a fliggvény masodik derivaltja nem nulla.

f// (ZO)
2

2

Ty(2) = f(20) + f'(20) - (z — 20) + (2 —20)

fgy az eredeti 6tlet méasara, amennyiben az f fiiggvény z* gyokének z, egy jé kozelitése:

f(2) = T5(2")

0~ f(z0) + f'(z0) - (2" — 20) + f”(;o) (2" = z)?

Eszerint z*-ot a kovetkez6 masodfoki egyenlet megoldasakén kereshetjiik:

@ (2 + (f'(20) = ["(20) - 20) - 2" + (f(zo) — f'(20) - 20 + f”(QZO) : (20)2) =0

mely tobb kérdést is felvet. Rogton lathatjuk példaul, hogy eme egyenletnek két meg-
oldasa van, igy nem jol definidlt az iteraci6. Mivel abbdl az alapfeltevésbdl indultunk
ki, hogy a kezddértékiink (vagy legaldbb valamely 1épés utan kapott érték) j6 kozelitése
a zérushelynek, ezért az egyenlet gyokei koziil mindig azt fogjuk valasztani, mely koze-
lebb van a legutobbi kozelitésiinkhoz. fgy definidltunk egy 1j iterativ eljarast egy
egyenlet megoldasanak approximalasara, azt azonban észre kell vegytik, hogy a Newton
iteraciéval ellentétben ezen maddszer 1épései kivezetnek a valds szamtestbol. Tehat mint
olyan, nem beszélhetiink dltalanossaghan valds esetrdl, a komplex szamsikon azoban jol

végezhetd a modszer.
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Legyen G az iteraci6 altal definidlt fliggvény, azaz

2 ) = PR -2 1)

e )

komplex szadmok koziil az, mely kozelebb van z-hez. Ekkor azt kapjuk, hogy G(z*) = 2*,
tehdt az iteraciénak fixpontja van f zérushelyein. (Ilyenkor G a megfelel6 helyen az
Osszeadds miiveletet vélasztja, ennél nyilvan nem kaphatunk kozelebbi értéket z*-hoz).
A legjelentosebb kérdés, hogy ezen ejaras hatékonysaga hogyan viszonyul a Newton-

modszer hatékonysdgahoz, vizsgaljuk ezt a MATLAB programcsomag segitségével.

Példa

Legyen ismét f(z) = —2x5 — 62* + 823 — 82% + 3. Vizsgdljuk meg, hogyan teljesit
az 1j eljaras, a korabban latott kezd6pontokbdl. Az 1 + ¢, 100 4+ 1007, —1 — 1007 és
—100—100z értékekbol inditva a modszert rendre az 0.5911+0.8737i, —0.7107+1.86014,
—0.7107 — 1.86017 és —0.7107 — 1.86017 gy6kokhoz konvergalunk (8. és 9. dbra), elérve
azt hat tizedesjegy pontossaggal els6 esetben 4, de a tobbi esetben is legfeljebb 24
1épésbol. Tehat kevesebb iteraciéra van sziikség, mint a Newton-mddszer esetében,

azonban egy 1épés bizonyéra tobb idot vesz igénybe, ezt hamarosan megvizsgaljuk.

4 . 100 e
% X
90
0.98 %
80 |
X
0.96 0|
80 e
0.94
50F X
0.92
40t %
X
0.9 30 ><
20 o
088 . P
7|é‘ 10 :
X
R ; ‘ ; ; ‘ i ‘ ; ; & %
055 06 065 07 075 08 085 09 095 1 20 0 20 40 60 80 100

8. dbra. A masodfoku kozelités adta iteracio f-en az 1+i és a 100+ 1007 kezdopontokbdl
inditva
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9. abra. A masodfoku kozelités adta iteracié f-en az —1 — 100i és a —100 — 100:
kezdopontokbdl inditva

Azt is egybol latjuk, hogy eme modszer eltéré vonzastartoméanyokkal rendelkezik. Abrézoljuk

ezeket is (10. dbra)!

2 -04
-042
-044
-0.46
-048

05
-052
-0.54
-056

-0.58

-06
0.1 -008 -006 -0.04 -002 O 002 004 006 008 0.1

10. abra. f zérushelyeinek vonzastartomanyai a masodfoki kozelités ihlette mddszerrel

Jol latszik, hogy ezen dinamikai rendszer vonzastartomanyai, bar nem egybefiiggoek,
sokkal simabb hatarokkal rendelkeznek, mint azt a Newton iteracié esetében tapasztal-
tuk. Nem beszélhetiink fraktalszerti Julia-halmazokrdl, azt azonban megéllapithatjuk,

hogy itt is majdnem minden pont a Fatou-halmazhoz tartozik.

Most vizsgéljuk meg ezen zérushely-keresési eljaras sebességét a Newton iteracidhoz vi-
szonyitva! Ehhez 10000 darab harmadfok, véletlen polinomra teszteljiik a két mddszert

az origd kornyezetébdl véletlentil valasztott kezdéponttal. (A polinom minden egytitt-
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hatéjat két szammal adjuk meg, melyeket egyenletesen vélasztunk a (-1,1) interval-
lumbdl, ezek adjék az egytitthatd valds és képzetes részét, a kezddértéket pedig egyenle-
tesen valasztjuk az origd kdzépponti, tengelyparhuzamos, 2 oldalhossziségi négyzetbdl.)
A két mddszerre feljegyezziik a 10000 prébalkozasbol vett iteraciok atlagos 1épésszamét
és Osszegezzik kilon-kiilon a két modszerre forditott futasidét a 10000-10000 iteracid
alatt.

A teszt soran azt tapasztaltuk, hogy a gyokkeresés, mind a 20000 esetben sikeres volt.
Megtalaldsahoz a Newton-modszernek atlagosan 59, 89 1épésre volt sziiksége, az jjonnan
definialt médszernek viszont mindossze 30, 03-ra. Azonban a numerikus szamitas szem-
pontjabol fontosabb adat, hogy a Newton iteraciénak ehhez 0,837 méasodpercre volt
sziiksége, mig az 1j mddszer végzése 6sszesen 1,953 masodpercet Olelt fel. A tapaszta-
lat azt mutatja, hogy ezen eredmények fiiggetlenek a vizsgalt polinomfiiggvény fokatol
(amennyiben az nagyobb mint ketté), &m ez mar korantsem allithaté a kezdéértékek
megvalasztasarol.

Amennyiben a kiinduléponot tartalmazé négyzetet nagyitjuk az origébdl, a masodfoku
kozelités adta mddszer futasideje valtozatlan. Ezzel szemben a Newton iteracié egy
20 oldalhosszusagu négyzetbol indulva 0,977, 200 oldalhosszusagubdl 1,495, 2000 ol-
dalhosszisagubol 1,981 és 20000 oldalhossziusagubdl 2,420 masodperc alatt végzi el
a 10000 gyokkeresést. Eme tény azzal magyarazhatd, hogy mig a Newton-mddszer
1épésszama erésen no, addig a masodfoki kozelitésen alapuld iteraciéo mindegyik eset-
ben megtalalja a zérushelyet hozzavetdlegesen 30 1épésbdl. Ez arra enged kovetkeztet-
ni, hogy amennyiben jé kezdeti kozelitéssel rendelkeziink, a jol ismert Newton-iteraciot
érdemes hasznalnunk, de annak hidnydban hasznosabb lehet az j mddszer, mely nagy
tavolsaghdl igen gyorsan zérushelyet talal.

Ezzel jol 6sszeegyeztetheto a vonzastartomanyok nagyobb tavlatban vald vizsgalatanak
eredménye. Amint az lathat6 (11. dbra) a Newton-iterdcié vonzastartoményai ”szétesnek”
onhasonld tartomanyokra, ezzel kitoltve az egész sikot. fgy amikor egy a gyokoktol
igazan tavoli kezd6pontbol végezziik az eljarast, a pontnak az iterdcié kozben el6szor
el kell jutnia a zérushelyet tartalmazé tartoméanyba, hogy az a vonzo fixpont valéban
"be tudja 6t huzni” iterdlas kozben. Ekkor egy pont valéban sok tartoméanyt bejarhat

a fliggvény iterdlasa alatt alatt, éppen igy keletkeznek az énhasonlé Fatou halmazok.
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11. abra. f zérushelyeinek vonzastartomanyai a Newton-mddszer alatt

Ezzel ellentétben a masodfoku kozelités adta modszer vonzastartoményait megfigyelve
(12.4bra) azt tapasztaljuk, hogy a komplex szdmsik nem oszlik fel sok tartomdanyra,
igy tavoli kezdépontbdl indulva is hasonlé sebességgel indulhat meg a konvergencia.
Erdekes megfigyelés, hogy tdvoli pontokbdl inditva a mdédszert, csak két zérushely
talalhat6 meg (ez a —0,7107 + 1,8607). Ez azt jelenti, hogy lehetnek olyan gyokdk,
melyeket csak igen jé kezdd kozelités segitségével tudunk meghatarozni, mely viszont

az algoritmus hétréanya (feltéve, hogy minden zérushelyre kivancsiak vagyunk).

1000

-200
4 -400
6 -600
8 -800
-10 -1000
-10 -8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

12. abra. f zérushelyeinek vonzastartoméanyai a masodfoku kozelités segitségével
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6. Tobbvaltozos Newton-modszer

A Newton-iteracio tobbvaltozés fiiggvények zérushelyeinek keresésére is alkalmas, amennyi-
ben a képhalmaz elemei vektorok, melyek dimenziéja megegyezik a valtozok szamaval
[Susan Jane Colley: Vector Calculus, 2012]. Hamarosan latni fogjuk, hogy a mddszer
igen hasonlé az egy valtozos formajahoz, azonban mégis felvet egy problémat, melyet
eddig nem tapasztaltunk. Ennek heurisztikus feloldasara tesziink kisérletet ebben a

fejezetben, majd a MATLAB segitségével teszteljiik 1ij algoritmusainkat.

Legyen most D C cr tartomany és f : D — C" holomorf fiiggvény. Ekkor f gyokeit
kereshetjiik adott zg € D kezdoépontbdl inditva a

Znt1 = 2n = (f'(20)) 7 f(2n)

sorozat hatdrértékeként, ahol (f'(z2,))~! az f fiiggvény Jacobi-mdtrixdnak inverze a z,
pontban.

Rogton elénk tarult a probléma, ugyanis az iteracié soran invertalnunk kell egy matrixot,
amit nem tudunk megtenni amennyiben az szingularis. fgy a modszer alkalmazasa si-
kertelen lesz, amennyiben az iteracié soran olyan pontba keriiliink, melyben f Jacobi-
méatrixdnak determindnsa nulla, vagy nulla kozeli (a numerikus szémitdsok hibdja mi-
att). Kérdés, hogy milyen mddszerhez folyamodhatunk, amennyiben a Newton-iteraci6

nem jart sikerrel.

6.1. Heurisztikak

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért kétvaltozds, C2-be képzd fiiggvényekkel fog-
lalkozunk. Alapvet6 oOtletiink, hogy ahelyett, hogy a fenti 1épést iteralnank, meg-
probaljuk egy dimenzidsra redukalni a lépéseket, ezzel elkeriilve a matrixinvertalas
sziikségességét. fgy egyfajta parcidlis Newton-iteraciot végziink majd az f fiiggvény

koordinata-fiiggvényeink.

p(z,w)

Legyen f(z,w) = . Ekkor (z,,w,) pontban allva egy valtozdt és egy koor-
q(z, w)
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dinata-fliggvényt véalasztva, most z-t és p-t, tehetiink egy lépést: legyen

p(2n, wn)
ap(znawn)
0z

Zn+l = Zp —

Imigyen z sikjaban kozelitve p egy zérushelyéhez. 4 féle 1épést tehetiink tehat, ezek
ismétlésével szeretnénk f egy gyokéhez konvergalni, kérdés azonban, hogyan hasznéljuk
ezeket a lehetdségeket.

Az els6 mddszer melyet megvizsgalunk, hogy felvaltva lépiink p szerint z irdanyban,
majd g szerint w iranyban. A masodik médszer szerint mind a négy opciét hasznaljuk,
lépve p szerint mindkét valtozo iranyaban, majd ¢ szerint mindkét sikban. Vizsgalunk
még egy harmadik algoritmust is, mely minden lépésben egyenletesen véletleniil vélaszt
a 4 lehet6ség koziil. Teszteljitk a MATLAB programcsomag segitségével a 3 iteracios
modszert, majd amelyik hatékonyan miikodik osszehasonlitasra keriilhet a Newton-
modszerrel, prezentalva olyan esetet, melyben az algoritmus zérushely keresése sikerrel

zarul, ellentétben a Newton-iteracidval.

Az 1j otletek tesztelését a korabbi (mésodfokd kézelitésnél haszndlt) médszerhez ha-
sonldan valdsitjuk meg. Sajnos rogton kidertil, hogy a mésodik és a harmadik mddszer
nem miikodoképes algoritmus, hiszen 10000-10000 véletlenszertien generalt harmadfoku
polinomon futtatva utébbi mindéssze 1457 alkalommal talalt gyoksot 1000 1épésbol (és
futdsideje sem biztat tovabbi elemzésre), mig elébbi egyszer sem.

Tekintsiik meg miikodésiiket két példéan. Vizsgdljuk elészér a p(z,w) = 222 — zw +
3iw? + 21z — iw + 6, q(z,w) = iz + 2izw + 3iw? + z — 4 polinompdrt és valasszuk
(2 — 3i,4i) pontot kezdéponttul. Ekkor azt ldthatjuk, hogy a kettes szamu algorit-
mus altal alkotott pontsorozat még csak nem is mutat konvergencidra utald jeleket,
divergensnek tiinik. A harmadik mddszerrél nehezebb allitast megfogalmazni, mivel-
hogy nem determinisztikus algoritmus, azonban a tapasztalat azt mutatja, hogy itt sem
vérhatjuk, hogy a pontsorozat hatérértékkel rendelkezzen (13. dbra).

Pillantsunk most arra a fliggvényre, melynek koordinata-fiiggvényei a p(z, w) = 222 —
3zw + w? + 3z + 1w + 6, és q(z,w) = 4iz® + Tizw + 2z + 2w — 3, tovabbd valasszuk
kezdGértékiil a (3 — 24, 14 5i) pontot. Ez az algoritmusok az el6z6tdl eltérd (de gyakran

bekovetkez$) kimenetelére ad példét, ugyanis ekkor a kettes szamu alternativ médszer
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13. dbra. A mésodik és harmadik mddszer futdsa az elsé példan (piros szinnel a z
véltozdk sorozata, kékkel a w valtozdké)

zérushelyhez tart, &m a konvergencia sebessége igen lassi, még 10000 1épésbol sem éri
el a gyok olyan kornyezet, melybeli pontot hat tizedesjegy pontossaggal nullvektorba
képez a fiiggvény. A harmadik, azaz a randomizalt iteraciés modszer szintén gyokhoz
konvergél, azonban jellemzoen tobb ezer, vagy tobb tizezer 1épésre van sziiksége annak
megtalalasdhoz (a 1épésszamok eloszlasdaval most nem foglalkozunk, ugyanis latni fog-
juk, hogy az els6é algoritmus olyan hatékony, hogy eltorpiil mellette ezen két modszer

jelentGsége). Az iteracidkat ismét dbrazolhatjuk (14. dbra).

5 L] 5 °
4 4
3 3
x
2 2F -
® x

14. dbra. A méasodik, majd a harmadik médszer futdsa a masodik példan (piros szinnel
a z valtozok sorozata, kékkel a w véltozdké)

Ezen két heurisztikus iteraciéval szemben az els§ algoritmus (mely csak kétféle iterdcids
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lépést tartalmaz) igen hatékonynak bizonyul. Az emlitett két példén is zérushelyet talal
a médszer, rendre 27, illetve 52 1épésbdl (15. dbra). Ezen eljaras (melyre a tovabbiakban
csak 1j médszerként, vagy 1j algoritmusként fogok hivatkozni) eredményei elég biztatéak

ahhoz, hogy merészkedjiik 0sszevetni a Newton-iteracioval.

3 . %
x
4 % 2 2
%
*
5 -3
2.5 2 1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 -1.5 1 0.5 0 0.5 3| 1.5 2 2.5 3

15. dbra. Az elsé mddszer futdasanak abrézolasa a két példén (piros szinnel a z valtozok
sorozata, kékkel a w valtozoké)

6.2. Az 4j algoritmus és a Newton-moddszer

A zérushely keresé 1j médszer tehat mindkét esetben néhany-tiz 1épésbdl megtalalta
a fiuggvény gyokét, azonban fontos tudnunk, hogy a Newton-iteracié ezt mindossze
hét 1épésbol megteszi az emlitett példakon. A 1épésszam &ltaldanos esetben is hasonld
képet fest, hiszen 10000 véletlen teszt alapjan az 1j algoritmus atlagosan 40,72 iteracid
segitségével ér célba, mig a Newton-mddszer szaméra az adatok alapjan varhatdéan
7,42 1épés elégséges. (ElSbbi esetén egy iterdcié azt jelenti, hogy mindkét egydimen-
zi6s 1épést elvégezziik, azaz valdjaban két kozelités torténik. Azonban mivel egy 1épés
elvégzése jelentdsen kevesebb id6t vesz igénybe, mint a kétdimenzios kozelités esetében,
ezért nem jelentosek a pontos értékek, csupan a nagysagrendi kiilonbségre szeretném
felhivni a figyelmet.) Tovabbd a Newton-mddszer a 10000 zérushelykeresést elvégezte
alig tobb, mint 2,5 masodperc alatt, mig az 1j algoritmus majdnem 12 mésodpercet
vett ehhez igénybe, és el6fordult par eset, amikor nem is jart sikerrel. Kérdés, hogy

akkor mi jelentoséggel bir eme 6tlet.
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A vélasz természetesen a mar emlitett méatrix invertalas problematikaja, ugyanis a

, TR . a-2?+b- 2w+
Newton-mddszer sem jar mindig sikerrel. Tekintstink egy f(z,w) =
d-22+e-zw+ f
L o 2a-z2+b-w b-z
fiiggvényt, ahol a,b,c,d,e, f € C. Ennek Jacobi matrixa J = ,
2d-z4+e-w e-z

azaz det(J) = (2ae — 2bd) - z* + (be — be) - zw = (2ae — 2bd) - z*. Ebbdl adédéan
a Newton-iterdcié sikertelen a z = 0 sikbdl inditva (sét numerikus szamitdsa elakad,

ha kozel keriil hozzd). Ezzel ellentétben az 1j algoritmus hatékonyan megtaldlja ilyen

L o o 242 zw+6+2i\
fiiggvények gyokeit, példdul az f(z,w) = figgvény (0,1670 —
4i - 22 4+ zw — i

1,7966i, 0,46204-0, 17977) zérushelyét megtaldlja a (0,4—5¢) pontbdl indulva mindossze

nyolc 1épésben.

Ennél komolyabb problémat jelent, hogy léteznek olyan fiiggvények, melyeknek Jacobi-
matrixa minden pontban szinguléris. Ezek zérushelyeinek keresésére a Newton-modszer

teljességgel alkalmatlan, hiszen semmilyen kezd6pontbdl nem tud lépni. A fent emlitett

. N .y Aawte) oo
fiiggvénycsalddbdl ilyenek példaul az f(z, w) = fiiggvények, és nyilvan
22+ zw+c

béarmely C* — C" leképezés melynek koordinata-fiiggvényei megegyeznek (st az is
clégséges, ha léteznek f; és f; koordinadta-fliggvények, hogy a - f; — f; = b, valamely a
és b komplex szdmokra, ahol ¢ # j). Azonban a fent emlitett f fiiggvény kivaléan
igazolja az 1j algoritmus alkalmazhatosdgat egyes esetekben, hiszen ezen példakon
minddssze egy iteraciobdl (azaz két parcidlis 1épésbél) gyokot taldl majdnem minden
kezd6pontbdl. Ezt igazolandé, inditsuk ezt a médszert egy tetszoleges (zq, wp) pontbol,

ahol wg # —2 - zy. Ekkor az elso iteraciéban kapjuk, hogy

zg + zowo + ¢

21— 20 —
220 4+ wo
22 4+ 2wy + ¢ c c
W =Wy —————— =Wy — 2 —Wy — — = —21 — —
21 1 1
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Es ig rogton kapjuk, hogy

2222 —cHe 0
ferw)={" 7 =

2 —22—c+ec 0

Vagyis tényleg méris zérushelybe kertiltiink.

6.3. Az n-dimenzios eset

Lattuk, hogy az 1j algoritmusnak, mar két valtozos fliggvények esetében is van 1étjogosultsaga,
azonban belegondolhatunk, hogyan tudnank altalanositani C"-bél C™-be képzo fiiggvények
zérushelyeinek approximaciés meghatarozasara. A sejtés az, hogy tetszdleges n > 2-
re alkalmazhaté az a mddszer, hogy a korabbiakhoz hasonléan periodikusan tesziink
lépéseket a k-adik koordindta-fiiggvény szerint a k-adik véaltozd sikjaban. Az algoritmus-
otlet vizsgalata nem képezi targyat jelen szakdolgozatomnak, azonban ha alaposabb
megtekintése azt mutatna, hogy eme médszer hatékonyan miikodik, a korabban latott
probléman kiviil egy masik szempontbdl is nagy jelentéséggel birhat. Ez pedig nem
mas, minthogy amennyiben a derivalt métrix determindnsa nem nulla, akkor ugyan
invertalhato, de az invertalast el is kell végezni. Es bar a Newton-iteracié felteheten
kevesebb 1épésb6l megtalal egy gyokot, am egy n x n-es matrix invertaldsa O(n?) id6t
vesz igénybe, melyet az 1j algoritmus megsporolna. Ez pedig azt jelenti, hogy igen nagy
n-ekre futasideje versenybe szallhat a Newton-modszer futasidejével, sét akar meg is

elozheti azt.

37



7. Osszefoglalds

Roviden tekintsiik at, mit sikeriilt elérni ezen BSc szakdolgozat keretein beliil. Feltiintettiik
az egyvatozos valos fliggvényeik zérushelyeinek megkeresésére hasznélatos, Taylor-sor
ihlette Newton-Raphson-moddszert, megemlitve annak geometria mivoltat a fliggvénygrafikonon.
Attekintettiik az iterativ algoritmus konvergencidjarol és annak sebességérol szo6lo kozis-
mert tételt, bizonyitasaval egyiitt, majd kézéppontba helyeztiik a komplex gyokok meg-
talaldsanak problémajat.

Ezen kérdéskor feloldasahoz feltérképeztiik a komplex dinamika alapjait, kimondva
és bebizonyitva szamos allitast és tételt. Ezutan kiretjesztettiik az eljarast a komp-
lex szamsikra, majd a Newton-iteracids fiiggvény dinamikédjat megvizsgalva tapasz-
taltuk, hogy egy fiiggvény zérushelyei, az iterdcié vonzé fixpontjai, sot nem kritikus
pontok esetében a fixpont szupervonzo. A MATLAB programcsomag segitségével egy
példan megtekintettiik a médszer miikodését, majd kodot irtunk a vonzastartomanyok
feltérképezésére a sik egy véges szeletén. Megfigyeltiik, hogy elméleti tudasunkhoz jol
igazodva, a vonzastartomanyok unidja, azaz a Fatou-halmaz latszélag kitolti a sikot, a
Julia-halmaz pedig nem maés, mint a vonzastartomanyok hatéarain fellépo fraktalszeri
alakzatok. Két példa alapjan sejtést fogalmaztunk meg az 2™ — 1 alaku fiiggvényeken
végzett Newton-iteracié adta vonzastartomanyok egymasba forgathatosagardl, melyet
be is bizonyitottunk. Ahhoz, hogy a numerikus eredményeken tullépve komplex Newton-
iteracio konvergencigjat matematikailag is igazoljuk, kimondtunk egy lokélis, a zérushely
kornyékén értelmezett tételt, mely szerint az iteracié k-adrendben konvergal, amennyi-
ben a zérushelyen a Newton-iteracids fiiggvénynek a k-adik az els6 derivéltja, mely nem
tlnik el. Ezt az allitast a Koenigs- és Bottcher-tételek segitségével be is bizonyitottuk.
Ezek utan 4j otletként az f fiiggvényt megprobaltuk a masodfoki Taylor-polinomjaval
kozeliteni, igy egy olyan iterativ mddszerhez jutva, melynek minden 1épésében egy
masodfoki egyenletet kell megoldani. Ekkor mindig azt a megoldas valasztjuk, mely
kozelebb all a legutobbi értékhez, hiszen azt szeretnénk, hogy egy gyok kis kornyezetébol
indulva megtalaljuk azt a gyokot. Megjegyeztiik, hogy ezen iteracios modszernek is fix-
pontjai az f zérushelyei, majd a MATLAB segitségével numerikusan 6sszehasonlitottuk

az eljarast a Newton-mddszerrel. Azt tapasztaltuk, hogy bar az 1j mddszernek keve-
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sebb iteraciora van sziiksége egy gyok megtalalasahoz, ez valdéjaban tobb idot vesz
igénybe, mint amennyire a Newton-Raphson-mddszernek sziiksége van, feltéve, hogy
egy zérushely kornyezetébdl kezdtiik a keresést. Azonban, ha igen tavoli pontokbdl
probalkozunk, az 1j médszer sokkalta hamarabb célba ériink, igy amennyiben nem &ll
rendelkezésiinkre jo kezdeti kozelités, az 1j eljaras hatékonyabbnak bizonyul a Newton-
moédszernél. Ezentul azt is megfigyeltiik, hogy a vonzastartomdynok eltéréek a két
eljaras esetén, és a masodfoku kozelités ihlette eljaras esetében ezek sokkal kevesebb
(latszdlag véges sok, ellentétben a Newton-iterdcidval) tartomanyra osztjék fel a sikot,
és hatdraik simabbnak tiinnek.

A szakdolgozat végén kitértiink a tobbvaltozdés Newton-mddszer miikédésére, és hogy
orvosoljuk a Jacobi-méatrix szingularitasa okozta problémat, harom heurisztikus algorit-
mussal alltunk el6, melyek mindegyike azonos 6tleten alapult, az iterdcié visszavezetése
egyvaltozos 1épések sorozatara. Ezek koziil két modszer sikertelennek bizonyult, me-
lyet egyes esetekben a konvergencia til lassu sebessége, méskor annak teljes hianya
okozott. Ezzel ellentétben a harmadik modszer, mely felvaltva 1ép az elsé koordinata-
fiiggvény szerint az els6 valtozo iranyaban, majd a masodik koordinata-fliggvény szerint
a masodik valtozd irdanyaban, elfogadhatd sebességii konvergenciat mutatott numeri-
kus tesztelése folyaman, igy azt Osszevetettiilk a Newton- modszerrel. Eredményként
azt kaptuk, hogy bar altalanos esetben lassabb a jol ismert eljarasnal, orvosolja azt a
problémét melyet kivantunk, hiszen az, hogy a derivalt matrix determinansa nulla a
négydimenzids tér egy részhalmazan (vagy akar a teljes téren), nem jelenti, hogy a par-
cialis derivaltak is nullaval egyeznének meg, igy sok esetben az tijjonnan definialt eljaras
sikeres, mig a Newton-Raphson-modszer nem. Végiil pedig szovegiinket egy hipotézissel

zartuk le, mely szerint ehhez hasonlé moédszer n-dimenzioban is miikodoképes lehet.
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