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1. Bevezetés

A szakdolgozatomban harom egzotikus opcid arazasi mddszereit fogom koriiljarni,
ezek a spread, az azsiai és az azsiai spread opciok. Ezeknek a szarmaztatott termékek-
nek éridsi piaca van, foleg az energia- és az arupiacokon elterjedtek. Azsiai opciok
esetén a kifizetés az alaptermék arfolyamanak valamely jovébeni, de elore egyeztetett
idépontokban vett atlagatol fligg. Spread opcidk esetén két alaptermékiink van, és
ezeknek az arfolyamanak egy jovobeni idépontban vett kiilonbsége hatarozza meg
az opcid kifizetését. Végiil pedig az azsiai spread opcidk az elézd kettonek egy
olyan kombinacidja, ahol a kifizetésfiiggvényben a két alaptermék arfolyamanak az
atlaganak a kiilonbsége szerepel. A Black-Scholes piaci modellben azt feltételezziik,
hogy a jovobeni arfolyamok lognormaélis eloszlastuak, és olyan szarmaztatott terméke-
ket tudunk kénnyen arazni (példaul a Black-Scholes formuldval), amelyek kifizetésé-
ben egy lognormalis eloszlasu valdszintiségi valtozé szerepel. Vegyiik észre viszont,
hogy mindhérom bemutatott egzotikus opci6 kifizetésében arfolyamok Gsszege és/vagy
kiilonbsége szerepel, de tudjuk hogy lognormalis eloszlasok 0sszege vagy kiilonbsége
altaldban nem lognormalis. Emiatt altaldnos esetben nem is ismertink ezeknek
az opcidknak az ardra zart képletet, igy kifejezetten fontosak a minél pontosabb
megkozelitése ismert a problémanak, leggyakrabban momentum-maédszer segitségével
illesztik az ismeretlen eloszlast egy konnyebben kezelhetd eloszldshoz. Ezen feliil
elterjedtek a numerikus integraldsra és a parcialis differencidlegyenletekre épiild
megoldasok is. Végil pedig az egyszerii Monte Carlo szimuldciot, illetve annak

tovabbfejlesztett verzidit is gyakran alkalmazzak kozelité opcidarazasra.

A bevezetés végén ismertetni fogom a dolgozatom vdazlatos felépitését. A [2
fejezetben roviden osszefoglalom a felhasznalt matematikai hatteret, kiilonos tekin-
tettel a Black-Scholes piaci modell felépitésére. Ezutén a [3] fejezetben bemutatom
altaldanosan az egzotikus opcidkat, majd kijelolom azt a harmat, amivel mélyebben
foglalkozni fogok. A [3.1] alfejezetben spread opcidk drazdsardl lesz sz6, egy speciélis
esetben miikodo pontos, és egy altalanosan miikodo, de csak kozelité megoldast add
drazdsi formuldt fogok bemutatni. A [3.2] alfejezetben attérek dzsiai opcidkra, itt
egy momentum-modszerre épiilé arazasi képletet fogok levezetni. A szakdolgozat
legfontosabb része a |3.3| alfejezet, ahol azsiai spread opcidk arazasara adok egy
kozelité megolddst, ami nagyrészt a sajit munkdm eredménye. Ezutdn a[d] fejezet-
ben kiilonboz6 Monte Carlo médszereket ismertetek, elészor az egyszerit Monte Carlo
szimulaciot, majd ennek a hatékonyabb, antitetikus véaltozokra épiil6 verzidjat. Az
Bl fejezetben az elméleti médszerekkel kapott drakat hasonlitom ossze az antitetikus
Monte Carlo szimuldcié araival, kiilon tekinteve a spread, az &azsiai és az azsiai
spread opcidkat. Végiil a[6] fejezetben Osszefoglalom a szakdolgozatomat és kijelolok

lehetséges tovabbhaladasi iranyokat.



2. Matematikai és pénziigyi hattér

Ebben a fejezetben Shreve| (2004), [Hull (2006), illetve Baxter és Rennie (1996))
konyvei alapjan fogom roviden bemutatni a dolgozatomhoz sziikséges tételeket és
definicidkat.

2.1. Sztochasztikus folyamatok

El6szor a sztochasztikus folyamatokhoz kapcsolddo, a dolgozat soran felhasznalt

definicidkat és tételeket fogom roéviden ismertetni.
2.1. Definicié. Wiener-folyamat alatt egy olyan W : Q x [0,00) — R sztochasztikus
folyamatot értink, amely kielégiti az alabbi harom tulajdonsdgot:

(i) W folytonos trajektoridji és Wy = 0

(1) Minden 0 <t) <ty <...<t, véges indexhalmazra a Wy, — Wy, Wy, — Wy, ...,
Wy, — Wy, _, wvdltozok fiuggetlenek egymdstol.

(11i) Mindent > s > 0 esetén W, — Wy ~ N(0,t — s).

2.2. Allitas. Egy W Wiener-folyamatra konnyen ellenorizhetoen teljesilnek az aldbbiak:
(1) EW,] =0

(11) Var (W) =t

(iii) corr (W, W;) = melet

2.3. Definicié. Az X Ito-folyamat egy olyan folytonos folyamat (X, : t > 0), melyre
a folyamat t idopontban felvett értéke a kovetkezoképpen irhato fel:

t t
X =Xo+ / o, dW, + / psds
0 0

ahol o és p véletlen F-eloreldthato folyamatok, és fg (02 + |ps|) ds minden t idépont-
ban 1 valosziniiséggel véges. A hozzd tartozo differencidlegyenlet az alabbi formdban
irhato fel:

dX; = opdWy + i dt



2.4. Tétel (Ito-lemma). Ha X egy sztochasztikus folyamat, amely kielégiti a dX; =
o dWy + pdt egyenletet, és f egy determinisztikus, kétszer folytonosan differen-
cidalhato figgvény, akkor Y, := f(X;) szintén eqy sztochasztikus folyamat, amely a

kovetkezo alakban irhato fel:

4, = (ouf' (X)) AW, + (Mtf' (X) + a2 <Xt>) dt

2.5. Tétel (Girsanov tétel). Ha W, egy P szerinti Brown-mozqds és 7 egy olyan F-
eloreldthato folyamat, amely eleget tesz az Ep [exp <% fOT 'yfdt)} < oo korlatossdgr

feltételnek, akkor létezik olyan P mérték, hogy
(i) P ekvivalens P-vel,
(ii) g—g = exp (— fOT Y dW; — %fOT 'yfdt>,
(111) W, =W, + fot vsds eqy P szerinti Brown-mozgds.

Vagyis P mérték szerint Wi eqy —vt novekedési tiitemi Brown-mozgas.

2.2. Kockazatmentes drazas (Black-Scholes modell)

A dolgozat soran a Black-Scholes modell feltevéseit fogjuk hasznalni, tehét nin-
csenek tranzakcios koltségek, nincs osztalék, nincsenek arbitrazslehetoségek, illetve
a kockazatos és a kockazatmentes termékbol is vehetiink és eladhatunk tetszéleges
mennyiséget, azaz shortolhatunk is. A kockazatmentes eszkoz aranak a folyamatat
(B(t))se(0.77vel, a kockdzatosét (S(1)) (o ry-vel fogjuk jelolni. Itt T a vizsgalt szdrmaz-
tatott pénziigyi termék arazasa soran egy kitiintetett idépontot, a termék lejaratat
jeloli. Tovabba tegyiik fel, hogy a kockdzatmentes kamatldb (r) és a volatilitas (o)
egy-egy idofiiggetlen alland6. Ekkor a folyamatokat a Black-Scholes modell szerint

az alabbi formaban irhatjuk fel:

dB(t) = rB(t) dt
dS(t) = rS(t) dt + oS(t) AW (t)

Itt W(t) egy Wiener-folyamat a P mérték szerint.

Elészor az S(t) folyamatot akarjuk meghatarozni. Az It6-lemma szerint, ha vesziink
egy mindkét véltozéban kétszer folytonosan differencialhaté G (S(t),t) fiiggvényt,

akkor arra az aldbbi teljestl:

oG . oc 109G , ., oG
dG = <%TS+E+§WU S) dt—l-%O'S dW(t)



Valasszuk a G = In S(t) fliggvényt, ekkor az el6z6 formuldban szereplé derivaltak a
kovetkezok lesznek:

oG _, oG 1 PG 1

7" Wty W
Vagyis a formula atirhato a kovetkezo alakra:
L,
dG = r—50 dt + o dW ()

Itt éppen azt kaptuk, hogy G egy olyan Brown-mozgés, amelynek a driftje r — %02, a

szorasa pedig 0. Vagyis log S megvéltozasa 0 és t kozott (r — %az) t varhato értéki

és o szérasu normdlis eloszlasy, tehdt S(t) a kovetkezé alakban is felirhaté:

log <%> — oW (L) + (r _ %(72) "
S(t) = S(0) exp {aW(t) + <r - 102) t}

amibdl konnyen kovetkezik az is, hogy:

2
:S()exp{ a\/T—Y+<r—%a)(T—t)}

S(T) = S(¢) exp {U(W(T) W) + <7~ _ 102) (T — t)}

ahol Y az aldbbi standard normalis valésziniiségi valtozo:

Ezutan vegyilink egy szarmaztatott terméket, amelynek a lejaratkori kifizetése
V(T) = max (S(T) — K, 0) alaki. Ha bevezetjiikk a 7 = T — t jelolést, illetve S(¥)
helyére z-et irunk, akkor az elézéek alapjan a szarmaztatott termék t idopontbeli
ara a kovetkezo lesz:

1 +
e " (xexp{—aﬁY—I— (r—§02) 7'} —K) ]
1> _ 1 T
= — e zexpl —ovVTy+ (r—=c? )7 — K| e 2V dy
271 J_o 2




Az integrandus pontosan akkor pozitiv, ha
1
Texpi —ovTy + 7“—50 T — K
pozitiv, ami atrendezéssel a kovetkezo alakra hozhato:

1 T 1,
y<d_(7,x)—0—\/? [logE+ (r—§a)r]

Vagyis azt kapjuk, hogy

V(t,x) =

(r,z) 2 2
Y o?r
—27r/ xexp{—;—aﬁy—T} dy

1 d—(rx)

Vo
\/%/ Tx)exp{—%(y—i—aﬁ)z} dy — e K® (d_(r, 7))

e TKe 2" dy =

(ryz)+o/T P
exp {——} dz — e ""K® (d_(1,2)) =

\/%/ 2

= 2 (d, (7,2)) — K (d_(r, 7))
Az el6z6 egyenletben d (7, z) az aldbbi mdédon van definidlva:
dy(r,0) = d_(r,2) + o7 = ——= |1 iy
w(ryx)=d_(1,2) + o/T = ovr og K rgo )T

Vezesstink be egy BS(7, x, K, 7, 0) fiiggvényt, amely az 6t paraméter fiiggvényében
megadja V (T, z) varhaté értékét:

o (roo o (v 3o} x) ]

Itt Y egy standard normalis valdszintiségi valtozd a P mérték szerint. A kordbbi

BS(r,z,K,r,0) =E

levezetés szerint pedig pont azt kaptuk, hogy:

BS(r,z, K,r,0) = 2® (dy(1,2)) —e " K® (d_(7,))

Ezzel megkaptuk a kozismert Black-Scholes opcidarazasi formulat.



3. Egzotikus opcidok

Egzotikus opcidk alatt olyan opcidkat szokés érteni, amelyek a kozonséges eurdpai
vagy amerikai opcioktdl eltérnek. Ebben a részben roviden bemutatom a legnépszeriibb
egzotikus opcidk sajatossagait, majd kijelolom azokat, amelyekkel a dolgozat soran

mélyebben fogok foglalkozni.

Binaris opciok
Egy binaris opciénak fix kifizetése van, amely attol fiigg, hogy az alaptermék arfolya-
mara egy adott feltétel teljesiil-e. Binaris eurdpai call opcid esetén a lejaratkori

kifizetés lehet példaul c * 1 (g, —x~0)-

Azsiai opciok
Egy ézsiai opcid kifizetése nem a lejaratkori artél, hanem az opcié idotartama
alatti atlagartdl fiigg. Példaul egy fixed strike azsiai call opcid esetén a kifizetés
(Ap — K)", ahol Ay jeldli az atlagérat.

Lookback opcidck
A lookback opcidknak is olyan kifizetése van, amely az alaptermék ardnak a palyajatol
is fiigg, altaldban az opci6 id6tartama alatt elért minimélis vagy maximalis ar

hatarozza meg a kifizetést. Egy lookback call opcié lejaratkori kifizetése lehet példaul
(Smaz — K)™.

Barrier opcidk
A barrier (mésképp limitaras) opcidk kifizetése is fligg az alaptermék arfolyamanak a
palyajatol. Ezeknél az opcioknal az szerepel a kifzetésfiiggvényben, hogy az arfolyam

atlépett-e egy adott korlatot az opcio élettartama alatt.

Spread opcidk
Spread opciok kifizetéstiiggvénye két alaptermék lejaratkori arfolyamanak a kiillonbsé-

gétél fiigg, példaul egy call spread opcié lejaratkori kifizetése (S; — Sy — K)¥.

Basket opcidk
Basket opcié alatt a spread opcidk olyan iranyu altalanositasat értjiik, ahol a két
alaptermék kiilonbsége helyett n alaptermék arfolyamanak el6jeles sulyozott 6sszegétol

fiigg a lejaratkori kifizetés.

Valaszthat6 opcidk
Vélaszthato opcid esetén az opcié tulajdonosa egy elére meghatarozott idopontig

eldéntheti, hogy az opcidja vételi (call) vagy eladasi (put) legyen.



Swaption
Végil pedig a swaption egy olyan opcid, ami a vevének jogot ad arra, hogy egy
késébbi idopontban megkosson egy swap tigyletet. A swapok leggyakrabban kamat-

csere ligyletek, de el6fordulnak tobb maésik piaci szektorban is.

Ezek a pénziigyi termékek mind arra lettek kitalalva, hogy a piaci résztvevoknek
nagyobb rugalmassagot adjanak a kereskedési/fedezési stratégiaik megvaldsitasidhoz
vagy elOsegitsék a hatékonyabb kockédzatkezelést. A kereskedésiik altalaban OTC,
vagyis tézsdén kiviili piacokon zajlik. Ilyenkor altalaban csak a két fél targyal a
szerzOdésekrol, egy kozpontositott szabalyozasi piac beavatkozasa nélkiil. Az ilyen
tipusu iigyletek esetén nagyobb a kockézata annak, hogy valamelyik fél nem tartja

be a megallapodast, de cserébe alacsonyabbak a tranzakcios koltségek.

Dolgozatomban a spread-, az azsiai- és az azsiai spread opcidkat fogom bovebben

taglalni, nagy hangsulyt fektetve a lehetséges darazasi modszerekre.

3.1. Spread opcidk

Ebben a fejezetben eloszor a spread opcidkat fogom altalanosan bemutatni, majd
a relevans szakirodalom Osszefoglalasa utdn két arazasi modszert fogok részletesen

1smertetni.

Spread opci6 alatt egy olyan pénziigyi terméket értiink, amelynek a kifizetésfiiggvénye
két alaptermék lejaratkori értékének kiilonbségétol fiige. Egy ilyen szarmaztatott
termék példaul olajfinomiték szamara lehet hasznos, ugyanis a nyereségiik legna-
gyobb részét a finomitott és a nyers olaj arkiilonbsége teszi ki, és egy spread opciéval

tudjak csokkenteni a kitettségiiket az arkiilonbség felé.

Jeloljiik a két alaptermék lejaratkori drfolyamét Sy (7)-vel és So(T')-vel, a kotési
arfolyam pedig legyen K. Ekkor egy call spread opci6 lejaratkori kifizetése a kovet-

kezd:

C'=(5:1(T) = S(T) - K)+

Mig put spread opci6 esetén:

P =(K—=5(T)+ S(T))*



A Black-Scholes modell szerint fogunk drazni, ehhez tegytk fel, hogy a két termék
arfolyama korreldlt geometriai Brown-mozgast kovet. Ekkor a folyamatokat az
aldbbi modon irhatjuk fel:

dSi(t) = rSy(t) dt + o181 (t) (\/1 — 2 dWi(t) +p dWQ(t)>
dSQ(t) = ’I“SQ(t) dt + O'QSQ(t) dWQ(t)
A képletben szereplé paraméterek és valtozdk definicidja:

o T a lejaratig hatralévé id6 években
e S(t) az adott termék dra ¢ idépontban (S(0) a jelenlegi ar, S(T) a lejaratkori)
o 1 az évesitett kockdzatmentes kamatlab

e 0, és 0y az évesitett volatilitasok

Wi (t) és Wo(t) két fliggetlen Wiener-folyamat

p a két folyamat kozotti korreldcio

e ®(z) a standard normaélis eloszlas eloszlasfliggvénye

Spread opcidk arazasara altalaban nincsen zart formula, mivel ehhez a legtébb
piaci modellben egy olyan kettds integralt kellene kiszamitanunk, amit analitikusan
nem tudunk megoldani. Tobbféle kozelité modszert ismeriink, ennek a teriiletnek a

relevans szakirodalmat fogom most bemutatni.

Margrabe (1978) megoldotta a problémat abban a specidlis esetben, amikor a
kotési arfolyam 0. Ekkor ismeriink pontos zart képletet, hiszen a feladat visszave-
zethetd egy egyszerii eurépai opcid arazasara, ezt a képletet Margrabe-formuldnak
szokas nevezni. Ennek a médszernek egy altaldnositdasa az uigynevezett Kirk-approxi-

mécié, amely nemnulla kotési arfolyam esetén ad egy kozelité megoldéast (Kirk,
1995)).

Joshi és Yang) (2010) Euler-Hermite approximdcio segitségével szamolja a spread
opci6 arazasahoz meghatarozando kettds integralt. A modszer elonye, hogy nem csak
a Black-Scholes piaci modellben alkalmazhatd, hanem ennél altalanosabb modellek
esetén is. [Van Belle et al.|(2019) szintén numerikus integralassal, Gauss-kvadratira

segitségével ad kozelito arat spread opcidkra.



Dempster és Hong (2002), illetve |Levendis és Maré (2022) Fourier transzformacié
segitségével gyorsitotta és pontositotta tovabb az ismert numerikus megoldasi modsze-
reket, az 0 technikajuk sztochasztikus kamatlabak és volatilitas esetén is alkalmaz-
hato.

Végiil pedig Zhou és Wang] (2008) az alaptermékek lejaratkori drfolyamainak a
kiilonbségének az eloszlasat illesztette momentum-modszer segitségével kiillonbozo

konnyeben kezelhet6 eloszlasokhoz.

Dolgozatomban a Margrabe-formulat és a Kirk-approximéaciét fogom levezetni és
jobban megvizsgalni, de el6tte még bemutatok egy kozismert allitast, amely ravilagit
arra, hogy a tovabbiakban miért lesz elegendd call opcidk arat meghatarozni és

hogyan kovetkezik bel6le konnyen a put opcié ara is.

3.1. Allitas (Put-Call paritas spread opci6 esetén).

e TE [(K — Si(T) 4+ So(T)) "] = e ™E [(S1(T) — So(T) — K)*]
- Sl (0) + 52(0) + KB_TT

3.1.1. Margrabe-formula

A Margrabe-formula olyan specialis spread opcidk arazasara alkalmazhaté, ahol
a kotési arfolyam 0. Ezeket az opcidkat csereopcionak is szokas nevezni. ElGszor

vizsgaljuk meg egy csereopcié lejaratkori varhaté kifizetésének a jelenértékét:
C=e¢"E [(Sl(T) — SQ(T))J”}
Vegyiik észre, hogy ez atirhat6 az alabbi alakra:
51(T) !
So(T -1
) (52<T>

Tudjuk, hogy az S;(T) és S3(T') arfolyamok lognormaélis eloszlasuak, illetve tudjuk

C=e¢"E

azt is, hogy lognormaélis valtozdk hanyadosa is lognormalis. Tehat bevezethetiink egy
X = 51(T)/5(T) lognormalis valdszintiségi valtozot, amivel C' mar egészen hasonlit
egy egyszeril eurépai call opcid lejaratkori varhato kifizetésének a jelenértékéhez.
Egyediil a varhaté értékben szereplé So(7T)-s szorzot kell eltiintetniink, de az egy
mértékeserével konnyen megoldhat6. A kdvetkezd levezetést [Margrabe| (1978), illet-

ve (Carmona és Durrleman (2003)) cikkei alpjén irtam:



Eloszor az [to-lemma alapjan hatarozzuk meg d X-et:

X =55 9@ (S dSy(t) + o) (dSa(t)) EHOF dSy(t) dSs(t) =
_ g:g [r dt + oy (\/1 2 AWL(t) + p d%(t)) o di—
—oy dWs(t) + Ug dt — o109p dt} —
= g;gg [(03 - 01020) dt + o1/ 1 — p? AW1(t) + (o1p — 02) AW (1)

Ezutan Girsanov tétele segitségével definidlhatunk egy 1j P mértéket:

S—E(t) = exp K—%%) b+ o dWQ(t)}

AW (t) = dWa(t) + o5 dt

Majd felirhatjuk benne X-et:

dX(t) = [(ag — 0109p) At + 013/1 — 2 dWi(t) + (01 — 02) (dWQ(t) + oy dtﬂ -

— X (1) {01\/1 — 02 dWA(t) + (o1p — o) dm@}

Ezutan irjuk fel X-et egy olyan Y folyamat fliggvényében, ami szintén Brown-

mozgast kovet. Ehhez Y-t definidljuk a kovetkezoképpen:

_ def 2 2
o= \/01 + 05 — 0109p

e 1 17
ay () = {01\/1 — 2 AW () + (01p — o) AW (t)
Ezt osszevetve az el6z6 egyenlettel, majd atrendezve, azt kapjuk, hogy:

dX = XodY
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Ennek segitségével az opcidar varhatd értékének a jelenértéke mar felirhaté az 1j

mérték szerint:

C=c¢""E -SQ(T) (g;g; - 1) 1 —
_ TR :sz(me”‘ (39 - 1)1 -
= 5, (0)E @;g; — 1) 1

Ez pedig arazhaté egy olyan Black-Scholes formula szerint, ahol a kotési ar 1, a
S51(0)
SQ(O)
teljestiljon. Ekkor a csereopcidkra az aldbbi arazasi formuldt kapjuk:

volatilitds & és a forward ar

. Végiil r-et valasszuk meg tigy, hogy e = S5(0)

5 — 2 2
o= \/01—|—02—0102p

o)
sy () 5 4
€ = S,(0) {228@ (dy) — ® (@)}

S1(0)® (d1) — S2(0)® (d)

Ezzel pedig megkaptuk a call csereopcidk arazasara hasznélatos Margrabe-formulat.
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3.1.2. Arazds Kirk-approximacioval

A Kirk-approximacié segitségével kozelité eredményt kaphatunk olyan spread
opcidk ardra, amelyekre K jéval kisebb Sp-nél, azaz K << Sy fennall. Kirk (1995)
modszere azon alapszik, hogy kis kotési ar esetén S, + K kozelitoleg lognormalis,

igy a Margrabe-formulaval arazva csak kis hibat vétiink.

Legyen S’(t) = Sa(t) + K. Ha S’(t) is lognormalis eloszldsu lenne, akkor a volati-

litasat az alabbi formula szerint kapnank meg:

()

Természetesen egy lognormalis valtozénak konstanssal vett eltoldsa nem lesz log-

normalis, de a Kirk-approximacio 1ényege, hogy a legtobb paramétervélasztas esetén
S'(t) kozelitéleg mégis lognormalis. Errél lesz sz6 bévebben szimuldcids eredmények-
nél, az ] fejezetben is.

Ha a Margrabe-formuldnal latott levezetésben Sy(t) helyére S'(t)-t és o9 helyére

o’-t frunk, akkor a képleteink az alabbi alakot fogjak felvenni:

o= \/0%+0’2—010’p:

-t (o35) - (38

>—52T] =dy — VT

Ezek segitségével egy call spread opcid ara kozelitéleg a kovetkezo lesz:

51(0)
5'(0)

= $(0)® (dy) — §'(0)® (dy) =

C = 5'(0) [ O (d) — ® (dQ)] _

= 51(0)® (d1) — (S2(0) + K) @ (d2)

Ezzel megkaptuk a Kirk-approximacio képletét.
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3.2. Azsiai opcidk

Ebben a fejezetben elOszor az &dzsiai opcidkat fogom altalanosan bemutatni,
kitérve a lehetséges atlagolasi tipusokra, majd a relevans szakirodalom attekintése

utan egy momentum-modszeren alapuld arazast fogok bovebben ismertetni.

Azsiai opcié alatt egy olyan pénziigyi terméket értiink, amelynek a kifizetés-
fiiggvénye az alaptermék valamely idOszakban szamitott atlagaratol fiigg. Egy ilyen
termék példaul egy olyan kereskedo szdamara lehet hasznos, aki egész évben fix aron
szeretne egy terméket arusitani, de a termék beszerzési ardnak nagy a szdrasa.
Ekkor egy azsiai opcid segitségével tudja csokkenteni a kitettségét a beszerzési ar

ingadozasa felé.

Jeloljiik az alaptermék lejaratkori darfolyamat S(7')-vel, a vizsgalt idészak alatti
atlagarat Arp-vel, a kotési arfolyam pedig legyen K. Az atlagarat tobbféleképpen
is szamolhatjuk, erre a kovetkez6 részben fogunk bovebben kitérni. Azsiai opciok
esetén megkiilonboztetjiik ezen feliil a fixed strike és a floating strike tipusu opcidkat.
Ezek lejaratkori kifizetése az [I] tdblazatban lathato.

Call Put
Fixed strike (Ar — K)* (K — Ap)*
Floating strike (Ap — S(T))* (S(T) — Ap)*

1. tablazat. Azsiai opcidk lejaratkori kifizetése

A dolgozat soran a fixed strike opcidkra fogunk féokuszalni. Ezen feliil pedig put
opciokat ismét konnyen tudunk a put-call paritas szerint arazni, vagyis mindig

elegend6 lesz a megfelel6 call opcié arat meghatarozni.

3.2.1. Atlagolési tipusok

Azsiai opcidk esetén az atalgolas lehet szamtani vagy mértani, és az alaptermék
arat is vizsgalhatjuk diszkrét idépontokban vagy akar folytonosan is. A lehetséges

atlagolési tipusok definicidja a 2] tdbldzatban lathatd.
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Diszkrét Folytonos

Szémtani s S(t) L[St dt

3=

Mértani (T, S(t)) exp {% I log(S(t) dt}

2. tablazat. Lehetséges atlagolasi tipusok azsiai opcidk esetén

Arupiacokon leggyakrabban diszkrét, szamtani atlagolasu azsiai opciokkal talalkoz-

hatunk. Egy ilyen tipusu call opcid lejaratkori varhaté kifizetésének a jelenértéke:
C=e"E[(Ar - K)"]

Ezt sem tudjuk a szokdsos mdédon arazni a Black-Scholes formula szerint, ugyanis
Ar lognormélis valtozdok atlaga, ami altalaban nem lognormalis. Ennek a probléméanak
a kikiiszobolésére a szakirodalomban tobbféle modszer ismert, ezeket fogom eldszor

roviden bemutatni.

Levy| (1992)) volt az elsd, aki az opcié ardnak meghatdrozasahoz az atlagér
els6 két momentumat illesztette egy lognormalis eloszlashoz. A modszert azéta
sokan finomitottak, példdul Zhou és Wang| (2008), illetve Yu| (2012) is kiilénbozo
tobbparaméteres eloszlasokhoz illesztette az dtlagar momentumait. |Bae et al.| (2011))
Taylor-sorfejtés segitségével kozeliti a Black-Scholes-ndl bonyolultabb piaci model-

lekben az atlagar momentumait, majd ezt illeszti tobbféle eloszlashoz.

Maésképp kozelitette meg a problémat Eydeland és Wolyniec, (2002), akik a Vorst
modszert (Kemna és Vorst, |1990) fejlesztették tovabb. A megolddsuk alapdtlete,
hogy mértani atlagolasu azsiai opciét tudunk pontosan arazni, feltéve ha az alapfo-
lyamat geometriai Brown-mozgast kovet, és erre az arra feltételesen, felhasznalva a
szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenséget, jobb eredményeket kaphatunk
szamtani atlagolasu azsiai opcidk arazdsandl is. Vanmaele et al.| (2006]) szintén also
és felso becslések segitségével prébalt pontosabb becslést adni szamtani atlagolasi

azsiai opciok arara.

Dubois és Lelievre| (2005)) parcidlis differencidlegyenletként fogja fel a felada-
tot, majd kiilonbozo diszkretizaciés modszereken keresztiil jut el egy kozelité meg-

oldéashoz.

Mas megkozelitést kovet |Choil (2018]), aki el6szor fékomponens-elemzéshez ha-
sonlé technikaval csokkentette az arazasi feladat dimenzidjat, majd a kapott in-

tegralt kvadraturaformulak segitségével kozelitette numerikusan.
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Végiil pedig Monte Carlo szimulacidk segitségével is lehet diszkrét atlagolas,
szamtani azsiai opcidkat arazni, itt a relavansabb kutatasi teriiletek a szimulacio
varianciajanak a minimlizélasa, erre két ismertebb példa az antitetikus valtozok,

illetve a kontrollvaltozok alkalmazédsa (Roncoroni et al., [2015)).

Dolgozatomnak ebben a fejezetében egy Levy| (1992)) cikkéhez hasonlé momentum-
modszeres arazast fogok részletesebben bemutatni, amely a Black-Scholes piaci mo-
dell feltevéseire épiil. A momentum-maodszer gyors szamitasi sebessége és a gyakor-
latban el6fordulé paraméterkombinacidk esetén relative kicsi hibaja miatt a pénziigyi

szektorban az egyik leggyakrabban alkalmazott technika &zsiai opcidk arazasara.

3.2.2. Arazas momentum-maoddszerrel

Legyen T a lejaratig hatralévo ido, és legyenek 0 < ¢ < 1ty < ... < t,1 <
t, < T azok a diszkrét idépontok, amelyekben atlagoljuk az alaptermék arfolyamat.
A modszer lényege az, hogy annak ellenére, hogy Ap altaldban nem lognormalis,
egészen jol kozelithetd egy olyan lognormalis eloszlassal, amelynek az elsé két mo-

mentuma megegyezik A elsé két momentumaval.

El6szor hatarozzuk meg Ap els6 momentumét:

Bldr =3 D EIS()] =
— % ZZ:;E {S(O) exp {JW(ti) + (7’ - %02> tH =
=IO (e { (-~ 1) ) Blesp w001 =

=20 Z (exp { ( - éo—) tl} exp {%at}) _
:@iexp {rt;}

A levezetés soran azt hasznaltuk, hogy ha X egy standard normalis eloszldsu valdszinti-

ségi valtozo és ¢ egy valés konstans, akkor E [exp {¢ X }] konnyen meghatérozhato:

E(ecx) :/_ ecx\/%e_2d:v:/_ mez z dx =
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> 1 —(z—c)2+c? 2 > 1 —(z—c)? 2
= e 2 dr=e72 e 2 dr=e?
—oo V2T oo V2T

Ha itt ¢ helyére ov/f-t és X helyére ng’ ~ N(0,1)-et frunk, akkor éppen leve-

zetésben szereplo atalakitast kapjuk.

Ezutan pedig a méasodikat:

= S E[S()S()] =

%:"st)em{ Wi(t) (—%&)t,}s exp{awam(r_%g?)th
0 S () e -4 miwtoty <) -
_50) Z (exp{(r_; ) (r_% ) t]}exp{ %i%o—%ﬁazmm(ti,w)})=
= O S exp {4 1) + 0% min(h. )}

i,5=1

A levezetés soran most azt a tulajdonsdgat hasznaltuk a Wiener-folyamatnak, hogy
o (W(t;) + W(t;)) normalis eloszlast, 0 varhaté értékkel és

O'ZO'\/\/_ —I—\/? + 2 corr (W (t;) \/_\/_

szérassal. Szintén Wiener-folyamat tulajdonsag, hogy corr (W (t;), W (t;)) =

min(t;,t;)
tit; ’

ennek segitségével o’ a kovetkez6 alakra hozhato:

O'/ = U\/ti + tj + 2min(ti,tj)

Tehat o (W (t;) + W(t;)) ~ N(0,0'), vagyis hasznalhatjuk az elsé momentum kisza-
mitasanal levezetett segédallitdsunkat, amely segitségével éppen a keresett alakot

kapjuk.

Az elméleti momentumok mellett sziikségiink lesz a lognormalis eloszlas els6 két

momentumara is. A (u,n) paraméter(i lognormalis eloszlas stiriiségfliggvénye:

1
n2rx

e 0050/ (%) gy ha 2>0, kiilénben g(x) =0,

g(z) =

ahol e R ésn > 0.
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Az els6 két momentuma pedig konnyen ellendrizhetéen a kovetkezo:
E[X]=etT/? ¢ E[X?] = et

Tehat egy olyan lognormalis eloszldssal akarjuk kozeliteni az Ar arfolyamot, amelyre

teljesiil, hogy:

E [Ar] = &/

E[43] = ot
Az egyenletrendszert u-re és n-re megoldva azt kapjuk, hogy:

1
p=2logE[Ar] — 5 log E [A7]
n* =logE [A}] — 21ogE [A7]

Innentdl kezdve pedig tudunk a szokasos Black-Scholes médszerrel arazni, mivel

a kozelitésiink eredményeként
e "E[(L - K)"]
alaku lett a kifizetésiink, ahol L egy lognormalis valdszintiségi valtozo.
Ennek segitségével egy call azsiai opcid ara éppen:
C=ce"" (eu+’fq> (d)) — K® (d2)> :

ahol g )
log (%2 + i+
g = o) et dy = dy — 1.
0

Tehat tudunk a momentum-maodszer segitségével kozelité zart képletet adni azsiai

call opciok arara.
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3.3. Azsiai spread opciok

Ebben a fejezetben el0szor az azsiai spread opcidkat fogom altalanosan be-
mutatni, majd a relevans szakirodalom &ttekintése utan egy tgynevezett hibrid
momentum-maédszeren alapuld arazast fogok bévebben ismertetni. A fejezet végén
megvizsgalom azt is, hogy a hibrid mddszerben szereplo két becslés kiilon-kiilon

hogyan jarul hozza a moédszer hibdjahoz.

Azsiai spread opcié alatt egy olyan spread opcidt értiink, ahol a két alapterméknek
a lejarati ara helyett az atlagara szerepel a kifizetésfiiggvényben. Itt megengedjiik
azt is, hogy a két atlagolasi periédus teljesen eltérjen egymastol, sét akar a (3.2.1}
részben ismertetett atlagolasi tipusok is eltérhetnek a két alaptermék esetén. Ezeket
az opcidkat leginkabb az arupiacokon alkalmazzak, egy hoerémi éves nyeresége
példaul egyszerre fligg az olaj atlagos beszerzési aratol és az aram &atlagos eladasi
aratol. Tehat egy dzsiai spread opcid segitségével tudja csokkenteni a varhato

bevételének a szorasat és ezaltal konnyebben tud hosszabb tavra tervezni.

Legyen a két alaptermék S; és Ss, az atlagarukat jeloljiik Aj-gyel és As-vel, a
kotési arfolyam pedig legyen K. Ekkor egy call spread opcié lejaratkori kifizetése a

kovetkezo:

C=(A —A—K)"
Mig put spread opci6 esetén:

P=(K—-A +A)"

A tovabbiakban tegytik fel, hogy az atlagolas diszkrét és szamtani, de a két termék

esetén az atlagolasi idépontok eltérhetnek.

Az eurdpai spread opciékhoz hasonléan az alapfolyamatot itt is két termékre
irjuk fel, amelyek arfolyama korreldlt geometriai Brown-mozgast kovet. Ezeket a

folyamatokat az alabbi médon modellezhetjiik:
S (t) = rSi(t) dt + 015 (1) (\/1 "2 AWA(t) + p dwg(w)
dSQ(t) = T’SQ(t) dt + 0'252(75) dWQ(t)

Itt Wi(t) és Wa(t) fiiggetlen Wiener-folyamatok, r a kockazatmentes kamatlab,
o1 és o9 rendre a volatilitasok, p pedig <ﬂ dWi(t) +p de(?ﬁ)) és AWy (t)
korrelacidja. Ezen feliil definidlnunk kell még A;-et és As-t is. Legyenek 0 <ty 1 <
ti,0 < ... < tip1 < ti,, < T azok a diszkrét idopontok, amelyekben az elsé
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alaptermék arfolyamét atlagoljuk, 0 <191 <992 < ... <ty m-1 < tam,m < T pedig
azok, amelyekben a masodikét. T' most is a szarmaztatott termék lejaratat jeloli.
Ekkor:

Al — Zi:l S(tlzl) éS A2 — Z’i:l S(tZJ)
n m

Mivel altalanosan sem spread, sem azsiai opcidk esetén nem ismeriink pontos,
zart arazé képletet, igy nem igazan szamithatunk ra, hogy &azsiai spread opcidk
esetén ez masképp lenne. A problémat tobbféleképpen probaltdk megkozeliteni, a

kovetkezékben ennek a teriiletnek a relevans szakirodalmat fogom bemutatni.

A spread opciok esetén a kifizetés két alaptermék lejaratkori arfolyamanak kiilonb-
ségétol fiige. Ennek egy altalanositdsa a basket opcié, ahol a Kkifizetést n alap-
termék lejaratkori arfolyamanak valamilyen adott linedris kombinécidja hatarozza
meg. Spread opcidk arazasa helyett igy sok cikk inkabb basket opcidk drazasaval
foglalkozik.

Borovkova és Permanal (2010) egy eltoldsparaméteres lognormalis eloszlassal koze-
liti az atlagarak linedris kombinacidjat. |Zhou és Wang| (2008)) is momentum-maodszert
alkalmaz, egy eltolas- és ferdeségparaméteres lognormalis eloszlashoz illeszti a ki-
fizetés eloszlasat. Deelstra et al. (2010) szintén momentum-mddszer segitségével
arazza az azsiai basket opcidkat, ehhez a cikk egy Otparaméteres, altalanositott
lognormalis eloszlast hasznédl. Fzen felill bemutatnak komonotonitason alapuld,

konnyen kiszamithato also és felsé becsléseket is az arra.

Castellacci és Siclari (2003) egy Vorst-mddszer (Kemna és Vorst|, |1990)) dltalano-
sitasan keresztiil kaphaté becslést mutat be, amiben a szamtani kozepeket megfeleld
mértani kozepekre cseréli. A kapott eredményeket 6sszehasonlitjdk a haromparamé-
teres lognormalis eloszlassal valé kozelitéssel, de nem kapnak egyértelmii eredményt

arra vonatkozoan, hogy melyik moédszer a pontosabb.
Egy masik megkozelitést mutat be (Choi (2018]), aki fékomponens-elemzéshez
hasonl6 technikaval csokkentette az arazasi feladat dimenziéjat, majd a kapott

integralt kvadratiraformulak segitségével kozelitette numerikusan.

A Deelstra et al.| (2010) cikk dltal ihletett, de nagyrészt sajat munka eredményeként
kapott drazasi modszert fogok bemutatni a [3.3.1] alfejezetben.
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3.3.1. Arazas hibrid momentum-médszerrel

A modszer lényege, hogy Aj-et és As-t momentum-modszerrel kozelitjik egy-
egy lognormalis valtozohoz, ezzel egy spread opciot kapunk, amit utéana a Kirk-
approximécié segitségével tudunk arazni. Oda kell viszont figyelniink arra, hogy
Ay és As korrelacidja nem egyezik meg Sy és Sy korrelacidjaval, igy a spread opcié
arazasa elott meg kell hatarozzuk a helyes korrelaciot, ezt a keresztmomentumok
vizsgalataval fogjuk megkapni.

El6szor A; és A els6 két momentumat akarjuk meghatarozni, ezek a [3.2.2]

fejezetben szerepl6 szamitasok alapjan a kovetkezok lesznek:

ZESlt“ =

E [AZ = Z E [S1(t1,:)S1(t1, )] =

2,j=1

_ S3(0)

Z exp {T(Zflyi + tl,j) + O'% min(tl,i, tlyj)}
i,j=1

Z]E SQ t2 i) = 52 Zexp {Ttg i

E [AZ = Z E [Sy(ta,:)Sa(te, ;)] =

i,7=1

Z exp {r toi + 12 ;) + o2 min(ts, ;, to, ])}
2,7=1

m2

Ezen felill sziikséglink lesz még A; és A, keresztmomentumadra is, a W(t) =
V1 = pPWi(t) + pWa(t) jelolés bevezetésével ez a kovetkezo lesz:

AA2 ZZE Slt1182t2])]:

=1 j5=1
:LG:iﬂi 51(0) exp JW(t )+ r—l(jQ t1, 4
- 1 1WAt 01 | i

i=1 j=1
1
S2(0) exp {0—2w2<t2,j)+ (r - 50—3) tz,jH =
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SO0 5 (o (L (b))

: E[exp{01ﬁ7@Li)+—aﬂ”3“1j)}}>::

SO0 (L (o))

i=1 j=1

1, 1, ,
exp éaltLi+§02t27j+0102pm1n(ti,tj) =

n m

S51(0)S2(0 .
= 51(0)5%:(0) Z Z exp{r(t1,; + t2,j) + o102pmin(ty ;, ta )}

nm - -
=1 j=1

A levezetés soran most azt a tulajdonsdgat hasznaltuk a Wiener-folyamatnak, hogy

01W(t1) + 09 Ws(t2) normaélis eloszlasu, 0 varhaté értékkel és

o = (V)" + (02v)’ + 2010 min, 1)

—~

szorassal.  Tehdt oW (t1) + Wa(ta) ~ N(0,0'), vagyis hasznalhatjuk a kordbban

levezetett segédallitasunkat, amely segitségével éppen a keresett alakot kapjuk.

Egy u és n paraméterii lognormalis eloszlés elsé két momentuma tovabbra is:
E[X]=e /2 &5 E[X?] =

Legyen Ly és Ly két lognormaélis valészintiségi valtozé rendre (uq,m1) és (u2,m2)
paraméterekkel, illetve p korreldcioval. Ha ezek segitségével kozelitjik Aj-et és As-
t, akkor az aldabbiak teljesiilnek:

E[A] = oh 1 /2 E[A] = oh2 3 /2

E [Aﬂ _ 62m+2n% E [A%} _ ezu2+2n§
Végiil pedig az egyenletrendszereket u-re és n-re megoldva azt kapjuk, hogy:

p1 = 2logE[A;] — %log]E [A47]
7 =logE [Aﬂ — 2log E [A4]
pe = 2logE[Ay] — %ng [A43]
773 = logE [Ag] —2logE [A,]
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Ezaltal a kifizetéstink
e E [(Ly — Ly — K)+]

alaku lett, ami egy eurdpai spread Kkifizetésére hasonlit. Egyediil arra kell odafi-
gyelniink, hogy a korrelaciét megfelel6en hatarozzuk meg, ehhez a korabban kiszamolt

keresztmomentumot fogjuk hasznalni.

Tegyiik fel, hogy X ~ N(pu1,m1) és Y ~ N(ua,m2) normalis eloszlasok, melyek
korrelacidja p. Ekkor eX és e¥ lognormalisak, a keresztmomentumukat a kovet-

kezOoképpen definidljuk:
crm (e¥, e") ) [e¥e’] =E [e¥]

Korrelalt normalis eloszlasok 0sszege tovabbra is normélis lesz, feltéve ha egyiittesen

is normalisak. Az 6sszeg varhato értéke és szorasa igy az alabbi lesz:

X ~ N (p1,m),Y ~ N (u,m2) :>X+YNN<M1+M2,\/77%+77§+2?71772/3)

E [eZ ] -t pedig mar korabban kiszamoltuk, ha Z normalis eloszlasu, az ottani eredmény

alapjan:

1 1 _
crm (e¥, ") =E [e¥T] = exp {Ml + p2 + 577% + 577% + 771772P}

Ezzel megkaptuk L és Lo keresztmomentumat.

A modelliinkben az egyetlen ismeretlen a p, ennek meghatarozasahoz tegyiik egyenlévé

az elméleti és a becsiilt keresztmomentumokat:
E[LiLy] =E[A; A

Vagyis az el6zéek szerint:

1, 1, _
exp M1+M2+§’fh+§772 +mnep ¢ =

51(0)52(0) ¢ :
:T lJZZI exXp {T(tl,i + t27j> + 0g102p Hlln(tL iy t2,j)}
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Az el6z6 egyenletbdl fejezziik ki p-t:

(2

log | £10520)
1j=1

Yo exp{r(ty,i +ta, ;) + orozpmin(ty ;, t2,j)}> — i — po — 30} — i1

p=
UiUp:
Ezzel megkaptuk L, és Lo korrelacidjat, vagyis valéban vissza tudtuk vezetni az

azsiai spread opcié arazasanak a problémajat az eurdpai spread opcid arazasara.

3.3.2. Hibabecslés

Az el6z6 részben bemutatott hibrid momentum maddszeres drazas soran kétszer
is becstltiink, el6szor az atlagar lognormalis becslésénél, majd a spread opcié Kirk-
approximéciéval torténé arazasanal. Erdekes kérdés lehet, hogy a két hiba milyen

ardnyban jarul hozzd a teljes hibdhoz. Irjuk fel formalisan a becsléseinket:

Ay

A\

e ~N

E(A1—Ay—K)' =E(Li — Ly — K)" + (E(A; — A, — K)" —E(L1 — L, — K)") =

Ll
= (L, + K)E —1 + A, =
( 2 ) (Lg + K ) !

Ao

A

. . ++ (Ly+ K)E e " E(L_4 ' +A, =
R\ I, 2 Lo+ K <=\ L, 1=

:C'E(L4—1)+—|—A1—|—A2

A képletekben L és Ly azok a lognormaélis eloszlasok, amikkel a Aj-et és As-t
becsiiljiik a momentum-moédszeres approximacio soran. Ls az a lognormalis eloszlés,
amivel Lo + K-t kozelitjik a Kirk-approximacié soran, ¢ pedig egy Ls-t6l fiiggo
konstans, amit a mértékcsere soran kapunk. Végil L, = L;/Ls3, amir6l tudjuk,

hogy lognormalis, hiszen két lognormalis hanyadosa.

Jol lathato, hogy az elsé becslésiink azon mulik, hogy lognormaélis eloszldsok
Osszegét mennyire tudjuk jol kozeliteni egy masik lognormalis eloszlassal. A masodik
pedig azon, hogy egy kis konstanssal eltolt lognormalis eloszlast mennyire tudunk
jol kozeliteni egy masik lognormélis eloszlassal. Ez alapjan arra szamitunk, hogy az
els6 becslés pontatlanabb, mint a méasodik és a szimuldcidk soran ki is fog dertilni,

hogy altaldban A; jobban hozza fog jarulni a teljes hibdhoz, mint A,.
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4. Monte Carlo modszerek

Ebben a fejezetben roviden bemutatom, hogy hogyan lehet Monte Carlo szi-
mulécié segitségével opciokat arazni. Ez azért lesz fontos a dolgozatomhoz, mert az
elméleti médszerekkel készitett kozelito arazasok pontossagat az ol fejezetben Monte
Carlo szimulacio segitségével fogom meghatarozni. Elészor tekintsiik az altaldnos

maédszert, Roncoroni et al.| (2015)) alapjén.

Legyen g(x) egy mérheto fiiggvény és legyenek X;-k fliggetlen, azonos eloszlasbdl
szarmaz6 valdszintiségi véltozok. Ekkor a nagy szamok erds torvénye szerint, ha
Elg(X1)] < oo, akkor a g (X;) valdszintiségi véltozdk atlaga 1 valdsziniiséggel a
kozos varhato értékiikhoz tart:

ﬁ. 9(Xy) = E(g(X1))

Call opcidk drazésdhoz példaul valasszuk g(z)-nek az e”’" (z — K)™ fiiggvényt.

Az arfolyam egy palydjat konnyen szimuldlhatjuk a Black-Scholes modellben,
azsiai opciok esetén a

dS(t) =rS(t) dt + aS(t) dW (t)
differencidlegyenlet, mig spread opcidk esetén a
dS,(t) = rSi(t) dt + o151 (1) (ﬂ AWy (t) + p dWQ(t))
dSy(t) = rSa(t) dt + o25,(t) dWa(t)

differencialegyenletrendszer diszkretizalasaval.

Ezutan minden péalyahoz meg tudjuk hatarozni azsiai opciok esetén Ap-t, spread
opcidk esetén Sy (T) — So(T')-t vagy azsiai spread opcidk esetén A; — As-t. Ha az
i. ismétlésben kapott értéket Y ()-vel jeloljiik, akkor a call opcié drara a kovetkezd

becsléseket kapjuk:

p =T (y(i) _ K)+

1 o~
Pmc :ﬁ ZP(Z)
i=1

A korabbiak szerint py;c egy valdszintiséggel tart a helyes arhoz, a variancidja és a
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standard hibaja pedig a kovetkez6 lesz:

N
o = " Z (p(l) _pMC)2
i=1

2
e;

n

SEpnrc —

A standard hiba segitségével tudunk konfidencia-intervallumot is késziteni a becsléstink

koré. Az 1 — a megbizhatdsagi szinti konfidencia-intervallum

[0
puc £O7! (1 - 5) - senc

ahol ®~! a standard normélis eloszlasfiiggvényének az inverze.

Egyszerti Monte Carlo szimulacié esetén altalaban tul sok ismétlésre lenne sziikség
a kivant pontossag eléréséhez. Ennek kikiiszobolésére szoktak varianciacsokkento
modszereket alkalmazni, amelyek segitségével kevesebb ismétléssel, rovidebb futasido
mellett is elérheté ugyanolyan pontossidg. Egy gyakori megoldas az antitetikus
valtozok mdbdszere, ezt fogom roviden bemutatni, illetve a szimulaciék soran

implementalni is.

A médszer alapdtlete, hogy az Y = g(X) valdszintiségi valtozénak csokkenteni
akarjuk a variancidajat. Ehhez vegylink két azonos eloszlasu valészintiségi valtozot
gy, hogy mindkettének a varhaté értéke E(Y'), legyenek ezek Y; és Ys. Ekkor 1112

torzitatlan becslése E(Y)-nak. A variancia pedig a kovetkez6képpen irhaté fel:

Var (Y1 + Yg) _ Var (Y;) + Var (Y3) + 2 Cov (Y1, Y3)
: —

—Y1_5Y2 variancidja kisebb lesz Y] és Y, kozos varian-

Az eléz6 egyenlet szerint
cidgjanal, ha Y; és Yy kozott negativ a korrelacié. Ezt tugy tudjuk elérni, ha az
arfolyam palydjanak a szimuldldsa utdn a haszndlt Wiener-folyamat —1-szeresét
alapul véve is készitiink egy szimuldciét. Ekkor az eredeti palya alapjan kapott arat
p-vel, mig az antitetikus palya alapjan kapott arat p-vel jelolve, a kovetkezo becslést

kapjuk:
1 o= p® + @
Pav 0 Z; 9

A kapott ar tovabbra is egy valdszintiséggel tart a helyes arhoz, de a varianciaja és
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a standard hibaja most mar az alabbi lesz:

azvz—z( " )

Tav
n

seqy =
Az 1 — a megbizhatésagi szintii konfidencia-intervallum ekkor
pav £ &7 (1 - %) s seav

ami azonos ismétlésszam esetén altalaban sziikebb, mint az egyszerii Monte Carlo

szimulacié esetén kapott intervallum.
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5. Szimulaciés eredmények

Ebben a fejezetben a korabban bemutatott kozelité arazasi modszerek pon-
tossagat fogom vizsgalni. A modszereket Pythonban implementaltam, és a kapott
eredményeket Osszehasonlitottam az antitetikus valtozdkkal javitott Monte Carlo
szimuldcié eredményeivel. Az dltalam {rt Python fliggvények megtaldlhatéak a [7]

fejezetben talalhaté fiiggelékben.

5.1. Spread opcidk

Ebben az alfejezetben spread opciok Kirk-approximacioval valé arazasanak a
pontossagat fogjuk vizsgalni. Minden tesztiinkben egy olyan call spread opciét
fogunk tekinteni, ahol S;(0) = 100, S3(0) = 100, » = 5% és T = 1. A kotési
arat (K), a volatilitdsokat (o7, 09) és a korreldcidt (p) viszont véltoztatni fogjuk,
ezen keresztiil vizsgaljuk az approximacié pontossagat a paraméterei fiiggvényében.
Az antitetikus Monte Carlo szimulaciot ebben a részben mindig 250.000 ismétléssel

fogjuk végezni.

A Kirk-approximacié feltételei kozott szerepelt, hogy a kotési ar legyen relative
kicsi a masodik alaptermék arfolyamahoz képest. Ennek vizsgalatahoz tekintsiink
egy olyan call spread opciét, amelyre o1 = 05 = 0,5 és p=0,4. K, vagyis a kotési
ar mozogjon —20 és 20 kozott. Ekkor a két mddszerrel kapott opcidarak az|laj dbran
lathatoak. Ha feltessziik, hogy az antitetikus Monte Carlo adja a helyes eredményt,
akkor kiszamithatjuk a Kirk-approximacié relativ hibdjat a vizsgdlt kotési arak
esetén, ezt az [ID] 4bran lathatjuk.

Call spread epcio dra a kitesi ar filggvényeben Lo Relativ killonbség a kapott opcioarak kizatt
32.5 = Kirk-approximacia
\ Antitetikus MC 0.8%
0.0 .
A 0.5%
27.5 \
™ o 0.3%
L 25.0 \ K
= \ =
2 “ £ 00%
gms . =
& o.au
20.0 S, e
7.5 g 0.5%
15.0 \ 0.8%
: . . : : : . . . 1.0% 1 — . . : . ; : : .
-20 -15 -0 -5 0 5 10 15 20 20 -15 -0 -5 o 5 10 15 20
Az opcio kotesi ara Az opcio kotesi ara

(a) Call spread opcié dra a kotési ar  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fliggvényében kozott

1. dbra. Kirk-approximacié alapti arazas osszehasonlitasa az antitetikus Monte Carlo

szimuldciéval, call spread opcidk esetén, valtozo kotési arral.

Jol lathato, hogy a vizsgalt paramétervalasztas mellett az approximacio relativ
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hibaja 1% alatt van. Azt is észrevehetjlik az|1b|abrdn, hogy K abszolut értékének a
novelésével romlik az arazoképletiink teljesitménye, ez megfelel az elméleti varakozasa-

inknak, miszerint relativ kicsi K esetén pontosabb az approxima&cio.

Egy masik fontos kérdés, hogy a Kirk-approximacié hogyan teljesit kiilonb6z6
volatilitasok esetén, ugyanis minél nagyobb a volatilitas, annal nehezebben jelezheto
elére az alaptermék jovObeni arfolyama és ezéaltal anndal értékesebb lesz maga az
opci6. Tehat arra szamitunk, hogy minden més valtozatlansaga mellett az opcid
ara monoton né a volatilitas fiiggvényében. Most tekintsiink egy olyan call spread
opcidt, amelyre K = —10 és p = 0,4. 07 és 09, vagyis az alaptermékek arfolyaméanak
a volatilitdsa, 0,1 és 1,0 kozott vegyen fel értékeket. Ekkor a két mddszerrel kapott
opcidarak a [2al abran, a Kirk-approximéacié relativ hibaja pedig a [2b| abran lathato.

Call spread opcio ara a volatilitas fiiggvenyeben Lo Relativ killonbseg a kapott opcioarak kozott
a5 Kirk-approximacio
Antitetikus MC / 0.8%
40
o 0.5%
ki -~
A~ 0 D3%
b |
N g =
g £ 0.0%
<. r 5
~ & 0.3%
20 0.5%
15 0.8%
10 1.0%

T T T T T T T T T T
0z 04 oG 08 1.0 0z g 06 o8 10
Alaptermékek arfolyamanak a volatilitasa Alaptermekek arfolyamanak a volatilitasa

(a) Call spread opcié dra a volatilitdas  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak
fliggvényében kozott

2. abra. Kirk-approximaci6 alapu drazas osszehasonlitasa az antitetikus Monte Carlo

szimulacioval, call spread opcidk esetén, valtozo volatilitassal.

Most is 1%-on beliil van az approximécio relativ hibaja, de észrevehetjiik, hogy

a volatilitas novekedésével enyhén romlik a Kirk-approximéacié pontossaga.

Végil vizsgaljuk meg, hogy a korreladcié valtoztatdsa hogyan hat a call spre-
ad opcié arara, illetve a Kirk-approximacié pontossagara. Minél nagyobb a kor-
relacié a két alaptermék arfolyama kozott, annal konnyebben jelezheto elore az alap-
termékek jovOobeni arfolyaménak a kiilonbsége, ezért arra szamitunk, hogy minden
mas valtozatlansaga mellett az opcié ara monoton csokken a korrelacié fiiggvényében.
Tekintstink egy olyan call spread opciét, amelyre K = —10 és o3 = g9 = 0,5. p,
vagyis az alaptermékek arfolyamanak a korrelaciéja mozogjon —0,6 és 0,6 kozott.
Ekkor a két modszerrel kapott opcidarak a abran, a Kirk-approximacio relativ
hib4ja pedig a [3b] 4brdn 1dthatd.
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Call spread opcid ara a korrelacio fiiggvényében Relativ killonbség a kapott opcidarak kézatt

\\\ =—  Kirk-approximacio
975 Antitetikus MC 0.8%
0.5%
35.0
z 03%
g e . g
2 E 0.0%
& an.0 . ke
\“ £ 0.3%
27.5 ‘\\
et 0.5%
,
=0 ™\ 0.8%
™
e : : ' . . . 1.0% : : . ' ' .
—0.6 —0.4 —0.2 0.0 0.z 0.4 0.6 —0.6 —0.4 —0.2 0.0 0.z 0.4 06
Alaptermekek arfolyama kizittl korrelacio Alaptermekek arfolyama kizdtti korrelacio

(a) Call spread opcié6 &ra a korrelacié  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fiiggvényében kozott

3. abra. Kirk-approximécié alapu arazas 0sszehasonlitasa az antitetikus Monte Carlo

szimulacioval, call spread opcidk esetén, valtozd korrelacioval.

Most az approximéacié relativ hibaja 0, 5% alatt van minden vizsgélt korrelaciora,
és a[3b|abra alapjan nem latszik kapcsolat az approximdacié pontossaga és a korreldcid
kozott.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a Kirk-approximéci6 altal adott &r a vizsgélt
paramétervalasztasok esetén kevesebb, mint 1%-ot téved az antitetikus Monte Carlo
szimulacioval kapott arhoz képest. Tehat a legtobb esetben nyugodtan alkalmaz-

hatjuk a Kirk-approximéaciét spread opciok arazéasara.

5.2. Azsiai opciok

Ebben az alfejezetben azsiai opciok momentum-moddszeres arazasanak a pon-
tossagat fogjuk vizsgalni. Minden tesztiinkben egy olyan azsiai call opciot fogunk
tekinteni, ahol S(0) = 100, r = 5% és T = 1. A kotési drat (K), a volatilitdst
(0) és az atlagoldsi idopontok szamét (n) viszont valtoztatni fogjuk, ezen keresztiil
vizsgaljuk az approximacié pontossagat a paraméterei fiiggvényében. Az antitetikus

Monte Carlo szimuléciét most is mindig 250.000 ismétléssel fogjuk végezni.

A spread opcidkhoz hasonléan kezdjink most is a kotési arral. Tekintstiink egy
olyan azsiai call opciét, ahol o = 0,25 ésn = 100. A kotési ar mozogjon 90 és 110
kozott. Ekkor a két modszerrel kapott opcidarak a [4al abran, a momentum-modszer
relativ hibaja pedig a [4b| Abran lathaté.
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Call azsial opcio ara a kbtési ar fiiggvényében Relativ killonbség a kapott opcidarak kézatt

1L.0%
= Momentum-modszer
Antitetikus MC 0.8%
12
0.5%
10 g 3%
%5 z
2 B 00%
§°® 2
& 0.3%
6 \H\ 0.5%
I 0.8%
1
T T T T T T T T -1.0% T T T T T T T T
90.0 925 95.0 897.5 1000 1025 1050 1075 0.0 92.5 95.0 97.5 1000 1025 1050 1075
Az opoio kitesi ara Az opcio kotesi ara

(a) Call 4zsiai opci6 dra a kotési ar  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fiiggvényében kozott

4. abra. Momentum-modszer alapti arazas Osszehasonlitasa az antitetikus Monte

Carlo szimulaciéval, call dzsiai opciok esetén, valtozd kotési arral.

A momentum-mddszeres approximacié relativ hibaja 1%-on beliil van, a [4b|abra
alapjan nem igazan allapithaté meg kapcsolat a mdédszer pontossaga és a kotési ar
kozott.

Fontos kérdés, hogy a momentum-maodszeres approximéacié hogyan teljesit kiilon-
boz6 volatilitasok esetén, ugyanis minél nagyobb a volatilitas, annal nehezebben
elérejelezheto az alaptermék jovobeni arfolyama és ezaltal anndl értékesebb lesz ma-
ga az opcié. Tehat a spread opcidkhoz hasonléan most is arra szamitunk, hogy min-

den mas valtozatlansaga mellett az opcié dra monoton no a volatilitéds fiiggvényében.

Call azsial opcio ara a volatilitas fiiggvényeben Relativ killonbség a kapott opcicarak kozott
1.5%
10 { = Momentum-modszer
Antitetikus MC
1.0%
a
0.5%
2
g 6 =
2 7 0.0%
& a
1 E
40.5%
2 1.0%
0 : : : : : 1.5% : : : : :
01 0z 03 04 oS ol 02 03 0 05
Alaptermek arfolyamanak a volatilitasa Alaptermeék arfolyamanak a volatilitasa

(a) Call &zsial opcié ara a volatilitds  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fiiggvényében kozott

5. dbra. Momentum-moddszer alapu arazas osszehasonlitasa az antitetikus Monte

Carlo szimulaciéval, call dzsiai opciok esetén, valtozé volatilitassal.

Tekintsiink egy olyan azsiai call opciét, amelyre K = 105 és n = 100. o, vagyis

az alaptermék arfolyamanak a volatilitasa, 0,1 és 0,5 kozott vegyen fel értékeket.
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Ekkor a két modszerrel kapott opcidarak az abran, a momentum-modszeres

approximéacié relativ hibaja pedig az abran lathato.

A momentum-mddszeres approximécio relativ hibaja 1%-on beliil van a vizsgalt
tartomanyon, de az abra alapjan a Kirk-approximéaciéhoz hasonléan ennek a

modszernek is romlik a pontossdga a volatilitas novekedésével.

Végil vizsgaljuk meg, hogy az atlagolasi idépontok szaménak a valtozésa hogyan
hat egy azsiai call opcid aréra, illetve a momentum-modszeres arazas pontossagara.
Az atlagolasi idépontok szamanak a novelésével az opcio dra tartani fog egy folytonos
atlagolasu azsiai opcié darahoz. A momentum-modszeres arazasnal mindig annyi log-
normalis 0sszegét kozelitjiik egy masik lognormalissal, ahany atlagolasi idépont van.
Ezeknek a lognormaélisoknak az Gsszege viszont az atlagolasi idépontok szaméanak a
novelésével a Centralis hatareloszlas-tétel miatt egy normaélis eloszlashoz fog tar-
tani. Tehat arra szamitunk, hogy az atlagolasi idopontok szaméanak a novelésével
a momentum-maodszeres arazasunk pontossaga romlani fog. Ennek ellenorzéséhez
tekintsiink egy olyan azsiai call opciét, amelyre K = 105 és o = 0,25. n mozog-
jon 100 és 1000 kozott. Ekkor a két modszerrel kapott opcidarak a abran, a

momentum-maédszeres approximdcié relativ hibdja pedig a [6D] dbrdn lathato.

Callséézsiai opcio ara az atlagolasi idépontok szaméanak fiiggvényében Lo Relativ killonbség a kapott opcioarak kézatt
0.8%
48
0.5%
a6 — g 03%
N =
2 £ 00%
& =
a4 & 0.3%
0.5%
432
0.8%
40 . : : . : 1.0% . : . : :
200 400 600 800 1000 200 100 600 800 1000
Atlagolasi iddpontok szama az opcid lejarataig Atlagolasi iddpontok szama az opcio lejarataig

(a) Call &zsiai opci6 ara az atlagoldsi  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

idopontok szamanak fliggvényében kozott

6. dbra. Momentum-moédszer alapi arazas Osszehasonlitdsa az antitetikus Monte
Carlo szimulaciéval, call azsiai opciok esetén, az atlagolasi napok szaméanak

valtoztatasaval.
A relativ hiba most is 1% alatt van a vizsgalt tartoményon, de lathatjuk, hogy

a sejtésiink beigazoldédott és valéban romlik a modszer pontossdga az atlagolasi

idopontok szamanak a novelésével.
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Osszességében elmondhatjuk, hogy a momentum-médszeres approximdcié altal
adott ar a vizsgdlt paramétervalasztasok esetén kevesebb, mint 1%-ot téved az
antitetikus Monte Carlo szimulacioval kapott arhoz képest. Tehat nyugodtan al-

kalmazhatjuk a momentum-maédszeres kozelitést azsiai opcidk arazasara.

5.3. Azsiai spread opcidk

Ebben az alfejezetben &dzsiai spread opcidk hibrid momentum-mddszeres araza-
sanak a pontossagat fogom vizsgalni. Minden tesztiinkben egy olyan call azsiai
spread opcidt fogunk tekinteni, ahol S;(0) = 100, S3(0) = 100, r =5% és T =1. A
kotési arat (K), a volatilitdsokat (o1, 09), a korreldcidt (p) és az atlagolasi idépontok
szamat (n) viszont valtoztatni fogjuk, ezen keresztiil vizsgaljuk az approximéacié
pontossagat a paraméterei fiiggvényében. Tovabba megengedjik azt is, hogy az
atlagolasi idopontok a két alaptermék esetén teljesen kiilonbozoek legyenek, erre is
fogunk teszteket végezni. Mivel ez a rész vizsgalja a dolgozat f6 eredményének a
pontossagat, ezért itt az antitetikus Monte Carlo szimulaciot mar 500.000 ismétléssel

végezziik.

Kezdjink ismét a kotési arral. Tekintsiink egy olyan call dzsiai spred opcidt,
ahol o1 = 05 = 0,25,p = 0,3 ésn = 100. A kotési ar mozogjon —20 és 20 kozott.
Ekkor a két mddszerrel kapott opcidarak a [7al abran, a hibrid momentum-modszer
relativ hibaja pedig a [7h] dbrdn 14thato.

Call azsial spread opcio ara a kitesi ar fiiggvényeben Lo Relativ killonbseg a kapott opcioarak kozott
0.0 N = Hibrid momentum-madszer
, Antitetikus Monte Carlo
17.5 N,

0.8%
15.0 \
12.5

10.0

=
o
#

Opcidar

Relativ hiba
=
=
#

T T T T T T T T T 0.0% T T T T T T T T T
=20 —15 —=10 =5 o 5 10 15 20 —20 —15 =10 =5 1] 5 10 15 20
Az opcio kotesi ara Az opcio kotesi ara

(a) Call azsiai spread opcié ara a kotési ar  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fliggvényében kozott

7. abra. Hibrid momentum-moédszer alapi arazas Osszehasonlitdasa az antitetikus

Monte Carlo szimulacioval, call azsiai spread opcidk esetén, valtozo kotési arral.

Tehat ezzel a paramétervalasztassal a hibrid momentum-maédszeres approximacié
relativ hibdja 1%-on belill van, a abra alapjan nem igazan allapithaté meg

kapcsolat a mddszer pontossdga és a kotési ar kozott. Erdekesség viszont, hogy
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az approximacié a szarmaztatott terméket mindenhol feliilarazza.

Vizsgaljuk meg a moddszer hatékonysdgat az alaptermékek arfolyamanak vola-
tilitasa fliggvényében is. Tekintsiink egy olyan call azsiai spread opciét, amelyre
K =5 p=0,4 és n = 100. o1 és g mozogjon 0,1 és 0,5 kozott. Ekkor a
két mddszerrel kapott opcidarak a [8al abran, a momentum-maddszeres approximéaciéd
relativ hibaja pedig a [8b| abran lathaté.

Call azsial spread opcio ara a volatilitas fiiggvenyeben Relativ killonbseg a kapott opcioarak kozott
25%
= Hibrid momentum-modszer
Antitetikus Monte Carlo
g 20%
6 o 1.5%
5 ]
N g
el
é- . y .% L0%
rd T
d [
0.5%
2
0.0%
i)
T T T T T 0.5% T T T T T
01 0z 03 04 oS ol 02 03 0 05
Alaptermekek arfolyamanak a volatilitasa Alaptermekek arfolyamanak a volatilitasa

(a) Call azsiai spread opci6 ara a volatilitdas  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fiiggvényében kozott

8. abra. Hibrid momentum-moddszer alapi arazas osszehasonlitasa az antitetikus

Monte Carlo szimulacioval, call azsiai spread opcidk esetén, valtozoé volatilitassal.

Tehat a hibrid momentum-maddszeres approximacié pontossaga fokozatosan rom-
lik a volatilitds novekedésével, és erre is szamitottunk. A mddszer relativ hibdja 2%
alatti a jelenlegi paramétervélasztassal, és a abra alapjan észrevehetjik azt is,

hogy a mddszeriink itt is inkabb feliilarazza szarmaztatott terméket, mint alul.

Ezutén vizsgaljuk meg az alaptermékek arfolyamanak a korrelacigjanak a hatasat
az arazasi modszeriinkre. Arra szamitunk, hogy a korrelacié novekedésével az opcié
ara csokkenni fog, de a spread és az &azsiai drazashoz hasonléan a mddszer pon-
tossagara nem lesz hatdssal. Tekintsiink egy olyan call azsiai spread opcidt, amelyre
K =5, 01 =09 =025 és n = 100. p mozogjon —0,6 és 0,6 kozott. Ekkor a
két médszerrel kapott opciddrak a [0al dbrdn, a momentum-mdédszeres approximdacio
relativ hibaja pedig a [9b] dbrdn 14thato.

33



Call azsial spread opcid ara a korrelacio fiiggvenyében i Relativ killonbség a kapott opcidarak kézatt

= Hibrid momentum-maodszer
Antitetikus Monte Carlo 1.29%

-

L0%
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§- E 0.5%
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Alaptermekek arfolyamanak a korrelaciaja Alaptermekek arfolyamanak a korrelaciaja

(a) Call dzsiai spread opcié dra a korrelacié  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

fiiggvényében kozott

9. abra. Hibrid momentum-modszer alapi arazas osszehasonlitasa az antitetikus

Monte Carlo szimuléacioval, call azsiai spread opciok esetén, valtozo korrelacidval.

A jelenlegi paramétervélasztdssal az approximacié relativ hibdja 1% alatt van
minden vizsgalt korreldciéra, és ahogy arra szamitottunk, a [0b] dbra alapjdn nem
latszik kapcsolat az approximacié pontossaga és a korrelacié kozott. Most is észreve-

hetjiik viszont, hogy a mddszeriink enyhén feliillarazza a szarmaztatott terméket.

Kovetkezonek tekintsiik az atlagolasi idépontok szamét. Az atlagolédsi idépontok
szamanak a novelésével a spread opciéban folytonos atlagolasu alaptermékek kiillonb-

ségét kell arazzuk.

Opcidar az atlagolasi id6épontok szamanak fiiggvenyében L% Relativ killonbseg a kapott opcioarak kozott
)
34 1.2%
1.0%
k3
o 0.8%
b =
2 =
2 a0 F 0% \—/\/\/
& E
£ 02%
28
0.0%
b
26 0.2%
. . : . . 0.5% . . . : .
200 400 600 800 1000 200 400 600 BOD 1000
Atlagolasi iddpontok szama az opcid lejarataig Atlagolasi iddpontok szama az opcio lejarataig

(a) Call azsiai spread opcié ara az atlagoldsi  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

idopontok szamanak fliggvényében ko6zott

10. abra. Hibrid momentum-modszer alapu arazas osszehasonlitdsa az antitetikus
Monte Carlo szimulédciéval, call azsiai spread opciok esetén, az atlagolasi napok

szamanak valtoztatdsaval.

A momentum-moédszeres drazasndl mindig annyi lognormalis 0sszegét kozelitjik

egy masik lognormalissal, ahany atlagoldsi idépont van. Ezeknek a lognormélisoknak
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az Osszege viszont az atlagolasi idopontok szamanak a novelésével a Centralis hatar-
eloszlas-tétel miatt egy normalis eloszldshoz fog tartani. Tehat utdna a Kirk-approxi-
méaciénal lognormaélisak kiilonbsége helyett normalisak kiilonbségét kell arazzuk, és
emiatt valészintileg romlani fog az approximacionk pontossaga. Ennek ellenérzéséhez
tekintsiink egy olyan call azsiai spread opciét, amelyre K = 5,01 = 09 = 0,25 és p =
0,4. n mozogjon 100 és 1000 kozott. Ekkor a két mddszerrel kapott opcidarak a
abran, a momentum-modszeres approximacié relativ hibaja pedig a abran
lathato.

A relativ hiba most is 1% alatt van a vizsgalt tartoméanyon, de nem latunk
egyértelmii kapcsolatot a modszer pontossaga és az atlagolasi idopontok szama
kozott. Azt viszont most is észrevehetjiik, hogy a hibrid momentum-maodszer enyhén

felularazza a szarmaztatott terméket.

Végiil tekintsiink egy olyan esetet, ahol a két alapterméket teljesen eltérd na-
pokon atlagoljuk, és vizsgaljuk meg, hogy ez ront-e a hibrid momentum-maodszer
pontossagan. Tegytik fel, hogy 250 kereskedési nap van egy évben és az egyik alap-
terméket minden honap elsé kereskedési napjan atlagoljuk, a masikat pedig minden
masodik hétfén. Ekkor a szarmaztatott termék kifizetésében az elsé alaptermék
arfolyamanak 12 idépontban vett atlaga, mig a masodiknak 26 idopontban vett
atlaga szerepel. Példaul elképzelhetiink egy olyan aluminium tizemet, amely havonta
szerzi be a bauxitot egy beszallitotol, de az abbdl elkészitett aluminiumot kéthetente
el tudja adni egy masik nagytlizemi vevonek. Az aluminium iizem egy aluminium-
bauxit azsiai spread opciéval tudja csokkenteni a kitettségét az arak kiillonbségére,
és éppen azok az atlagolasi napok szerepelnének az opciés szerzodésben, amik a
példankban is vannak. Most térjiink vissza a mddszer pontossaganak a vizsgalatahoz,
a call azsiai spread opciénk tébbi paramétere legyen K =5 és p = 0,4. Abrazolni
most is a volatilitasok fiiggvényében fogunk, ugyanis az eddigi tapasztalataink sze-
rint az van a legnagyobb hatédssal az approximécié pontossagara. o; és oy mozog-
jon 0,1 és 0,5 kozott. Ekkor a két moddszerrel kapott opcidarak a abran, a

momentum-modszeres approximdcio relativ hibaja pedig a abran lathatd.

35



Call azsial spread opcid ara a volatilitas fiiggvényeben ; Relativ killonbseg a kapott opcioarak kozott

= Hibrid momentum-modszer
a Antitetikus Monte Carlo

Relativ hiba
5
£

o1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.1 0z 0.3 0.4 05
Alaptermekek arfolyamanak a volatilitasa Alaptermekek arfolyamanak a volatilitasa

(a) Call dzsiai spread opcié dra kiilonbozé  (b) Relativ kiilonbség a kapott opcidarak

atlagoldsi napokkal, valtozd volatilitassal kozott

11. abra. Hibrid momentum-moddszer alapu arazas osszehasonlitdsa az antitetikus
Monte Carlo szimulaciéval, call azsiai spread opcidk esetén, kiilonbozo atlagolasi

napok esetén, valtozé volatilitassal.

Osszehasonlitva a kapott eredményt a abraval azt latjuk, hogy nem tapasztal-
tunk szignifikans romlédst a pontossagban azzal, hogy megengedtiink eltéro atlagolasi

idépontokat is. A relativ hiba a vizsgdlt tartomdnyon tovabbra is 2%-on beliil van.

Osszességében elmondhatjuk, hogy a hibrid momentum-mddszeres approximéacié
altal adott ar a vizsgalt paramétervalasztasok esetén kevesebb, mint 2%-ot téved az
antitetikus Monte Carlo szimulacioval kapott arhoz képest. Fontos megjegyezni,
hogy a hibrid momentum-modszer két egymasutani becslést alkalmaz, igy nem
szamithatunk akkora pontossagra, mint a sima spread vagy azsiai opcioknal. Erdekes-
ség tovabba, hogy a modszer szinte mindig feliilarazza a szarmaztatott terméket, igy

megfelel6 kondicionalassal valészintileg tovabb pontosithato.

5.4. Konfidencia intervallumok

Mivel igazabdl a Monte Carlo szimulacié sem egy pontos arat ad meg, hanem egy
konfidencia intervallumot, ezért fontos megvizsgalnunk, hogy a tapasztalt 1 — 2%-
os relativ hibdkkal még benne vagyunk-e példaul a 95%-os megbizhatdsdgi szinti

konfidencia intervallumban.
Vizsgaljuk kiilon-kiilon a harom opciétipust:
Spread opcié
Tekintsiink egy spread opciét a kovetkezdé paraméterekkel: S;(0) = 100, S3(0) =

100, K = =10, r = 5%, p=0,6 és T = 1. Az antitetikus Monte Carlo szimuldciét
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végezziik 500.000 ismétléssel. Ezutan hatarozzuk meg a Kirk-approximacié szerinti
arat, illetve az antitetikus Monte Carlo mdédszer konfidencia intervalluméanak az alsé

és fels6 hatarat néhany volatilitas értékre:

Volatilitas MC alsé hatar MC fels6 hatar Kirk-ar
0,4 19,46 19,59 19,54
0,6 26,25 26,50 26,36
0,8 33,01 33,42 33,07

3. tablazat. Konfidencia intervallumok spread opcid esetén

A [3l tabldzatbdl kénnyen kiolvashatjuk, hogy a Kirk-dr beleesik a 95%-os kon-
fidencia intervallumba, igy azt mondhatjuk, hogy nem hibazik szignifikdnsan a

modszer.

Azsiai opcid
Most tekintsiink egy azsiai opciot a kovetkez6 paraméterekkel: S(0) = 100, K =
105, r = 5%, n =100 és T = 1. Az antitetikus Monte Carlo szimulaciét végezziik
500.000 ismétléssel. Ezutan hatarozzuk meg a momentum-modszer szerinti arat,
illetve az antitetikus Monte Carlo médszer konfidencia intervallumanak az alsé és

fels6 hatarat néhany volatilitas értékre:

Volatilitas MC alsé hatar MC fels6 hatar MM-ér
0,1 1,296 1,314 1,302
0,3 5,698 5,767 5,759
0,5 10,214 10,349 10,361

4. tablazat. Konfidencia intervallumok azsiai opcio esetén

A 4l tablazatbdl konnyen kiolvashatjuk, hogy a momentum-mddszeres approxi-
maciéval kapott ar beleesik a 95%-os konfidencia intervallumba 0,1-es és 0,3-mas
volatilitas esetén, mig 0,5-0s volatilitds esetén éppen kiesik beldle. Osszességében

igy itt is azt mondhatjuk, hogy nem hibézik szignifikdnsan a mddszer.

Azsiai spread opcid
Végiil tekintsiink egy dzsiai spread opciét a kovetkezd paraméterekkel: S;(0) =
100, S5(0) = 100, K = =5, = 5%, p = 0,6,n = 100 és T' = 1. Az antitetikus Monte
Carlo szimulaciét végezziik 500.000 ismétléssel. Ezutdn hatdrozzuk meg a Kirk-
approximacié szerinti arat, illetve az antitetikus Monte Carlo médszer konfidencia

intervallumanak az alsé és fels6 hatarat néhany volatilitdas értékre:
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Volatilitas MC als6 hatar MC fels6 hatéar HMM-ar
0,1 5,223 5,233 5,230
0,3 8,714 8,769 8,764
0,5 12,648 12,752 12,798

5. tablazat. Konfidencia intervallumok azsiai spread opcid esetén

A [ tablazatbdl kiolvashatjuk, hogy a momentum-mddszeres approximécival
kapott ar beleesik a 95%-os konfidencia intervallumba 0,1-es és 0,3-mas volati-
litas esetén, de 0,5-0s volatilitas esetén mar boven kiesik belole. Tehat a hibrid
momentum-maodszeres arazasrol csak kisebb volatilitasok esetén allithatjuk, hogy

nem szignifikdns a hibdja.

Osszességében elmondhatjuk, hogy mindhdrom vizsgalt opciéra tudtunk adni
egy olyan arazasi médszert, aminek kis volatilitasok esetén nem szignifikans a hibaja

95%-0s megbizhatdsdgi szinten.

Végiil pedig emlékezziink vissza a [3.3.2] részben szereplo hibabecslésiinkre. Ott
azt allitottuk, hogy a teljes hibanak nagyobb része szarmazik a momentum-maodszeres
arazas hibajabol, mint a Kirk-approximécié hibdjabdl. Természetesen a paraméterek
nem tokéletesen hasonlithatéak ossze, de a[3] és a[d] tablazatot tekintve azt latjuk,
hogy a Kirk-approximécié sokkal magasabb volatilitasok esetén is benne van a
konfidencia intervallumban, mint a momentum-maddszer, vagyis azonos volatilitas

esetén varhatéan pontosabb.
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6. Osszefoglalas

Dolgozatomban hiarom egzotikus opciét mutattam be, kitérve a pontos arazasuk
nehézségeire, és az ennek eredményeként létrejott kozelitd arazasi modszerekre.
Mindharom vizsgélt opcié arazdsanak bemutattam roviden a szakirodalmét, majd
egy-egy approximaciét részletesen is levezettem. Kiilon kiemelném az azsiai spread
opcioknal ismertetett hibrid momentum-moédszeres drazast, az legjobb tudomasom
szerint a sajat munkam eredménye. A tesztek elvégzése elétt roviden bemutat-
tam a Monte Carlo szimulacié elméleti hatterét, illetve a variancia csokkentés egy
lehetséges mddjat. Ezutan megvizsgaltam mindharom approximéacié pontossagat
ugy, hogy az antitetikus Monte Carlo altal adott arhoz viszonyitottam. A tesztek
sikeresnek mondhatdk, spread és dzsiai opcidk esetén a kozelité modszereink 1%-nél
kisebb relativ hibat vétettek a vizsgalt paramétervalasztasok esetén. Azsiai spread
opcidk esetén természetesen nem szamithattunk ilyen jé eredményre, ugyanis a
hibrid momentum-maoddszerben két becslést is végziink egymas utan. Ennek ellenére
a vizsgélt paraméterekkel 2%-on beliili relativ hibat ért el modszer, ami bizakoddsra
adhat okot.

A szakdolgozatomat egy rovid kitekintéssel szeretném lezarni, amelyben a ben-
nem felmeriilo, lehetséges tovabblépési irdnyokat szeretném ismertetni. Egyrészt
érdekes lehet annak a vizsgalata, hogy miért daraz mindig feliil a hibrid momentum-
modszer, hiszen ennek megértésével és megfelel6 kondiciondlassal még pontosabb
arakat kaphatnank. Maésrészt ez a médszer kénnyen édltaldanosithaté lenne (dzsiai)
basket opciokra is, egyszeriien kozelithetnénk a linearis kombinacioban pozitiv eléjel-
lel szerepld termékeket egy lognormaélissal és a negativ eldjellel szerepléket egy
masik lognormalissal. Ezzel visszavezetnénk a feladatot egy egyszerii spread opcid
4drazdsira. Erdekes kérdés lehet, hogy erre az altalanosabb esetre alkalmazva az
approximéacionkat, mennyit romlik a médszer pontossaga. Végiil pedig kereshetnénk
olyan tobbparaméteres eloszlasokat is, amihez szintén tudjuk momentum-maédszerrel
illeszteni a kifizetésfiiggvényben szereplo eloszldsunkat, de ezzel csak kisebb hibat

vétunk.
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7. Fuggelék

Eurépai spread opcio arazasa Kirk-approximacioval

def european_spread_kirk(S1, S2, K, r, sigmal, sigma2, rho, T, option_-type):

7»» 81, S2 = spot prices; K = strike price; r = risk—free rate; sigmal, sigma2
= wvolatilities; rho = correlation; T = time to maturity (in years);
option_type = ’call’ or ’put’ 777

T_sqrt = math.sqrt (T)

K_kirk = S2 + np.exp(—rxT)*K

sigma_kirk = math.sqrt (sigmal=**2 + (sigma2xS2/K_kirk) %2 —
2«rhoxsigmal*sigma2+S2/K_kirk)

dl = (np.log(S1/K_kirk) + (1/2)*sigma_kirk*%2+xT_sqrt) / (sigma_kirk * T_sqrt)

d2 = dl — sigma_kirk = T_sqrt

if option_type — ’call’:
price = (Sl*norm.cdf(dl) — K_kirknorm.cdf(d2))
elif option_type = ’put’:
price = (K_kirk*norm.cdf(—d2) — Slxnorm.cdf(—dl))
else:
raise ValueError (”Option type must be either ’call’ or ’put’.”)

return price

Eurdpai spread opcié arazasa Monte-Carlo mddszerrel

def european_spread_mc(S1, S2, K, r, sigmal, sigma2, rho, T, n, M, option_type,

interval = 0):
7r»» 81, S2 = spot prices; K = strike price; r = risk—free rate; sigmal,
sigma2 = wolatilities; rho = correlation; T = tenure; n = number of
steps; M = Monte—Carlo repetitions; option_type = ’call’ or ’put’;
interval = 0 (return price only) or I (also return confidence interval) 77”7
dt = T/n
ranvecl = np.random.normal(0, 1, (M, n))
ranvec2 = np.random.normal (0, 1, (M, n))

S1l_pathl = Sl*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —
0.5*sigmal*x*2)+dt + sigmals*np.sqrt(dt)=*(ranvecl)), axis=1)), axis=1)

Sl_path2 = Sl*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —
0.5%sigmal=**2)+dt + sigmalsnp.sqrt(dt)*(—ranvecl)), axis=1)), axis=1)

S2_pathl = S2*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —
0.5xsigmal**2)xdt + sigma2*np.sqrt(dt)*(rhox(ranvecl) + np.sqrt (1l —
rho*%2)x(ranvec2))), axis=1)), axis=1)

S2_path2 = S2*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —
0.5xsigmal**2)xdt + sigma2*np.sqrt(dt)*(rho*(—ranvecl) + np.sqrt (1l —

rho*%2)*(—ranvec2))), axis=1)), axis=1)

Ull = Sl_pathl[:, —1]
Ul2 = Sl_path2[:, —1]
U21 = S2_pathl[:, —1]
U22 = S2_path2[:, —1]

C = 0.5%np.exp(—r+T)*(np.maximum(U1l — U21 — K, 0) + np.maximum(Ul2 — U22 — K,

0))

P = 0.5%np.exp(—r*T)*(np.maximum(K — Ull + U21, 0) + np.maximum (K — U12 4+ U22,
0))

price_c = np.mean(C)

price_.p = np.mean(P)
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std_err_c = np.std(C)/np.sqrt (M)

std_err_.p = np.std(P)/np.sqrt (M)
conf_int_c = [price.c — 1.96xstd_err_c, price_.c + 1.96xstd_err_c]
conf_int_p = [price.p — 1.96xstd_err_-p, price.p + 1.96xstd_err_p]
if option_type = ’call’:

price = price_c

conf_int = conf_int_c
elif option_type = ’put’:

price = price_p

conf_int = conf_int_p
else:

raise ValueError(”Option type must be either ’call’ or ’put’.”)
if interval = 1:

return [price] + conf_int
else:

return price

Azsiai opcié araziasa momentum-maéddszerrel

def arithmetic_asian.mm (S0, K, r, sigma, T, n, option_-type):

77» S0 = spot price; K = strike price; r = risk—free rate; sigma =
volatility ; = tenure; n = number of steps; option_type = ’call’ or
Sput? 777

Ml = SO/(n+1)*sum([np.exp(r*i/n) for i in range(n+1)])
M2 SO0x%2/(n+1)**2*«sum ([np.exp(r=(i+j)/n + (sigma=**2)smin(i, j)/n) for i in
range(n+1) for j in range(n+1)])

paraml = 2#np.log(Ml) — np.log (M2)/2
param2 = math.sqrt (np.log(M2) — 2xnp.log(M1))

dl = (np.log(1/K) + paraml 4 param2%x2)/param2

d2 = d1 — param?2
if option_type — ’call’:
price = np.exp(—r*T)*(np.exp(paraml + (param2%x2)/2)*norm.cdf(dl) —
Kxnorm. cdf (d2))
elif option_type =— ’put’:
price = np.exp(—r*T)*(K«norm.cdf(—d2) — (np.exp(paraml +
(param2x%2) /2))*norm. cdf(—dl))
else:

raise ValueError(”Option type must be either ’call’ or ’put’.”)

return price

Azsiai opcidé arazasa Monte-Carlo szimulaciéval

def arithmetic_asian_mc (S0, K, r, sigma, T, n, ti, M, option_type, interval = 0):

777 S0 = spot price; = strike price; r = risk—free rate; sigma =
volatility; T = tenure; n = number of steps; ti = averaging dates (n+1
length {0, 1} list); M = Monte—Carlo repetitions; option_type = ’call’ or
‘put ’;  interval = 0 (return price only) or 1 (also return confidence

2999

interval)

dt = T/n

ranvec = np.random.normal(0, 1, (M, n))
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S_pathl = SO*np.concatenate ((np.
0.5%sigma**2)+dt + sigma=np.
S_path2 = SO#*np.concatenate ((np.
0.5*sigma*+2)+dt + sigma=np.

Ul = np.average(S_pathl,
U2 = np.average(S_path2,

ones ((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —
sqrt (dt)*(ranvec)), axis=1)), axis=1)
ones ((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —
sqrt (dt)*(—ranvec)), axis=1)), axis=1)

axis=1, weights=ti)

axis=1, weights=ti)

C = 0.5%np.exp(—r*T)*(np.maximum(Ul — K, 0) + np.maximum(U2 — K, 0))
P = 0.5%xnp.exp(—r*T)*(np.maximum(K — Ul, 0) 4+ np.maximum(K — U2, 0))
price_c = np.mean(C)
price_.p = np.mean(P)
std_err_c = np.std (C)/np.sqrt (M)
std_err_.p = np.std(P)/np.sqrt (M)
conf_int_c = [price_c — 1.96xstd_err_c, price_.c + 1.96xstd_err_c]
conf_int_p = [price.p — 1.96xstd_err_p, price.p + 1.96xstd_err_p]
if option_type = ’call’:
price = price_c
conf_int = conf_int_c
elif option_type = ’put’:
price = price_p
conf_int = conf_int_p
else:
raise ValueError(”Option type must be either ’call’ or ’put’.”)
if interval = 1:
return [price] + conf_.int
else:
return price
Azsiai spread opcié arazasa fancy moddszerrel
def spread_asian_dates.mm (S1, S2, K, r, sigmal, sigma2, rho, T, n, til, ti2):
777 S1, S2 = spot prices; = strike price; r = risk—free rate; sigmal,
sigma2 = wolatilities; rho = correlation; = tenure; n = number of
steps; til, ti2 = averaging dates (n+1 length {0, 1} lists) 777
avg_datesl = [axb for a, b in zip(til, range(n+1))]
avg_dates2 = [axb for a, b in zip(ti2, range(n+1))]

11 = sum(til)
12 = sum(ti2)

M1.S1 S1/(11)*sum([np.exp(r*i/100)

M2_S1 S1x#2/(11)**2*sum ([np.exp(r=(i+j)/100 + (sigmal*=2)+min(i
i*j>0 else 0 for i in avg_datesl for j in avg_-datesl])

M1.S2 = S2/(12)*sum([np.exp(rxi/100)

M2._S2 = S2%x2/(12)**2+sum([np.exp(r*(i+j)/100 + (sigma2*x2)=+min(i
i*xj>0 else 0

for i in avg_dates2 for j in avg_-dates2])

paraml_S1 = 2xnp.log(M1.S1) — np.log(M2.S1)/2
param2_S1 = math.sqrt (np.log (M2.S1) — 2xnp.log (M1.S1))
paraml_S2 = 2xnp.log(M1.S2) — np.log(M2.S2)/2
param2_S2 = math.sqrt (np.log (M2.S2) — 2xnp.log (M1.S2))

if i>0 else 0 for i in avg._datesl])

» §)/100)

if i>0 else 0 for i in avg._dates2])

» §)/100)

crm_old = S1%S2/(11*12)*sum([np.exp(r*(i+j)/n + (sigmalksigma2xrho)x*min(i,

i)/m)

if ixj>0 else 0 for i in avg_datesl for j in avg_dates2
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rho_

Sl_approx

approx = (np.log(crm_old) — (paraml_S1 + paraml_S2 + (1/2)sxparam2_S1x%2 +
(1/2)*param2_S2%x%2)) /(param2_Slxparam2_S2)

np.exp(paraml_S1 + (param2_S1**2)/2)

S2_approx = np.exp(paraml_S2 + (param2_S2%%2)/2)

price = european_spread_kirk (Sl_approx*np.exp(—r*T), S2_approxs*np.exp(—r=*T),

K, r, param2_S1, param2_.S2, rho_approx, 1, ’call’)

return price

Azsiai spread opcié arazasa Monte-Carlo médszerrel

def spread_asian.mc(S1.0, S2.0, K, r, sigmal, sigma2, rho, T, n, til, ti2, M,
option_type, interval = 0):

999

S1.0, S2_.0 = spot prices; K = strike price; r = risk—free rate; sigmal,

sigma2 = wvolatilities; rho = correlation; T = tenure; n = number of
steps; til, ti2 = averaging dates (n+1 length {0, 1} lists); M=
Monte—Carlo repetitions; option_type = ’call’ or ’put’; interval = 0

(return price only) or 1 (also return confidence interval) 777

dt = T/n
ranvecl = np.random.normal(0, 1, (M, n))
ranvec2 = np.random.normal(0, 1, (M, n))

S1l_pathl = S1_0*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —

0.5%sigmal **2)xdt 4+ sigmalxnp.sqrt(dt)=(ranvecl)), axis=1)), axis=I1)

Sl_path2 = S1_0*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —

0.5*sigmal**2)+dt + sigmals*np.sqrt(dt)*(—ranvecl)), axis=1)), axis=1)

S2_pathl = S2_0*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —

0.5%sigmal=**2)xdt + sigma2*np.sqrt(dt)*(rhox(ranvecl) + np.sqrt (1 —
rho**2)x(ranvec2))), axis=1)), axis=1)

S2_path2 = S2_0*np.concatenate ((np.ones((M, 1)), np.cumprod(np.exp((r —

Ul1
U12
U21
U22

0.5%sigmal=**2)+dt + sigma2*np.sqrt(dt)*(rho*(—ranvecl) + np.sqrt (1l —

rho**2)*(—ranvec2))), axis=1)), axis=1)

= np.average(Sl_pathl, axis=1, weights=til
(Sl_path2, axis=1, weights=til

= np.average (S2_pathl, axis=1, weights=ti2
(S2_path2, axis=1, weights=ti2

= np.average

— — — —

= np.average

0.5*np.exp(—r=T) *(np.maximum (U1l — U21 — K, 0) + np.maximum(U12 — U22 — K,
0))

P = 0.5%xnp.exp(—r*T)*(np.maximum(K — U1l + U21, 0) + np.maximum(K — Ul2 + U22,
0))
price_c = np.mean(C)

price.p = np.mean(P)

std_err_c = np.std(C)/np.sqrt (M)

std_err_.p = np.std(P)/np.sqrt (M)
conf_int_c = [price.c — 1.96xstd_err_c, price_.c + 1.96xstd_err_c]
conf_int_p = [price.p — 1.96xstd_err_-p, price.p + 1.96xstd_err_p]
if option_type = ’call’:

price = price_c

conf_int = conf_int_c
elif option_type = ’put’:

price = price_p

conf_int = conf_int_p
else:

raise ValueError(”Option type must be either ’call’ or ’put’.”)
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if

interval — 1:

return [price] + conf_int

else:

return price
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