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1. Bevezetés

A technologia teljesen beépiilt a mindennapjainkba: az interneten olvassuk a
hireket, kommunikalunk ismerdseinkkel, vasarolunk, tajékozodunk stb. Mindez 6riasi
mennyiségi adatot general, amit az altalunk igénybe vett szolgaltatasok lizemeltetsi
fel is szeretnek hasznalni arra, hogy javitsak a termékeiket, és akar tovabbi fogyasztés-
ra 0sztonozzenek. Ezt kiillonboz6 gépi tanulasi modellekkel tudjak megtenni, amelyek
képesek hatalmas mennyiségii adat gyors és hatékony feldolgozaséra. E modellek mar
minden mobileszkdzben, bongészében sthb. futtathatok és hasznos kiegészitésként
hasznalhatok, hala a nagy (és folyamatosan novekvs) szamitasi kapacitasoknak,
amelyek manapséig a rendelkezésiinkre allnak.

A gépi tanulas lényege, hogy egy adott adathalmazban mintézatokat keresiink.
Altalanossagban elmondhato, hogy minél t6bb adaton tanitunk modelleket, annal
jobb, de el6fordulhatnak szituaciok, amikor el szeretnénk tavolitani adatokat, és ez
nem olyan egyszert, mint egy kozonséges adatbézisbol tordlni rekordokat. Egy gépi
tanulasi modell ugyanis gyakran ,emlékszik” az adatokra, amiken tanitottak.

Egy tipikus eset az adatvédelem és -biztonsag: manapsag megnétt az igény
arra, hogy a felhasznalok szabadon tordlhessék az adataikat, és ezt jogszabélyok
is garantaljak, ilyen példaul az Eurépai Uni6 2016-ban megjelent GDPR (General
Data Protection Regulation) nevii rendelete. Fontos tovabba, hogy a hibas adatok
torélhetGek legyenek az egészségiligyben alkalmazott modellek esetén, hiszen hibas
adatokbol hibas predikciok is kovetkezhetnek, és ez emberéletekbe keriilhet. Ezen
kiviil a kozosségi oldalakon, illetve egyéb online szolgéltatasok esetén elGfordulhat,
hogy a felhasznélo kellemetlen ajanlatokat kap néhany rendkiviili keresési el6zménye
utén, és hidba torli az el6zményeit, nem valtozik semmi, mert a modell a mér kitorolt
adatokat is felhasznalta a tanulas soran.

A fenti példakon keresztiil tehat vilagossa valhat, hogy sziikség van modszerekre,
amelyekkel szandékosan elfeledtethetiink adatokat a gépi tanulasi modelljeinkbdl.
Szakdolgozatom célkittizése, hogy altaldnos bevezést nytujtson a gépi tanulas te-
riilletén beliil a szandékos elfeledtetés témakorébe, részletesen bemutasson konkrét
algoritmusokat, amelyek mély neuralis hélokon is alkalmazhatoak, és kisérleteken
keresztiil demonstralja ezek hatékonysigat. A mésodik fejezetben a szakirodalomban
hasznalt alapvets definiciokat, fogalmakat és modszereket vezetem be, a harmadik
fejezetben pedig részletesen bemutatok egy egzakt és egy kozelits algoritmust. A
negyedik fejezetben sajat kisérleteken keresztiil mutatom be a harmadik fejezetben
leirt Fisher-algoritmus teljesitményét a CIFAR-10 adathalmazon. Az 6t6dik feje-
zetben végiil taldlhato egy Osszefoglald a szakdolgozatrol, illetve kitekintés tovabbi

kisérletekre és lehetséges vizsgalodasi iranyokra.



2. Machine unlearning - Adatok elfeledtetése

Az adatok szandékos elfeledtetésének legegyszertibb modja, ha a tanité adathal-
mazbol eltavolitjuk a tordlni kivant adatokat, és tjratanitjuk a teljes modellt. Ez
azonban nem hatékony, mert sok idét és eréforrast igényel. Az elfeledtetési algorit-
musok ezt hivatottak javitani kiilonb6z6 modszerekkel, azaz ezeket alkalmazva nem
feltétlentil kell Gjratanitanunk a teljes modellt.

Itt érdemes megemliteni kapcsolodo fogalmakat is, mint a katasztrofikus felej-
tés, illetve a differencialt adatvédelem. EISbbi alapvetéen a hosszi tavi tanulashoz
kapcsolodik, melynek soran szekvencialisan tanitjuk a modellt tobb feladaton vagy
adathalmazon, és ennek soran a kordbbi tanitasi iteraciokban megtanult mintak
felismerésében drasztikus teljesitménycsokkenés kévetkezhet be - ezt nevezziik ka-
tasztrofikus felejtésnek. Ez nem alkalmas gépi adatok elfeledtetésére, mivel ekkor nem
irdnyitott modon torténik a felejtés. Ugyanakkor hossza tavi tanulési modellekben
mar megprobélkoztak irdnyitott elfeledtetéssel (ezt a 2.2 fejezetben részletesebben ki
is fejtem).

A differencialt adatvédelem algoritmusokra vonatkozik. Egy algoritmus differenci-
alt adatvédelemmel rendelkezik, ha barmely adathalmazbeli elem lecserélése esetén
az algoritmus kimenete ,kozel” marad az eredeti adathalmazon kapott kimenethez (a
kozelségre természetesen létezik pontos definicio, de ez nem téargya e szakdolgozatnak),
azaz a kérdés az, hogy mennyire 6rzi meg az algoritmus az egyes tanité adatpontokra
vonatkozo6 egyedi jellemvonéasokat. Ezzel szemben a ,machine unlearning” teriilet
azzal foglalkozik, hogy kiilonb6z6 modszereket talaljunk egy adatpont avagy adat-
halmaz eltavolitaséara. Tehat nem egy mér adott algoritmust vizsgalunk ekkor, mint
a differencialt adatvédelem esetén, hanem mi magunk keresiink egy hatékonyat az
elfeledtetésre. Ekkor persze adodhat, hogy differencialt adatvédelemmel rendelkezé
algoritmusokat hasznéaljunk elfeledtetésre, de Sekhari et al. (2021) alapjan ez nem
feltétlentil éri meg, mert bebizonyitottak, hogy a differenciélt adatvédelemmel rendel-
kezG algoritmusokkal a sima elfeledtetési algoritmusokhoz képest kisebb mennyiségii
adatpontot feledtethetiink el tgy, hogy a teszthalmazon j6 maradjon a teljesitmény.

Ahhoz, hogy 6ssze tudjuk hasonlitani az algoritmusokat, sziikség van pontos
fogalmakra, amelyeket az alabbiakban a Mercuri et al. (2022) és Nguyen et al. (2022)

cikkek alapjan foglalok Ossze.

2.1. Alapfogalmak

Legyen X a bemeneti adatok tere, ) a kimeneti tér, és egy adatpont a Z2 = X' x Y
egy eleme. Legyen Z* az adathalmazok tere. Egy D € Z* adathalmaz adatpontok



multihalmaza.

A tanitas célja egy h : X — )Y hipotézisfiiggvény megtanulasa egy D adathalmaz
esetén. ‘H az ezen fiiggvények halmaza. E h fiiggvény egy adott = € X inputhoz
hozzéarendel egy y = h(z) € ) kimenetet, igy a tanito algoritmusra tekinthetiink ugy,
mint egy A : Z* — H leképezésre, melynek célja, hogy minimalizalja a nemnegativ
valos érteki L(h, D) koltségfiiggvényt. A vizsgalt tanité algoritmusok randomizaltak,
azaz egy bizonyos foku véletlenszertiség figyelheté meg benniik, példaul a tanitas soran
a stlyokat véletlenszertien inicializaljuk, vagy éppen az tanité adatokat véletlenszerten
valasztjuk ki a sztochasztikus gradiens modszer soran. Ezeket a fogalmakat a iii.
fiiggelékben definialtam.

Az elfeledtetés sordn a D tanitoé adathalmazban n > 1 minta van, és a dimenzi6 is
legalabb 1. A randomsaga miatt a A(D)(z) kimenet egy « € X pontban tekinthets
valosziniiségi valtozonak. Ha A parametrikus, akkor létezik egy 6 € © fix dimenzioju
paramétertér, mely meghatarozza a hy = A(D) hipotézisfiiggvényt, és ebben az
esetben a 6 és a hy jelolések koziil barmelyik hasznalhatoé a betanitott modell
jelolésére. Az elfeledtetd algoritmus célja, hogy eltavolitsa a hatasat egy m méreti

D, C D részhalmaznak a betanitott A(D) modellben.

2.1. Példa. F szakdolgozatban a mesterséges neurdlis halokon valo elfeledtetést fogom
részletesebben vizsgdlni, €s ebben az esetben tipikusan képosztdlyozdsi problémdkat
tekintink. Ennek kovetkeztében itt X a szines képek halmaza, és Y az osztalycimkék,
A(D) a sztochasztikus gradiens modszerrel betanitott neurdlis hdld, L(h, D) pedig a

kereszt-entropia.

2.2. Definici6 (Frissitémechanizmus). A frissitémechanizmus egy
U HXZ"XZ"—>H

leképezés, amely bemenetnek eqy h € H figguényt és két adathalmazt, D, D, € Z*-t
haszndl, és a kimenete eqy ij U(h, D, D,) € H modell, ahol D az eredeti adathalmaz,

és D, ennek eqy részhalmaza.

Az alabbiakban definidlom a eltavolitd6 mechanizmusokat, amelyek az elfeledtets

s,

2.3. Definicié (Egzakt eltavolité mechanizmus). Egy U frissitémechanizmus
eqy A véletlen tanito algoritmusra pontosan akkor egzakt eltdvolitd mechanizmus,
ha ugyanazt a modellt eredményezi, mint amit a teljes ujratanuldssal kaptunk volna.
Pontosabban, U pontosan akkor egzakt, ha minden D € Z*-ra, D,, C D-re ésx € X-re
aU(A(D), D, D,)(z) és A(D\D,)(x) ugyanazokat az eloszldasokat adjdk.



A fenti definiciébol a legegyszeriibb eset konnyen lathato, ez a teljes Gjratanités:

2.4. Definicié (Naiv eltavolité mechanizmus). Fgy A véletlen tanité algoritmus

esetén az U* naiw frissitémechanizmus a
(A(D), D, Dy) — A(D\D,)
leképezés, ahol D, C D.

Az eltavolité mechanizmusok természetesen nem csak pontosak lehetnek. Léteznek
ugyanis agynevezett kozelitd eltavolitd mechanizmusok, melyek ugyan nem ugyanazt
a valoszintiségi eloszlast eredményezik, mint amit a teljes Gjratanitas, megadhatunk
hozzajuk kovetelményeket, amelyekkel meggy6zGdhetiink rola, hogy a D, informécié
el lett tavolitva a h modellbdl.

2.5. Definicio (Elfeledtetési tanusitvany). Adott A véletlen tanité algoritmus és
U frissitémechanizmus esetén U elfeledési tanisitvanya (Cy) ellendrizhetd kovetel-
mények eqy halmaza, amelyek kiszamolhatok és kivilrdl ellendrizhetdk. A kovetelmé-
nyeknek ki kell mutatniuk, hogy barmely D adathalmaz és D, C D részhalmaz esetén
azU(A(D), D, D,) modell kelléen kevés informdciot tartalmaz D, -rol. A ,kelléen

kevés” pontos meghatdrozdsa a haszndlt kovetelmeényektdl fiigg.

A fenti definicioban a kovetelmények lehetnek példaul annak bizonyitasa, hogy
az eltavolitd mechanizmus pontos, vagy a kozelits eltavolité mechanizmusok esetén
hasznalhat6 az alabbi kovetelmény, amely ellenérzése megfelel annak belatéaséanak,
hogy a frissitGmechanizmus és a naiv eltavolité mechanizmus kimenetei statisztikailag

megkiilonboztethetetlenek:

2.6. Definici6 (e-tanuasitvany). Legyen € > 0. Azt mondjuk, hogy egy frissitdme-
chanizmus U e-tanisitvannyal rendelkezik az A véletlen tanito folyamatra nézve, ha
minden D € Z*-re, D, C D eltdvolitando halmazra, x € X bemenetre és T C Y-ra

PU(A(D),D,D,)(z) € T)
~ PUAD\D)) () €T) ~

—€ €

A fenti definiciok segitségével imméar definidlhatjuk, hogy mit is értiink elfeledtetd

algoritmusok alatt.

2.7. Definicié (Naiv elfeledtetés). (U*,Cy+) a naiv elfeledtetd algoritmus, ahol
U* a naiv elfeledtetd mechanizmus. Az elfeledtetési tanisitvany ebben az esetben az a

trividlis tény, hogy U* egzakt.



2.8. Definici6 (Egzakt és kozelits elfeledtetési algoritmusok). Egzakt el-
feledtetési algoritmusnak nevezzik az (U,Cy) pdrt, ahol U eqy egzakt elfeledtetési
mechanizmus. Ebben az esetben Cy tartalmaz egy bizonyitékot, hogy U eqy egzakt elfe-
ledtetést mechanizmus. Koézelitd elfeledtetési algoritmusnak neveziink eqy elfeledtetd

algoritmust, amely nem egzakt.

2.2. Az adatok eltavolitasanak tipusai

Szamtalan kiilonbo6zd szituacio eléfordulhat, melyben szeretnénk adatokat torol-
ni, és ezek soran természetesen tobbféle eltavolitasi kérelemtipus meriilhet fel. Az
alabbiakban a gépi tanulasi modellekbdl valo eltavolitési szandék esetén felmeriiléket

foglalom Gssze.

Elem eltavolitasa. Ez a leggyakoribb eset. Ilyenkor bizonyos adatpontokat szeret-

nénk eltavolitani a tanité adathalmazbol.

Jellemzd6k eltavolitasa. Megtorténhet, hogy nem csak egy adat eltavolitasara
van sziikség, de e adathalmaznak van egy kozos tulajdonsaga vagy kozos
osztalycimkéje. Ilyen példaul, amikor egy spam sztir6 néhény kartékony e-
mail-cimet rosszul klasszifikal, vagy éppen amikor egy allashirdetés esetén a
jelentkezdket elGsziir§ program bdérszin és nem alapjan is itélkezni kezd. Ezen
esetekben pl. nem elég egyszertien elfeledtetni a gyands e-maileket vagy az
emberek profiljait. Ehelyett inkdbb a modellel az adott tulajdonsigot avagy
cimkét érdemes elfeledtetni. Ez egyrészt hatékonyabb, mert folyton djratanitani
elfeledtetés esetén kifejezetten szamitasigényes, illetve til sok adat elfeledtetése

ronthat a modell mingségén.

Egy lehetséges megoldas a Guo et al. (2022) cikkben talalhato, amely a faktori-
zalt reprezentaciot hasznalja. Ennek 1ényege, hogy a jellemzdk kozti korrelaciok
és a jellemz6k kimenetre gyakorolt hatasa alapjan mér el tudunk tévolitani
egy-egy jellemz6t tigy, hogy a tébbi megmaradjon, és a modell pontossaga ne
sériiljon nagyot. Ha példéul vannak képeink emberekrél, és a szamon tartott
jellemzGik a nagy orr, bajusz és a mosolygas, akkor a mosolygast mint jellemz&t

megprobalhatjuk ezzel a modszerrel elfeledtetni.

Osztaly eltavolitasa. Sok esetben az elfeledtetendd adat egy vagy akar tobb osz-
talyhoz is tartozhat. Arcfelismer6 rendszerekben példaul egy ember arca egy
osztalynak felel meg - azaz tobb milli6 osztaly is elképzelhet§ - , ugyanakkor
anélkiil kell eltavolitanunk az ember arcat, hogy hasznalnank réla barmi képet.

Ilyenkor csak az osztalyra magéra tamaszkodhatunk.



Ezt a Tarun et al. (2021) cikkben tugy oldjak meg, hogy az eltavolitando
osztalyra a klasszifikacios hibat hozzaadott zajjal maximalizaljak, majd a
modellt igy frissitik. Ekkor a modell teljesitménye a maradék osztalyokon is
romolhat, igy ezek utan egy javito 1épésre is sziikség van, hogy ez helyrealljon.
Csupan néhany lépés alatt sikeriilt igy elfeledtetni az osztélyokat ugy, hogy a

pontossag tovabbra is j6 maradt.

Feladat eltavolitasa. A hosszu tava tanulas (Parisi et al., 2019) alapotlete, hogy
tobb kiilonbozé feladat megtanulasa akar egymast is erésitheti, hiszen koztiik
lehet korrelacio. Azaz a gépi tanulési modellek nem feltétleniil csak egy, hanem

tobb feladatra is tanithatoak szekvencidlisan.

Ebben az esetben sziikség lehet feladatok elfeledtetésére, példaul ha egy apolas-
ban segit6é robotot tekintiink, hasznos lenne, ha a specifikus segitési mechaniz-
musokat el tudna feledni, miutan az adott péaciensnek nincs ra tobbé sziiksége.
Ez egy kiilondsen bonyolult feladat, mert a hosszi tava tanulas fiigghet a
megtanult feladatok sorrendjétdl is. Tehat ha egy feladatot eltavolitanénk,
eléfordulhat, hogy katasztrofikus felejtés kovetkezik be, és minden feladatra
jelentGsen romlik a modell teljesitménye (Liu et al., 2022), f6képp mivel a
hosszu tava tanulési modszerek is pont emiatt teljesitenek altalaban jelentGsen

rosszabbul.

Liu et al. (2022) megoldésa erre az, hogy a modellnek el6re megmondjuk, hogy
melyik feladatot tanulja és jegyezze meg tartdésan, melyiket tanulja meg ugy,
hogy késébb vagy elfeledtetjiik vagy tartésan megjegyeztetjiik, illetve melyik

feladatot akarjuk biztosan teljesen elfeledtetni.

Adatfolyam eltavolitasa. Bizonyos szituaciokban adatok egy sorozatat kellene
elfeledtetni. Példaul ha a tanité adathalmazt ellenséges széndékkal manipulaljak
egy tamadés soran, és a szennyezett adatok fokozatos eltavolitaséval szeretnénk

visszanyerni a modell teljesitményét.

Az adatfolyamok eltévolitasa lehet adaptiv vagy nem adaptiv. Az adaptiv
esetben az, hogy mi az eltavolitand6 adat, attol fiigg, hogy mi az aktuélis
elfeledtetett modell. Nem adaptiv esetben a koztes allapotoktol nem fiigg,
hogy mi az adat, amit el kell tavolitani. A fenti példaban a hibas tanito
adatokat adaptivan tavolitanank el, minden egyes elfeledtetés utan megvizsgélva,
hogy melyik adatot lenne a modell szempontjabol legelénycsebb eltavolitani

kovetkezének.



2.3. Elfeledtet6 algoritmusok kiértékelése

Ahhoz, hogy egy (U,Cy) elfeledtets algoritmust kiértékelhessiink, sziikség van
kiilonb6z6 szempontokra. Az alabbiakban négyet mutatok be: a hatékonysagot, a

hatasosségot, a konzisztenciat és a tantsithatésagot.

2.9. Definicié (Hatékonysag). (U, Cy) hatékonysdga az U eltdvolité mechanizmus

relativ 1ddbeli sebességjavitdasa az U* naiv eltdvolito mechanizmushoz képest.

Egy (U,Cy) elfeledtets algoritmus hatékonysagat a gyakorlatban ugy mérhetjiik,
hogy a hanyadosat vessziik annak az idének, mely ahhoz sziikséges, hogy a hY =
U(A(D), D, D,) elfeledtetett modellt megkapjuk, és annak az id6ének, mely a h* =
U*(A(D), D, D,) modell megkapaséhoz sziikséges. Azaz:

h*-hoz sziikséges id§
. co(PUY —
Hatékonysag(h™) := h-hoz sziikséges id6 1)

2.10. Definicié (Hatasossag). (U, Cy) hatdsossiga a U(A(D), D, D,,) elfeledtetett

modell teljesitménye a naiv ujratanitott teljesitményéhez képest a validdcios- vagy

teszthalmazon.

A hatasossigot tgy mérhetjiik, hogy Osszehasonlitjuk az elfeledtetett modell
teljesitményét a teszthalmazon a naivan elfeledtetettel.

Legyenek y* 4 a naivan elfeledtetett modell predikeioi, és il az jratanitott
modellé az yiest teszthalmazon. Legyen M egy valos értékid metrika a teljesitményre,
és Miooe = MY Ytesnr), illetve MY = M(y¥ g, Ytesst) a naivan elfeledtetett

modell és az Gjratanitott modell teljesitménye a teszthalmazon. Egy (U, Cyy) modell

hatékonysaga igy példaul a fenti két mennyiség kiilonbségének abszolutértéke:

Hatasossag(hY) = |IMY . — M; (2.2)

teszt teszt |*

Minél kisebb a hatésossag értéke, annal kozelebb van az elfeledtetett modell a naivan

elfeledtetetthez, tehat a hatasossig esetén kisebb értékeket szeretnénk kapni.

2.11. Definicié (Konzisztencia). (U,Cy) konzisztencidja a hasonldsig mértéke a
U(A(D), D, D,) elfeledtetett modell és a naiv djratanitott modell kozétt.

A definiciot masképp megfogalmazva a konzisztencia azt méri, hogy az elfeledtet
algoritmus az idealis elfeledtetett modellt eredményezi-e. Az egzakt algoritmusok
esetében ez természetesen garantaltan magas a szintje. A szakirodalomban szdmos
mértéket lehet taldlni erre a kiértékelési szempontra. Mivel a szakdolgozat a neurélis
halokon alkalmazott elfeledtetési algoritmusokra fog leginkabb koncentralni, elséként
a konzisztencidra egy parametrikus modelleken alkalmazott mértéket mutatok be

példaként.



Egy (U, Cy) elfeledtetd algoritmus konzisztencidja parametrikus modelleken az
algoritmussal elfeledtetett és a naivan elfeledtetett modellek paramétereinek tavolsaga

az euklideszi norméban:
Konzisztenciag(hy) := |6 — 0|, (2.3)

ahol 8 és 0* a k' és h* paraméterei. Minél kisebb az értéke, annal jobb, hiszen a
paraméterek annal kozelebb vannak egymashoz. FEzt a metrikat hasznaljak példaul a
DeltaGrad kiértékelésében (Wu et al., 2020).
Klasszifikacios modellekhez (He et al., 2021) a kévetkezd mérték adhato:
100 Nteszt
Konzisztencia,(h¥) := 1, u (2.4)

nteszt ypred,i:ypred,i ?

i=1
ahol y* .4, a naivan jratanitott modellek predikcioi, 9., pedig az elfeledtetett
modell predikciéi. Ez a mennyiség azon predikciok aranyat adja meg, amelyek
megegyeznek a naivan Gjratanitott és az elfeledtetett modell kézott. Minél magasabb
az értéke, annal jobb, természetesen.

Ennek létezik megfelelGje regressziokra is (Golatkar et al., 2020). Ehhez elgszor is
definialni kell a KL-divergenciét:

KL(P||Q) := Ex.p {log (%)} (2.5)

Ez a mennyiség azt méri, hogy P és () valoszintiségi eloszlasok mennyire vannak
kozel egymashoz. Minél kisebb az értéke, annal hasonlébbak. Pontosan akkor 0 az
értéke, ha p(X) = q(X).

A KL-divergenciat az elfeledtetett modell és a naivan Gjratanitott modell altal

adott kimenetek eloszlasara alkalmazva:
Konzisztenciaky (h¥) := KL(P(h(x))||P(h*(x))). (2.6)

2.12. Definici6é (Tanusithatosag). (U,Cy) tanidsithatdsiga az U eltdavolito me-
chanizmus képessége arra, hogy a D, adathalmazt eltdvolitsa a U(A(D), D, D,,) elfe-
ledtetett modellbdl. A Cy az ehhez a képességhez tartozo mértékeket és garancidkat

tartalmazza.

A tanusithatosag biztositékként szolgél arra, hogy az elfeledtetett modellben
valéban nincs méar benne az elfeledtetni kivant informéacio, és hogy az elfeledtetési
kérelem teljesen végre lett hajtva a szabalyozasoknak megfelelGen. Ennek egy fontos
része az inferenciatdmadasokkal szembeni ellenalloképesség kvantifikdlasa és maxi-

malizaldsa - az inferenciatamadas soran a tamadoé kizarolag a betanitott modell



kimeneteit hasznalva meg tudja hatarozni a tanité adathalmazt, amely ha érzékeny
adatokbol allt, magas biztonsagi kockazatot jelenthet.

A naivan ujratanitott modell pontossaga a D, eltavolitott adathalmazon meg-
adja azon informéciénak a mennyiségét, amellyel az elfeledtetett modell varhatoéan
rendelkezni fog az elfeledtetett adatokrol tgy, hogy még sosem latta ezen adatokat.
Ha a modellben maradt adatok kozt van az eltavolitottakhoz hasonlo, akkor ez a
mennyiség elég nagy lehet. Ez a pontossag mindenesetre egy remek viszonyitasi alap,
amihez az elfeledtetett modelliink pontossagat a D, halmazon mérhetjiik.

Legyen M := M(y*,y,) a naiv modell teljesitménye és MY := M(y¥, y,) az
elfeledtetett modell teljesitménye D,-n. Ekkor a tanusithatoséag:

M - M

Tanasithatosag(hY) := Tl

100. (2.7)

A fenti képlet a szimmetrikus abszolut hibanak felel meg. Az angol elnevezése alapjan
(symmetric absolute percentage error) SAPE(MY, M?)-nek is jelélhetd.

Maga a formula azért hasznos, mert a M;, kisebb értékeit jobban biinteti.

A Tantsithatésag nagyobb értékei arra utalnak, hogy az elfeledtetett modell még
tartalmaz informéciot a kitorolt adatokrol, amit nem szabadna. Ugyanakkor mivel a
Tanisithatdsag csak a teljesitménybeli hasonlosagot méri a kitorolt adatokon, az
alacsony értékei nem feltétleniil jelentenek valoban magas tantusithatosagot. Példaul
ha a naivan Gjratanitott modellnek magas a teljesitménye D,-n és a Tanisithatosag
alacsony, akkor az eredeti, a naivan djratanitott és az elfeledtetett modell esetében is
hasonl6 a sikerességi arany a josolt értékeken. Ebben az esetben a Tanusithatosag
nem mutatja meg, hogy az elfeledtetett modell valoban elfelejtette-e az adatokat
vagy sem, mert magas lesz a teljesitménye D,-n akkor is, ha az benne volt a tanito
adathalmazban, meg akkor is, ha nem.

Metrikaként hasznalhato példaul a Shannon-féle kolesonos informécio (Golat-
kar et al., 2020). Ez két valoszintiségi valtozo, X és Y kozott méri az informacio

mennyiségét. A képlete:
I(X;Y) == E, [KL(Pyx||Py)], (2.8)

ahol Py|x az Y X-te vett feltételes valoszintiségének eloszlasa és Py az Y valoszintiségi
eloszlasa. Ha D,-t valoszintségi valtozonak tekintjiik (példaul mert véletlenszerten
valasztjuk ki a kitorlend6 adatpontokat), akkor az informéaciot, mely D,-ban és az
elfeledtetett modellben is benne van, I(D,;U(A(D), D, D,)) jeldli.



2.4. Az elfeledtetés sikerességének ellendrzése

Az elfeledteté modszerek ellendrzésének célja, hogy belassuk, hogy az elfeledtetett
modellek és a naivan Gjratanitottak kozott alig van eltérés - mar ha van egyaltalan.
A 2.3 fejezetben bemutatott kiértékelési metrikak és az ellendrzési modszerek kozott
az a kiilonbség, hogy mig elébbieket hasznalhatjuk optimalizalasra, az ellenérzési
modszereket kizarolag kiértékelésre lehet. Az alabbiakban a Nguyen et al. (2022)

mésodik fejezete alapjan mutatok be lehetséges eljarasokat.

Tulajdonsag-beillesztési teszt. Hozzaadunk minden adatponthoz egy tulajdon-
sagjegyet, amely az elfeledtetends adatokkal tokéletesen korreldl, mig a ma-
radékkal 0 a korrelacidja. Miutan betanitottuk a modellt, ezek sulya nullatol
jelentGsen el fog térni, ugyanakkor az elfeledtetés soran azt varjuk, hogy a
sulyok nullava valtozzanak (hiszen csak az elfeledtetends adatokkal korrelal az

extra tulajdonsag).

Olyankor érdemes ezzel élni, ha az eltavolitand6 adatnak van egy egyedi tulaj-
donsiga, amely megkiilonbozteti 6t a maradék adattol, illetve megjegyzendd,
hogy jelenleg csak linearis és logisztikus modellek esetén alkalmazhat6 az eljaras
(Izzo et al., 2021).

Az elfeledés mérése. Hogy a modell mennyire felejtette el a kijelolt adatokat,
kiilonb6z6 adatvédelmi tamadasokkal, példaul inferenciatdmadéssal is ellen-
Srizhetjiik (Jagielski et al., 2022). Azt mondjuk, hogy a modell a-felejt egy
tanftohalmazbeli adatmintat, ha azon a mintan a-nél nem ér el nagyobb

sikerességi aranyt. A differencialt adatvédelemnél rugalmasabb ez a definicié.

Informacidszivargas. A modell frissitése sok gépi tanulasi modell esetében azzal
jarhat, hogy némi informécio kiszivarog. Chen et al. (2021) kidolgozott egy
inferenciatamadast annak detektalasara, hogy egy eltavolitott adat benne van-
e a tanit6o adathalmazban. Ezen feliil két metrikat is bevezetett a szivargas

meérésére.

e Romldsi szam: azon adatmintak, melyek jelenlétét a tanit6 adathalmazban
magasabb bizonyossaggal tudjuk megéllapitani az adott tdmadas esetén,

mint hagyoményos tdmadassal, és az Osszes adatminta szaménak aranya.

e Romldst rata: a helyes osztalyra vonatkozoé kimeneti valoszintiség atlagos

javulasi aranya az adott tamadéas és a hagyoményos tamadésok kozott.

Adattartalmazasra kovetkeztets tamadas (membership inference attack).

E tdmadés arra szolgal, hogy megéllapitsuk, a modell szivarogtat-e adatot, igy
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ennek segitségével az adat-elfeledtetési modszeriink hatékonysagat jol tudjuk
mérni (Chen et al., 2021).

Backdoor tamadas. A célja a gépi tanulasi modell megtévesztése tigy, hogy szennye-
zett adatokat adunk hozza az adathalmazhoz. Ha a szennyezett adatokat nem
sikeriilt elfeledtetni, akkor a szennyezett adatokon tovabbra is rossz predikciokat

kapunk ezen adatok esetében.

Lassito tamadas. Az elfeledtetett modell és az eredeti modell outputja kozotti
kiilonbség ellendrzésén til érdemes lehet magénak az elfeledtetésnek a gyorsasé-
géra is figyelmet szentelni. Elfordulhat ugyanis, hogy egy tdmadéas szandékosan
lassitani akarja a folyamatot. Formalisan megfogalmazva: legyen A(D) a kezdeti
modelliink, amely az A algoritmus segitségével lett tanitva a D adathalmazon.
A tdmado célja, hogy egy Dy C D adathalmazt beszennyezzen gy, hogy maxi-
malizélja a D, eltavolitasanak szamitasigényét egy U elfeledtetési mechanizmus

hasznalata esetén.

Osztalyok kozti zavar tesztelése. A lényege, hogy a kimenetek vizsgélataval el-
dontsiik, hogy az elfeledtetett modellbdl kinyerheté-e még informacio az el-
feledtetett adatokrol. Pontosabban, kivalasztunk egy S C D részhalmazt az
adatokbol, amely két kivalasztott osztaly elemeit tartalmazza. Ezutan véletlen-
szertien kicseréliink cimkéket az adatok kozott - ezzel kapunk egy S” halmaszt.
S" és D\S egy 4j D’ tanit6 adathalmazt formélnak, amelyen egy tj modellt
tanitunk. Ezen az elfeledtetni kivant adatokat S’ tartalmazza. Goel et al. (2022)
ebbdl egy tévesztési matrix segitségével egy elfeledtetési pontszamot szamolt

ki, amely minél alacsonyabb, annal jobb elfeledtetett modellt jelent.
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3. Elfeledtetési modszerek

Az elfeledtetd algoritmusok két csoportba sorolhatok: lehetnek egzaktak és ko-
zelitGek. Az egzakt elfeledtetés sokkal tobb szamitést igényel, hiszen az pontosan
ugyanazt az eredményt kell produkalja, mint amikor az adathalmazbol kitoroljiik a
kivant adatot és teljesen Gjratanitjuk a modellt. Ugyanakkor ez sokkal biztonsagosabb
a kozelits elfeledtetésnél. Ha nem tavolitjuk el teljesen az adatot, akkor belathato
példaul, hogy a neuralis halok esetén a tanité adathalmazt rekonstruélni lehet (Haim
et al., 2022), illetve a tanitast manipulélni is lehet, ha a tdmado6 hozzéafér a tanitod
adathalmazhoz (Shumailov et al., 2021).

A manapsag elérhets egzakt algoritmusok koziil az egyik legjobb az ARCANE
(Yan et al., 2022). Ez egy klasszifikacios algoritmussal és az adatok eléfeldolgozasaval
jelent&s hatékonysagbeli novekedést ér el, s6t az adatok egy nagyobb hanyadanak
eltavolitasakor (azaz tobb mint 10% esetén) is jo eredményeket ér el. Egy korabbi
népszert algoritmus a SISA (Bourtoule et al., 2019), mely a tanit6 adathalmaz egy
atrendezésével (n. sharding and slicing modszerrel) csokkenti le az Gjratanitas idejét.

Kozelits elfeledtetési algoritmus példaul a DeltaGrad (Wu et al., 2020), amely az
els6 tanitasbol (azaz amikor még minden adatot hasznaltunk) elment informaciokat,
és ezek segitségével hatékonyabban szamitja ki az Uj paramétereket az eltavolitas utan.
Ebbdl természetesen az is kovetkezik, hogy ez csak parametrikus modellek esetén al-
kalmazhato. Egy tovabbi - szintén parametrikus modellekre alkalmazhato - algoritmus
az Influence (Guo et al., 2019), amely meghatérozza az eltavolitando adat befolyasat
az eredeti modell paramétereire, és egy Newton-lépés segitségével eltavolitja ezt a
befolyast. Egy tovabbi, Newton-moédszert hasznélé algoritmus a Fisher-algoritmus
(Golatkar et al., 2020). Ez utobbit fogom részletesebben megvizsgélni, és kisérletekben
kiprobalni.

Az aldbbiakban két algoritmust fogok részletesebben bemutatni, a SISA-t a
Bourtoule et al. (2019) és a Mercuri et al. (2022) cikkek segitségével, illetve a Fisher-
algoritmust a Golatkar et al. (2020) és Mercuri et al. (2022) cikkek segitségével.

3.1. SISA

A SISA az egyik legismertebb egzakt elfeledtetési algoritmus. Nevét az angol
Sharded, Isolated, Sliced és Aggragated szavak kezdébettinek koszonheti, amelyek
az algoritmus altal alkalmazott miiveletekhez kapcsolodnak (magyarul feldarabolt,

izoldlt, szeletelt, aggregdlt).
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A SISA algoritmus egyes lépései nagy vonalakban:

1. Sharding (feldarabolas). Az eredeti tanit6 adathalmazt megkozelitSleg
egyenls nagysigiu darabokra osztjuk gy, hogy minden tanité adatpont pontosan

egy darabban szerepel.

2. Isolation (izolacié). Minden darabot a tobbi darabtol izolaltan tanitunk,

ezzel lekorlatozva egy adatpont hatasat egyetlen adatdarabra.

3. Slicing (szeletelés). Minden adatdarab tovabbi szeletekre van bontva, amelyek

az algoritmusnak fokozatosan vannak bemutatva a tanités soran.

4. Aggregation (aggregacid). Minden egyes modelldarabot Gsszesitiink, hogy
ezzel megkapjuk a végssé modellpredikciot egy adatpontra. Ezt szamos kiilonb6z6

modszerrel megtehetjiik.

Amennyiben egy adatpontot el szeretnénk tavolitani, csak az azt tartalmazo
adatdarabot sziikséges tjratanitani, s6t az Gjratanitast elég az adatpontot tartalmazo
szelettdl kezdeni. Ennek koszonhetSen a naiv elfeledtetéshez képest ez az algoritmus

gyorsabb - a pontos sebességjavulas az adatdarabok és -szeletek szamatol fligg.

Aggregacid Kimenet
O / \
o<z ox
EO—0
o =] ":"' = o
o O O
Ay My Mg
|
DD Da- - Dyg D21 D220 --. Tg1Pea Py --- Per

N[ :

Eredeti tanité adathalmaz (D)

1. Abra. A SISA algoritmus miikddése. My az s-edik modelldarab, D, az s-edik
modelldarab, D, az r-edik szelete az s-edik modelldarabnak, illetve a piros négyzet

az eltavolitand6 adat. Az abrat az eredeti cikkbeli 4bra mintajara készitettem.
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3.1. Példa (SISA-tanitas). Ahogy az 1. dbran is ldthatd, a D adathalmazt S
darab darabra bondjuk, melyeknek tovdbbi R darab szeletét vessziik. Minden egyes
adatdarabon tanitunk egy modellt gy, hogy az adatokat szeletenként adagolyuk tani-
taskor, és minden alkalommal, mieldtt uj adatot adndnk hozzd, elmentjik az aktudlis
paramétereket.

Amikor elfeledtetiink adatot, akkor csak azt az Mg modellt kell ujratanitanunk,
amely Dy adatdarabja tartalmazta az elfeledtetendd adatot, és azt rdaddsul elég azoktol
az elmentett paraméterektdl kezdeni, amelyeket az elfeledtetendd adatot tartalmazo

szelet felhaszndldsa eldtt mentettink el.

1. Algoritmus Kezdeti tanitas a SISA algoritmussal

Bemenet: tanito adathalmaz (D), adatdarabok szama (5), szeletek szama (R),
minden szeletre az epochok szama (e)
Kimenet: h = (hy,...,hg) modellek egyiittese, h = ({Bi,o,---,ﬁi,z—z})igzl koztes
modellallapotok
1. Eljaras SISA TANITAS (D, S, R, e)
2: felosztjuk véletlenszeriien az adatokat Dy,..., Dg darabokra, és elmentjiik
minden adatpontra azon adatdarab indexét, amelyhez tartozik
3: minden D;-t tovabb osztunk R szeletre (ezek D;1,...,D;r), és elmentjik
minden adatpontra azon szelet indexét, amelyhez tartozik
véletlenszertien inicializaljuk (iLLO, e ﬁgvo)—t
Ciklusi=1;i < S;i 4+ +
Ciklus j = 1;j < R;j + +
hij ¢ TANITAS (Diy U ..U Dig | hiyo1 ) e; epochon keresstii

elmentjiik a h; ; modell fzu allapotat

Ciklus vége

10: hi < hi g

11: Ciklus vége

12:  Visszatérés h = (hy, ..., hg), " = ({hio, ..., hir})S,

13: Eljaras vége
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2. Algoritmus SISA eltavolitdsi mechanizmus
Bemenet: h = (hy, ..., hg) modellek egyiittese, h = ({hig, ..., hir})3, elmentett

koztes allapotok, D adathalmaz az elmentett darab- és szeletindexekkel, D,

eltavolitando adat, az adatdarabok szama (5), szeletek szama (R), minden
szeletre az epochok szama (e)
Kimenet: #¥ = (BY, ..., h%) elfeledtetett modell, B = ({h%,, ... WY, })5 | koztes
modellallapotok
1. Eljaras SISA ELFELEDTETES (h, h,D,D,,S, R, e)

2: Ciklusi=1;i < S;i+ +

3: Wiy < hy > modell inicializalasa

4: {ﬁzi“fo, ce le%fR} — ({hig, . hir})2, > allapotok inicializalasa

5: Ha 3Jz € D, ¢ darabindexszel akkor

6: r; < megkeressiik a legkisebbb indexet minden z € D,-ra, aminek ¢ a
darabindexe

7: Ciklus j=r; ) < R;j++

8: D;; < D; ;\(Dy N Dy ;)

9: hi{j —h= ({Ei,o, ce ﬁi,R})f’;l

10: hi{j-ra elmentjiik a h%- modellallapotot

11: Ciklus vége

12: Elagazas vége

13: W — hlfy

14: Ciklus vége

15:  Visszatérés hY = (B, ... hY);, i = ({i¥,... W 1P,

16: Eljaras vége

3.1.1. Futasi id6

A SISA algoritmus négy 6 miiveletébdl kettd soran gyorsithatunk az elfeledtetésen
a naiv Ujratanitashoz képest: a feldarabolaskor, illetve a szeleteléskor.

Az alabbiakban tegyiik fel, hogy nem tudjuk, hogy egy adott adatpont mekkora
valoszintiséggel lesz elfeledtetve. Ekkor a D adathalmazt egyenletesen particionalhat-
juk S darabra gy, hogy Nie(sDr = D és Upe[s)Dr = D. Minden Dy-n tanitunk egy
M;, modellt Dy minden adatpontjat felhasznalva. Az u felhasznaléd d, adatponjta
az S db adatdarab mindegyikében egyforma valészintiséggel lehet. Hogy a lehetd
legjobb javulast érjiik el az Gjratanitas sebességében, feltessziik, hogy minden d,
pontosan egy adatdarabban lehet.

Ha a felhasznal6 azt szeretné, hogy d,, el legyen feledtetve, elGszor is meg kell

hataroznunk, d, melyik adatdarabban van (legyen ez D,,), majd a megfelels modellt
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D, \ d,-n teljesen ujra kell tanitanunk. Ezzel kapunk egy 4j (M) modellt. Ezzel
szemben a naivan elfeledtetett modellt D\ d,,-n tanitanank djra. Mivel |D| > |D,|, az
tjratanitashoz sziikséges id6 a naiv elfeledtetés esetében sokkal nagyobb. Mindez egy
adatpont elfeledtetése esetén legfeljebb S-szeres varhatd sebességndvekedést jelent.

Az adatdarabok felszeletelésével és a paraméterek elmentésével tovabb faraghatunk
az elfeledtetés idején. Minden Dy, adatdarabot R diszjunkt szeletre osztunk gy, hogy
Nie(r)Dr,i = D €8 Uje[r)Dy,i = Dy. € epochon at tanitjuk a SISA TANITAS-sal, és igy
megkapjuk az M; modellt. Ha az u felhasznal6 d, adatpontja a D, adatdarabban
van, akkor annak R darab szeletének barmelyikében azonos valoszintiséggel lehet.

Amennyiben a d,-t el szeretnénk feledtetni, akkor els6nek meg kell taldlnunk a
szeletet, amiben elhelyezkedik (D), majd az u. lépéstdl kezdve ujra kell tanitani
Dy \ dyn. Ezzel egy j modellt, M; -t kapjuk.

Ugyan minden epoch révidebb ideig tart, ha csak a szeletek egy részhalmazat
tanitjuk éppen, névekvé mennyiségi szelet tanitasa tovabb tart, hiszen minden alka-
lommal, amikor egy 1j szeletet adunk hozza, tjrakezdjiik a tanitast. Azt szeretnénk
elérni, hogy a szeleteléssel és nélkiile is ugyanannyi ideig tartson a tanités.

Legyen D = % az egyes darabokban 1év6 pontok szama, ahol N az adathalmaz
mérete. Legyen e’ az epochok szama szeletelés nélkiil. Ekkor meg szeretnénk hatérozni,
hogy mekkora legyen az e = 223:1 e; epoch-ok szama R darab szelet betanitassa
%
fel tovabbd, hogy minden szelet ugyanolyan hosszd, azaz Vi-re e; = . Az alabbi

esetén, ahol e; az “= nagysigi minta betanitasdhoz sziikséges epochok szama. Tegyiik

egyenl@séget irhatjuk ekkor fel:

R .

1D
'D = i—.
e ;e i

Innen egyszertsitéssel és atrendezéssel:

R
Re' = 5 €.

i=1
Felhasznalva, hogy ¢; = &:
R
R* =e Zz
i=1
, R(R+1) 1 e (R+1)
€f=e———=—
2 R R 2
2R,
= e
(R+1)
Ebbdl adodik, hogy egyetlen adatpont elfeledtetése esetén ez legfeljebb % X gyorsi-

tast eredményez.
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(R+1)S
2

A darabolassal egyiitt igy a SISA algoritmus legjobb esetben X gyorsabb a

naiv djratanitashoz képest.

3.1.2. El6nyok és hatranyok

A SISA algoritmus barmilyen fokozatosan (pl. gradiens-modszerrel) tanitott mo-
dellre alkalmazhato, s6t, a szeletelés miivelet nélkiil minden gépi tanulasi modellre,
példaul a dontési fakra is. egzaktsaganak koszonhetGen a konzisztencidja és a ta-
nasithatosaga garantalva van. Ugyanakkor a Koch & Soll (2023) cikk szerint az
algoritmus érzékeny a kiegyensulyozatlan osztédlyméretekre. Ha kisebb elemszamu
osztalyok is jelen vannak az adathalmazban, akkor minél kiegyensilyozatlanabb
veliik az adathalmaz, annal rosszabb lesz a pontossdga a modellnek.

Az S paraméter, azaz az adatdarabok szama erdsen Osszefligg a hatékonysaggal.
Amennyiben néveljiik az értékét, a SISA hatékonysaga névekszik, ugyanakkor a teljes
gépi tanulasi modelliink prediktiv teljesitménye romlik. Egyszertibb gépi tanulasi
feladatok esetén S > 20 esetén jelentds zuhanas figyelhetd meg a pontossdgban. Ha
pedig R értékét, azaz a szeletek szaméat noveljiik, csokkenti az djratanitas idejét, de
a tarhelyigényiink nagyobb lesz, hiszen tobb koztes allapotot kell igy eltarolnunk.

Tovabba, (Koch & Soll, 2023) alapjan a SISA algoritmus tovabb optimalizalhato,
ha tudjuk, hogy egy adott adatpont mekkora valoszintiséggel lesz eltavolitva. Az
Eurobarometer (European Commission and Directorate-General for Justice and
Consumers, 2019) felmérése alapjan példaul jelentds Gsszefiiggés figyelhetd meg az
emberek kora, anyagi helyzete, képzettsége, internetfelhasznalasi szokéasai, stb. és
akozott, hogy élnek-e a jogukkal, hogy toroltessék az adataikat. A nagy kozosségi
oldalak rendelkeznek ezen adatok jelentds részével, tehat e szempont vizsgéalata is
hasznos lehet a SISA implementalasa soran. Koch & Soll (2023) azt az Gsszefliggést
tarta fel, hogy ha el6szor feldaraboljuk az adathalmazt - ahogy eredetileg is csinalnank
az algoritmus szerint -, majd a darabokban a szeleteket sorba rendezziik a kitorlési
valoszintiségeik alapjan (a magasabb valoszintiségi szeleteket késGbbre helyezziik),
akkor a kis elemszami osztalyok esetében kimutathato teljesitménybeli valtozasok
jelennek meg. Ha kisebb az ilyen osztalyokhoz tartozo elemek eltavolitési valoszintisége,

a teljesitmény sokkal jobb, mig ha magas az eltavolitasi valoszintiség, akkor rosszabb.

3.2. Fisher-elfeledtetés

A Fisher algoritmus egy kozelit elfeledtetd algoritmus, amely parametrikus
modellekre alkalmazhat6. A modszer a Newton-modszer, illetve zajok hozzaadasa-

nak 6tvozése segitségével tavolit el adatot egy elére betanitott modellbsl. Pontos
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fels6 korlatokat is tudunk adni az elfeledtetett adatokrol megmaradt informaciod

mennyiségére.

3.2.1. Alapfogalmak a Fisher-algoritmushoz

Jelolje P(w|D) az A tanito algoritmus lehetséges kimeneteinek eloszlasat, ahol

w = A(D).

3.2. Definicio (Tisztitofliggvény). Az S(w) tisztitéfigguény egqy sztochasztikus
fliggvény eqy gépi tanuldsi modell silyain. P(S(w)|D) a lehetséges sulyok eloszlasdt
jeloli, miutdn a D adathalmazon alkalmaztuk elészor az A tanito algoritmust, majd

az S(w) tisztitofigguényt.

Legyen h,, egy modell, amit a D = D, LI D, adathalmazon tanitottunk. Az
elfeledtetés (,tisztitofolyamat”) abbol all, hogy alkalmazunk egy S(w, D,,) fiiggvényt
a stlyokon, hogy biztositsuk, hogy egy ,tamado” (algoritmus), amely rendelkezik a h,,
modellel, nem tud kiszamitani egy f(w) ,olvasofiiggvényt”, amellyel rekonstrualhat

informéciokat D,-rol.

Megjegyzés. D, egyes tulajdonsagait mindig meg tudjuk hatdrozni anélkil, hogy
valaha ldttuk volna az eredeti adathalmazt. Példaul ha D arcképekbdl dall, azt biztosan
tudjuk, hogy a képeken két szem wvaldszinileg megtaldlhato lesz. Az elfeledtetésben
ehelyett az szamit, hogy f(w) mennyi tovabbi informdciot tud kihdmozni egy D,
adathalmazbol a w sulyokat kihaszndlva, amelyeket a komplementerébdl, D,-bol nem

tudndank meghatdrozna.

3.3. Definicié (Optimalis tisztitofiiggvény). Egy adott [ olvasdfiigguényre eqy op-
timdlis tisztitdfiggvény S(w, D,) (avagy S(w)), ha létezik eqy mdsik, So(w) fiiggvény,

amely nem fiigg D,-tol, és amire
KL(P(f(S(w))|D) | P(f(So(w))|Dy)) = 0. (3.1)

Megjegyzés. Hogy lassuk, Sy miért nem figghet D,-tdl, vegyik az S(w) = w
identitdst, és So(w) = w’'-t, ahol w'-t a D-n valé tjratanitasbol kapjuk. Ekkor w' ~
p(w|D). Ekkor a KL-divergencia 0 lesz, de nem tdvolit el semmi informdcidot, mert

S(w) az identitds.

Az Sy(w) fliggvényre tekinthetiink elfeledtetési tantsitvanyként, hiszen megmutat-
ja, hogy S(w) megkiilénboztethetetlen egy olyan modelltél, ami sosem latta D,-t. A
3.1 feltétel trividlisan is teljesithetd, pl. S(w) = Sp(w) = ¢ valasztéassal. Ugyanakkor

nekiink az is célunk, hogy D,-r6l a lehetd legtébb informaciot tartsuk meg.
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3.4. Allitas. Legyen D, eqy valdsziniségi vdltozd, pl. eqy véletlen mintavétel az

elfeledtetendd adathalmazbol. Legyen Y a tulajdonsdg, ami D, -tol fiigg. Ekkor
I(Y; f(S(w))) < Ep, [KL(P(f(S(w))[D) | P(f(So(w))|Dy))], (3.2)
ahol I(Y; f(S(w))) a Shannon-féle kélcsonds informdcidt jeloli Y és f(S(w))) kozott.
Ha a 3.1 egyenlet nullat ad, akkor a fenti allitas azt jelenti, hogy egy f(w) olvaso-
fiiggvény kimenetébdl nem tudjuk meghatarozni, hogy a w’ = S(w) modell tanitva
volt-e D,-n vagy sem. Masszoval az adattartalmazasra kovetkeztet§ tamadasok nem
lesznek sikeresek. Ezt szeretnénk altaldnositani, hiszen a gyakorlatban nem tudhatjuk,

milyen f(w) olvasofiiggvényt hasznal a tdmadonk. Az alabbi lemma segitségével

garantalhatjuk a biztonsidgot barmilyen f-re:
3.5. Lemma. Bdrmilyen f(w) figgvényre igaz az alabbi:
KL(P(f(S(w))[D) | P(f(So(w))|Dy)) < KL(P(S(w)[D) || P(So(w)|Dy)).

A fenti lemma meg az allitas bizonyitasa tulmutat e szakdolgozat tertalman, de
az eredeti cikkben (Golatkar et al., 2020) megtekinthetd.

Ennek koszonhetSen elég az aldbbi kifejezést minimalizalni:
KL(P(S(w)|D) || P(So(w)|Dy)). (3.3)

3.6. Példa (Elfeledtetés zaj hozzaadasaval). Tegyiik fel, hogy a modell w silyai
korldtosak. Legyen S(w) = So(w) = w + on, ahol n ~ N(0,1) a tisztité folya-
mat, amely normdl eloszldsi zajt ad a sulyokhoz. Ahogy a o szdrds noveljik, teljes

elfeledtetés kovetkezik be:
KL(P(S(w)|D) || P(So(w)|D,)) === 0.

Ugyan a nagy szordsiu zaj hozzdaddsa wvaloban segiti az elfeledtetést, ez egyuttal
haszndlhatatlannd is teszi a modellinket. Az elfeledtetés sordn ugyanis gy szeretnénk
eltavolitani a lehetd legtdbb informdciot eqy adathalmazrol, hogy a modell pontossdgdt

kézben megtartjuk.

A fenti példaban lathato, hogy sziikséglink van egy j mennyiségre, amely mini-

malizaldsa soran a modelliink nem valik pontatlanné.
3.7. Definicié (Lagrange-fiiggvény).

£ = B L, (w)] + AKL(P(S(w)|D) || P(So(w)| D)), (3.4)
ahol Lp, (w) a modell hibafigguénye az ijratanitott D, adathalmazon.

Az Lagrange-fiiggvény els6 tagjat minimalizélni nem olyan nehéz, ugyanakkor

mély neuralis halok esetén a P(w|D) meghatérozasa mar igen.
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3.2.2. A stabilitas és a lokalis elfeledtetési korlat

Egy adott A(D) sztochasztikus tanité algoritmus esetén valaszthatunk egy e
véletlen kezdeti értéket. Ha A(D, €)-t tekintjiik, ez méar az adathalmaz és a kezdeti
érték egy determinisztikus fiiggvénye.

Ekkor feltessziik az alabbiakat:

1. Az elfeledtetends D, egy kis része a teljes D adathalmaznak (kiilonben jobban

megérné teljesen Gjratanitani a modellt)

2. Az A(D,¢) stabil, azaz ha az D és D’ csak egy kicsit térnek el, a A(D,€) és
a A(D',€) kimenetei kozel vannak egymashoz. Ekkor azt varjuk, hogy a 3.3
egyenletben P(S(w)|D) és P(Sy(w)|D,) szintén kozel vannak, ami megkonnyiti
az elfeledtetést.

3.8. Allitas (Lokalis elfeledtetési korlat). Legyen A(D,¢€) egy tanité algoritmus
€ kezdeti értékkel (ekkor P(S(w)|D) = E[P(S(w)|D,¢€)]. Ekkor az aldbbi korldtot
kapjuk:

KL(P(S(w)|D) || P(So(w)|D;)) < E[KL(P(S(w)|D; ) || P(So(w)|Dy,€))].
Bizonyitds. A jelolés egyszertsitése érdekében irjuk at az egyenletet az alabbi alakra:
KL(Q(w) | B(w)) < B [KLQ(ule) | Ruw)le)|,

ahol Q(w) = P(S(w)|D) és R(w) = P(S(w)|D,). A bal oldalt ekkor az alabbi m6don
irhatjuk at:

KL(Q(w) || R(w /Q ) log Zi dw :/EG[Q(w]e)]log%dw ;
(wle) ,
JEfetigro ZG] - £ [ Qulotos p S au | -
= E. [KL( w) || P(w))],

ahol (x)-nél a logaritmusok sszegére vonatkozo egyenl6tlenséget hasznéaljuk ki. [

A lokalis elfeledtetési korlatban csak az elfeledtetés atlagat tekintjiik egy bizonyos
kezdeti értékkel, nem pedig a lehetséges kimenetek globéalis eloszlasat a véletlen

kezdeti értékekre. Az alabbi kivetkezményben lathatunk erre egy konkrét példat.

3.9. Kovetkezmény (gaussi elfeledtetés). Tekintsik azt az esetet, ahol S(w) =
h(w) +n és So = w +n', ahol n,n’ ~ N(0,X) gauss eloszldsi zaj és h(w) egy
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determinisztikus figgvény. Mivel € kezdeti értékre a w = A(D,¢€) sulyok az ada-
tok egy determinisztikus figgvénye, P(S(w)|D,e) = N (h(A(D,¢)),X) és hasonloan
P(So(w)| Dy, €) = N(h(A(D,,€)). Ekkor a 3.8 dllitdst haszndlva:

KL(P(S(w)|D) [| P(So(w)|Dr)) < %Ee (h(w) = w)"S7H (h(w) )|, (3.5)
ahol w = A(D,¢€) ésw' = A(D,,¢).

A fentiek alapjan tehat a KL(P(S(w)|D) || P(So(w)|D,)) kifejezéshez talaltunk
egy sokkal egyszertibb fels6 korlatot, tovabba mindez harom egyszert, de altalanos

elfeledtetési eljarasra utal:

1. Alkalmazunk egy h(w) fiiggvényt, hogy w-t és w'-t kizelebb hozzuk egymaéshoz
(pl. A(w) — w'-t minimalizaljuk a 3.5 egyenletben).

2. Hozzéadunk zajt, amely ¥ kovariancidja nagy h(w) — w’ iranyaba.

3. A két eljaras egyiitt.

3.2.3. Az optimalis négyzetes tisztitéalgoritmus

Tegyiik fel, hogy kvadratikus hibafiiggvényiink van, példaul a négyzetes hibafiigg-
vény [5.2. egyenlet|, illetve nulldhoz kozelits tanulasi rataval tanitunk, ami az alabbi

folytonos gradiens modszeres optimalizalést eredményezi:
Ai(D,e) = wy— (I — e ™) A7V, Lp (W) o
ahol A = V2Lp(w). Ezeket a feltételeket késsbb lazitjuk.

3.10. Allitas (Optimalis tisztitéalgoritmus). Legyen a hibafigguény Lp(w) =
Lp,(w) + Lp, (w) és tegyiik fel, hogy Lp,(w) és Lp, (w) is négyzetesek. Tegyiik fel,
hogy a Ai(D,€) optimalizdld algoritmus a t iddpillanatban véletlenszerien inicializdlt

sulyokkal szamolt hibafiigguény gradiens-folyamdval. Vegyiik az alabbi tisztitofligguvényt:
h(w) = w + e Pled + e B(d — d,) — d,,

ahol A = V2:Lp(w), B = V2Lp,(w), d = A'V,Lp és d., = B~'V,Lp,. Ekkor
h(w)-ra igaz, hogy h(Ai(D,€)) = A(D,,e) minden € kezdeti értékre és t iddre,

tovabbd S(w) = h(w) eltdvolitja a modellbsl a D, informdciot:
KL(P(S(@)|D,€) | P(w|D,, ) = 0.

Megjegyzés. Hat — oo, azaz ha az optimalizdlo algoritmus bekonvergdlt, eqy sima

Newton-madszert kapunk:
Seo(w) =w — B~V Lp, (w). (3.6)
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A 3.10 allitas megkoveteli, hogy a hibafiiggvényiink négyzetes legyen, ami hét-
koznapi esetben nem feltétlentil teljesiil. Tovabba a gyakorlatban az optimalizélas
diszkrét 1épésekben torténik a gradiens-modszerrel, és nem pedig gradiens-folyammal.
A tovabbiakban igy ezeken a feltevéseken lazitunk a 3.9 kovetkezményben bemutatott
tisztitofolyamat egy tovabbi szabadsagi fokanak segitségével, ami nem mas, mint a

zaj.

3.11. Allitas (Robusztus tisztitéfolyamat). Tegyiik fel, hogy kizel van h(w) egy
w'-hoz eqy normdlis eloszldsi zajtdl eltekintve, azaz h(w) — w' ~ N(0,%). Tovdbbd
tegyiik fel, hogy Lp, (w) (lokdlisan) négyzetes h(w) koril. Ekkor az S(w) = h(w) +n
alaki optimdlis tisztitéfolyamatot (ahol n ~ N(0,X)), ami minimalizdlja a 3.7
egyenletet L. BY. = A\, esetén kapjuk, ahol B = V?Lp, (w). Ha a hiba izotropikus,

azaz ¥, = ol az identitds tobbszordse, X = )\U?LB’%.
A 3.10 és 3.11 allitasokbol az alabbi tisztitofolyamatot kapjuk:
Si(w) = w+ e Bled+ e Pd — d,) — d, + (A\o?)i B in, (3.7)

ahol n ~ N(0,1) és B, d és d, ugyanazok, mint a 3.10 allitasban. Ha t — oo (azaz
az optimalizalas majdnem bekonvergélt), ez egy zajos Newton-modszerré valik, ami

kénnyebben alkalmazhaté a gyakorlatban:
Sy(w) = w— B™'VLp (w) + (Ao2)i B ie. (3.8)

A ) itt egy hiperparaméter, amely az elfeledtetends adatokbol fennmarado informaciod
és a megtartand6 adatokon elérends pontossiag kozotti egyensilyt szabalyozza. A
o, a gradiens-modszer folytonos gradiens-folyammal valo kozelitésébdl eredd hibat

fejezi ki.

3.2.4. Az adatok egy halmazanak elfeledtetése

Miutan a modelliink be lett tanitva, kijelolhetjiik az elfeledtetends adatokat a D,
halmaz megadasaval. Ugyanakkor a gyakorlatban nem feltétleniil rendelkeziink D, .-rel,
azaz a maradék adattal, amin a modellt tanitottuk. Ugyanakkor feltehetjiik, hogy
Lp(w) minimumanal vagyunk, azaz VLp(w) = 0. Ennek koszonhetSen tudjuk, hogy
VLip, (w) = —=VLp,(w) és V2Lp,(w) = V2Lp(w) — V?Lp, (w). E azonossagokat
hasznalva ahelyett, hogy tjraszamolnank a gradienseket és a Hesse-métrixot a teljes
adathalmazon elég mindezt kiszamolni az elfeledtetendé adathalmazon, feltéve, hogy
a V2Lp(w) Hesse-matrixot elmentettiik az eredeti D adathalmazon val6 tanitas
végén. Ez természetesen nem kotelezd lépés, csak akkor ajanlott, ha D,.-rel nem

rendelkeziink a késébbiekben.
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3.2.5. A Hesse-matrix kozelitése és a Fisher-elfeledtetés

A gyakorlatban egy mély neuralis halo esetében tul koltséges a Hesse-matrixot
kiszamolni. Altalaban azt sem tudjuk, hogy pozitiv definit-e. Ezt orvosolandé, hasz-

nalhat6 a Levenberg-Marquardt pozitiv szemidefinit approximécio:

VzLD(w) ~ Ex~D,y~p(y|x) [vw Ingw(y|$)vw 1Og pw(y|x)T} . (39)

A Hesse-matrix ezen kozelitése egybeesik a Fisher informéacids matrixszal. Ezen
approximécié raadasul egzakt bizonyos problémak (pl. linearis regresszio) esetén.
Mivel a Fisher informéciés matrix til nagy ahhoz, hogy eltaroljuk a memoriaban,
kiszamithatjuk az atlojat. A Fisher-algoritmust bemutaté cikk szerzéje ugyan a
kisérleteiben nem talalta az atlot B kell6en jo kozelitésének egy teljes Newton-
lépéshez (h(w) = w— B 'V Lp, (w) a 3.8 alapjan), arra azért j6, hogy a hasznélataval
zajt adjunk hozza. Ezzel egyszertsithetjiik a folyamatot, és igy h(w) = w, a Fisher

informéacios matrix pedig a zaj. Az egyszertsitett tisztitofolyamat:
S(w) = w+ (Ac2)iF 1, (3.10)

ahol F' a Fisher informaciés méatrix a w pontban a D, adathalmazra, A pedig egy
hiperparaméter, amely az elfeledtetés, illetve a modell hib4djanak egyensulyat allitja
be.

Mivel h(w) = w, egy Newton-1épés helyett az eljaras azon alapszik, hogy w és w’
kozel vannak egyméshoz, ami pedig a sztochasztikus gradiens-modszer stabilitasatol
fiige. Osszességében ez az eljaras ugy értelmezhetd, hogy zajt adunk hozza a modellhez
ugy, hogy azok a sulyok, melyek D,-r6l igen, de D,-r6l nem tartalmaztak informaciot,

eltiinjenek.

3. Algoritmus Fisher-algoritmus

Bemenet: betanitott modell § paramaterei, D tanité adathalmaz, D, elfeledtetendd
adathalmaz, o zajparaméter, A\ paraméter a 3.10. egyenletbdl
Kimenet: az elfeledtetett modell 8% paraméterei
1. Eljaras FISHER-ELFELEDTETES (6, D, D,,, 0)
2 D'+ D\ D,
3 5« VLY, D)
4 F « L és D" a 0 paraméterek Fisher informécios matrixa a D’-re nézve
5 MO+ (\o2)iF i
6 Visszatérés 0
7

Eljaras vége
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4. Kisérletek

Ebben a fejezetben a Fisher-algoritmussal végzett kisérleteimet mutatom be.
Ehhez egy mély mesterséges neuralis halot hasznéltam, melyet a CIFAR-10 adat-
halmazon tanitottam. Az eredeti cikk szerzéinek implementaciojat (Golatkar, 2020)
hasznéltam fel kiindulasi pontként a kisérleteim alapjaul, de kiegészitettem és jelen-
tGsen leegyszertsitettem a kodot. Az Gsszes kisérletem reprodukalhaté a publikusan
elérheté https://github. com/btrxb/FisherForgetting GitHub oldalon talalhato

koédbéazisomban.

4.1. Adathalmaz, technikai részletek

A kisérletekhez a CIFAR-10 (Krizhevsky, 2009) adathalmazt hasznaltam, amely
60000 32 x 32 méretd képbdl, és 10 képosztalybol all. Ebbdl 50000 kép alkotja a tanitod
adathalmazt, és 10000 a teszthalmazt. Minden osztalyhoz ugyanannyi kép tartozik.
Az osztalyok cimkéi sorrendben a kévetkezdk: repiil6gép, autd, madar, macska, 6z,
kutya, béka, 16, hajo, teheraut6. Adataugmentalast nem hasznaltam a modellek
tanitasa sorén, csak a képeket normalizaltam mindig a tanitohalmazon kiszamolt

szincsatornankénti atlaggal és szorassal.

2. Abra. Az nulladik adathalmaz elemei, azaz képek repiil6gépekrsl. Amikor a
kiilonb6z6 méretii adathalmazok elfeledtetését hasonlitottam Gssze, ezen

adathalmazt rogzitettem elfeledtetendének.

A kisérleteket a Google Colab kdrnyezetben, illetve az ELTE szervergépein,
GPU-val végeztem, a PyTorch csomag (Paszke et al., 2019) hasznéalataval. A modell
egy ResNet-18 modell (He et al., 2016). Az eredeti cikk (Golatkar et al., 2020)
szerzdi a filterek szamaéat a felére csokkentették minden rétegben, illetve az utolsd
rezidudlis blokkot elhagyték - én viszont a kisérleteimben egy mas ResNet-18 neurélis
haloval dolgoztam, amely részletes felépitése az 1. tablazatban talalhato, tovabba a
filterszamot a 0,4-szeresére csdkkentettem, mert kiilonben a hibafiiggvénytiiggvény
nem konvergalt. Egy ResNet-blokkban [2. tablazat| az egyes konvolucios rétegek el6tt
egy-egy batch-normalizalo réteg talalhato (Ioffe & Szegedy, 2015), a konvoluaci6 utan
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https://github.com/btrxb/FisherForgetting

mindig Rel.u aktivacio szerepel, az utolso lineéris rétegnél pedig softmax aktivacio.

A B fiiggelékben bévebben is kifejtem, hogy mi is a ResNet, azaz egy rezidualis halo.

. ResNet18 | Filterek .
Réteg neve Kimenet mérete Stride
blokk szama
Konvolucio [-1, 64, 32, 32| 64 1
Batch-normalizalo réteg [-1, 64, 32, 32|

1. konvoliciés blokk -1, 25, 32, 32] 3x31 o] 1
3 x 3] 25

2. konvoliciés blokk [-1, 51, 16, 16] 3x31 5 ol 2
3 % 3] o1

3. konvoliciés blokk -1, 102, 8, §] X3 5 102 2
_3 X 3_ 102

4. konvolucios blokk [-1, 204, 4, 4] 3 %3 ) 204 2
_3 X 3_ 204
Pooling réteg [-1, 204, 1, 1] 204

Linearis -1, 10]

1. tablazat. A hasznalt ResNet-18 modell felépitése.

ResNet-18 blokk

Batch-normalizal6 réteg

3 x 3 konvolicios réteg

Batch-normalizal6 réteg

3 x 3 konvolucids réteg

2. tablazat. Egy ResNet-18 konvoluciés blokk felépitése.

4.2. A kisérlet felépitése

4.2.1. A tanitas és a Fisher-algoritmus

1. A CIFAR-10-es adathalmazon betanitottam a ResNet-18 [1. tablazat| modellt a

3. tablazatban talalhaté hiperparaméterekkel. Adataugmentaciot nem végeztem.

2. A modellt finomhangoltam, az eredeti 0,01-es tanulasi rata helyett 0,0001-et
hasznélva. A finomhangolas soran kijeléltem az elfeledtetendd osztalyt, illetve

az elfeledtetni kivant képek szaméat, majd véletlenszertien kivalasztva annak
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Hiperparaméterek

Batchméret 128
Epoch-ok szama 31
Hibafiiggvény Leg

Regularizacios egyiitthato (L?) | 0,001

Tanulasi rata 0,01

Tanulasi rata finomhangoléskor | 0,0001

3. tablazat. Hiperparaméterek. Az Log kereszt-entropiat a fiiggelékben [5.3]

definidltam.

megfelel§ szamu képet, lecseréltem azokat a megtartani kivant adathalmaz szin-
tén véletlenszerd elemeire. Tehét ennek soran a modell mar csak a megtartando

adatokon, azaz D,-en tanult tovabb.

3. A 3.9 egyenletben meghatarozott modszerrel elGallitottam a Fisher informécios
rendi parcialis derivaltjai alapjan, majd a 3.10 tisztitofiiggvényt alkalmaztam

a finomhangolt modell paramétereire.

4. Tanitottam egy modellt kizardlag D,-en.

A fenti lépések elvégzése utdn négy modellel rendelkeztem: az eredeti teljes
adathalmazon tanitottal, a finomhangolttal, a Fisher-algoritmussal elfeledtetettel és
a nullarol, kizarolag a megtartand6 adatokon ujratanitottal. A tovabbiakban leirt

kisérletekben ezeket hasznaltam fel a Fisher-algoritmus kiértékelésére.

4.2.2. Az optimalis paraméter megkeresése

A kisérletek soran kideriilt, hogy a S(w) = w + ()\a,zl)iF ~1 egyenletben, azaz a
tisztitofliggvényben a lambda paraméter jelentés befolyéassal van a Fisher-algoritmus
eredményességére. Az implementacioban az o = A\? értéket véaltoztattam, és harom
véletlen inicializalasbol kapott eredményeket tekintettem. oo = 1071 érték esetén az
elfeledtetett modell pontossaga ugyan magas volt a teszthalmazon, D,-n, azaz az
elfeledtetendd adathalmazon is magas volt, vagyis a modell nem felejtette el a kijel6lt
adatpontokat. Ezzel szemben 107% érték esetén ugyan elfeledte az adatpontokat, a
teszthalmazon és D,-en is jelentGsen megromlott a pontossiga, amit az elfeledtetés
soran el szeretnénk keriilni. Eppen ezért kiilonbozé o értékekre kiprobaltam 100

adatpont elfeledtetését.
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3. Abra. A Fisher-algoritmussal elfeledtetett modell hibainak aranya az o

. 4 4
fiiggvényében.
Elfeledtetendé adathalmaz Megtartandd adathalmaz
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4. Abra 5. Abra

Elsének 107%, 1077, 1078, 107, 10710 értékeket vizsgaltam. 1077 és 10710 kozott
nem valtozott szamottevSen az algoritmus eredményessége (a 3. abran lathato a
hibak ardnya, illetve a stlyokban talalhaté informécié mennyisége), ugyanakkor 10~°
és 1077 kozott mar igen, ezért tovabb vizsgaltam a modelleket ezen két érték kozotti
a-kra. A 4., 5. és az 6. abrakon lathaté a modellek teljesitménye. Ezen esetben 1077,
2,5-1077,5-1077, 7,5-107% és 1079 értékekre szdmoltam ki a pontossigokat.

A 4., 5. és 6. abrak alapjan két « értéket tiint érdemesnek megvizsgéilni: o =
1077 a legjobb pontossagot eredményezte a teszthalmazon, de D,-n 100%-os volt a
pontossiga, ami kételyekre adhat okot, hiszen az gyaniisan magas érték egy olyan
halmazon, amirél nem lenne szabad tudnia a modellnek az elfeledtetés utan. A masik
a érték, ami szoba johetett, az a 2,5 - 1077 volt, mert az az els6 vizsgalt érték,
amelyen csokkent a pontossdg D,-n.

Végiil a 7. abra dontdtte el a kérdést, ugyanis azon lathatd, hogy o = 1077 esetén

még tul sok az informacié a modellben. A tovabbiakban ezért az o = 2,5 - 1077
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7. Abra. A Fisher-algoritmussal elfeledtetett modell hibainak aranya az o

fiiggvényében.
értékre végeztem a kisérleteket.

4.2.3. Tovabbi kisérletek

A kisérletek soran mind a 10 CIFAR osztalyra kiprobaltam a Fisher-algoritmust,
és ekkor az elfeledtetendd adathalmaz nagysagat 100-on rogzitettem. Megvizsgéltam
tovabba azt is, hogy mi torténik, ha az osztalyt rogzitem (a nulladik osztalyt, azaz
a repiilégépeket [2. abral), de valtoztatom az elfeledtetends adathalmaz nagysagat.
Négy kiilonb6z6 méretre végeztem el a kisérleteket: 100, 500, 1000 és 5000 képet
jeloltem ki elfeledtetésre (5000 egy teljes osztélynak felel meg). Mindezt az alabbi

fejezetben kovetkezd szempontok alapjan értékeltem ki.
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4.3. Kiértékelés

Pontossag. A 8. abran lathato, hogy a megtartandé adathalmazon a Fisher-algoritmussal
elfeledtetett modell pontossagat nem befolyésolta sem a kiillonb6z6 osztalyok,
sem pedig a kiilonboz§ D, méretek vizsgalata. Az elfeledtetett modell szinte

mindig rosszabbul teljesitett a tobbinél, viszonylag stabil pontossagi értékekkel.

Az elfeledtetends adathalmazon a kiilonbo6zd osztalyok esetében hullamzo volt
a Fisher-algoritmussal elfeledtetett modell teljesitménye, ezen értékek alapjan
bizonyos osztalyokat sokkal jobban elfelejtett a modell. A masodik, 6todik és
hatodik osztalyok elemeit, azaz a madarakat, az 6zeket és a kutyakat sokkal
kisebb aranyban ismerte fel, mint a tobbi osztalyéit. Kiillonb6zé D, méretek
esetén pedig 5000-nél, azaz a teljes osztaly elfeledtetése esetén meredeken
lecstkkent a pontossag, ami arra utal, hogy az algoritmus teljes osztalyokat
jobban el tud feledtetni.

A teszthalmazon a kiilonboz6 osztalyok esetén az elfeledtetett modell teljesitmé-
nye szinte egyaltalan nem valtozott, végig vagy 20%-kal rosszabb volt a tobbi
modellnél. A kiillonb6z6 méretd D -k esetén viszont méar az is megfigyelhetd,
hogy a Fisher-algoritmussal elfeledtetett modellel egyetemben a finomhangolt
modell teljesitménye is lecsokkent a teljes osztaly elfeledtetése esetén, s6t, a
varakozasainknak megfelelGen a naivan tjratanitott modell pontossaga is nagyot

csokkent.

Hatékonysag. A hatékonysig méréséhez feljegyeztem a naiv Gjratanitas és a Fisher-
elfeledtetés futasidejét minden kisérlet soran, majd az osztalyonkénti kisérletek
esetében vettem az egyes futasidsk atlagat - mivel az értékek rendkiviil kozel

voltak egyméashoz -, és alkalmaztam ra a 2.1. képletet. Az osztalyonkénti kisér-

781,115
10724,989s

méretd elfeledtetendd adathalmazok esetében kiilon-kiilon is kiszamoltam a

letek soran = 0,0728 értéket kaptam a hatékonysagra. A kiillonbo6zé

hatékonysagot, ezen értékek a 4. tdblazatban lathatoak.

D, mérete | Hatékonysag
100 0,082
500 0,089
1000 0.090
5000 0.071

4. tablazat. A Fisher-algoritmus hatékonysaga kiilonb6z6 mérett D,,-kra.

Osszességében megallapithato, hogy az algoritmus egyaltalan nem hatékony.
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8. Abra. A pontossag a kiilonb6z6 osztalyokon és kiilonbozé mérettd D,,-kra.

Ennek oka a Fisher informécios matrix kiszamolésanak rendkiviili lasstsaga: ez
koriilbeliil hdrom o6rat vett igénybe a kisérleteim soran, mig a naiv tGjratanitas

mindossze 15 percig tartott.
Hatasossag. A hatésossag a 2.2. képlet alapjan szamolhato6 ki, azaz az elfeledtetett
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modell és a naivan tGjratanitott modell teszthalmazon vett teljesitményei kii-
16nbségének abszolutértékét vettem. A 9. dbréan lathato, hogy az 6sszes kisérlet

hasonl6 eredményt adott, azaz az értékek mind 0,19 koriil mozognak.

0.200 0.200 A
0.175 4
0.150 1
0.125 1
0.100 4
0.075 1
0.050 1
0.025 4
0.000 -
100 500 1000 5000

Osztaly Elfeledtetendd adathalmaz mérete

Haté&sossag

0.175

0.150

0.125

0.100

0.075

0.050

0.025

0.000

9. Abra. A hatésossag a kiilonboz6 osztalyokon és kiilénbozé mérett D,,-kra.

Konzisztencia. A konzisztencia az elfeledtetett modell és a naivan djratanitott
modell paramétereinek tavolsaga a masodik norméaban a 2.4. képlet alapjan. A
10. 4bran lathato, hogy az Osszes kisérlet kb. hasonlé értékeket eredményezett,

mégpedig 0,63 koriilieket.

Konzisztencia

0.6
0.5
0.4 1
0.3
0.2
0.1 4
0.0 -
100

500 1000 5000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Osztaly Elfeledtetendd adathalmaz mérete

10. Abra. A konzisztencia a kiilonboz6 osztéalyokon és kiilonbozé mérettd D,,-kra.

Tanusithatésag. Ezen szempont esetében nagy kiilonbségeket figyeltem meg a
kisérletek soran. A 11. abran lathato, hogy kiilénb6z6 osztalyok elfeledtetése
esetén a legmagasabb értékekkel a mésodik osztaly - amely a madarak képeit
tartalmazza - rendelkezett. A tanusithatosigi értéke kiugréan magas, 100-
bol majdnem 60. Utdna pedig tovabbi magas értékkel, kb. 45-tel a hatodik
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osztaly, azaz a békak adathalmaza kovetkezett. A macskik és a kutyak, azaz a
harmadik és a hatodik osztaly 20-20 koriili értékekkel majdnem holtversenyben
a harmadikok a tanusithatosagi eredmények sorrendjében. E nagyobb értékek
abbol fakadnak, hogy a naivan tjratanitott modell és az elfeledtetett modell

pontossagai kozott nagy a kiilonbség az elfeledtetends adathalmazon.

A kiilénb6z6 méretd adathalmazokon mért tantsithatosag 100-t6l 1000-ig
alacsony, majd 5000 adatpont, azaz a teljes osztaly elfeledtetése esetén felugrik
100-ra. A magas érték ebben az esetben azzal magyarazhato, hogy a 2.7.
képletben definialt tantsithatosag értéke jobban biinteti, ha az az elfeledtetendd
adathalmazon a naivan djratanitottnak alacsonyabb a pontossiga az elfeldtetett
modellénél, hiszen ez arra utal, hogy még maradt informécié a modellben a
naivan djratanitotthoz képest - és egy teljes osztaly elfeledtetése esetén a naivan

tjratanitott modell teljesitménye a nulladik osztalyon, azaz a repiil6gépeken 0

volt.
Tanusithatésag
100 100 -
80 80
60 1 601
40 40
20 1 20
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 500 1000 5000
Osztaly Elfeledtetendd adathalmaz mérete

11. Abra. A tanusithatésag a kiilonboz6 osztalyokon és kiilonbézé mérettd D, -kra.

4.4. Tanulsagok

A Fisher-algoritmus sajnos nem valtotta be a gyorsasagat illetGen a hozzé flizott
reményeket. A cikk szerz6i ugy fogalmaztak, hogy egy ,egyszeri” Newton-lépésbdl all
lényegében a tisztitofolyamat, azonban ehhez ki kell szamolni a sulyok Fisher infor-
macios matrixat, amely jelentGsen lelassitja a folyamatot nagy modellek esetén, mert
O(n?) egy Hesse-métrix kiszamitasdnak bonyolultsaga, és ez rosszul skalazodik. Ezzel
szemben ugyan a SISA algoritmust nehezebb implementélni, maga a mtkddési elve
egyszerd, raadasul ez egy egzakt algoritmus, és biztosan tudjuk réla, hogy az eltavoli-

tando adat mar nem lesz benne, hiszen nélkiile tanul Gjra. A Fisher-algoritmus mellett
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sz0l, hogy szép matematikai alapokon nyugszik, ugyanakkor futésidé szempontjabol,
illetve a kevés adat elfeledtetése szempontjabol sem meggy6zek az eredményei - a
,machine unlearning” teriileten foly6 kutatasok célja pedig pont az lenne, hogy a naiv
tjratanitashoz képest csokkentsék a futasidét tigy, hogy a pontosséig is j6 maradjon
mindekozben.

A Fisher-algoritmus szerz6i az altalam elvégzett kisérletek koziil a 100-as és az
5000-es elfeledtetends adathalmaz-méreten végzetteket kozolték a cikkiikben. Az &
eredményeiket nem sikeriilt teljesen reprodukalnom, a pontossag jellemzsen elmaradt
mind a megtartando-, elfeledtetendds- és teszthalmazon. Példaul mig egy osztaly
elfeledtetése esetén a szerz6k kb. 96%-os pontossagot mértek a megtartandd adathal-
mazon, az altalam végzett kisérletekben ez csak 70% koriil volt. Tovabba ugyanezen
osztalymeéreten a teszthalmazon 6k 74%-os pontossagot, én pedig mindossze 55%-ot
tapasztaltam. Ennek az lehet az oka, hogy a szerzdk &ltal hasznalt modell kissé
eltér az altalam alkalmazott ResNet modelltsl: a szerzdk a filterek szamat a felére
csOkkentették, illetve az utols6 rezidualis blokkot elhagytéak.

Mindezen feliil az eredeti cikkhez képest szamos mas 1j kisérletet is elvégeztem,
amelyek eredményei hozzajarulhatnak az algoritmus jobb megértéséhez: megvizs-
galtam kiilonboz6 osztalyok esetén, illetve 500-as és 1000-es D,, méretekre is, hogy
hogyan valtoznak a pontossidgok. Ezen eseteket kiértékeltem emellett a Mercuri
et al. (2022) cikkben talalhato szempontok szerint is, amelyeknek hala még tobb

informéacionk van az algoritmus alkalmazhatosagarol.
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5. Osszefoglalo

Az adatok elfeledtetése neuralis halokban egy rendkiviil fiatal tudomanyteriilet,
folyamatosan jelennek meg 1j cikkek egyre hatékonyabb modszerekkel, és ahogy a
mesterséges intelligencia szabélyozéasa egyre kiforrottabba - és varhatéan szigoribbé
- valik, agy lesz egyre nagyobb az igény is a tovabbi kutatésokra a témaban.

Az egyik rendkiviil szembetiing és megoldasra varé probléma jelenleg az egységes
kiértékelési szempontok hianya, ez cikkenként elég valtozo, és meg is neheziti igy a
kiilonb6z6 algoritmusok 6sszehasonlitasat. Ez varhatoéan javulni fog, kiilonosen ahogy
a kiilonbo6z6 hatosdgok, allami szervek pontosabb kovetelményeket fogalmaznak meg
az adatbiztonsag és az adatok eltavolittatasahoz fiz6d6 jogok kapcsdn. Ami pedig a
vizsgalt algoritmusokat illeti, SISA algoritmussal kapcsolatban az egyik legnagyobb
gond, hogy az interneten elérheté publikus implementacioi nemigen miikodnek, és
igy rendkiviil nehéz vele kisérleteket végezni - mikdzben széles kérben alkalmazzéak
a praktikussaga miatt. A Fisher-algorimtussal kapcsolatban pedig kideriilt, hogy
a Fisher informacids matrix kiszamitasa jelentGs javitasra szorul. A kisérletekben,
akarcsak az eredeti cikk szerzd6i is, csak diagonalis approximaciot hasznaltam, mivel az
egész méatrixot nem igazan lehet a jelenlegi eszkozokkel ilyen hatalmas adatmennyiség
esetén realis id6ben kiszamolni. A jov6ben, ha egyszer ez jobban implementélva lenne,
biztosan érdekes lenne kiprobalni a levezetett tisztitdéalgoritmust, mert a diagonalis a
gyakorlatban jelenleg csak tovabbi zaj hozzdadasara hasznalhato: a tisztitéfolyamatot
magéat muszaj volt rendkiviil leegyszertsiteni a jobb eredmények érdekében.

A Fisher-algoritmust még szamos tovabbi kisérletben lehetne vizsgalni. Szamitési
kapacitas hidnyaban nem tudtam sajnos minden osztalyra kiprobalni, hogy mi
torténne, ha a teljes osztalyt elfeledtetnénk - ezek eredményeit Gsszehasonlitva
feltehetGen megjelennének olyan Osszefiiggések, hogy ha hasonld képosztalyokat
feledtetiink el teljesen (pl. kutyékat és macskakat), akkor az elfeledtetett modell
teljesitménye kevésbé romlik, ha ezen osztalyok egyike van csak elfeledtetve. Innen
kovetkezik tovabbé a kérdés, hogy mi torténik, ha nem csak egy, hanem ketts vagy
tobb osztalyt feledtetiink el. Mindezen feliil adataugmentalassal is ki lehetne probalni
a Fisher-algoritmust, akarcsak teljesen 1j, még az eredeti cikkben sem vizsgalt

adathalmazokon és modelleken.
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Fiiggelék

A. A neuralis halék alapjai
i. Felépités

Az alabbiakban a (Goodfellow et al., 2016), (Marc Peter Deisenroth & Ong,
2020) és (Jure Leskovec, 2019) konyvek segitségével dsszefoglalom a szakdolgozathoz
sziikséges alapfogalmakat.

A neuralis halok ugynevezett mesterséges ,neuronok™bol allnak, amelyek a ko-
vetkezé modon épiilnek fel: egy neuron bemenete egy x € R’ vektor, és a kimenete
y = 5:1 w;x; + b, ahol w € R sulyokat jeldl, és b € R egy eltolast. A kimenetre
alkalmazhato egy aktivacios fiiggvény, o : R — R, amely jellemz&en egy folytonos, és
majdnem mindeniitt differencidlhato fiiggvény. Minderre azért van sziikség, mert a

neuralis halokban tn. ,gradient descent™et, azaz gradiens modszert alkalmazunk.

Aktivacios fiiggvények példaul lehetnek:

1

e szigmoid: f(7) = =,

e TanH: f(7) = — 25 — 1,

1+e—22

Ohax <O
e ReLU: f(z) = ;
zhax>0

e softmax: p(z) = [pu(zq), u(xs), . .., u(x,)], ahol z € R™ és u(z;) = %

A fent leirt neuronok rétegekbe rendezédnek, és ezek Osszességét nevezziik neuralis
haloknak. Ennek az els6 rétegét bemeneti rétegnek nevezziik, az utoélsot kimeneti
rétegnek, és koztiik un. rejtett rétegek helyezkednek el. Minden rétegnek tetszdéleges
szamu neuronja lehet, ami természetesen hatassal van a neuralis halé miikodésére.

Ha egy réteget tekintiink, annak a kimenete egy z € R* vektor és k a neuronok
szama, a réteg sulyvektorait egy W = [wy, ..., wg] matrixba rendezhetjik, és a
neuronokhoz tartozé eltolasokat pedig egy b € RF eltolasvektorba. Ezekkel, és a
fentebb bevezetett jelolésekkel egy réteg felirhato z = o(Wax + b) alakban. Tébb (pl.
N darab) réteg Osszekapcsolasaval fiiggvénykompoziciot kapunk, amely az alabbi

modon néz ki:
g:O'<WN(U(WQ(U(W1$+b1)+bQ))+bN) (51)
Itt y € R™, ahol m az utolso réteg neuronszama.
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A fiiggvénykompoziciot megadhatjuk egy egyszertibb alakban is:

9= folx) = fyofy_10...0fa0 fi(x),
ahol 0 = (Wy,by,..., Wy, by) a paraméterek.

Két vagy tobb réteget dsszekapcsolva ugyanugy lineéris lesz az eredmény, ezért is

van sziikség aktivacios fliggvényekre, amelyek megsziintetik a linearitést.

ii. A rétegek tipusai

Strtin kapcsolt réteg. Ha egy adott réteg bemenetként megkapja az el6z6 réteg
Osszes kimenetét, ezt strtin kapcsolt rétegnek nevezziik. Megtehetjiik egyébként
azt is, hogy egy rétegen beliil véletlenszertien valasztunk ki minden neuronhoz

pontosan m darab bemenetet az el6z6 rétegbdl valamilyen random m-re.

Konvoltcids réteg. Ezek esetében a neuronokra gondolhatunk dgy, hogy racssze-
riien helyezkednek el, és példaul 2 dimenzi6 esetén a racs (i, j) koordinatajanak
megfelel§ helyén a neuron bemenete az el6z6 réteg (i, j) koordinatajanak egy
kis kornyezetébdl szarmazo értékei. Konvoltcios neuralis halokat a képfelisme-
résben szokas hasznalni, mivel kihasznéljak a képek lokalis strukturajat, illetve

jelent6s paraméterszam-csokkenést eredményeznek.

Batch-normalizal6 réteg. A batch-normalizalé rétegek ugy miikddnek, hogy el6-
szOr a bemenetre batchenként kiszdmoljak a batch atlagat és szorasat, ezekkel
normalizaljak Sket, majd elemenként beszorozzak a kapott normalizalt vek-
torokat egy v szdmmal és hozzaadnak egy [ értéket. A ~ és B értékek nem
hiperparaméterek - ezeket a modell megtanulja, tehat igy be tudja maganak

allitani a lehetd legoptimalisabb értékeket.

Pooling réteg. Ezek lényege, hogy lecstkkentik a rétegek dimenziojat gy, hogy a
filter altal lefedett értékekbdl kiszamolnak egyetlen szdmot, amivel ezt az Osszes

szamot helyettesitik. Ez lehet példaul az 6sszes érték atlaga vagy maximuma.
iii. Tanitas
Hibafiiggvény

Amikor neurdlis halokat hasznélunk, tipikusan adott egy {(z;,v;)}Y, € R" x R™
péarokat tartalmazé adathalmaz, ahol z; a bemenet, y; az elvart kimenet, és ezekre
szeretnénk fiiggvényt illeszteni, amelyekkel a legjobban tudjuk ¢;-vel y;-t kozeliteni

béarmely i-re. A bemeneti adathalmazt felosztjuk egy tanito, egy validacios és egy
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teszthalmazra. A validaciés halmaz arra szolgél, hogy finomhangoljuk a modell
paramétereit, mig a teszthalmaz mar a végleges modell kiértékelésére valo. A modell
pontossiga a helyesen eltalélt cimkék aranya.

Ahhoz, hogy a modell teljesitményét mérhessiik a megfelel6 halmazokon, definia-
lunk egy hibafiiggvényt, amellyel azt szeretnénk mérni, hogy mennyire tér el a kapott
kimenet a tanit6 halmazbodl szarmazo kivant kimenettsl. Ez a kévetkezd modon néz

ki: L :R™ x R™ — R.

Regresszids probléma A legkisebb négyzetes eltérésre vagyunk kivancsiak. Ha a
tanito adathalmazbol szarmazo6 kimenet y;, és a modellbdl kapott kimenet g;,

akkor a hibafiiggvény a teljes adathalmazra:
L(yi, i) = (9 — v:)° (5.2)

Klasszifikacios probléma A bemenetet n db osztalyba szeretnénk sorolni. Ekkor
(z;, p) parokat keresiink, ahol p = [p1, pa, ..., pn]- A pr annak a valészintiségét
adja meg, hogy az x; bemenet mekkora valoszintiséggel tartozik az k-adik
osztalyba. Ha ¢ a modellbdl kapott kimenet, akkor egy lehetséges hibafiiggvény
példaul a KL-divergencia:

- p
KL(pllq) = ) prlog =
1 d

Egy mésik lehetGség a keresztentropia, amelyet a Fisher-algoritmusos kisérlete-

imben is hasznéltam:

Legp = — Z Yo s 108(Do k) (5.3)
=1

ahol y, ; egy indikator valtozo, amely akkor 1, ha az o elem k-edik osztalyba
tartozik, és p,r a josolt valdszindség, hogy az o elem az k-edik osztalyba

tartozik.

A gradiens modszer

A gradiens modszer egy optimalizalo algoritmus, amelyben egy fiiggvény lokalis
minimumat keressiik a gradiense segitségével. A neuralis halok esetében ez azt
jelenti, hogy a hibafliggvényt, amit definidlunk hozzajuk, minimalizalni szeretnénk.
Ehhez a gradiens-ereszkedés modszert hasznaljuk tipikusan, és a negativ gradiensek
iranyéaba modositjuk a modell paramétereit iterativan. A gradiensek kiszamolasahoz a

hiba-visszaterjesztés modszert hasznalhatjuk, melynek lényege, hogy a hibafliggvény
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gradiensét kiszamoljuk a kimenettsl visszafelé rétegenként a bemenetig a lancszabaly
segitségével.

Ha 0 egy paramétervektor, akkor a kiszamolt gradiensével ellentétes iranyba,
azaz a legnagyobb csokkenés irdnyadba mozdulunk el vele: 6 < 6 — ng(6), ahol
g(0) a 0 gradiense. Az n a tanulasi rata, amely egy paraméter. Ennek segitségével
meghatarozzuk a lokélis minimum felé tett 1épéseink nagysagéat. Ha n tal kicsi, akkor
nagyon lassan fog konvergalni, ha tal nagy, akkor oszcillalas is el6fordulhat. Az
algoritmus akkor all le, ha a hibafliggvény nem csokken jelent&sen az egymést kovetd
lépések soran (azaz ha a lokalis minimumban vagyunk), vagy ha elértiink egy fix

szamu iteraciot.

A sztochasztikus gradiens modszer

A gradiensek kiszamolasa nagy neuralis halo esetén, sok adaton igen szamitésigé-
nyes lehet. Emiatt szeretnénk, ha kozelit6leg is elég lenne meghatérozni a gradienst.
Ehhez a bemenetet véletlenszertien in. batch-ekre osztjuk, amelyeknek meghataro-
zott mérete van. A gradienst a bemenet ezen részhalmazan szamitjuk csak ki. Ez
azért elég, mert ahhoz, hogy a gradiens-modszer konvergaljon, elég, hogy legyen egy
torzitatlan kozelitésiink a tényleges gradiensrsl. A kicsi ,mini-batchek” kel nagyon
gyorsan lehet szamolni, és altaldban nem az a célunk, hogy a pontos minimumot

megtalaljuk - tipikusan nem is garantélt, hogy a globalis minimum megtalalhatoé.

Regularizacio

A tanitas soran felléphet az a probléma, hogy a modelliink a tanité halmazon tul
jo eredményeket ér el, mikozben a teszthalmazon sokat hibéazik, azaz ha a modelliinket
alkalmazni szeretnénk, nem kapunk kell6en pontos eredményeket, mert tetszéleges
bemeneten nem teljesit jol. Ezt nevezziik tiltanulasnak. Hogy ezt megel6zziik, regula-
rizaciot alkalmazunk, ami azt jelenti, hogy modositjuk a tanité algoritmust gy, hogy
a teszthalmazon csokkentsiik a hibdk mennyiségét anélkiil, hogy a tanité halmazon
tovabbra is jol teljesitsen a modelliink.

Legyen L egy hibafiiggvény, és ehhez adjunk hozza egy (f) paraméternorma-

hibatagot, ami biinteti ezen norma noévekedését. Ekkor egy 0j hibafiiggvényt kapunk:

L(y,9) = L(y, §) + a2(6), (5.4)
ahol « € [0, 00) hiperparaméter, amely szabalyozza, hogy az () tag mennyit modosit
a hibafiiggvényen.

Az ) tag lehet példaul az L?, azaz az euklideszi norma (2(0) = 3|10]|3), vagy az
L' norma (2(0) = ||0|]1)-



B. Rezidualis halok

A klasszikus el6recsatolt modellek (azaz az egyszertien egymas utén rakott réte-
gekbdl allo modellek) pontossaga romlik, ha a halo mérete jelentésen megnd. Ez azért
torténik, mert a hiba-visszaterjesztés soran a gradiens egyre csokken, és mire eléri a
bemeneti réteget, olyan kicsi lesz a nagyon mély halok esetén, hogy nem torténik
érdemi valtozas a kezdeti rétegek siilyain - a tanulas igy nem hatékony. A rezidualis
hélok ezt a probléméat orvosoljak.

A rezidualis halok ugyanigy rétegekbdl allnak, mint az egyszertibb tarsaik, ugyan-
akkor ezek un. reziduélis blokkokba rendezédnek. A blokkok bemenete és kimenete
egyrészt 0ssze vann kotve a klasszikus rétegeken keresztiil, ezt a szakaszt nevezziik
rezidualis leképezésnek, és F'(x)-szel jeloljiik, masrészt meg van egy identitas leképe-
zés is koztiik, amely a bemeneti x vektort egyszertien tovabbadja a kimenetnek tgy,
ahogy van. A blokk kimenete H(x) = F(x) + x.

|dentitas
leképezés
(2)
Rezidudlis
leképezés:

Rezidualis blokk ¢ Rezidualis blokk
bemenete F(z) . kimenete
— —

@ H(z)=F(z)+ =2
12. Abra

A tanitas soran az F(x) rezidualis leképezést megtanulja a modell, majd a hiba-

visszaterjesztés az aldbbi modon zajlik:
1. A gradienseket visszaterjesztjik az (1) aton. Tekintsiik a kovetkezo fliggvényt:
y=F(z,W;) +z,

ahol z a reziduéalis blokk bemenete, y a kimenete, és W, a blokkban megtalal-
hato rétegek sulymatrixai. Ekkor H(z) = o(F(y)), ahol o a ReLU aktivacios
fiiggvény.

2. A gradienseket visszaterjesztjik a (2) uton, és igy az semmilyen sulyréteggel
nem talalkozik. A gradiensek igy nem tiinnek el, azaz eljutnak az elsé rétegekhez

1S.
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