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Bevezetés

A neurális hálózatok két tudományterületen is kiemelten fontosak. Az agy egymáshoz kapcsolódó
neuronokból áll, azaz működése neurális hálók léırásával vizsgálható, ezért megértésükkel az agyban
lejátszódó folyamatok modellezhetővé válnak. Emellett a mesterséges intelligenciák létrehozásához
is szükség van neurális hálókra, melyek biológiai megfelelőikhez hasonló elven működnek.

Kiterjedt neuronhálózatok vizsgálatának egyik legelterjedtebb módja a tüzelési ráta modell, mivel
ez a neuronok együttes viselkedését veszi figyelembe, legfőbb előnye a gyors kiszámı́thatósága.

A tüzelési ráta modell egy autonóm differenciálegyenlet rendszer, ı́gy a megoldásai dinamikai
rendszert alkotnak, ezért a differenciálegyenletek és dinamikai rendszerek elméletének seǵıtségével
vizsgálhatjuk.

A dolgozat célja az NREM alvásra feĺırt tüzelési ráta modell matematikai elemzése. Az NREM a
Non-Rapid-Eye-Movement rövid́ıtése, azaz a gyors szemmozgás nélküli alvásfázisé. Az ilyen t́ıpusú
alvás közben az agyban található neuronpopulációk belső-generálású tüzelési és inaktivitási ciklusok
között váltakoznak.

Az első fejezetben összefoglaljuk a szükséges biológiai alapokat az [1] könyv első fejezete alapján és
matematikai fogalmakat és álĺıtásokat a [2,3] jegyzetek és [4] könyv seǵıtségével, valamint bevezetjük
a vizsgálandó modellt az [1] könyv 12. fejezete és [5] cikk feldolgozásával. Ez számos paramétert
tartalmaz, azt szeretnénk meghatározni, hogy a paraméterek milyen értékeire változnak meg topo-
logikusan a megoldások és, hogy ezeknek a megoldásoknak milyen tulajdonságaik vannak. A modell
egy kétdimenziós autonóm differenciálegyenlet rendszer, mely nemlineáris és nem is folytonosan dif-
ferenciálható, de az egyensúlyi pontok és azok stabilitásának elméletével kvalitat́ıvan elemezhető.

A második fejezetben a modellből az adaptációt elvéve kapott egydimenziós differenciálegyenletet
elemezzük, ezután a kétdimenziós modell egyszerűbben értelmezhető. A harmadik fejezetben a teljes
modellt vizsgáljuk. Csupán az egyensúlyi pontokkal és stabilitásukkal még nem karakterizálhatóak
elég részletesen a megoldások, hiszen periodikus pályák is létrejöhetnek, ezért bifurkációkat is célszerű
keresni.

A dolgozat végére célunk a differenciálegyenlet rendszer által modellezett neuronpopuláció különböző
viselkedéseit léırni a kiválasztott paraméterek függvényében.
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1.fejezet

1.1 Matematikai eszköztár

Ebben a fejezetben a szükséges matematikai eszközöket ismertetjük [2] és [3] jegyzetek alapján.

Dinamikai rendszerek

1. Defińıció. Legyen D ⊆ R×Rn összefüggő nýılt halmaz, f : D → Rn folytonos függvény (t0, p0) ∈
D, Ha az I ⊆ R nýılt intervallumra, és az x : I → Rn differenciálható függvényre teljesül, hogy

� (t, x(t)) ∈ D minden t ∈ I esetén,

� ẋ(t) = f(t, x(t)) minden t ∈ I esetén,

� x(t0) = p0,

akkor az x függvényt az I intervallumon az f jobboldalú explicit elsőrendű közönséges differen-
ciálegyenlet(rendszer) megoldásának nevezzük az x(t0) = p0 kezdeti feltétel mellett.

2. Defińıció. Legyen M ⊆ Rn tartomány és f : M → Rn lokálisan Lipschitz függvény. Ekkor az
ẋ(t) = f(x(t)) differenciálegyenletet autonóm differenciálegyenletnek nevezzük.

3. Defińıció. Legyen M ⊆ Rn tartomány. A ϕ : R×M → M folytonosan differenciálható függvényt
dinamikai rendszernek nevezzük az M fázistéren, ha

� ϕ(0, p) = p, ∀ p ∈ M és

� ϕ(t+ s, p) = ϕ(t, ϕ(s, p)), ∀ p ∈ M és t, s ∈ R

4. Defińıció. Legyen M ⊆ Rn tartomány és p ∈ M , ekkor {ϕ(t, p) : t ∈ R}-t a p pályájának
nevezzük.

1. Tétel. Legyen M = Rn, f : Rn → Rn folytonosan differenciálható. Ekkor létezik olyan dinamikai
rendszer, melynek pályái megegyeznek az ẋ = f(x) pályáival. És bármely dinamikai rendszerhez
van olyan f : Rn → Rn folytonosan differenciálható függvény, hogy az ẋ = f(x) differenciálegyenlet
megoldásai a dinamikai rendszert adják.
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Egyensúlyi pont és stabilitás

5. Defińıció. Egy p ∈ M pontot egyensúlyi pontnak nevezünk, ha minden t ∈ R-re ϕ(t, p) = p.
Egy p ∈ M pontot periodikus pontnak nevezünk T periódussal, ha minden t ∈ R-re ϕ(t+T, p) = ϕ(t, p),
a periodikus pont {ϕ(t, p) : t ∈ R} pályáját periodikus pályának nevezzük.

6. Defińıció. Legyen ϕ : R × M → M dinamikai rendszer, p ∈ M-nek a {ϕ(t, p) : t ∈ R} ⊂ M
pályája

� stabil, ha ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, hogy |q − p| < δ ⇒ |ϕ(t, q)− ϕ(t, p)| < ε, ∀t ≥ 0 esetén;

� instabil, ha nem stabil;

� aszimptotikusan stabil, ha stabil, és |q − p| < δ esetén limt→∞ |ϕ(t, q)− ϕ(t, p)| = 0.

1. Álĺıtás. Az ẋ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = p0 rendszer egy x megoldásának stabilitása egyenértékű az

ẏ(t) = f(t, x(t)) + y(t))− f(t, x(t))

rendszer azonosan 0 megoldásának stabilitásával.

2. Álĺıtás. Legyen p ∈ M egyensúlyi pont. Az alábbiak ekvivalensek:

� p stabilis

� ẏ(t) = f(y(t) + p) azonosan 0 megoldása stabilis

� ∀ ε > 0 ∃ δ > 0, hogy q ∈ M , |q − p| < δ, t ≥ 0 esetén |ϕ(t, q)− p| < ε

3. Álĺıtás. Lineáris autonóm állandó együtthatós közönséges differenciálegyenlet feĺırható

ẋ(t) = Ax(t) (1)

alakban, ahol A ∈ Rn×n

2. Tétel. ẋ = Ax aszimptotikusan stabil ⇔ ∀λ ∈ σ(A)-ra Reλ < 0.

3. Tétel. ẋ = Ax stabil ⇔ ∀λ ∈ σ(A)-ra Reλ ≤ 0, és Reλ = 0 esetén λ egyszeres sajátérték.

7. Defińıció. A polárkoordináta-rendszer olyan kétdimenziós koordináta-rendszer, mely a śık minden
pontját az origótól való távolság és az x tengellyel bezárt szög seǵıtségével adja meg.

8. Defińıció. Tekintsük az egyenletrendszer megoldásának polárkoordinátás feĺırását. Az egyensúlyi
pont

� stabil fókusz, ha lim+∞ r = 0, lim+∞ |φ| = ∞

� instabil fókusz, ha lim−∞ r = 0, lim−∞ |φ| = ∞

� stabil csomó, ha lim+∞ r = 0, lim+∞ |φ| < ∞

� instabil csomó, ha lim−∞ r = 0, lim−∞ |φ| < ∞
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� nyereg, ha létezik két olyan pálya, melyekből a trajektória t → +∞ esetén p-hez tart, létezik
két olyan pálya, melyekből a trajektória t → −∞ esetén p-hez tart, és a többi pontból induló
trajektória t → ±∞ esetén elhagyja az egyensúlyi pont környezetét.

4. Álĺıtás. Ha az ẋ = Ax rendszer együtthatómátrixának determinánsa negat́ıv, akkor az egyensúlyi
pont nyereg t́ıpusú.

5. Álĺıtás. Jelölje az ẋ = Ax rendszer együtthatómátrixának nyomát tr, determinánsát det, ekkor
pozit́ıv determináns esetén, ha tr2−4 det > 0, akkor az egyensúlyi pont fókusz t́ıpusú; ha tr2−4 det <
0, akkor az egyensúlyi pont csomó t́ıpusú.

A stabilitásra és az egyensúlyi pontok t́ıpusaira vonatkozó álĺıtásokat az alábbi ábrán összegezzük,
ahol a parabola egyenlete det = tr2

4
:

1. ábra. Az (1) rendszer egyensúlyi pontjának t́ıpusa és stabilitása a trA és detA függvényében.

Bifurkációk

Egy paramétert tartalmazó differenciálegyenlet megoldása a paraméter megváltozásával szintén változik,
ám minőségi változás csak bizonyos paraméterértékeknél történik. Ezeket a paraméterértékeket ke-
ressük a differenciálegyenlet topologikus vizsgálatához.

9. Defińıció. A λ0 ∈ Rk paraméterérték reguláris, ha létezik olyan δ > 0, hogy |λ − λ0| < δ esetén
az f(· , λ) rendszer topologikusan ekvivalens az f(· , λ0) rendszerrel. A λ0 ∈ Rk bifurkációs paraméter,
ha nem reguláris.

10. Defińıció. Az (x0, λ0) ∈ R2 pontban nyereg-csomó bifurkáció van, ha van az x0 pontnak olyan
U ⊂ R környezete és van olyan δ > 0, hogy

� λ0 − δ < λ < λ0 esetén U-ban 0 (vagy 2) db egyensúlyi pont van,
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� λ = λ0, esetén U-ban 1 db egyensúlyi pont van,

� λ0 < λ < λ0 + δ esetén U-ban 2 (vagy 0) db egyensúlyi pont van.

Azaz λ előtt nincs egyensúlyi pont, utána pedig kettő van, illetve ford́ıtva.

1. Példa. Tekintsük az ẋ = λ − x2 egyenletet, melyben λ ∈ R paraméter. Ha λ < 0, akkor nincs
egyensúlyi pont, ha λ > 0, akkor két egyensúlyi pont van x = ±

√
λ-ban, azaz λ = 0-ban nyereg-csomó

bifurkáció történik. Az elnevezés az ẋ = λ− x2, ẏ = −y rendszerben bekövetkező változásra utal.

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

r

2. ábra. Nyereg-csomó bifurkáció az ẋ = λ− x2 differenciálegyenletben λ = 0 esetben.

11. Defińıció. A λ0 paraméterértéknél az x0 pontban szuperkritikus Andronov–Hopf-bifurkáció van,
ha létezik δ > 0 és létezik x0-nak olyan U környezete, hogy

� λ0 − δ < λ < λ0 (vagy a λ0 ≤ λ < λ0 + δ) esetén U-ban egy stabil egyensúlyi pont van és nincs
határciklus

� λ0 < λ < λ0 + δ (vagy a λ0 − δ < λ < λ0) esetén U-ban egy instabil egyensúlyi pont van és egy
stabil határciklus.

12. Defińıció. A λ0 paraméterértékeknél az x0 pontban szubkritikus Andronov–Hopf-bifurkáció van,
ha létezik δ > 0 és létezik x0-nak olyan U környezete, hogy

� λ0− δ < λ < λ0 (vagy a λ0 ≤ λ < λ0+ δ) esetén U-ban egy stabil egyensúlyi pont és egy instabil
határciklus van

� λ0 < λ < λ0 + δ (vagy a λ0 − δ < λ < λ0) esetén U-ban egy instabil egyensúlyi pont van és
nincs határciklus.

2. Példa. Tekintsük a polárkoordinátákkal megadott ṙ = λr+σr3, ϕ = 1 rendszert, melyben λ, σ ∈ R
paraméterek.

Ha σ = −1, akkor az origó minden λ esetén egyensúlyi pont. Ha λ < 0, akkor az egyensúlyi pont
stabil, ha λ > 0, akkor instabil és r =

√
λ esetén ṙ = 0, azaz az

√
λ sugarú kör aszimptotikusan stabil

periodikus pálya, azaz λ = 0-ban szuperkritikus Andronov–Hopf bifurkáció van.

7



-1 -0.5 0 0.5 1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

r

3. ábra. Szuperkritikus Andronov–Hopf bifurkáció az ṙ = λr − r3 differenciálegyenletben λ = 0
esetben.

Ha σ = 1, akkor az origó minden λ esetén egyensúlyi pont. Ha λ < 0, akkor az egyensúlyi pont
stabil és r =

√
λ esetén ṙ = 0, azaz az

√
λ sugarú kör instabil periódikus pálya, ha λ > 0, akkor az

egyensúlyi pont instabil, azaz λ = 0-ban szubkritikus Andronov–Hopf bifurkáció van.
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4. ábra. Szubkritikus Andronov–Hopf bifurkáció az ṙ = λr+r3 differenciálegyenletben λ = 0 esetben.

6. Álĺıtás. Két dimenzióban az Andronov–Hopf-bifurkáció akkor következhet be, ha a rendszer Jacobi-
mátrixának determinánsa pozit́ıv és nyoma 0.

1. Megjegyzés. A megadott feltétel csak szükséges, de nem elégséges, ennek ellenére szokás az ı́gy
meghatározott görbét Hopf-görbének nevezni.
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1.2 Biológiai bevezető

Ebben a szakaszban a neuronok alapvető működését ı́rjuk le az [1] könyv első fejezete alapján, annak
érdekében, hogy a modell vizsgálatából kapott eredményeket megérthessük.

Az agyban található idegszövet neuronokból, azaz idegsejtekből és gliasejtekből épül fel. Az inge-
rek által létrejött ingerületet a neuronok képesek tovább́ıtani, mivel a membránpotenciáljukat képesek
megváltoztatni. A gliasejtek a neuronok megfelelő működésében és egészségének megőrzésében
játszanak szerepet.

5. ábra. Neuron szerkezetét bemutató ábra [6].

A neuronok rendelkeznek a sejtek megszokott alkotóelemeivel, mint a mitokondrium és sejtmag,
azonban tartalmaznak az ingerület tovább́ıtására szolgáló speciális részeket is. Három fő részük
a sejttest, a dendritek és az axon. A sejttest a sejtmagot tartalmazza; a rövidebb nyúlványok a
dendritek, ezek veszik fel az ingerületet, a hosszabb nyúlvány az axon, amely az ingerületet tovább́ıtja.
Az axon körüli gliasejteket nevezzük velőshüvelynek.

Az axon egy inger hatására képződő elektromos jelet közvet́ıt, melyet akcióspotenciálnak ne-
vezünk. Akkor jön létre, amikor az axon membránpotenciálja elér egy küszöbpotenciált. A jel
erőssége és hossza nem függ az inger t́ıpusától, információt a jel frekvenciája tartalmazhat.

Az ingerület átadásának helye a szinapszis, amely elektromos vagy kémiai lehet, ám a kémiai
sokkal gyakoribb. Kémiai szinapszis esetén a sejteket úgynevezett szinaptikus rés választja el.
Az ingerület neurotranszmitternek nevezett kémiai anyagok seǵıtségével terjed, hatásukra a sejt
membránpotenciálja megnőhet vagy lecsökkenhet. Csökkenés esetén a folyamatot depolarizációnak
és a szinapszist serkentőnek nevezzük; növekedés esetén a folyamatot repolarizációnak, a szinapszist
gátlónak nevezzük.

Az agyban található szinapszisok feléṕıtése nagyon bonyolult is lehet, hiszen egy neuron átlagosan
t́ızezer másikkal áll kapcsolatban és a kapcsolatok nem csak egyirányúak lehetnek.
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1.3 Modell bevezetése

Nagy neuronhálózatokat leggyakrabban tüzelési ráta modellel vizsgálunk, hiszen ez a neuronok
egyenkénti viselkedése helyett az együttes viselkedésüket veszi figyelembe. Populáció modellnek is ne-
vezik, hiszen a neuronok tüzelési rátáját populációnként tekinti. A gyors kiszámı́thatósága a legfőbb
előnye, a sok neuronra egyesével feĺırt egyenletekből álló rendszer nagyon nagy számı́tási kapacitást
igényelne. Biológiai alkalmazás mellett az informatikai neurális hálók elméletének alapját ezek a
modellek képezik.

Ebben a fejezetben az [1] könyv 12. fejezete és [5] cikk seǵıtségével feĺırjuk a dolgozat 2. és 3.
fejezetében vizsgált modellt.

Wilson-Cowan egyenletek

Az egyik legjelentősebb, a neurális hálók elemzéséhez használt modellt Hugh Wilson és Jack Cowan
dolgozták ki a 70-es évek első felében. Az egyenletrendszer eredeti formája [1]

τe
dE

dt
= −E + (1− reE)Fe(αeeE − αieI + Te(t))

τi
dI

dt
= −I + (1− reI)Fi(αeiE − αiiI + Ti(t)),

ahol E a serkentő neuronpopuláció aktivitása, I a gátló neuronpopuláció aktivitása, α a populációk
közti kapcsolódás súlya, Tj a thalamuszból érkező bemenet, re, ri a tüzelésre kész neuronok aránya,
F az aktivációs függvény, amit a tüzelés valósźınűségeként értelmezünk. Az aktivációs függvényt
megadahatjuk a neuronok tüzelési rátája alapján, de ekkor nem feltétlen differenciálható, vagy lépcsős
függvényként, vagy szakaszonként lineáris függvényként, ezeket egyszerűbben lehet elemezni.

Skaláris rekurrens modell

Rekurrens hálózatról beszélünk, ha a neuronok közti jelátvitel során történt visszacsatolás, tehát egy
adott neuronból induló jelek más idegsejteken keresztül visszajuthatnak.

Egyszerű rekurrens modell általános alakja [1]

du

dt
= −u+ F (αu+ β),

ahol β az input és α a kapcsolat erőssége. A forrás alapján a hálózat másként viselkedik, aszerint, hogy
a szinapszis gátló vagy serkentő, azaz α-nak milyen az előjele. Ha α < 0, akkor egy stabil egyensúlyi
pontot kapunk. Viszont ha α > 0 F tulajdonságaitól függően változnak a hálózat tulajdonságai,
számos fixpont alakulhat ki és nyereg-csomó bifurkáció melyet a −1 + αF ′(αu + β) = 0 megoldása
ad.

Rátamodell adaptációval

A Wilson-Cowan egyenletek számos különböző módon változtathatóak, hogy adott biológiai folya-
matokat jól közeĺıtsenek. Egy adaptációval rendelkező serkentő populáció modelljének általános
alakja [1]

τ
du

dt
= F (au− cz)
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τz
dz

dt
= R(u, z)− z

és a > 0, ahol u a tüzelési ráta, z az adaptáció, R(u, z) az adaptáció aktivációja. R számos különböző
módon választható, a legegyszerűbb, ha u-nak lineáris függvénye.

Levenstein, Buzsáki és Rinzel cikkében NREM(non-rapid eye movement) alvás közben az agyban
lejátszódó folyamatokat vizsgálták. Az általuk használt modell [5]

τr
dr

dt
= −r +R∞(wr − ba+ I + ξ(t))

τa
da

dt
= −a+ A∞(r)

(2)

alakban ı́rható, ahol a az adaptáció, r a tüzelési ráta, w a kapcsolódás súlya, I erőśıtést jelöl, ξ(t) a
zaj keltette fluktuáció, b az adaptáció paramétere, R∞ definiálja a populáció tüzelési rátáját konstans
bemenet esetén, A∞ megadaja az adaptáció mértékét rögźıtett ráta mellett. R∞-t és A∞-t szigmoid
függvényeknek választják.

A szakdolgozatban vizsgált modell

A dolgozathoz a (2) modell egy speciális esetét vizsgáljuk.{
ṙ = −r + g· [wr − θ − a]+

ȧ = −a+ βr,
(3)

ahol r a tüzelési ráta, a az adaptáció, w a kapcsolódás súlya, β az adaptáció paramétere, θ a
küszöbérték, amely felett a neuron tüzelni kezd, g pozit́ıv értékű paraméter. Ez a (2) modell egy
olyan változata, ahol az ott javasolt szigmoid függvények helyett egy szakaszonként lineáris függvényt
alkalmazunk, mivel ı́gy a modell egyszerűsödik, de a pontossága nem csökken jelentősen.
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2. fejezet

Ebben a fejezetben a modellt adaptáció nélkül vizsgáljuk, tehát egy egydimenziós rendszer visel-
kedését elemezzük. Így majd a teljes modell vizsgálata után megállaṕıtható lesz, hogy milyen
változásokat idéz elő az adaptáció.

Célunk meghatározni, hogy adott paraméterértékek esetén mit mondhatunk a rendszer egyensúlyi
pontjairól és stabilitásáról valamint, hogy mely paraméterértékeknél történik topologikus változás.

Először a differenciálegyenlet egyensúlyi pontjait, majd azok stabilitását határozzuk meg a ma-
tematikai eszköztárban léırt fogalmak és álĺıtások seǵıtségével és a w és a θ paraméterek által meg-
határozott śıkon ábrázoljuk az eredményeket. Ezután a topologikusan különböző eseteket egyenként
is megvizsgáljuk, az érdekesebbeket fázisképen megmutatjuk.

Vizsgált differenciálegyenlet adaptáció nélkül a következő alakban ı́rható fel

ṙ = −r + g· [wr − θ]+. (4)

2.1 Egyensúlyi pontok kiszámı́tása

Az egyensúlyi pontot a
−r + g· [wr − θ]+ = 0

egyenlet megoldásaként kaphatjuk meg. Két esetet különböztetünk meg wr − θ előjele szerint.

1. Ha wr − θ < 0 Ekkor az egyensúlyi pontokat meghatározó egyenlet

−r = 0.

Ekkor a wr − θ < 0 feltétel θ > 0 alakban ı́rható fel, azaz pozit́ıv θ esetén az r = 0 egyensúlyi pont.
Nevezzük el első t́ıpusú egyensúlyi pontnak.

2. Ha wr − θ ≥ 0 Ekkor az egyensúlyi pontokat a

−r + g· (wr − θ) = 0

egyenlet adja meg, melyből

r =
θg

wg − 1

adódik.
Ekkor a wr−θ ≥ 0 feltétel wθg

wg−1
−θ ≥ 0 alakban ı́rható, ami θ

wg−1
≥ 0 formulává egyszerűśıthető.

Ez a feltétel negat́ıv θ esetén a wg − 1 ≤ 0 egyenlőtlenséggel ekvivalens, pozit́ıv θ esetén wg − 1 ≥ 0
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feltétellel. Teljesülésükkor az r = θg
wg−1

egyensúlyi pont. Nevezzük el második t́ıpusú egyensúlyi
pontnak.

Az első és második esetben kapott tartományok, ahol az egyensúlyi pont létezik a θ = 0 és a
gw − 1 = 0 görbék által vannak meghatározva. Ezért a tartományok fedésben lehetnek egymással,
lehet, hogy két egyensúlyi pontja van a rendszernek és az is előfordulhat, hogy egy sem.

A fenti eredmények alapján a w − θ śıkon ábrázolva, hogy mely paraméterek esetén, hány
egyensúlyi pont lesz:

A függőleges egyenes az 1
g
pontban metszi a w tengelyt, az ábra g = 1 paraméterrel készült. Foly-

tonos vonal jelöli a nyereg-csomó bifurkáció görbéjét, ahol az egyensúlyi pontok száma megváltozik,
a szaggatott vonal pedig az 1. és 2. eset közti váltást mutatja.

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8

w
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-6
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8
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1

1

0

A

C

B

D

6. ábra. Egyensúlyi pontok száma és nyereg-csomó bifurkáció a w − θ śıkon.

Ha a paraméterértékek az A vagy B śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenletnek van első
t́ıpusú egyensúlyi pontja. Ha a paraméterértékek az A vagy C śıkrészbe esnek, akkor a differen-
ciálegyenletnek van második t́ıpusú egyensúlyi pontja. Amint a 6. ábrán látható, az egyenletnek 0,
1 vagy 2 egyensúlyi pontja lehet.
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2.2 Egyensúlyi pontok stabilitásának vizsgálata

Egy egyenletből álló rendszer esetén az együtthatómátrix 1 × 1-es, ı́gy sajátértéke önmaga, ezért a
2.Tétel miatt a stabilitás egyenértékű a

(−r + g· [wr − θ]+)
′ < 0

egyenlőtlenséggel.

1. Ha wr − θ < 0 Ekkor a stabilitást meghatározó egyenlőtlenség

−r′ < 0

−1 < 0

mindig teljesül, ezért ha wr − θ < 0, akkor az egyensúlyi pont stabil.
Az előző részben az egyensúlyi pontokról kiszámoltak alapján azt kapjuk, hogy az első t́ıpusú

mindig stabil.

2. Ha wr − θ ≥ 0 Ekkor a stabilitást meghatározó egyenlőtlenség:

(−r + g· (wr − θ))′ < 0

(r(gw − 1)− gθ)′ < 0

gw − 1 < 0,

ezért ha wr − θ ≥ 0 és gw − 1 < 0, akkor az egyensúlyi pont stabil és ha gw − 1 ≥ 0, akkor instabil.
Az előző részben a második t́ıpusú egyensúlyi pontok esetén láttuk, hogy a wr − θ ≥ 0 feltétel

teljesülése rögźıtett előjelű θ esetén pont a gw − 1 < 0 egyenlőtlenséggel ekvivalens. Ezért ha θ ≥ 0
és gw − 1 ≥ 0, akkor a második t́ıpusú egyensúlyi pont instabil, ha θ < 0 és gw − 1 < 0, akkor a
második t́ıpusú egyensúlyi pont stabil.

A paraméterek által meghatározott 6. ábrába béırva a stabilitásról kapott eredményeket, majd
összefoglalva a következőt kapjuk.

A 7. ábrán ha a paraméterértékek az A śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenletnek egy stabil
első és egy instabil második t́ıpusú egyensúlyi pontja van. Innen a B śıkrészbe átlépve egy olyan
nyereg-csomó bifurkáció történik, ahol az egyensúlyi pontok száma eggyel csökken, a második t́ıpusú
egyensúlyi pont eltűnik a végtelenben.

Ha a paraméterértékek a B vagy C śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenletnek egy stabil
egyensúlyi pontja van, a B śıkrészben első t́ıpusú, a C śıkrészben második t́ıpusú. Ebből a tar-
tományból a D śıkrészbe átlépve egy olyan nyereg-csomó bifurkáció történik, ahol az egyensúlyi
pontok száma eggyel csökken.

Ha a paraméterértékek a D śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenletnek nem lesz egyensúlyi
pontja, a megoldások a végtelenhez tartanak. Innen az A śıkrészbe átlépve nyereg-csomó bifurkáció
történik, melynek következtében két darab egyensúlyi pont születik.
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7. ábra. Egyensúlyi pontok száma és stabilitása a w − θ śıkon.
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2.3 Esetek vizsgálata

A fejezet eddigi részében azt kaptuk, hogy a paraméterértékek választásától függően a (4) differen-
ciálegyenlet megoldása négy tartományba sorolható a w − θ śıkon.

Ebben a szekcióban megvizsgáljuk mind a négy esetben, hogy t → ±∞ esetén a megoldások
hova tartanak. Emellett a differenciálegyenlet jobboldalát az r függvényében ábrázolva egy olyan
görbét kapunk, melynek gyökei az egyensúlyi pontokat adják és jelöljük piros nyilakkal a stabilitást
a fázistéren.

Két egyensúlyi pont esete

A (4) differenciálegyenletnek, akkor lehet két egyensúlyi pontja, amikor a paraméterértékek az A
śıkrészbe esnek. Az előző rész eredményei alapján ekkor az egyik stabil, a másik instabil.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: w = 2, g = 1, θ = 5

0 2 4 6 8 10

t

-0.5

0

0.5

1

r

(a) Az r = 0 egyensúlyi pont, mely stabil.
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6
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7
r

(b) Az r = θg
wg−1 = 5 egyensúlyi pont, mely instabil.

8. ábra. Egyensúlyi pontok az első esetben.

Az r = 0 stabil egyensúlyi pont, hiszen t → ∞ esetén a megoldások közelednek hozzá és r0 = 0
esetén a megoldás az egyensúlyi helyzetben marad. Az r = 5 instabil egyensúlyi pont, mivel t → ∞
esetén a megoldások távolodnak tőle valamint r0 = 5 esetén a megoldás az egyensúlyi helyzetben
marad.

A 9. ábrán látható, hogy az A tartományban levő paraméterértékek esetén a (4) egyenlet jobb-
oldala r = 0 és r = 5 esetén egyenlő 0-val, azaz r = 0 és r = 5 az egyenlet egyensúlyi pontjai.
A 2.2 részben kiszámoltak alapján az r = 0 stabil egyensúlyi pont, az r = 5 instabil, a stabilitást
ábrázoltuk piros nyilakkal.

Ebben az esetben a (4) differenciálegyenletnek két egyensúlyi pontja van, ezért az általa model-
lezett neuronpopulációnak két nyugalmi helyzete van, azonban csak az egyik vonzó.
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9. ábra. Az (4) differenciálegyenlet jobboldala az r függvényében ábrázolva, ha a paraméterértékek
az A śıkrészbe esnek.
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Egy darab első t́ıpusú egyensúlyi pont esete

A (4) differenciálegyenletnek a B śıkrészbe eső paraméterértékek esetén lehet egy darab stabil első
t́ıpusú egyensúlyi pontja.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: w = 0, 5, g = 1, θ = 5

0 2 4 6 8 10

t
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r

10. ábra. Az r = 0 egyensúlyi pont stabil.
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11. ábra. A (4) differenciálegyenlet jobboldala az
r függvényében ábrázolva, ha a paraméterértékek
a B śıkrészbe esnek.

Az r = 0 stabil egyensúlyi pont, ráadásul globálisan vonzó, hiszen t → ∞ esetén a megoldások
közelednek hozzá tetszőleges kezdeti feltétel mellett, és r0 = 0 esetén a megoldás az egyensúlyi
helyzetben marad.

A 11. ábrán látható, hogy B tartományban levő paraméterértékek esetén a (4) egyenlet jobboldala
r = 0 esetén egyenlő 0-val, azaz csak r = 0 az egyenlet egyensúlyi pontja. A 2.2 részben kiszámoltak
alapján az r = 0 stabil egyensúlyi pont, a stabilitást ábrázoltuk piros nyilakkal.

Ebben az esetben a (4) differenciálegyenletnek van egyensúlyi pontja, ezért az általa modellezett
neuronpopulációnak van nyugalmi helyzete, amely vonzó.
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Egy darab második t́ıpusú egyensúlyi pont esete

A (4) differenciálegyenletnek, akkor lehet egy darab második t́ıpusú egyensúlyi pontja, ha a pa-
raméterértékek a C śıkrészbe esnek. Az előző részben kiszámoltak alapján ekkor az egyensúlyi pont
stabil.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: w = 0, 5, g = 1, θ = −5
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12. ábra. Az r = −5·1
0,5·1−1

= 10 egyensúlyi pont
stabil.
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13. ábra. A (4) differenciálegyenlet jobbol-
dala az r füüggvényében ábrázolva, ha a pa-
raméterértékek a C śıkrészbe esnek.

t → ∞ esetén a megoldások tetszőleges kezdeti feltétel mellett közelednek r = 10-hez és r0 = 10
esetén a megoldás az egyensúlyi helyzetben marad, ezért globálisan vonzó stabil egyensúlyi pont.

A 13. ábrán látható, hogy a C tartományban levő paraméterértékek esetén a (4) egyenlet jobb-
oldala r = 10 esetén egyenlő 0-val, azaz csak r = 10 az egyenlet egyensúlyi pontja. A 2.2 részben
kiszámoltak alapján az r = 10 stabil egyensúlyi pont, a stabilitást piros nyilakkal ábrázoltuk.

Ebben az esetben a (4) differenciálegyenletnek van egyensúlyi pontja, ezért az általa modellezett
neuronpopulációnak van vonzó nyugalmi helyzete.
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Nulla darab egyensúlyi pont esete

A (4) differenciálegyenletnek nincs egyensúlyi pontja, ha a paraméterértékek a D śıkrészbe esnek.

Az ábra az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készült: w = 2, g = 1, θ = −5
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14. ábra. A (4) differenciálegyenlet jobboldala az r függvényében ábrázolva, ha a paraméterértékek
a D śıkrészbe esnek.

t → ∞ esetén a megoldások semmilyen r0 esetén sem korlátosak, ezért nincs stabil egyensúlyi
pont.

A 14. ábrán látható, hogy a D tartományba eső paraméterértékek esetén az (4) egyenlet jobboldala
semmilyen r esetén sem egyenlő 0-val, azaz az egyenletnek nincs egyensúlyi pontja.

Ekkor az egyenlet által modellezett neuronpopulációnak nincs nyugalmi helyzete. Ez a jelenség
amiatt fordulhat elő a modellben, mert az alkalmazott aktivációs függvény nem korlátos.
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3.fejezet

Ebben a fejezetben az előzőekben vizsgált modellt adaptációval egésźıtjük ki, tehát a differen-
ciálegyenlet rendszer kétdimenziós.

Arra szeretnénk választ kapni, hogy adott paraméterértékek esetén mit mondhatunk a rendszer
egyensúlyi pontjairól és stabilitásáról valamint, hogy mely paraméterértékeknél történik topologikus
változás.

Először a differenciálegyenlet egyensúlyi pontjait, majd azok stabilitását és t́ıpusát határozzuk
meg a matematikai eszköztárban léırt fogalmak és álĺıtások seǵıtségével és a w, a θ és a β paraméterek
által meghatározott śıkokon ábrázoljuk az eredményeket. Ezután a topologikusan különböző eseteket
egyenként is megvizsgáljuk, az érdekesebbeket fázisképen is megmutatjuk. Az eközben megfigyelt
egyensúlyi pontok számának csökkenését, stabilitás változásokat és periodikus pályák léltrejöttét
különböző t́ıpusú bifurkációkkal magyarázzuk.

Vizsgált differenciálegyenlet adaptációval a következő alakban ı́rható fel{
ṙ = −r + g· [wr − θ − a]+

ȧ = −a+ βr.
(5)

3.1 Egyensúlyi pontok meghatározása

Az egyensúlyi pontokat az {
−r + g· [wr − θ − a]+ = 0

−a+ βr = 0
(6)

egyenletrendszer megoldásaiként kaphatjuk meg.

Két esetet különböztetünk meg wr − a− θ előjele szerint:

1. Ha wr − a − θ < 0 Ekkor az egyensúlyi pontokat meghatározó egyenletrendszer{
−r = 0

−a = 0.

Ekkor a wr − a − θ < 0 feltétel θ > 0 alakban ı́rható fel, azaz pozit́ıv θ esetén az (r, a) = (0, 0)
egyensúlyi pont. Nevezzük el első t́ıpusú egyensúlyi pontnak.
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2. Ha wr − a − θ ≥ 0 Ekkor az egyensúlyi pontokat meghatározó egyenletrendszer{
r(gw − 1)− ga− θg = 0

−a+ βr = 0,

melynek megoldásai

a =
βgθ

gw − 1− βg

r =
ga+ gθ

gw − 1
=

g βgθ
gw−1−βg

+ gθ

gw − 1
.

Ekkor a wr − a− θ < 0 feltétel

w
g βgθ
gw−1−βg

+ gθ

gw − 1
− βgθ

gw − 1− βg
− θ ≥ 0

alakban ı́rható fel, amely átalaḱıtások és egyszerűśıtések után

θ(
1

gw − 1− βg
) ≥ 0

egyenlőtlenséggé ı́rható át.
A feltétel rögźıtett előjelű θ esetén tovább egyszerűsödik.

Ha θ ≥ 0, akkor
1

gw − 1− βg
≥ 0

gw − 1− βg ≥ 0

g(w − β) ≥ 1

Ha θ < 0, akkor
1

gw − 1− βg
< 0

gw − 1− βg < 0

g(w − β) < 1

Tehát pozit́ıv θ esetén gw − 1 − βg < 0 teljesülésekor és negat́ıv θ esetén gw − 1 − βg ≥ 0

teljesülésekor lesz egyensúlyi pont a

(
g βgθ
gw−1−βg

+gθ

gw−1
, βgθ
gw−1−βg

)
pontban. Nevezzük el második t́ıpusú

egyensúlyi pontnak.

Az első és második esetben kapott tartományok, ahol az egyensúlyi pont létezik a θ = 0 és
a gw − 1 − βg = 0 görbék által vannak meghatározva. Ezért a tartományok fedésben lehetnek
egymással, lehet hogy két egyensúlyi pontja van a rendszernek és az is előfordulhat, hogy egy sem.

A fenti eredmények alapján az egyensúlyi pontok számát két-két paraméter által kifesźıtett
śıkokon ábrázoljuk.
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A w − β śıkon A rendszer a θ = 0 és a gw − 1 − βg = 0 egyenletek által meghatározott görbék
mentén változik meg topologikusan, ezért a w − β śıkon való ábrázolásnál két külön esetet kapunk
pozit́ıv és negat́ıv θ-ra. Az 1 meredekségű egyenes a −1

g
-pontban metszi a β tengelyt. θ > 0 esetén

a rendszernek legfeljebb 1 egyensúlyi pontja lehet, mı́g θ < 0 esetén 1 vagy 2.
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15. ábra. Egyensúlyi pontok száma a w − β śıkon, g = 1 esetén.

A w − θ śıkon A függőleges egyenes 1
g
+ β-ben metszi az w tengelyt. Az ı́gy kapott śıkrészeken a

modellnek 0, 1 vagy 2 egyensúlyi pontja van.
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16. ábra. Egyensúlyi pontok száma a w − θ śıkon, g = 1, β = 5 esetén.

23



3.2 Egyensúlyi pontok stabilitásának vizsgálata

A 2.Tétel alapján a rendszer stabilitása az együttható mátrixok sajátértékeinek vizsgálatával állaṕıtható
meg. Két esetet különböztetünk meg wr − a− θ előjele szerint:

1. Ha wr − a − θ < 0 Ekkor az (5) differenciálegyenlet rendszer{
ṙ = −r

ȧ = −a+ βr

alakban ı́rható fel, ezért az együttható mátrix

(
−1 0
β −1

)
, melynek sajátértékei λ1,2 = −1, egyaránt

negat́ıvak, ezért az első t́ıpusú egyensúlyi pont stabil.

2. Ha wr − a − θ ≥ 0 Ekkor az (5) differenciálegyenlet rendszer{
ṙ = r(gw − 1)− ga− θg

ȧ = −a+ βr

alakú, tehát az együttható mátrix

(
−1 + gw −g

β −1

)
, melynek karakterisztikus polinomja

(1 + x)(1− gw + x) + βg = x2 + (2− gw)x+ 1− gw + βg,

ezért a sajátértékek
−(2−gw)±

√
(2−gw)2−4(1−gw+βg)

2
alakban ı́rhatóak fel.

Ha g2w2 − 4βg ≥ 0 és 2− gw ≥ 0, akkor

Reλ1,2 ≥ 0 ⇐⇒ 0 ≤ gw − 1− βg

Ezért 0 ≤ gw − 1− βg esetén van pozit́ıv sajátérték, azaz az egyensúlyi pont instabil.

Ha g2w2 − 4βg ≥ 0 és 2− gw < 0, akkor a sajátértékek előjelét meghatározó egyenlőtlenségből√
g2w2 − 4βg ≥ 2− gw

adódik, amely mindig teljesül, hiszen a jobboldal mindig negat́ıv a baloldal mindig pozit́ıv, ı́gy ekkor
az egyensúlyi pont instabil.

Ha g2w2 − 4βg < 0, akkor a sajátértékek valósrészei Reλ1,2 = gw−2
2

, azaz gw − 2 ≥ 0 esetén
instabil a második t́ıpusú egyensúlyipont.

Az eseteket összegezve, ha θ negat́ıv, gw−2 > 0 esetén instabil a második t́ıpusú egyensúlyi pont
és gw − 2 < 0 esetén stabil.
Ha θ pozit́ıv, akkor csak a g2w2 − 4βg < 0 és gw − 2 < 0 esetben lehetne stabil a második t́ıpusú
egyensúlyi pont, de a 

gw2 − 4β < 0

gw − 2 < 0

gw − 1− βg > 0

egyenlőtlenségrendszernek nincs olyan megoldása, hogy g nem negat́ıv, ı́gy ez az eset nem állhat elő,
a második t́ıpusú egyensúlyi pont mindig instabil, ha θ pozit́ıv.
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Andronov–Hopf-bifurkáció

Az (5) rendszer kétdimenziós, ezért alkalmazhatjuk a 6.Álĺıtást Andronov–Hopf-bifurkáció meg-
keresésére. Abban az esetben, amikor az első t́ıpusú egyensúlyi pont jön létre, akkor az együtt-
hatómátrix nyoma -2, azaz nem választhatóak úgy a paraméterértékek, hogy 0 legyen, tehát ekkor
nincs Andronov-Hopf bifurkáció. Abban az esetben, amikor a második t́ıpusú egyensúlyi pont jön
létre az együtthatómátrix nyoma: −2 + gw, ezért gw = 2 egyenlet által meghatározott görbe lesz
a Hopf-görbe. A Hopf-görbe csak ott értelmezhető, ahol valóban van ilyen t́ıpusú egyensúlyi pont,
azaz ha {

θ < 0

gw − 1− βg < 0

egyenlőtlenségrendszer teljesül a paraméterértékekre.
Az egyensúlyi pont stabilitása az előző rész eredményei alapján éppen gw = 2 esetén változik

meg, ennek oka tehát, hogy Andronov–Hopf-bifurkáció történik.

Ábrázolás paraméterśıkon

Az előző részben késźıtett 15 és 16, a paraméterek által meghatározott ábrákba béırva a stabilitásról
ebben a részben kapott eredményeket, valamint ábrázolva a Hopf-görbét a 17. és a 18. ábrát kapjuk.

A w−β śıkon A kapott feltételek alapján stabilitásváltozás, és ı́gy Andronov–Hopf-bifirkáció csak
negat́ıv θ értékek esetén lehetséges. A Hopf-görbe, ekkor egy függőleges félegyenes, (a gw−1−βg < 0
feltétel miatt nem a teljes egyenes) amely 2

g
-ben metszené az w tengelyt. Balról jobbra átlépve tehát

a bifurkációs görbét az egyensúlyi pont elvesźıti a stbilitását és stabil határciklus születik Pozit́ıv θ
mellett egy egyensúlyi pont esetén az mindig stabil, két egyensúlyi pont esetén egy stabil egy pedig
instabil.
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17. ábra. Egyensúlyi pontok száma, stabilitása és a Hopf-görbe a w − β śıkon, θ előjele alapján
szétbontva.
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A w − θ śıkon A Hopf-görbe egy függőleges félegyenes, amely 2
g
-ben metszi az w tengelyt.
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18. ábra. Egyensúlyi pontok száma, stabilitása és a Hopf-görbe a w − θ śıkon.

Speciális bifurkáció θ = 0-ban Ha 2
g
< w < 1

g
+β, akkor θ > 0 paraméterérték esetén egy stabil

egyensúlyi pont van, θ < 0 esetén pedig egy instabil egyensúlyi pont és egy stabil határciklus, ezért
θ = 0-ban bifurkáció van, amely azonban létrejöttének módja miatt nem szuperkritikus Andronov-
Hopf bifurkáció, a rendszer Jacobi-mátrixának nyoma nem 0.

θ értékét csökkentve a periodikus pálya tart a 0-ba, mérete csökken és θ = 0-ban a második
t́ıpusú egyensúlyi pont a = βgθ

gw−1−βg
= 0 és r = ga+gθ

gw−1
= 0, ami egybeesik az első t́ıpusú egyensúlyi

ponttal. Az itt látott bifurkáció megjelenése ahhoz köthető, hogy a rendszer szakaszonként lineáris, a
fáziképen észlelt változás egybeesik az esetváltással, melyről a [7] cikk 3.6 szakaszában olvashatunk.
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3.3 Második t́ıpusú egyensúlyi pont csomó, fókusz vagy nye-

reg?

Ha a második t́ıpusú egyensúlyi pont viselkedését szeretnénk vizsgálni, akkor a

(
−1 + gw −g

β −1

)
együtthatómátrix tulajdonságait kell figyelembe vennünk.

Az együtthatómátrix determinánsa

(−1 + gw)(−1) + βg = 1− gw + βg,

ha ez negat́ıv, akkor a 4.Álĺıtás alapján az egyensúlyi pont nyereg, azaz a korábbi eredmények alapján
a második t́ıpusú egyensúlyi pont θ > 0 esetén mindig nyeregpont és θ < 0 esetén sosem az. Az első
t́ıpusú egyensúlyi pontról tudjuk, hogy nem lehet nyeregpont, hiszen beláttuk, hogy stabil.

A 5.Álĺıtás alapján az együtthatómátrix determinánsa és nyoma seǵıtségével megállaṕıtható, hogy
az egyensúlyi pontok t́ıpusa csomó vagy fókusz. A determinánsról már láttuk, hogy 1 − gw + βg, a
nyom −2 + gw, ezért

tr2 − 4det = (−2 + gw)2 − 4(1− gw + βg) = g2w2 − 4βg,

tehát ha g2w2 − 4βg > 0, akkor az egyensúlyi pont fókusz, ha g2w2 − 4βg < 0, akkor az egyensúlyi
pont csomó.

Andronov–Hopf-bifurkáció a végtelenben

Annak megértéséhez, hogy mi történik a rendszer megoldásaival, amikor a második t́ıpusú egyensúlyi
pont fókuszból csomóvá válik, vizsgáljuk meg a periodikus pályák képződését. A [wr − θ − a]+
függvény töréspontja miatt nem lineáris a differenciálegyenlet-rendszer és a korábbi számolások során
már láthattuk, hogy wr− θ−a < 0 és wr− θ−a > 0 esetén lényegesen másképp viselkedik a modell.

Rajzoljuk be az esetek határát adó wr − θ − a = 0 görbét egy olyan ábrán, ahol a-t az r
függvényében ábrázoljuk.

wr − θ − a = 0

a = wr − θ

tehát a w meredekségű egyenes −θ-ban metszi az a tengelyt.
Ha wr − θ − a < 0, akkor a megoldás pályája egy olyan rendszerként működik, amelynek a

(0,0)-ban van egy stabil egyensúlyi pontja, ha wr − θ − a > 0 akkor egy instabil fókuszú lineáris
rendszerként viselkedik.

Az ábrába pirossal berajzoljuk az első lineáris rendszer a periodikus pályáról ind́ıtott megoldását,
sárgával a második lineáris rendszer a periodikus pályáról ind́ıtott megoldását. A periodikus pályát
az hozza létre, hogy az első lineáris rendszer amelyik pontban metszi a wr− θ− a = 0 görbét onnan
a másodikat elind́ıtva az egy olyan pontban metszi újból a wr − θ − a = 0 görbét, ahonnan az első
rendszer visszatér az előző megoldásához.
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Az ábra az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készült: g = 1, w = 3, θ = −5, β = 5
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19. ábra. Stabil periodikus pálya a két esetet elválasztó egyenessel és a lineáris rendszerek pályái.

w =
√
20-ban a fókuszból csomó lesz, ezért a második lineáris rendszer pályája nem fogja többé

metszeni a wr − θ − a = 0 görbét, ı́gy nem jöhet létre a periodikus pálya. Ennek következtében a
Hopf-görbén született periodikus pálya eltűnik, melyről fázisképet a következő szakaszban mutatunk.

Ábrázolás paraméterśıkon

A paraméterek által meghatározott ábrába béırva a t́ıpusokról kapott eredményeket a következőt
kapjuk:

A w − θ śıkon
g2w2 − 4βg = 0

w2 =
4β

g

±w =

√
4β

g
,

ezért a függőleges egyenesek a ±
√

4β
g
-ben metszik a w-tengelyt.
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Ha a paraméterértékek a 20. ábrán az A śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenlet-rendszernek
egy stabil első és egy instabil nyereg t́ıpusú egyensúlyi pontja van. Innen a B śıkrészbe átlépve egy
olyan nyereg-csomó bifurkáció történik, ahol az egyensúlyi pontok száma eggyel csökken.

Ha a paraméterértékek a B śıkrészbe esnek, akkor az (5) modellnek egy stabil első t́ıpusú egyensúlyi
pontja van. Innen a C és D śıkrészbe átlépve nem történik bifurkáció, azonban az egyensúlyi pont
az első t́ıpusúból második t́ıpusúvá változik.

Ha a paraméterértékek a C és D śıkrészbe esnek, akkor a rendszernek egy stabil második t́ıpusú
egyensúlyi pontja van, mely a C śıkrészben csomó, a D śıkrészben fókusz. Az előző rész eredményei
alapján sem a C sem a D esetben nincs periodikus pálya, ı́gy köztük nincs bifurkáció. A D śıkrészből
az E-be átlépve Andronov–Hopf-bifurkáció történik.

Ha a paraméterértékek az E śıkrészbe esnek, akkor a vizsgált modellnek egy instabil fókusz t́ıpusú
egyensúlyi pontja lesz, mely körül stabil határciklus található. Innen az F śıkrészbe átlépve egy
végtelenbeli Andronov–Hopf-bifurkáció történik, melynek következtében eltűnik a peiodikus pálya.

Ha a paraméterértékek az F śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenlet-rendszernek egy instabil
csomó t́ıpusú egyensúlyi pontja lesz. Innen a G śıkrészbe átlépve egy olyan nyereg-csomó bifurkáció
történik, ahol az egyensúlyi pontok száma eggyel csökken.

Ha a paraméterértékek a G śıkrészbe esnek, akkor a rendszernek nincs egyensúlyi pontja, a meg-
oldások a végtelenhez tartanak. Innen az A śıkrészbe átlépve nyereg-csomó bifurkáció történik,
melynek következtében két egyensúlyi pont jön létre.
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20. ábra. Egyensúlyi pontok száma, stabilitása és t́ıpusa a w − θ śıkon.
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A w − β śıkon
Periodikus pálya θ < 0 esetén képződik, ı́gy a θ > 0 esetén készült w − β paraméterśıkos ábra

nem tartalmazna új informácikat a 17a ábrához képest, azon ḱıvül, hogy az instabil egyensúlyi pont
egy nyereg.

g2w2 − 4βg = 0

β =
gw2

4
,

ezért egy gw2

4
egyenletű parabola lesz az elválasztó görbe.

Ha a paraméterértékek a 21. ábrán a C és D śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenlet-
rendszernek egy stabil második t́ıpusú egyensúlyi pontja lesz, C śıkrészben csomó, a D śıkrészben
fókusz. Az előző rész eredményei alapján sem a C sem a D esetben nincs periodikus pálya, ı́gy köztük
nincs bifurkáció. A D śıkrészből az E-be átlépve Andronov–Hopf-bifurkáció történik.

Ha a paraméterértékek az E śıkrészbe esnek, akkor a modellnek egy instabil fókusz t́ıpusú egyensúlyi
pontja lesz, mely körül a stabil periodikus pálya található. Innen az F śıkrészbe átlépve egy végtelenbeli
Andronov–Hopf-bifurkáció történik, melynek következtében a periodikus pálya eltűnik.

Ha a paraméterértékek az F śıkrészbe esnek, akkor a rendszernek egy instabil csomó t́ıpusú
egyensúlyi pontja lesz. Innen a G śıkrészbe átlépve egy olyan nyereg-csomó bifurkáció történik, ahol
az egyensúlyi pontok száma eggyel csökken.

Ha a paraméterértékek a G śıkrészbe esnek, akkor a differenciálegyenlet-rendszernek nem lesz
egyensúlyi pontja, a megoldások a végtelenhez tartanak. Innen a C śıkrészbe átlépve nyereg-csomó
bifurkáció történik, melynek következtében egy egyensúlyi pont születik.
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21. ábra. Egyensúlyi pontok száma, stabilitása és t́ıpusa a w − β śıkon negat́ıv θ esetén.
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3.4 Esetek vizsgálata

A fejezet eddigi részében azt kaptuk, hogy a paraméterértékek választásától függően az (5) differen-
ciálegyenlet megoldása a második fejezetben vizsgált esethez hasonlóan négy topologikusan különböző
alakot vehet fel, de amikor egy darab második t́ıpusú egyensúlyi pontja van a rendszernek, akkor a
stabilitás megváltozhat és periodikus pálya jöhet létre. Ebben a szakaszban megvizsgáljuk mind a
négy esetben, hogy t → ±∞ esetén a megoldások hova tartanak, fázisśıkon és idő függvényében is
késźıtünk ábrákat.

Egy első t́ıpusú egyensúlyi pont és egy nyeregpont

Ez az eset akkor áll elő, amikor {
θ > 0

gw − 1− βg > 0

teljesül, azaz, amikor a 20. ábrán a paraméterértékek az A tartományba esnek.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: w = 3, g = 1, θ = 5, β = 1

Ekkor az

(
g βgθ
gw−1−βg

+gθ

gw−1
, βgθ
gw−1−βg

)
= (5, 5) pont nyeregpont, a (0, 0) pedig csomó.
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megoldás a stabil egyensúlyi pontba tart

22. ábra. A rendszer ábrázolása.

Ebben az esetben az (5) differenciálegyenletnek két egyensúlyi pontja van, ezért az általa model-
lezett neuronpopulációnak két nyugalmi helyzete van, azonban csak az egyik vonzó.
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Egy első t́ıpusú egyensúlyi pont

Ez az eset akkor áll elő, amikor {
θ > 0

gw − 1− βg < 0

teljesül. A 20. ábra paramétertartományai közül ez az egyenlőtlenség annak felel meg, hogy a B
tartományba esnek a paraméterértékek.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: w = 2, g = 1, θ = 5, β = 5
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23. ábra. Az r = 0, a = 0 egyensúlyi pont.

A (0, 0) stabil egyensúlyi pont, ráadásul globálisan vonzó, hiszen t → ∞ esetén a megoldások
közelednek hozzá tetszőleges kezdeti feltétel mellett, és r0 = 0 esetén a megoldás az egyensúlyi
helyzetben marad.

Ebben az esetben az (5) differenciálegyenletnek van egyensúlyi pontja, ezért az általa modellezett
neuronpopulációnak van nyugalmi helyzete, amely vonzó.
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Egy második t́ıpusú egyensúlyi pont

Ez az eset akkor áll elő, amikor {
θ < 0

gw − 1− βg < 0

teljesül. Ez az eset a 20. ábra és a 21. ábra C, D, E, F tartományainak felel meg.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: g = 1, θ = −5, β = 5

w-t változtatva figyeljük meg, hogy hogyan változik az egyensúlyi pont t́ıpusa és stabilitása.
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24. ábra. A ( 5
11
, 25
11
)-ben levő egyensúlyi pont stabil csomó.

w = 1, 5
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25. ábra. A (50
41
, 250

41
)-ben levő egyensúlyi pont stabil fókusz.
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w = 2, 1
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26. ábra. A (50
39
, 250

39
)-ben levő stabil fókusz, instabillá vált és stabil periodikus pálya keletkezett

körülötte.
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27. ábra. A (5
2
, 25

2
) egyensúlyi pont instabil fókusz, a stabil periodikus pálya mérete jelentősen megnőtt

A 20. ábrán és a 21. ábrán a w = −5 a C tartományba esik, a w = 1, 5 a D tartományba, a
w = 4, 5 az F tartományba. A w = 2, 1 és w = 4 egyaránt az E tartományba esnek, az ábrapárokon
a w növelésével a periodikus pálya tulajdonságaiban bekövetkező változásokat figyelhetjük meg. A
periodikus pálya megnő és formája is megváltozik, kisebb w esetén az r tüzelési ráta növekedési és
csökkenési periodusai azonosan hosszúak, nagyobb w esetén a növekedési periodus gyorsabb, mint a
csökkenési.
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w = 4, 5
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28. ábra. A (10
3
, 50

3
)-ban levő egyensúlyi pont instabil csomó, mely körül végtelen nagy periodikus

pálya keletkezett.

Ha a paraméterértékek a 20.ábra C, D, E, F tartományokba esnek, akkor a C és D tartományok
esetén van stabil egyensúlyi helyzet, a többi esetben instabil az egyensúlyi pont. E tartományban
van stabil peridikus pálya, amely azonban nem stabil egyensúlyi helyzet, hiszen a neuron folyamatos
tüzelést hajt végre. F-ben ez a periodikus pálya már nem létezik, mert E és F tartományok határán
kiment a végtelenbe.

Az egyensúlyi helyzet globálisan vonzó, ha a paraméterértékek a C vagy D tartományba esnek,
hiszen t → ∞ esetén a megoldások közelednek hozzá tetszőleges kezdeti feltétel mellett, és ha a
megoldás az egyensúlyi pontban van, akkor a megoldás az egyensúlyi helyzetben marad.

Ebben az esetben az (5) differenciálegyenletnek gw − 2 ≤ 0 esetén van stabil egyensúlyi pontja,
ezért az általa modellezett neuronpopulációnak van nyugalmi helyzete, amely vonzó; g2w2 − 4βg ≤
0 esetén van periodikus pályája, ezért az általa modellezett neuronpopuláció sorozatosan tüzel;
különben az egyensúlyi helyzet instabil.
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Nincs egyensúlyi pont

Ez az eset akkor áll elő, amikor {
θ < 0

gw − 1− βg > 0

teljesül, vagyis, amikor a 20. ábrán a paraméterértékek az G tartományba esnek.

Az ábrák az alábbi rögźıtett paraméterértékekkel készültek: w = 4, g = 1, θ = −5, β = 1
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29. ábra. A rendszer ábrázolása.

t → ±∞ esetén a megoldások semmilyen r0 esetén sem korlátosak, ezért nincs egyensúlyi pont.
Ebben az esetben az (5) differenciálegyenletnek nincs egyensúlyi pontja, ezért az általa modellezett

neuronnak nincs nyugalmi helyzete, mely az alkalmazott aktivációs függvény nemkorlátossága miatt
fordulhat elő.
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Összefoglalás

A dolgozatban az NREM alvást vizsgáltuk egy tüzelési ráta modell seǵıtségével, melyet a dinamikai
rendszerek elméletének seǵıtségével elemeztünk.

Az 1. fejezetben bevezettük a dolgozatban használt matematikai és biológiai ismereteket, valamint
a források seǵıtségével feĺırtuk a vizsgálandó modellt.

A 2. fejezetben az adaptáció nélküli modellt vizsgálva azt kaptuk, hogy a neuronpopulációnak
lehet egy vonzó és egy tasźıtó nyugalmi helyzete vagy lehet egy globálisan vonzó nyugalmi helyzete
vagy az is előfordulhat, hogy nincs nyugalmi helyzete. A topologikus változásokat nyereg-csomó-
bifurkáció idézi elő.

A 3. fejezetben az adaptációt is tartalmazó modellt vizsgálva azt láttuk, hogy a neuronpo-
pulációnak lehet egy vonzó és egy tasźıtó nyugalmi helyzete vagy lehet egy globálisan vonzó nyu-
galmi helyzete vagy lehet, hogy nincs nyugalmi helyzete. Ezeket a 2. fejezetben is megfigyelt to-
pologikus változásokat szintén nyereg-csomó-bifurkáció idézi elő. Az adaptáció abban az esetben
okoz változást, amikor a neuronpopulációnak egy globálisan vonzó nyugalmi helyzete van és a θ
küszöbérték, amely felett a neuron tüzelni kezd negat́ıv. Ekkor ugyanis a globálisan vonzó nyugalmi
helyzet Andronov–Hopf-bifurkáció és végtelenbeli Andronov–Hopf-bifurkáció miatt a w kapcsolódás
súlyának növelésével elvesźıti stabilitását, és körülötte periodikus pálya jelenik meg, mely vonzó. w
értékét tovább növelve a periodikus pálya mérete végtelenhez tart, majd eltűnik. Összegezve elmond-
ható, hogy egy neuronpopuláció viselkedését léıró differenciálegyenlethez hozzávéve az adaptációt
léıró egyenletet már megjelenhet oszcilláló viselkedés.
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