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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek Kirdly Tamasnak a szakdolgozat megira-
sdhoz nytjtott segitséget. Az érdekes témat, a rendszeres konzultaciokat, az 6tleteket
és a tamogatast.

Az elmilt harom évben folytatott tanulmanyaimban rengeteg nehézségbe iitkoz-
tem. Ezeket a bardtaim és csaldadom segitsége nélkiil nem tudtam volna lekiizdeni.
Koszonom a segitséget, a bizalmat, az Gszinteséget és, hogy néha akkor is hittetek
bennem, amikor én arra képtelen voltam. Nélkiiletek ez a dolgozat nem sziilethetett

volna meg.



Bevezetd

A kozlekedési jatékokrol elészor Robert W. Rosethal publikalt egy 1973-as cikk-
ben és azota a stratégiai jatékelmélet rendkiviil fontos részévé léptek elg. A nem-
kooperativ jatékok olyan aga ez, melynek legalapvetébb koncepcidja a kovetkezd.
Jatékosok erdforrasok koziil vélasztanak azt is szem el6tt tartva, hogy minimalizal-
jak a koltségiiket, viszont minél tobben valasztjak ugyanazt az eréforrast, annak ara
egyre dragabb lesz.

Egy lehetséges felosztas a kozlekedési jatékok témakorben a résztvevék szama és
a kozlekedésre gyakorolt hatésuk szerint. Ez alapjan megkiilonboztetiink atomos és
nem-atomos kozlekedési jatékokat, ahol el6bbiben minden jatékos dontése befolyé-
solja a modell kimenetelét, mig nem-atomos jatékokban egyetlen jatékos dontései
elhanyagolhatok, mivel kontinuum sok jatékos van a rendszerben. Az elsd 2 fejezet-
ben leginkabb [1] cikkre valamint a megjelolt jatékelmélet jegyzetre tdmaszkodom.

A modellek valosaghtibbé tétele érdekében egy lehetséges javitas, ha a résztve-
véknek nem kell a jaték elején leadniuk az egész stratégiajukat, hanem a jaték soran
a tobbi jatékos dontései altal befolyasolva fokozatosan adjak meg azt. Az ilyen mo-
delleket dinamikus kozlekedési jatékoknak nevezziik. Ezen modellek felallitdsaban
atomos esetben a [3|, nem-atomos esetben [5] irodalom &llt segitségemre.

A dolgozatom soran komoly figyelmet forditok annak a vizsgélatéara, hogy az 6n-
76 stratégivalasztas mennyire tudja elrontani, a szocialis optimumot. Egy kézponti
autoritas kinevezésével, ami megszabhatja a jatékosok stratégiait, hogy az Osszege-
zett koltséget minimalizalja, mennyivel tudunk jobb eredményt elérni, mint ha a
jatékosok nem-kooperativ moédon viselkednének. Ezt a mérészamot az anarchia ara-
nak nevezziik és 1999-es els6 emlitése 6ta szamos kutatas témajava lépett els. Ezen
részekhez a 4] cikket hasznaltam

A kozlekedési jatékokat, szamos kiilonbozé teriileten alkalmazzék. A kozlekedési
halozatokon kiviil, telekommunikécios halézatok vizsgalatanal és halozati folyamok
tanulményozasara is alkalmazzak az itt megallapitott ereményeket.

Az elmult idGszakban két kinai varosban is bevezették az 6nvezetd taxik mikodé-
sét. Az onvezetd jarmiivek egyre nagyobb mértéki alkalmazasa miatt, a kozlekedési

jatékok és az anarchia ara tanulmanyozasa még sohasem volt relevansabb. A dolgo-



zatom sorén elsGsorban ezen teriilek fogalmainak és tételeinek bemutatéasa a célom,
valamint, hogy kiilonb6z6 esetekben a az egyensilyi allapotokhoz vezetd algoritmu-

sokat ismertessem.



1. Atomos kozlekedési jatékok

1.1. Alapfoglamak

1.1. Definici6. (Rosenthal 1978) Eqgy atomos kézlekedési jaték a kovetkezd elemekbdl
allT" = (N, R, (Zi)ieNa (dr)TER>7 ahol:

N ={1,2,..,n}: A jdtékosok halmaza

e R : Az erdforrisok halmaza dltaldban |R| = m

¥ € 28 : Azi. jdtékos stratégidinak halmaza (stratégiatere)
e d,.:{1,2,..,n} > Z: Monoton nové figgvény, az r erdforrds drfiggvénye.

Az atomos sz6 arra utal, hogy kozlekedésben résztvevs elemek szama véges, és
minden résztvevd a kozlekedés 1/n részét adja. Megjegyzem, hogy ez az érték, lehet
més is, ha a résztveviket sulyozzuk, vagyis skalarisan szorozzuk valamilyen konvex
kombinacioval.

A kozlekedési jatékokra egy jellegzetes példa a hélozati kozlekedési jatékok. Ekkor
a jaték egy G = (V, F) iranyitott grafon (halozaton) torténik. Ekkor R = F, azaz
az erGforrasok halmaza megegyezik az élek halmazaval és az 1. jatékos célja, hogy az
s; csucsbol a t; csucsba eljusson a lehetd legolcsobb modon. A stratégidinak tere az

s; — t; utak halmagza.

1.2. Definici6é. Minden S = (s1, S2,..,5,) € X1 X Yo X .. X X, stratégiavektorban,
n.(S), annak a szima, hogy az S stratégiavektorban hdny jdatékos haszndlja az r

erdforrdast. Vagyis:

n.(S)=|{i e N :re s},

lgy az r erdforrds dra d,.(n,(S)) Az i. jatékos kéltsége pedig.

1.3. Definicié. Az s; stratégidat az 1 € N jdtékos legjobb vilaszanak nevezziik, az
S_i = (81, .-Si—1, Si41.-, Sn)-nel szemben, ha c;(s;, s_;) < ¢;(sp, S—;) minden sy € ¥;-

re.



1.4. Definici6. Az S stratégidt eqy Nash eqyensilynak nevezzik, ha ¢;(S) < ¢;(sy, $_;)
minden sy € ; €s1 € N esetén. Vagyis, ha s; legjobb vdlasz a tobbi jatékosra nézve,

minden jatékos szempontjabol.

Ha egy stratégia Nash egyenstly az egyszertien fogalmazva azt jelenti, hogy egyet-
len jatékosnak sem éri meg stratégiat valtoztatni, mivel azzal csak néveli a koltségeit.
A kovetkezo fejezetben néhany Nash egyensiillyal kapcsolatos tételt fogunk megvizs-
galni és néhany specialis esetben megnézziik, hogy tudunk egy Nash egyensilyt

kapni.

1.2. Nash egyensily

1.5. Definicié. Az (S,S’) stratégiapdros azi. jatékos javitd lépése, ha ¢;(S") < ¢;(S)

€S S_; = S_y

Egy kezdeti konfiguraciobol kiindulva javito 1épésekkel 1épkedve, minden lépés-
ben szigortian javul egy jatékos koltségfliiggvénye. Ha senkinek sincs javito 1épése
egy Nash egyensilyban vagyunk. A probléma csak az, hogy milyen hossza lehet egy

ilyen javito lépésekbdl allo sorozat. Ehhez hasznaljuk a kovetkezé tételt:

1.1. Tétel. Minden atomos kézlekedési jdatékban, minden javito lépésekbdl dllo so-

rozat véges.

A célunk, hogy a fenti tételt bizonyitsuk. Ehhez a kovetkezd fiiggvényt fogjuk

hasznalni.

1.6. Definicio. A ® : S — R fiigguényt potencidlfiiggvénynek nevezzik, ha egy
jatékos stratégiavdltoztatdsa esetén a fligguény értékének a vdltozdsa megegyezik a

vdltoztato jdtékos koltségfiigguényének a kiilonbségével.
(I)(S) — (I)(Si/, S,Z‘) = CZ<S> — Ci<5i/7 S,i)

Az ilyen tipusu fliggvények rendkiviil szemléletesek jatékelméleti szempontbol,
mert ha egy jatékos tesz egy javito 1épést a fliggvény értéke csokken valamint a
fliggvény egy lokalis minimuma egy Nash egyensiilyt reprezentél, hiszen, ha senki

més nem valtoztat, akkor egy adott jatékosnak nem cstkkenhet a koltsége.



1.2. Tétel. Eqgy kozlekedési jatékban az S stratégia Nash egyensily pontosan akkor,
ha nem létezik olyan S' € X, hogy s; = s, minden i-re eqy kivétellel és O(S") < (9)

Bizonyitds. Azt lassuk be, hogy S nem Nash egyenstly pontosan akkor, ha létezik
S’, hogy s, = s; minden i-re egy kivétellel és ®(S") < ®(5)
e

A potenciélfiiggvény definicidja alapjan:
0> @(S/) — (I)(S) = Ci(S/> — CZ<S> = Ci(S/> < CZ(S)

Vagyis s; nem a legjobb valasz S_;-re igy S nem Nash egyenstly.
=
A masik irdnyban igazabol ugyanez az otlet. Legyen S egy olyan stratégia, ami
nem Nash egyenstly, ekkor létezik i € N és s; € 3;, hogy ¢;(s}, s_;) < ¢;(S). Ebbdl
pedig kovetkezik, hogy ®(S5') < ®(S).
O

Egy konkrét példa, ilyen tulajdonsagu fiiggvényre a Rosenthal potencilfiiggvény:

nr(s)

=2, ), &k

reR k=1

Lassuk be, hogy a fenti fiiggvény valoban eleget tesz a potencialfiiggvények tulaj-

donségainak.
1.1. Lemma. A Rosenthal potencidlfiigguény valoban potencidlfigguény

Bizonyitas.

(st s-4) Z
reR

Jeloljiik a bels6 Osszeget a kifejezésben A,-rel. Az er6forrasokat 4 csoportba tudjuk

n.(S)

1

osztani aszerint, hogy szerepelnek-e s;-ben és si-ben.
o ElsG eset: 7€ s} ésres; ekkor A, =0
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e Masodik eset: 7 ¢ s és r ¢ s; ekkor A, =0

e Harmadik eset: r € s, és r ¢ s; ekkor n,(s},s_;) = n.(S) +1 & A, =
dr(n, (8}, 5-4))

e Negyedik eset: r ¢ s, ésr € s; ekkor n,. (s, s_;) = n.(S)—1és A, = —d.(n.(9))

Most nézziik az egyenlet jobboldalat:

cilshs4) = D di(ne(siy 5-0)) = D di(n,(9)) =

7"68 TES;
Z dr(n,(s},5-3)) — Z dy(n,(S)) = ZAT
res;\s; TES;\S, reR

Ezzel az eszkozzel felszerelkezve méar konnyedén belathatjuk az elsd tételt.

Bizonyitds. Vegytik az i. jatékos egy javito lépését. Ekkor ¢;(s}, s_;) < ¢;(s) és mivel

az arfliggvények egész szamok ezért ¢;(sh, s_;) — ¢;(s) < —1. Minden S-re igaz, hogy:

%i SN

reR k=1
illetve,
reR k=1
Tehat a javito lépések szama kisebb, mint 2% o> |d. (k)] O

Fontos megjegyezni, hogy a tétel, akkor is igaz, ha az arfiiggvények nem egész
szamok. Ekkor folytonossagi és kompaktsagi érveket hasznélunk fel a bizonyitas

soran, lasd a 2. fejezetben.

1. Kovetkezmény. Minden kozlekedési jdatékban van legaldbb eqy Nash egyensily



1.3. Nash egyensiily keresési modszerek

Az 1.1 tétel bizonyitasaval implicit moédon, mar kaptunk is egy egyszert algoritmust
arra, hogy hogyan jutunk el Nash egyensiilyba. Elindulunk egy tetsz6leges straté-
giavektorbdl és addig lépkediink amig Nash egyensiilyba nem értink. A kérdés csak
az, hogy milyen gyors ez az algoritmus, vagyis milyen hosszi lehet maximum egy
ilyen javito sorozat.

Erre a kérdésre egy felsGkorlatot mar ismeriink az el6z6 fejezet végébdol.

23 > lde(k)] < 2mn max |d, (k)|

reR k=1
Ez a fels6korlat nem polinomialis, hanem pszeudopolinomialis, ami azt jelenti,
hogy a futési id6 fiigg a szamok méretétdl, vagyis a paramétereket reprezentald bitek
szaméaban nem polinomialis. Nagyban fiigg az érték a fliggvényértékek maximumatol,

ezt el tudjuk keriilni egy masik felsékorlattal.

50 X 85 X o X 8, < 2

Ez a felsGkorlat nem is durva, kénnyedén tudunk konstruélni olyan példat, ahol
valoban ilyen sok 1épés sziikséges.

Legyen n = 1, m = 2(k + 1). A halézatunk a kovetkezs:
1 2 4 ok
G W H DA
0 0 0 0
A fenti példanal sszesen 2F 1t (stratégia) van, és legrosszabb esetben a max
koltségt ttbol indul, majd mindig csak az eggyel jobbra valt, igy nagyon hosszt
javitoé sorozatokat is tudunk generalni. Bar ez a példa nem teljesen valosigszeri
mégis szemléletesen bemutatja, hogy altalanossagban Nash egyenstlyt keresni nem

egyszeru feladat. Specialis konkrét esetekben, viszont tudunk polinomiélis id6ben

algoritmust adni.



1.3.1. Szingleton kozlekedési jatékok

1.7. Definicié. Egy kézlekedési jatékot, Szingletonnak neveziink, ha Vi e N és Vs; €
Y igaz, hogy |s;| =1

1.3. Tétel. Eqy szingleton kézlekedési jatékban, n jatékos, és m forrds esetén minden

javito sorozat o(n*m) nagysdgrendi.

Bizonyitas.

V={d(k):re Rj(1<k<n}

V| < nm
Uj arfiiggvényeket definidlunk:

d, (k) : d,(k) sorszama a novekvé sorrendbe rendezett V halmazban.
Vegytink egy (5, S") javitolépést.

Ekkor tudjuk ¢;(S) = d.(n,.(5)) > d,(n.(5") = ('), ebbdl kovetkezik, hogy
dy(n,(S)) > dy(n,(S")). Vagyis, minden javité lépés a régi fiiggvények szerint egy-
ben az 1j fiiggvények szerint is az, tehat elég ez a koltség szerint keresni a Nash

egyensilyt.

n.(S) ~ ny(S)
P(S) = 2 2 d,(k) < Z Z nm = nmEnr(S) =n’m

reR k= reR k=

—_
—_
.
m
=y

1.3.2. Szimmetrikus halézati kozlekedési jatékok

Szimmetrikus jatékoknak azt az esetet, nevezziik, amikor a jatékosok stratégiahal-
maza megegyezik, vagyis minden jatékos ugyanabbol a halmazbol valasztja a stra-
egy kitlintett s cstcsbol szeretne eljutni egy ¢ csiicsba.

Ebben az esetben hasznalhatjuk a maximalis folyam - minimélis vagas (MFMC)
algoritmust, hogy Nash egyensulyt keressiink.

Uj halozatot készitiink, amiben minden élet, n parhuzamos éllel helyettesitiink.
Minden él kapacitasa 1, és az i. él arfiiggvénye d.(i)-vel egyenls. Ezen a grafon

keresiink n nagysagi minimaélis koltségi folyamot. Mivel a minimalis koltségt folyam
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a parhuzamos élekbdl, mindig a soron kévetkezst valasztja ki, a d fliggvény monoton
névés tulajdonsaga miatt. Igy a minimalis folyam valojaban a Rosenthal potencialt
minimalizélja, és igy megegyezik egy Nash egyensullyal. A max folyam - min vigas
algoritmus polinomialis és jol miikodik, valojaban kivii esik a dolgozatom témajan,

de lefrasa megtalalhato példaul a [7] jegyzetben.

1.4. Az anarchia ara

Egy természetesen felmerils kérdés, hogy mennyiben kiilonbézik az 6nzé nem-kooperativ
stratégiavalasztéas, attol az esettdl, amikor valami kozponti autoritas valasztja ki
az egyének stratégiait. A kérdés az, hogy egy 6nzé optimum, egy Nash egyensily
mennyire kiillonbozhet a szocialis optimumtol, azaz az 0sszes jatékos koltségosszegé-

nek a minimumaétol.

1.8. Definicié. Egy stratégia osszkoltsége, a jatékosok koltségeinek az dsszege.
C(S) = D ei(S) = ) sede(se)
iEN ecE

Az ezt a fliggvényt minimalizdlo stratégiat pedig szocidlis optimumnak (SO) nevezziik.

Természetesen adodik, egy kissé bonyolultabb stilyozott eset melyben bevezetiink
sulyokat a jatékosokra, és a jatékosok koltségének valamilyen konvex kombinéaciojat

szeretnénk minimalizalni.

1.9. Definicié. A I kézlekedési jdatékban az anarchia dra:

R
POA(T) = W
Ahol NFE a nash egyensulyok halamaza. Ez azt jelenti hogy a I' jatékban az
anarchia ara, a szociélis optimum és a legrosszabb (legmagasabb 6sszkoltségti) Nash
egyensily aranya.
A fogalomnak létezik egy duélis parja, amelyben a legjobb 6nzé egyensiilynak az

arat aranyositjuk a szocialis optimumhoz. Ezt a stabilitds aranak nevezziik.

In]\l[% C(s)
POS(T") = —miélC(s)
se

11



Az anarchia araval kapcsolatban rengeteg eredmény sziiletett, az elmilt hisz
évben, és a mai napig folyamatos kutatasok targyat képezik. Ezen eredményekbdl
szeretnék néhany fontosabbat ismertetni.

Az anarchia ara, elsGsorban az éleken 1évG fiiggvényektsl, valamint a kozleke-
dési halozat Osszetettségétsl fiigg. Itt komoly eltérés tapasztalhatod, az atomos és
nem-atomos jatékok vizsgalata kozben, de ezt részletesebben a kovetkezd fejezetben
fogjuk targyalni, de néhany fogalmat mér most is elkeriilhetetlen definialni.

Nem-atomos jatékoknal az anarchia dra megegyezik egy p(D) mennyiséggel, ahol

D az arfiiggvények egy osztélya. d € D nem negativ és nem csokkend fiiggvény esetén.

- zd(z)
pd) = D ) (o p)d(e)

valamint, nem iires D esetén

p(D) = sup p(d)

Ezt a mennyiséget a Pigou korldtnak nevezik.
Altalanossagban az anarchia arardl igaz allitasokat megfogalmazni nehéz, igy

kiilonb6z6 megszoritasokat kell tenniink a halézatra és a fiiggvényekre.

1.4. Tétel. Atomos szingleton kézlekedési jdatékokban, ha az drfigguények D affin
fiigguények halmaza, az anarchia dra legfeljebb p(D).

Bizonyitds. Jelolje o a szocialisan optimélis stratégiat és legyen s a legmagasabb

Osszkoltségii Nash egyensily. Jeldlje s, = n.(S)-t, valamint jelélje 5(D) = 1+ —m—

p(D)—1"
A kovetkezs fennall Ve € E -

Sede(Se) = 0ede(Se) + (Se — 0¢)de(Se) )
< 0ede(8e) + B(D)sede(se) + (8¢ — 0¢)de(Se)

Mivel B(D) > 0.

Minden élen, ahol o, > s.:

Sede(8e) = 0ede(0e) — 0ede(0e) + Sede(Se)
< 0ede(0e) — (06 — Se)de(se + 1)

12



Ez azért igaz, mert a d fliggvény nem csokkend, és s, + 1 < o.. Most tegyiik fel,

hogy a kovetkezs teljestil.

D1 (se—0)de(se) < ) (0 = Se)de(se + 1) (3)

€:8¢>0¢ €:0¢>Se

Hasznaljuk (1) azonosségot, azokon az éleken, ahol s, > o, és hasznaljuk (2)-t, ott

ahol o, > s., majd a (3) egyenl6tlenséget hasznalva a kévetkezot kapjuk:

C(s) < ). 0ede(00) + B(D) . sede(se)+

eeE €:Se=0e
D (se=00)de(se) = Y (0e — se)de(se + 1)
€:Se>0e €:0e>Se

< C(0) + B(D)C(s)

Vagyis megkaptuk, hogy C(s) < (1 — 8(D))"'C(0) = p(D)C(0). Egyediil azt kell
még belatni, hogy a (3) egyenl6tlenség igaz szingleton kozlekedési jatékok esetén.
Mivel s egy Nash egyensuly volt, minden e élen, ahol s, > o, és minden ¢’ élhez,
igaz, hogy:

de(se) < der(ser + 1)

és az is igaz, hogy:

Z (Se_oe): 2 (Oe_se)

€:8¢>0e €:0e>Se

mive szingleton halézatokon Y, . Se = X..cp Oc O

A szingleton tulajdonsagot, csak a (3) egyenl6tlenség fennallasakor hasznaljuk
ki igy a tétel nem csak szingleton jatékokra igaz, hanem mindenhol, ahol az egyen-
16tlenség fennall. p(D) becslésérdl részletesebben a kovetkezs fejezetben lesz szo.
Ezek kimondottan specialis eseteknek szamitanak. Ha kissé bonyolultabb hélézato-

kon szeretnénk modellezni az eredmények régton megvaltoznak.

1.5. Tétel. Atomos kozlekedési jatékokban, affin drfiggvények (a,x+b,, ahol a,,b, =
0) esetén az anarchia dra legfeljebb 5/2.

Bizonyitdas. Legyen s € NE, o pedig a szocialis optimum.
Azt kell belatnunk, hogy C(s) < 2C(o)
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Mivel s Nash egyensuly, igy minden ¢ € N
ci(s) < ¢i(04,5-4)

A kovetkezdt latjuk be:

ot

C(s) = Z ¢i(s) < Z ¢i(0i,5-;) < =C(0) %C(S)

EN 1EN 3
Ha ezt bebizonyitjuk az egyenletet atrendezve a kivant eredményt kapjuk.
i(0i, 5-4) Zd Ny (05, 5-;) Zd ny(s
T€O0; TE€O0;

Mivel, csak egy jatékos valt statégiat, igy minden forrason max eggyel névekedhet
a felhasznalok szama. Az Osszkoltséget gy is meg tudjuk kapni, hogy a forrasokon

szamoljuk meg az embereket a kévetkezd modon:

Do) < LD di(n(s) +1) = >0 > de(np(s) + 1) = > np(0)dy(nn(s) +1)

ieEN €N reo; reR i:reo; reR

Most felhasznaljuk, hogy a koltségfiiggvények affinok.

Z ci(0,5-) < Z n.(0)(a,(n.(s) + 1) + b,)

= Z Z dy(n,(s)) = Z n.(s)dy(n,(s)) = Z n.(s)(a,n.(s) + by)
€N res; reR reR

A tovabbiakhoz sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara.
1.2. Lemma. Minden y, z nemnegativ egészekre teljesil, hogy y(z + 1) < ng + %22

A lemma bizonyitasa viszonylag egyszeri esetszétvalasztasokon alapul, és kiza-

rolag technikai, ezért ettsl most eltekintek. Megtalalhato a [6] jegyzetben.

n.(0)(a,(n-(s) + 1) +b,) = a;n.(0)(n,(s) + 1) + br(n.(0)) <
5 1

< ar(5(ne(0))* + 3 (1)) + brny(0) <
< zar(n,(0))* + gbrn,«(o) + %ar(nr(s))z + %bmr(s) -

oolcr!oalcn

(a;n,(0) + b.)n.(0) + %(arnr(s) + b, )n.(s)
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Ezzel méar mindeniink rendelkezésre all, amire sziikségiink volt, hogy beléssuk a té-

telt.

Cls) = Deils) < Y eilosy5-i) < Y np(0)(ar(ny(s) + 1) +b,) <

< Z(g(arnr(o) + b.)n.(0) + %(ar<nr(3)) +b,)n.(s)) =

5 1
= 2C(0) + 5C(s)

Az egyenlétlenséget atrendezve megkapjuk visszakapjuk a tétel allitasat. O]

Felmeriil a kérdés, hogy a bizonyitas sordn nem hasznéltunk-e tilsdgosan durva
becsléseket. A vélasz a kérdésre az, hogy nem ugyanis tudunk mutatni olyan felté-
teleknek eleget tevs kozlekedési jatékot, ahol ez a becslés éles.

Nézziik az alabbi grafot:

X

Az alabbi hélézaton 4 jatékosunk van. Az els6 u-bol v-be, a masodik u-bdl w-be, a
harmadik v-b&l w-be, a negyedik w-bd&l v-be akar eljutni. Ha mindegyikiik kozvet-
leniil egy 1épésben elmegy a célja felé mindegyikiik koltsége 1 lesz, az 6sszkoltsége
a jatéknak pedig 4, viszont, ha mindenki kétlépésben jut el a célba (pl. az els§ ja-
tékos u —» w — v atvonalat valasztja), akkor a jatékosok koltségei sorban 3,3,2,2
lenne, az egyiittes koltség 10. A mésodik éllapot, bar elsére logikatlannak tiinik, de
ha leellendrizziik sorban a jatékosokra, akkor Nash egyensulyt kapunk. A két érték

aranya pedig 2.5, igy ez az anarchia dranak alsé hatara.
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2. Nem atomos kozlekedési jatékok

Az alabbi fejezetben targyalt modellek, latszolag igen hasonléak az atomos kozleke-
dési jatékokéhoz, &m hamar réajohetiink, hogy az alapfogalmak és a tételek eredmé-
nyei kozott is jelentGs eltérések vannak.

A legnagyobb kiilonbség az atomos és nem-atomos kozlekedési jatékok kozott, a
résztvevok szamaban és egy jatékos kozlekedést befolyéasolyd szerepének nagysaga-
ban mutatkozik. Atomos jatékokban mindig megszamlalhatoan sok (s6t véges sok)
jatékos vesz részt. Ha n résztvevs van a forgalomban egy jatékos a forgalom 1/n-ed
részét teszi ki. Nem-atomos kozlekedési jatékokban kontinuum sok résztvevd van
és egy résztvevl az Osszforgalom elhanyagolhato részét befolyésolja. Ez azt jelenti,
hogy a forgalom 0Osszkoltségét, az utak telitettségét egyetlen jatékos valtoztatasa
nem befolyasolja.

Az eddigi modelleinkben intuitiv példaként mindig a kozlekedést hoztuk fel pél-
daként, de itt ez az intuicionk véget ér. A nem-atomos jatékokat sokkal inkdbb tele-
kommunikacios hélozatok és folyamfeladatok modellezésére hasznéljak, és ezentul a
résztvevokre nem, mint jatékosokra, sokkal inkabb, mint részecskékre hivatkozunk.

A fejezetben hélozati kozlekedési jatékokat vizsgalunk.

2.1. Alapfogalmak

A jaték strukturaja, definicivja nagyon hasonlo, a legnagyobb véltozas az, hogy eddig
a jatékosok egy stratégiavektorat definidltuk, de mostantél ezt nem tudjuk, mert
kontinuum sok résztvevénk van. Az utak halmazara definidlunk folyamvektorokat,
amik megmondjak, hogy a kozlekedés mekkora aranya hasznalja az adott utat.

A jatékot egy halozaton definialjuk G(V, E), ahol adottak (s;,t;),7 € {1..k} cstcs-

parok. Minden részecske valamely i-re s;-b6l ¢;-be szeretne eljutni. Legyen P; az s;—t;
k

utak halmaza és legyen P = [ J P;. Azt mindig feltehetjiik, hogy t; elérhetd s;-bdl,
i=1
vagyis P; # .

A kontinuum sok jatékost sikeriilt lejjebb faragni az utak szamara, viszont expo-

1=

nencialisan sok ut lehet egy egészen egyszerd halozatban is. Ez motivalja, hogy ne

az utakon meérjiik a folyamot, hanem az éleken. Az f folyam p utat hasznal6 része
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fp- Az e € E élet hasznal6 folyamot f.-vel jeloljiikk. A folyam az éleken a kovetkezd

vektort jelenti {f.}ecr és a kovetkezs képlet koti Ossze az utakat az élekkel.

fe: 2 fp

peP:ecp
A forgalom Osszmennyisége az (1;)en egy nemnegativ vektor, amit a kovetkezs-
képpen kapunk i € {1,2, .., /{:},Zpepi fp =i
Egy folyamot megengedett folyamnak neveziink, ha az r vektornak megfelels
mennyiségben szallitja a részecskéket, vagyis ha r-értéki a folyam.
Az el6z6 fejezethez hasonldan, itt is definidlunk az éleken egy monoton nemcsok-
kend fiiggvényt, ami ezuttal folytonos is lesz. Ezt itt koltségfiiggvénynek nevezziik és

{ce}eer-vel jeloljiik. A nem-atomos jatékokat roviden a kovetkezs harmassal fogjuk

definidlni I' = (G, r, c).

2.2. Egyensily

A kovetkez6 1épés, a nem-atomos kozlekedési jatékok vizsgalatanal az egyensulyi al-
lapot definialésa. Az el6z6 fejezetben a Nash egyensuly roviden annyit jelentett, hogy
stratégivaltassal egy jatékos sem tudja csokkenteni a koltségeit. Nyilvan kontinuum
sok részecske stratégiahalmazat nem ellendrizhetjiik, igy itt is az utak halmazanak

a segitségével definialjuk az egyensulyt.
2.1. Definicio. Az f megengedett folyamban a p € P it kiltsége c,(f) = Xp.eep Ce(fe)
Ezzel pedig mar definialni tudjuk az egyensilyi allapotunkat.

2.2. Definici6. Legyen f egy megengedett folyam a T' = (G,r,c) jdtékban. Az f
folyamot Wardrop egyensilynak nevezzik, ha minden i € {1,2, ...k}, és mindenp,p’ €
Pi, ahol f, > 0, igaz, hogy:

e(f) < e (f)

Azaz az egyensily csak a legolcsobb utakat haszndlja.

Megjegyzem, hogy az irodalomban f6leg Wardrop egyensulyként hivatkoznak az

ilyen folyamokra, de Nash folyamokként is szoktdk emlegetni, mivel a Wardrop
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egyensuly val6jaban a Nash egyenstiily végtelenesitett valtozata, és tételként iga-
zolva is van, hogy, ha a jatékosok széama tart a végtelenbe a Nash egyensily tart

pontonként a Wardrop egyensulyba.
2.1. Tétel. Adott I' = (G,r,c) jatékban:

o Mindig létezik legaldbb egy Wardrop egyensily.

e Ha f és g Wardrop egyensily akkor c.(f.) = c.(ge) minden e € E

Bizonyitds. A bizonyitédshoz az el6z6 fejezetben mar bevezetett potencialfiiggvényt
fogjuk hasznalni. Ahhoz, hogy nem-atomos esetben is értelmes legyen a definicio
a fliggvényben nem Osszegeziink az éleken a jatékosok valasztasa szerint, hanem
egy integralt kell kiszamolnunk, igy a potencialfiiggvény tulajdonsagait megtartjuk.
Ezuttal is igaz, hogy egy folyam akkor lesz egyensulyi, ha minimalizalja a potenci-

alfiiggvényt.

fe
o(f) = 2 | lads

eeE
Mivel a koltségek folytonosak, igy a potencialfiiggvény is az, és mivel a folyamok

halmaza konvex és kompakt, igy a Weierstrass tétel szerint, a potencialfiiggvénynek
van minimuma és fel is veszi azt, ezzel a tétel elsd részét be is lattuk.

A masodik rész bizonyitasahoz felhasznaljuk, hogy a potencialfiiggvény konvex.
Ez a koltségfiiggvények monotonitasanak kovetkezménye. A konvexitas miatt, min-
den lokalis minimum egyben globélis minimum is.

Tegyiik fel, hogy f és g egyensulyi folyamok. Tekintsiik ezen folyamok konvex
kombinacioit Af+(1—A)g, A € [0, 1], ezek mind megengedett folyamok. A konvexités

miatt teljesiil a kdvetkezs egyenlGtlenség.
OAf + (1= A)g) < A2(f) + (1 = A)D(g)

Mivel az f, g globélis minimuma a fiiggvénynek, igy az egyenlGtlenség, egyenls-
séggel teljesiil, minden konvex kombinéciéra. Mivel ® minden tagja konvex, ez akkor

teljesiil, ha a belsé fiiggvény:



lineéris f. és g. kozott, ez pedig csak akkor torténhet meg, ha c. konstans f, és g.

kozott, ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy ce(f.) = ce(ge),Ve € E O]

A kovetkez§ tulajdonsag még egy ekvivalens karakterizicidja az egyensiilyi fo-

lyamoknak.

2.2. Tétel. Az f megenegedett folyam Wardrop egyensily a (I',r,c) jdtékban pon-
tosan akkor, ha

Dlcelfo)fe < > ee(fe)ge

ecE ee
Minden g megengedett folyamra.

Bizonyitds. A c.(f.) élkoltségekre, az f folyam csak a legolcsobb utakat hasznélja,
Igy
Z(Qe — fe)ee(fe) = 0

eclE
Az egyenletet atrendezve a kivant allitast kapjuk. O]

2.3. Az anarchia ara

Az anarchia ararol az el6z6 fejezetben mar jopar tételt belattunk. A motivéacionk,
hogy bevezessiik ezt a mérészamot, és a definidlasanak modja azonos, s6t az egyen-

salyi folyamok aranak egyértelmiisége miatt konnyebb dolgunk van, mint eddig volt.

2.3. Definicié. Egy folyam dsszkoltsége a kovetkezd:

C(f) = 2 elfilfo = D celfo)
peEP eeE
A folyamot, ami ezt a fliggvényt minimalizdlja optimdlis folyamnak nevezziik.
Mivel a koltségfiiggvények folytonosak, és a folyamok tere kompakt ezért opti-

mélis folyam biztosan létezik, minden jatékban.

2.4. Definicio. AT = (G, r,c) jatékban az anarchia dra

(/)
()

Ahol, f eqy Wardrop egyensily, f* pedig egqy optimdlis folyam.

p(I') =
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Belattuk, hogy nem-atomos esetben az 6sszes egyensulyi folyamnak ugyanakkora
a koltsége igy akarmelyik hasznélhato a képletben. Ezért az anarchia éra jol definiélt,
kivéve abban az esetben, amikor van egy nulla koltségi folyam, ekkor ez egyben
egyensulyi folyam is, mert senki nem csokkentheti a koltségét és ebben az esetben

az anarchia arat 1-nek definidljuk.

2.3.1. Pigou korlat

Becstilni szeretnénk az anarchia arat. Tekintsiik a kovetkezd modellt.

c(x) =1

clx) =2z

Menjen a halozaton egységnyi folyam (r = 1). Az els6 dolog amit megallapitha-
tunk, hogy az als6 él soha nem lesz dragabb, mint a felsé igy minden részecskének
megéri ezt valasztania. Ha mindenki az als6 élet valasztja, mindenkinek 1 lesz a
koltsége és senkinek sem éri meg valtoztatnia, ezért ez egy Wardrop egyensiily.

A kérdés, hogy tudjuk-e az Osszkoltséget csokkenteni. Tegyiik fel, hogy az also
élet a részecskék p-ed része valasztja (0 < p < 1). Ekkor a rendszer 6sszkoltsége:
p?+(1—p). Ez egy masodfok fiiggvény, aminek minimumhelye van 1/2-ben és ekkor
a fliggvény értéke 3/4. Az anarchia ara a rendszerben igy % = %.

Ez a modell minden esetben ad egy természetes als6 korlatot az anarchia aréra
nem-atomos jatékok esestében. Legyen C a koltségfiiggvények egy osztalya, ami tar-
talmazza a konstans fiiggvényeket. Ekkor a ¢ € C-hez tartozé Pigou halozatban, a

fels6 élen egy konstans c(r) fliggvény van, az also élen pedig a c fliggvény.

2.5. Definicié. Legyen C eqy nem tires osztdlya a koltségfiigguvényeknek. A Pigou

korldt «(C), ahol
re(r)

(C) = Sclel? Tiligo xe(x) + (r—x)ce(r)

Az alabbi definiciobal meg kell jegyezni, hogy nulla 6sszkdltségi folyamoknal a

pigou korlatban % lesz, amit 1-nek vesziink.
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2.3. Tétel. Legyen C a koltségfigguények eqy osztdlya, és o(C) a hozzdtartozé Pigou
korlat, valamint (G,r,c) eqy nem-atomos kézlekedési jaték C-beli koltségfiiggvények-
kel, ekkor

T stz

re(r)

a(€) 2 ze(x) + (r—x)e(r)

ezt atrendezve:
re(r)

xe(x) = ()

Ez minden x,r > O-ra igaz. Vegyiink egy optimélis folyamot f*, és egy egyenstulyi

+ (z —r)e(r) (4)

folyamot f:
c(f) = Y el f) s
eck
> 5 2 et B0 = fels)
(/)

Az els6 egyenlStlenség a fenti (4) egyenltlenség Osszege az éleken (v = f*, r = f.),
a méasodikhoz pedig a 2.2 tételt hasznaltuk fel. Az egyenlStlenséget atrendezve a
bizonyitando allitast kapjuk. n

Ez a tétel egyrészt egy nagyon kellemes felsg korlatot ad az anarchia arara, egy
fiiggvényosztaly felett, viszont ezzel azt is belattuk, hogy nem-atomos jatékoknal, az
anarchia ara fiiggetlen a hélozattol és csak a koltségfiiggvényektdl fiigg. Lassuk egy

alkalmazasat a tételnek.

2.4. Tétel. Nem-atomos kozlekedési jatokékokndl C = {ax + b : a,b = 0} mellett az

anarchia dra 4/3.

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy r = 1. Ekkor a Pigou korlat:

a+b a+b

zlar+b)+(1—z)(a+b) ax?—ar+a+b
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A kifejezést maximalizalni, a nevez6t minimalizalni kell. Ezt elemi szamolasokkal,

megkaphatjuk, hogy x = 0.5 esetén minimaélis, ezt beirva.

a+b_1+ a
Sa+b 3a + 4b

alC) =

Jol latszik, hogy b novelésével csak csokken az érték, igy b = 0, az anarchia ara pedig
4/3 O

Be lehet latni hasonlé modon, hogy konkav koltségfoggvények esetén is 4/3 ez az
érték.

Egyszert fliggvényosztalyokra a Pigou korlat jol miikddik, de amint megenge-
diink Osszetettebb fiiggvényeket, amelyeken nehezen tudunk optimalizélni, rogton
problémakba iitkoziink. Nem is kell olyan bonyolult fiiggvényeket keresni. Legyen,
r =1, ¢(x) = xP. Ekkor az eredeti példdhoz hasonloan egyensuly akkor van amikor
mindenki az alsé élen megy és a koltség ekkor 1, viszont, ha € része a forgalomnak
a fels6 utat valasztja, akkor a koltség € + (1 — €)P™1, amit tart nulldba ha epszilon
tart nullaba és p tart a végtelenbe. Igy az anarchia &ra tetszélegesen nagy lehet a

Pigou korlat pedig p novelésével tetszslegesen nagy lehet.

2.3.2. Braess paradoxon

Nézzik a kovetkezs halozatunkat.

Ha az abrat els6ként az u — v él nélkiil vizsgéaljuk, akkor egy egyszerd kétutas koz-
lekedési halozatot latunk. Optimaélis folyam, akkor van, ha a forgalom fele az egyik

tton a mséaik fel a masik aton megy. Ekkor mindkét ut koltsége 3/4-del lesz egyenld,
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az Osszkoltség 3/2. Mivel a két uton ugyanakkora a koltség igy senkinek nem éri
meg valtani, tehat ekkor az optimalis folyam egyben egy egyensilyi folyam is. Az
anarchia ara 1.

Most tekintsiik a 0 koltségli u — v éllel egyiitt az dbrankat. Ekkor az s —u—v —t
ut koltsége sosem lesz tobb, mint ha az eddig 2 utunkat vélasztottuk volna. Igy
onz6 nem kooperativ jatékokban minden jatékosnak ezt az utat kell valasztania. Igy
az Osszkoltség 2 lesz, rdadéasul senkinek nem éri meg valtoztatnia. Lattuk, hogy az
u — v él hasznalata nélkiil 3/2 a szocialis koltség minimum és ezt az 1j €l nem vitte
lejjebb. Ha csak € része hasznalja az 1j élet. Az 6sszkoltség 3/2 + €2-re né. Igy az 1j
rendszerben az anarchia ara megnévekedett 4/3-ra.

Ezt a jelenséget, amikor egy uthalozathoz egy latszolagos javitassal, itt példa-
ul egy 1j ut megnyitasaval, szocialis szempontbo6l nem javitunk, s6t jelen esetben

rosszabbé tessziik a helyzetet, Braess paradoxonnak nevezziik.
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3. Dinamikus kozlekedési jatékok

Az eddigi modellekben a jatékosok, mindig utakat valasztottak stratégiaként és keé-
s6bbiekben nem tudtak az elére meghozott déntéseiken valtoztatni. Erdekes lenne
azt vizsgalni, hogy mi valtozna, ha a jatékosok id6kdzben véltoztatni tudnanak ere-
deti dontéseiken, mivel 1j informéacidhoz jutottak és igy mas valasztasok kedvez&bb-
nek ttinnek. A dinamikus kozlekedési jatékokban minden jatékos minden korben egy
élet valaszt, nem az egész utat. Igy a jaték fordulokbol all, ami soran minden jatékos
egy élet valaszt ki és az éleken a jatékosok szdmat dinamikusan mérik, igy a jaté-
kosok alkalmazkodni tudnak més jatékosok dontéseihez. Ebben a fejezetben ujbol
atomos modelleket vizsgalunk, csak halozati kozlekedési jatékokat, és ezeken beliil

is csak a szimmetrikus eseteket.

3.1. Dinamikus alapfogalmak

A jaték ezuttal is egy iranyitott grafon jatszodik G = (V, E), ahol minden jatékos,
s-bdl (sre,source) akar eljutni ¢-be (tgt, target). Az éleken monoton nem csokkend
fiiggvények vannak, ezeket f-fel jeloljiik (¢ mast fog jelolni). Feltessziik, hogy min-
den csticsbol elérhets ¢ és t-bol csak egy hurokél indul rajta 0 koltséggel. Ekkor a
dinamikus NCG (network congestion games) I' = (G, n), ahol n a jatékosok szama.

Jelolje: [[n]] = {1,2,..,n}. A dinamikus szemlélet miatt nagyon fontos, hogy

minden kor végén ismerjiik a jatékosok aktuélis helyzetét.

3.1. Definicié. FEgy konfigurdcio a dinamikus hdlozati kozlekedési jatékban eqy le-

képezése a jdatékosok halmazdanak a grafban elfoglalt pozicidjuk szerint. ¢ : [n] — V.

A kezd§ konfiguracié amikor mindenki s-ben van a végsé pedig amikor mindenki
t-ben.

(G, n)-hez mindig tartozik egy ugynevezett allapotgraf, M = (C,T), ahol C' =
VIrl | az ésszes konfiguracié halmaza, T < C' x NI"Il x ¢ ¢lhalmaz, ahol a (¢, w, ¢)
eleme, akkor és csak akkor, ha létezik egy e = (€;)ic[ny ¢lhalmaz E-ben, hogyha
e; = (vi, fi,v)) ésu; = |{j € [n]l|le; = e;}| esetén, c(i) = v;, (1) = v} és w(i) = fi(w;).

Szoval a ¢-bdl -be valtas éle és az 6l koltsége cost;(c,d) = w(i). Ez kevésbé
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formélisan azt jelenti, hogy azon a grafon, ahol a csticsok az Gsszes konfiguracio,
akkor van 2 csics kozott €l, ha egy forduléban az egyik konfiguraciobol a masikba
juthatunk, a koltség pedig a jatékosok koltségének a vektora a valtas esetén.

Két él (c,w, ) és (d,w’,d") egymast kovets, ha ¢ = d. Egy t pedig ilyen egymaést
kovets élek sorozata, ami allhat egyetlen egy konfiguraciobol (trivialis) is és lehet
végtelen hosszu is. Az utak halmaza P. Egy konkrét utat pedig p-val jelliink, mert
érdemes mas jelolést hasznalni egy absztrakt allapotgrafbeli ttra, mint egy sima

utra.

3.2. Definicié. Minden 1ithoz, p € P, p = (¢j, wj, c}); és minden jdtékoshoz i € [[n]]
a kéltség 0, ha az it trividlis, végtelen ha a jatékos nem éri el a célt és végtelen hosszi

az 1t, kiilonben cost;(p) = ZL’izl w;(i). A szocidlis kéltség pedig e q,q costi(p).

p(7)(@) jeloli az i. jatékos helyzetét a j. konfiguracioban. Valamint a p<; a j-ig
terjedd részut, valamint p>; a j utani at.

Egy lépése az i. jatékosnak a ¢ konfiguraciobol az e = (v, f,v') € E, ha v = ¢(i).
Egy mozgés vektor c-b6l pedig egy vektor, ami a jatékosok lépéseibdl all € = (e;)iefny-

A dinamikus jatékok strukturajanak a kovetkezs négyest értjik S = (C, T, M, U),
ahol C' és T' mar fent definidlva volt.

M : C x [[n]] — 2%, megadja az 6sszes lehetséges 1épését, barmely jatékosnak,
barmely konfiguréciébol.

U:C x El"l T az dtmenet fiiggvény, ami minden konfiguraciohoz, és minden
mozgasvektorhoz, hogy e; € M(c,i) és minden jatékoshoz, hozzarendeli a valtast

reprezentald T-beli élet.

3.2. Dinamikus stratégiak

A dinamikus stratégidkat o-val fogjuk jeldlni.
3.3. Definicid. Egy stratégidja az i. jatékosnak S-ben, o; : P([G,n],c) — E.

Szoval egy stratégia minden véges tthoz egy élet rendel, Ggy, hogy az ut utolsod
konfiguraciojabol az ¢len a jatékos tovabbléphet. Egy stratégiavektor: o = (0;)icn]-

A stratégidk tere X a stratégiavektorok tere ™.
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Egy h részit utan visszamarado stratégia o = (o) eny, ahol o' (k') = oy(h- 1),
ahol h - h' a két ut egymas utan irasa.

Egy o stratégia kimenetele a ¢ konfiguraciobol p = (¢;, w;, ¢i1)i=1, végtelen 1t
amit a stratégiavektor futtatasabol kapunk meg. Formélisan az egyetlen olyan vég-
telen 1ut, hogy Ul(c,0(c)) = (c1,wi,¢2) és Vj = 2 U(cj,0(h')) = (¢;,w;,¢j41), ahol
h' = ((e1,w1,¢2), .., (¢j—1, w51, ¢j)).

Legyen a o stratégiaprofil kimenetele p = (t;);=1, t; = (¢;, (W))iepn], ¢;). Azt
mondjuk o nyerd stratégia az i jatékosnak, ha 3, hogy ¢ (i) = tgt. A jatékos koltsége
costi(o) = cost;(p). A stratégiavektor sikeres, ha minden jatékosnak sikeres ekkor
SocialCost(o) = SocialCost(p).

3.4. Definicid. Ha barmely két p, p' véges M-beli k méreti itra igaz, hogy p(j)(i) =
p'()i), 0 < j < k, esetén o;(p) = o4(p'), akkor a o; stratégidt vak stratégianak

nevezzik

Ez azt jelenti, hogy az i jatékos dontését nem befolyasolja, hogy a tobbi jatékos
eddig meghozott dontéseiben mit valasztottak. A vak stratégiak halmaza 5

A stratégiavektorok és a koltségfiiggvények ismeretében, a legjobb valaszok, a
Nash egyensuly és a szocidlisan legjobb stratégidk definidlasa ugyanigy torténik,
mint az eddigiekben nem dinamikus esetben. Az tjdonsag, hogy most a stratégiak
kiilonféle alosztalyai kozott kereshetiink Nash egyensulyokat. Egy vak Nash egyen-
sialy egy vak stratégia vektort jelent, ami azt jelenti, hogy a tobbi jatékos koltsége

ng, ha egy masik vak stratégiara tér at.

3.2.1. Szocialis optimum

A szocialis optimum alatt, ezattal is azt a stratégiaprofilt értjiikk, ami minimalizalja
a jatékosok koltségeinek Osszegét. Dinamikus jatékoknal ezt a mennyiséget, mint
akarmi maést is joval Gsszetettebb kiszamitani, a vizsgélatahoz a kovetkezs absztrakt
silyozott halozatot tekintjiik.

Minden konfiguracidhoz rendeliink egy masik tigynevezett absztrakt konfiguraci-
ot ¢ e [n]", ahol & = |{i € [n] : (i) = v}.

Minden (G, n) jatéknak megfelel egy sulyozott p = (A, B), ahol A az absztrakt

konfiguraciok halmaza, és (a,w,a’) eleme B < A x N x A pontosan akkor, ha van
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egy leképezés b: E' — [[n]], ami teljesiti a kovetkezdket: Y _b(e) =n ésVveV

aw)= Y be)  w= Y be)x fble), d(v)= D, ble)

e:(vvavl) e:(v,f,v’) e:(v,f,v’)
Hasonl6an ebben a grafban is az utak, stratégidknak felelnek meg. A koltsége ezeknek

az absztrakt utaknak pedig az Gsszege a sulyoknak az éleken.

3.1. Tétel. Minden w € N-re létezik eqy absztrakt it M-ben pontosan akkor, ha
létezik eqy absztrakt it p-ben w kéltséggel

A tétel kovetkezménye, hogy amikor a szociélis optimumot jelentd stratégiat
keressiik, akkor azt nem kell a jaték strukturaban keresni, elég ebben az absztrakt
graftban egy legkisebb koltségl ¢,. — Cg¢ utat keresni, és az ut koltsége megegyezik
a minimalis szocialis koltséggel.

Legrévidebb utat tobb kiilonféle hatasos algoritmussal is tudunk keresni, viszont
a graf amiben dolgozunk az exponencialis mérett. Absztrakt konfiguréciokbol 6ssze-
sen (n + 1)Vl-en lehet és ez probléméat jelent. Ehhez nyujt kis segitséget a kovetkezd
tétel.

3.2. Tétel. Létezik eqy legrovidebb 1t p-ben, amelynek mazimum n - |V| a mérete.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy minden p M-beli uthoz, amelyben az els |V| lépés utén
senki nem érte el a célt, létezik egy p’ Gt amelynek nem nagyobb a szocialis koltsége
és legalabb egy jatékos elérte a célt. Nyilvan, ha M-ben ez igaz, akkor p-ben is az
lesz.

Ehhez el@szor minden G-beli csticshoz hozzarendeljiik az opt(v) értéket, ami azt
adja vissza, hogy hany élbdl all a legkisebb koltségti Gt tgt-be, ha az éleken a koltség,
annyi mintha egy jatékos hasznalné az éleket. Nyilvan opt(v), 0 és |V| — 1 kozé fog
esni, és csak akkor lesz 0, ha v = tgt.

Legyen H egy n x |V| méreti tablazat, ahol H(i,j) = j + opt(p(j)(i)). Ekkor
minden i-re H(i,1) < |V| és H(3,|V]) = |[V| + 1, mivel senki sem ért célba az elsé
|V| 1épésben. Tehat 31 < jo < |V oszlop amelyben van tablazatbeli elem |V|-nél
kisebb értékkel és ezen indexek kozott legyen jp a legnagyobb.

Valasszuk ig-t, hogy H(jo,i0) < |V, p’-t tgy kapjuk meg, hogy az iy jatékos

utjat kovetjik p-ban jo-ig utdna pedig az optimalis itvonalon megyiink. Ekkor az
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ip jatékos eléri a célt H(ig,jo) lépésben és senki méas nem hasznélja az optimalis
részbeli éleket, mivel akkor lenne egy j; index, hogy 71 > jo és lenne hozza i;, hogy
H(iy, j1) < |V]. Igy io jatékos kdltsége biztos nem novekedett, és a tobbi jatékosnak
is esetleg csokkkeni tudtak a koltségei.

Végiil valasszunk egy legrovidebb p-beli utat, ennek megfelel egy p ut M-ben és
ehhez a fent leirt modon talalhatunk egy p’ utat, aminek nem novekszik a koltsége és
lesz olyan jatékos, aki eléri a célt legtobb |V 1épés utan. Ezt az érvelést hasznaljuk

rekurzivan a célba nem ért jatékosokra és igy a lépésszam maxuimum n - |V| O

3.2.2. Nash egyensiily

A vak Nash egyensily, valamint a vak stratégiahalmazok mar emlitésre keriiltek
a dolgozat korabbi részeiben. A vak stratégidk tulajdonképpen azok a stratégiak
amikkel eddig dolgoztunk a klasszikus modelljeinkben. Igy annak a bizonyitasa,
hogy létezik minden jatékban vak Nash egyensily és az algoritmus amivel megtalal-
juk azt rendkiviil hasonld, mint az el6z6 fejezetekben. Itt is egy potencialfiiggvényes
érvelésre tamaszkodunk. Atomos dinamikus kozlekedési jatékokra a kovetkezd po-

tencidlfiiggvényt szokas definialni.

Itt o egy tetszbleges vak stratégiavektor N, pedig a leghosszabb 1t amit a o stra-
tégia bejar, n.(o, 7) pedig a jatékosok szama akik az e élet, hasznaljak a j. lépésben
a stratégidban. Ezzel a fiiggvénnyel a legjobb valasz iteraciéval bizonyos id6é utan

biztosan Nash egyenstlyba keriiliink.

3.3. Tétel. Dinamikus hdlozati kozlekedési jatékokndl vak Nash egyensiuly mindig

létezik és ki tudjuk szamolni pszeudopolinomidlis iddben.

A tétel bizonyitasa a [3] mukaban benne van. Most meg kell mutatnunk, hogy a

vak Nash egyenstlyok, altalanos értelemben vett Nash egyensulyok.

3.4. Tétel. Dinamikus NCG-kben a vak Nash egyensulyok Nash egyensilyok.
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Bizonyitds. Vegyiink egy tetszéleges vak stratégiaprofilt o = (0;)ie[ny. Tegyiik fel,
hogy az i. jatékosnak van egy nem vak o) stratégiaja, hogy cost;(ol,0_;) < cost;(o).
Definialjuk a of stratégiat, mint az i jatékos (o}, 0_;) stratégia kimenetelében meg-
tett utja. Ekkor a két stratégia vektor kimenetele megegyezik. Tehat ha egy vak
allapot nem Nash egyenstly és az egyik jatékosnak van dinamikus stratégidja ala-

csonyabb koltséggel, akkor az 1j stratégiat valaszthatjuk vaknak. ]

Vak Nash egyensulyt kereséshez hasznalhatjuk, a klasszikus kozlekedési jatékok-
nal hasznalt legjobb valaszos algoritmust, mivel tulajdonképpen az, hogy a tobbi
jatékos valasztasa nem befolyasolja a mi dontésiinket, azt jelenti, hogy az elején
kivalasztjuk az egész utat, mint stratégiat és késGbb nem valtoztatunk rajta.

A vak Nash egyensulyok viszont nem realisak a dinamikus szemléletben, mivel
elég egyszertien tudunk olyan példat mutatni amelyben az 6sszes vak Nash egyen-
salynal 1étezik olcsébb egyensiily, ami dinamikus stratégiakat hasznal, igy példaul
a stabilitds vagy az anarchia aranak szamolésakor nem elég csak a vak eseteket
figyelembe venni.

Szertnénk egy olyan algoritmust kapni, amivel dinamikus Nash egyensulyokat
tudunk keresni. Vegyiik a dinamikus kozlekedési jatékot, (G,n) és a hozza tartozod
jaték struktarat (S, 7T, M, U). Ha van lehet&ség c-bol ¢-be jutni, az i. jatékos koltsége
a valtas soran cost;(c, ), és jelolje dev;(c, ¢’) azon konfiguraciok halmazat amelyek

az 1 jatékos stratégiavaltasa soran elérhetdk.
devi(c,d) ={"eC:c— " Vje[n] —{i}, () =)}

Tovabba jeldlje val; . a legnagyobb koltséget, amit kaphat az i. jatékos, ha a ¢ kon-

figuraciobol 1épve a tobbi jatékos 6sszedolgozik ellene.

3.5. Tétel. A p 1t a (G,n) jatékban egy Nash egyensily kimenetele akkor és csakis
akkor ha:

Vie[n] V1<Ii<l|p| Veedev(p(l),p(l+1)) costi(ps) < wval;.+ costi(p(l),c)

Az intuici6 az, hogy ha a cost;(p;) szuffix kéltsége tobb, mint val; .+cost;(p(l), ¢),

akkor az i. jatékosnak van egy profitalhato valtozatasa, a tobbi jatékos valasztasatol
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fiiggetleniil, mivel val; . a maximalis biintetés amit kaphat. A tétel azt mutatja, ha
nincs ilyen szuffix akkor 1étezik egy Nash egyensily p kimenetellel. Tegytik fel, hogy
talaltunk egy utat, ami kielégiti ezt a feltételt. Konstrudlunk ehhez az uthoz egy
Nash egyensilyt. Az Otlet az, hogy ha az egyik jatékos véltoztat, a tobbi jatékos
egyiittesen megbiintetik a valtoztatod jatékos koltségének a maximalizalasaval.

Definialunk egy biintetésfiiggvényt. P, : P(G,n) — {0,1,2,..,n}, ami nyomon
koveti melyik jatékos valtoztatott. Legyen h' = h + (¢, w, ¢') ut, ekkor:

0 h<p
Po(h') 1 hcpésh &pési=min{[n]: @) # p(|h] +1)(i)}
P,(h) kiilénben

Ez a fiiggvény szamontartja, hogy melyik jatékos valaszt kiillonbo6z6 utvonalat, p-tol,
ha egyszerre tobb jatékos valtoztat elséként, akkor a minimalis indextit valasztja ki,
ha senki sem véltoztat a fiiggvény érték nulla. Minden ¢-re és c-re jeldlje o_; . az
a stratégia vektor ami maximalizilja i koltségét c-bsl. Ebben jelolje a j. jatékos
stratégiajat. o_;.;. Most minden A’ = h + (c,w, ) uthoz definidljuk a kivetkezd

stratégiat.

(), w(i), () ha Py() = 0, (] +1) = (¢, ', )
7i(h') = 1 tetszGleges ha P,(h') =i
T jei(l) ha P,(h') = j, j #1

Az els§ sor azt biztositja, hogy ha senki sem valtoztat, akkor maradjanak a jatéko-
sok p vonalan. A harmadik sor azt biztositja, hogy valtoztatis utan a tobbi jatékos
koalicioba alljon és maximalizélja a valtoztato jatékos koltségét, a masodik sor pe-
dig a valtoztatd jatékos koltsége. Most megmutatjuk, hogy ez a stratégiaprofil méar
dinamikus Nash egyensuly.

Mutassuk meg, hogy valoban Nash egyenstly. Valasszunk egy jatékost j € [[n]]

és egy 7, stratégiat. p’ jelolje a (7_;, 7;) kiemenetelét, és 1 azt az indexet, ahol p és
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o' utoljara megegyezik.

/

cost; (-, 7;)) = cost;j(p<i) + cost;(p(l), p'(1 + 1)) + cost;((7—j, 75), P<i1)

\%

costj(p<i) + costj(p(l), p'(L + 1)) + val; yas1)0)
= COStj(<Ti)ie[[n]])

Itt a masodik sor, a koalici6 stratégiavaltasa utdn a j jatékos minimalizalja a kolt-
ségét, és igy visszakapjuk a 7 stratégiavektort.
Szeretnénk adni egy algoritmust, dinamikus Nash egyenstulyok keresésére.

Minden v = (7;)ie[n] vValos vektorhoz definialjuk a kovetkezs grafot:

G((ayn),7 = (C',T"), ahol:
¢ = Cx (IY] U {0.0))", Y = [V]max f.(n)
ee
T'c " x N x '
Az Y a legnagyobb koltség amit egy jatékos, egy stratégiavalasztas soran kaphat.
A kezd§ cstics (cgpe, 0™). Az élek halmaza ((c,b), z, (¢, b)) € T pontosan akkor, ha
(c,w,d)eT, z=4-w (itt - a skalaris szorzat) és minden i € [[n]-re

b; = min(b; — w;, min costi(c, ") + val;r — w;)
c"edev;(c(i),c ()

Vegyiik észre, hogy b a definicidja szerint nem lehet negativ, igy ha ((c,b), z, (¢, b))
valamely i-re negativ akkor ez az él nincs a grafban.

A G4 n)7 mérete duplan exponencialis, mivel (C,T) graf mar exponencialis volt,
mig az Y mérete miatt mégegyszer exponencialis, igy ebben a grafban maximum
elméleti szinten tudunk kovetkeztetéseket levonni, alkalmazhato algoritmust ezen az
iton nem fogunk talalni, viszont egy véges algoritmus létezését még belathatjuk.

Barmely p ut ebben a grafban aminek az egyik cstcsa (¢, b), ha egy Nash egyen-
sulyt reprezental, akkor minden jatékosnak nem lehet nagyobb a koltsége, mint b;
az Ut hatralévs részében. A minimumos képletben a mésodik tag az amire az i. ja-
tékos minimalizalhatja a koltségét, ha a tobbiek a lehets legrosszabb stratégiakat
valasztjak ellene. 0} definicidja, hogy az el6z6 b; értéket frissitjik, az 4j w;-vel és a
potencialis valtoztatasok 6t érinté miniumum koltségével. Ha az tton b; negativ lesz

az azt jelenti, hogy volt egy olyan pont az uton, amikor volt egy jobb stratégiija
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attol fiiggetleniil, hogy a tobbi jatékos mit véilasztott, vagyis a mostani Gt nem le-
het egy Nash egyensuly kimenetele. Ezért lesziikitjik G4 )5 terét nem negativ b,

értékekre.

3.6. Tétel. Egy dinamikus kézlekedési jatékra (G,n) és a 7 vektorra a koltsége a
legrovidebd vitnak (cspe,0™) dllapotbol valamely (cig,b) dllapotba Giany5-ben az a

koltsége a ¥ minimdlis Nash egyensulynak.

Eddig arrdl nem esett sz6, hogy mit reprezental a v vektor az egész modellben.
De most lathatjuk, hogy a ~ kiilonb6z6 valtoztatédsaival mas Nash egyenstlyokat
kaphatunk meg. Példaul, ha minden i-re ; = 1, akkor a minimalis kdltségid Nash
egyensulyt kaphatjuk meg, ha «; = —1 minden i-re akkor peddig a legrosszabb Nash
egyensulyt kapjuk meg, ami elméleti szinten nagy segitség, ha meg akarjuk kapni az
anarchia vagy a stabilitas arat. A 3.6 tétel bizonyitasa nehéz, hosszt és a dolgozat

céljan mindenképp talmutat, de a [3] munkaban benne van.
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4. Dinamikus folyamok

A dinamikus folyamok, a dinamikus atomos jatékoknak a nem-atomos megfelel6i.

Az el6z6 fejezetben targyalt modelleinket az tette dinamikussa, hogy a jatékosok
tobb korben, a tobbi jatékos addigi dontéseitsl fiiggden dinamikusan véalasztottak
stratégidkat. A masodik fejezetben targyalt nem-atomos modelleknél viszont az volt
a legfontosabb tulajdonsiaga a modellnek, hogy egy jatékosnak a valtoztatasa elha-
nyagolhato valtozas, és ezért az eddigi médon nem tudunk dinamikus stratégiakrol
beszélni, viszont, magat a hélozatot, amin a jaték zajlik idéfiiggévé tehetjiik: Min-
den élhez hozzéarendeliink egy tranzit atutazasi idét, ami azt mutatja, hogy egy
részecskének (jatékosnak) sziikséges, hogy athaladjon az élen.

Ez a felfogas azért is jO, mert sokkal valosagszertibbé teszi a dinamikus folya-
mokat, mint kozlekedést vagy telekommunikacios halézatokat modellez§ eszkozt a
nem-atomos felfogasban és motivalja a vizsgalatat.

Ebben a fejezetben a dinamikus folyamoknak csak azt az esetét vizsgaljuk, ami-

kor minden részecske ugyanabbol a csticsbol indul és ugyanoda szeretne eljutni.

4.1. Idéfiiggs folyamok

A klasszikus nem-atomos jatékok sorédn hasznélt jelolések és definiciok ebben a fe-
jezetben is azonosak, vagy amikor kiilonbség tapasztalhaté azt jelolni fogom. Igy a
koltségfiiggvények az utakon és az éleken tgyanigy vannak definidlva, valamint a
stratégiaknak megfelels folyamok az utakon és ezeknek az élekre megszoritott ver-
zidja is.

A folyamok halozatat a G = (V, ) graf fogja jelolni s, mint forras, ¢ mint nyelg.
Minden élre definidlunk egy atjutasi idét (tranzitot) 7 : E — R* és egy kapacités
fiiggvényt, v : £ — R*.

A klasszikus esetben egy stratégiat (f,)yep az utak segitségével tudtuk megad-
ni. Vettiik az s — ¢t utak halmazat és minden uthoz hozzarendeltiik, hogy a folyam
mennyiségének r-nek mekkkora része hasznalja az adott utat, majd mivel az utak
szama rettenetesen sok lehet, az élekre nézve is megadtuk ezt a mennyiséget. Id6-

fiiged folyamok esetén, az éleken 6 id6pontban befoly6 folyam a kovetkezd
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4.1. Definicio. Legyen f = (fe)eer, egy lokdlisan integrdlhatd, korldtos figguény-
csaldd, f.: RT — [0,7]. Ekkor f-et a folyam figguény az éleken.

Statikus esetben, hogy folyamokrol beszélni tudjunk, teljesiil a tomegmegmara-
dasi szabaly. Ez az idé6fiiggd esetben is igaznak, kell, hogy legyen és a kdvetkezGkép-
pen néz ki:

Vv e V\{s,t}, majdnem minden 6 € [0, 0]

Z fe(ei're) = Z fe(g)

€€y eed;
Az egyenlet bal odaléan a 6 pillanatban e élet elhagyo részecskék mennyisége van,
a jobb oldal pedig az ugyanabban a pillanatban belépdkét. Ha 6 < 7. az értéket

mindkét felén nulldnak definialjuk.

4.2. Definicié. A folyam értéke a 0 iddpontban a kévetkezd:

0—Te 0
HOEDY RANACTES W WAGK:
66(5:— 0

e€d,

Az f folyam megengedett, ha majdnem minden 0 idépillanatban. f.(0) < v., Ve € E.

Ezekben a modellekben tobb hasonléan relevans kérdésre kereshetjiik a valaszt
az igényeink szerint. Az egyik ilyen kérdés, hogy adott T id6 alatt, mi a legnagyobb
mennyiségi folyam, amit célba juttathatunk. Egy mésik probléma, ennek a dualisa,
amikor az a kérdés, hogy egy adott mennyiségi folyamot, hogyan tudunk a leggyor-
sabban célba juttatni, és mennyi id6t vesz ez igénybe. Ez a modell altalanossdgban
beszél a dinamikus folyamelméletrdl, a kdvetkezd fejezetben egy megvaldsitasrol lesz

sz0.

4.2. Determinisztikus sor modell

Ebben a fejezetben mar egy konkrét jatékelméleti modellt fogunk bemutatni. Felté-
telezziik, hogy mindenki s-bél t-be szeretne eljutni, és, hogy a graf minden cstcsabol
t elérhet6.

A forrasbol minden pillanatban konstans r > 0 mennyiség folyik ki. Az éleken

+

vizsgaljuk a be- és kifoly6 folyamnak a mennyiségét. Ezeket a f. = (f, f.7) parral
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jeloljiik, hogy ne kelljen a tranzit id6 miatti késleltetést mindig figyelembe venni, és
mert ebben a modellben nem is lesz igaz, hogy a 6 pillanatban az e-élrél ugyanannyi

tavozik. mint amennyi # — 7 pillanatba befolyt.

4.3. Definicié. Az e élbe be- és kifolyo dsszes folyam kévetkezd:

FH(0) = j [ (€)de, és Fo(6) = j £ (€)de

A kumulativ és a sima folyamot is nullanak definidljuk ha 6 < 0. A folyammeg-

maradéasi szabélyt ebben a modellben a kovetkezs két tulajdonsag foglalja magaban.
4.4. Definicié. Azt mondjuk f = (fF, f7 )ecr egy iddfiiggd folyam, ha minden élen

F-(0+7) <Ff(0) Vfe]0,x0)

€

és minden v € V\{t}-re

Zf;(e)— Z (0) 0 ha v e V\{s,t}
eedd eedy r hav=s

Az els6 egyenlGtlenség valojaban csak azt jelzi, hogy magén az élen nem keletkez-
het a semmibdl folyam, a mésik pedig klasszikus értelemben a folyammegmaradéasi
szabaly, ami egyben biztositja, hogy a folyamatos befolyasi rata r.

Minden élnek van egy befogaddképessége, ami a kapacitas, amennyiben tébb
részecske szeretne élet valtoztatni, mint amennyit a kapacitds megenged, az élek
végén egy sor alakul ki, valamint ebben a modellben a részecskéknek az el6zés nem
megvalosithato, aki elbb kezdte az elgbb is fog célba érni (mert mindenki a szaméra

legjobb stratégiat valasztja) erre utalnak a névben a determinisztikus és a sor szavak.

4.5. Definicié. Az e € E €l sordban vdrakozo folyam mennyisége a 6 idépontban

Ze(e) = Fe+(9 - Te) o F_(Q)

e

Az intuiciénk azt sejtetné, hogy az élek végén egy szakaszon torlodas alakul ki,
de ettsl most eltekintiink, a varakozasi sornak nincs kiilon fizikai dimenzidja és egy

pontnak tekintjiik.
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4.6. Definici6. Azt mondjuk eqy f iddfiiggd folyam megenegedett, ha az €élek nem
lépik tul a kapacitdst.
Ve ha z.(0) > 0
min{fF(0 — 7.),v.}  kilonben
Mivel a részecskéknek altalaban varakozniuk kell a sorokban, amikbe bekeriilnek,

igy a kovetkezs fogalmat érdemes definialni.

4.7. Definicio. Egy tetszdleges részecske vdrakozds ideje, aki 0 iddben lépett be a T,

tranzitideji élre:
Zo(0 + T
qe(0) = %

Mivel a részecske 6 id6pontban érkezett meg, az él végén 1évs sorba csak 6 + 7,
pillanatban érkezik meg. Igy a varakozési periodusa [0 + 7., 0 + 7. + . (6)]
4.8. Definicié. A részecske e €lbol valo kilépési ideje, ha T pillanatban érkezett meg:
Te(0) =0 + 7.+ q.(0)

Mivel ebben rendszerben egyik részecske nem tudja megel6zni a mésikat. A 6
idépillanatban e élre Gsszesen befolyt folyam megegyezik az e élrél 6sszesen kifolyt
folyammal, a T,(0) pillanatban. A fenti fogalmak kozotti 6sszefliggéseket és azonos-

sdgokat a kovetkezd lemma foglalja Gssze.

4.1. Lemma. Egy megengedett iddfiggd folyamra Ve € E,v €V, 0 € [0,0) igazak a

kovetkezdk:

~

cqe(0) >0 <= 2z (0+71)>0

2. z(0 + 7. + &) > 0,Y¢ € [0, q.(0))

5. F(0) = F-(T.(0))

4. Ha 0y <Oy, F(02) — F(01) =0 és z.(0s + 7.) > 0 akkor T.(6,) = T.(62)
5. AT, figguények monoton novekeddk.

6. F.7 F ) 2, qe, T fligguények majdnem mindehol differencidlhatok

e

A legtobb allitas kozvetleniil a definiciokbol kévetkezik, a bizonyitas technikai és

tovabbi fontos informaciokat nem tudunk meg beldle.
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4.3. 1défiiggé Nash folyamok

Ebben a szekcioban az eddigiekhez hasonléan megprobéljuk definidlni az egyenstlyi
allapotot. Minden részecske egy jatékos, aki minimalizalni akarja az utazasi idejét.
A dinamikus néz&pont miatt, egy részecske a halozatba nem rogton lép be.

A ¢ részecske egy rogzitett f folyamra (¢ € Rg) a, Ts(¢) = % id6pontba érkezik.

A t6bbi csiicsra ezt a kovetkezSképpen definidljuk

4.9. Definicio. A megérkezési idd figguény Tp : Ry — [0,90) egy adott s — v iitra,
a részecskék halmazdt képezi abba az iddpontba, amikor a részecske megérkezik v-be

a P = (ey,es,..,er) utat kivetve.
Tp(¢) = Tek o Tek71 O ...0 Tel (e} T8(¢)

4.10. Definicio. A leghamarabb megérkezési idd, pedig minden részecskére és adott
csucsra a megérkezési 1ddt minimalizdlja.

b(¢) = min T),(¢)

PeP,

Nyilvan adott T' fiiggvényekhez a leghamarabbi utat effektiven ki tudjuk sza-
molni egy Dijkstra vagy mas legrévidebb ttkeresé algoritmussal. Mivel [, monoton
novekedd fiiggvények minimuma igy majdnem mindenhol differencialhatoé.

Egy egyensiilyban minden részecske a leggyorsabb titon akar eljutni a célba igy
ezek a részecskék csak olyan utakon haladnak, amiken a leggyorsabban oda tud-
nak érni. Egy e = wv élet ¢ aktivnak neveziink, ha 1,(¢) = T.(l,(¢)). Ilyen éleket

hasznalva jut el a leggyorsabban a célba.

E(; ={e=weE:l,(¢)=T.(lL.(d))}
A Gy = (V, E}) gréf az aktiv élek halmaza, ¢-nek.

4.11. Definicié. Eqy megengedett 1ddfiggd f folyam, 1ddfiiggé Nash folyam, vagy

dinamikus egyensily, ha a kovetkezd feltételt teljesiti.

fH0)>0 = 0el,(P.) Ve=wuve E, 0e[0,0),

e

ahol, &, = {peRsp:e€ E:b}’ a részecskék azon halmaza, amelyekre e aktiv.
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Ez a definici6 azt jelenti, hogy minden részecske csak a neki aktualisan aktiv
utakat hasznélja, és [;(¢) id6 alatt befejezi az utjat, feltéve, hogy az Osszes el6z6
részecske utja le van fixalva.

A kovetkezd tétel a Nash folyamok karakterizécidja.

4.1. Tétel. Legyen f egy megengedett iddfiiggd folyam, ®. = {¢ € Rxg : e € E}},

valamint ®¢ = Roo\ P, akkor a kivetkezd dllitasok ekvivalensek:
1. f eqy iddfiggd Nash folyam
2. Ye = wv, igaz hogy fF(0) = 0 majdnem minden 0 € ()
3. Fr(l,(9)) = F. (l,($)) igaz, Yuv € E, és ¢ részecskére.
4. Minden uv élre és majdnem minden ¢ € ®¢ igaz, hogy [ (l.(9)) -1, (¢) =0
5. Yo, és e =uv e E igaz: Ha Ff(1.(¢) —€) < F}(l.(¢)) Ye > 0 akkor e € Ej
Ezen karakterizaciok koziil a legfontosabb a 3. ugyanis valahogy ennek a segit-
ségével szeretnénk konstrualni egy ilyen Nash folyamot.

4.3.1. Nash folyamok konstrukciéja

4.12. Definici6. Azon éleket, amelyeken a ¢ részecskének vdrakoznia kell, ujradlli-

tott éleknek nevezzik
B = {e—uve B q.(l(9)) > 0}

Belathato, hogy torlodas akkor alakul csak ki egy élen, ha az aktiv. Mivel, ha
nem lenne aktiv akkor a sor utolsé részecskéinek sem lett volna aktiv ez, pedig a

Nash tulajdonsagot megszegi. Jelolje (x.)ccp a kovetkezdt.

e(9) = F' (lu(0)) = Fo (1,(9))

Ekkor az (x)).cp egy statikus egy nagysagu folyam.

3 au(d)— Y o) =

e€d;y ey ¢ hav =s

0 ha v e V\{s,t}
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Mivel f folyam volt, és ezeket a folyamokat ugyanaddig integraljuk. a 4.1 tétel 3.
része miatt. Ha derivaljuk = értékeket, ¢ szerint, akkor is marad minden cstcson
nulla az érték, kivéve s-t ahol 1 lesz.

Minden idé6fiiggé Nash folyamban a stratégidk halmaza egy speciélis struktirat
kovet, amit dgy hivunk, hogy vékony folyamok tdjraallitassal. Ezek statikus s — ¢
folyamok, a részecske aktiv éleinek grafjan, valamint egy valds értékd cimkével az
éleken.

Legyen G' = (V, E') egy aciklikus részgrafja G-nek és E* < E’

4.13. Definicid. Egy statikus s—t folyamot (z.)ecr eqy értékkel és (I)vey cimkékkel

vékony folyamnak nevezink wujradllitva E*-on, ha:
r=1!
oo
L= min p(l,,7,) VoeV\{s}
e=uvel’

I =pl.,x) Ve=wuvekFE ,aholz, >0

ahol p a kovetkezd

., Ze ha e = uv e E*
p€<lu7 xe) = ‘ ’
max{l,, =}  hae=uve E\E*
Ez a fogalom elsének bonyolultnak és sziikségtelennek tiinhet, de ezekre a vé-
kony folyamokra lesz sziikségiink, hogy Nash folyamot konstrualjunk, és ahogy azt

a jelolésekbdl sejteni lehet kideriil, hogy nem is ismeretlen szamunkra ez a fogalom.

4.2. Tétel. Egy iddfiggs Nash folyam [ = ([, [ )ece (¥0)eer, derivdltjai az

e

(1,(®))vev cimkékkel egy vékony folyamot alkotnak, ahol az <jradllitott élek E} lesz-

nek, az aktiv élek alkotta grafon, minden részecskére.

Ennek a tételnek valojaban a forditottjat szeretnénk hasznélni ugyanis ekkor, ha

/

1) és a [l értékeket minden részecskére, akkor abbol mar meg tudjuk

ismerjiik az (x
kapni a folyamértékeket. Az elméleti teljességhez még hozzatartozik a kovetkezd 2

tétel is, amelyeknek a bizonyitasat a [5] jegyzetben megtalaljuk.
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4.3. Tétel. Vegyiink egy aciklikus G' = (V, E") grifot, s,t csicsokkal és kapacitd-
sokkal, és eqy E* < E' élhalmazt. Ha minden csics elérhetd s-bél akkor létezik egy

vékony folyam ((x))ecr, (Lv)vev) dgradllitva E*-on.

4.4. Tétel. A csiucs cimkéket a vékony folyamokban egyértelmiien meghatdrozza a

hdldzat.

A konstrukciéra az oOtlet a kovetkezd. Kiindulunk egy kisebb Gsszemennyiségi
folyambol és azt bévitsiik, gy hogy dinamikus Nash folyam maradjon, amig el nem
érjiikk a kivant folyammennyiséget. Tegyiik fel, hogy adott egy [0, ¢) mennyiség
dinamikus Nash folyam. Ekkor ezeknek a részecskéknek jol definialtak az (I,).er
cimkéi, amelyekbdl megkpahatjuk minden részecskére az aktiv és a ajraallitott élek
halmazét (G7, = (V, Ey), £F).

Ki akarjuk terjeszteni a cimkéinket egy av > 0 valés szamig. Minen v € V,e € F-re
és £ €0,a] :

lv(¢ + 5) = lv((rb) + 5 ’ l; és xe(gb) = xe(¢) + 5 ’ I/e

Ha ez megvan méar béviteni tudjuk a ki- és befolyam fiiggvényeinket minden e = uv

élen.
£ = j”— 0 € [1u(¢),lu(¢ + ) és f7(0) = "f— 0 € [l(), (¢ + a))

Ezt a folyamatot a-bdévitésnek nevezziik. Mi a legnagyobb a amig a Nash tulaj-

donsig megmarad. Nézziik a kovetkezd 2 feltételt.

L(¢) — lu(p) + a(l;, = 1)) > 7. Ve=uwuveFE*

)
lv(¢) - lu(¢) + Oé(l:) — l;) < Te Ve = uv € E\El ( )

Az els6 egyenlétlenség azért felelGs, hogy egy részecske se érjen el6bb a célba, mint a
tranzit id§, a masodik pedig azért, hogy a nem aktiv éleket a részecskék ne hasznéljak
a bévitésben, minden alkalommal, amikor az egyik feltétel sériil, Gjra kell szamolni
az egész vékony folyamot az ujraallitasokkal, mert vagy egy nem aktiv él aktivvé

valt, vagy egy ujraallitott él elvesztette a varakozési sorat és kikeriilt E*-bol.

4.2. Lemma. Az o bévitések megengedett iddfiiggd folyamok lesznek és a kiterjesz-

tettek cimkék megegyeznek a leghamarabb megérkezési iddvel az j részecskékkel.
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4.5. Tétel. Egy adott iddfiiggs Nash folyambol f = (fF, 7 )eer [0, ¢)-re és a > 0-

ra, a (6)-os feltételek teljestilése esetén eqy o bovités iddfiggd Nash folyamot ad
[0, ¢ + a)-ra.

Bizonyitds. Mivel Nash folyamboél indulunk FJF(l,(x)) = F, (l,(x)) minden x €
[0, ¢)-re tehat £ € [0, a) esetén
x/

l/

EU, = Fo(ly(@) + 22 - -1, = F(L( +€))

l/

Fe+(lu(¢ + f)) = Fe+(lu(¢)) +

A 4.2-es lemma és a 4.1-es tétel szerint ekkor a bévités egy dinamikus Nash folyamot

ad. O

A teljesség kedvéért még meg kell jegyezni, hogy dinamikus Nash folyam minden
¢-re 1étezik és ezzel a modszerrel megtalaljuk azt, viszont a modszer gyorsasagat és
effektivségét nem minden esetben tudjuk garantilni. Ennek a bizonyitasa bonyolult

és meghaladja a dolgozat szintjét, lasd a [5] munkaban.
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