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Bevezetés

Feladat: Képzeljik el, hogy egy 1 hetes taborban vagyunk 14 ismerésiinkkel. A tdborhelységet minden
nap busszal hagyjuk el, méghozza olyannal, melynek szokatlan kialakitasa a kovetkez6: az iilések 5
sorban helyezkednek el, soronként 3 tiléssel. Mivel igy 15-en kiegyensulyozott barati tarsasagot alko-
tunk — azaz mindenki mindenkivel ugyanannyira van joban —, a buszon olyan tilésrendet szeretnénk
kialakitani a hét minden napjara, mellyel akarmelyikiink pontosan egyszer iil egy sorban barki mas-
sal (mutatva, hogy két ember nem preferalja jobban egymaés tarsasagat masénal). Hogyan szervezziik

meg a heti buszutainkat?

A kérdés szerint tehat tlésrendet keresiink 15 emberre és 7 napra, hogy barmely két ember mindossze
1 nap 1l azonos sorban. Kévetkezik, hogy barmely két emberre pontosan egy (nap, sor) part talalunk az

ilésrendben, hogy mindketten ekkor iilnek itt.

Most mi lenne, ha 15 f6s tarsasag helyett v {6s tarsasagban keresnénk valaszt ugyanerre a kérdésre? Vagy
a buszunk nem 3 székes sorokbdl allna hanem k& székesekb6l? Akar azt is megmondhatjuk, két ember ne
pontosan egyszer, hanem A-szor iiljon egyméas mellett. Ilyen kérdések mentén absztrahalva jutunk el a

szakdolgozat kdzponti témajahoz: a blokkrendszerekhez.

A blokkrendszerek olyan struktirak, melyeknek van egy v méret(i alaphalmaza, ezek a ,pontok” (a példan
az emberek). A blokkrendszer ,blokkjai” ponthalmazok (a példan a busz sorai adott napon), melyek mérete
egyenként k. Végiil a strukturat azzal a regularitasi tulajdonsaggal ruhazzuk fel, hogy barmely ¢ pontra
pontosan A olyan blokk van, mely a ¢t pont mindegyikét tartalmazza (tehat pl. hogy barmely ketten csak

egyszer iliink k6z6s sorban).

Megjegyzés: A motivald példa azon tulajdonsagat, hogy ,napokra” lehet osztani a rendszert, latszolag nem tartalmazza

ezen definicio. Valoban, ezt nem is koveteljitk meg altalanosan.



Bevezetés

A jelen dolgozat elsé fele ezen fogalommal, illetve a hozza kapcsolodoé korai eredményekkel foglalkozik.
Az elsé fejezetben formalisan definialjuk a blokkrendszereket, majd megnéziink néhany jellemzét, melyek
ezen definiciobdl egyszeriien kovetkeznek. Kiilonosen jelentds lesz egy leszamlalasbol adodo oszthatosagi
tulajdonsag. Ezt kovetben elkezdjik forditott sorrendben végigjarni a motivald feladat absztrakcidjanak
lépéseit: egyre tobb paramétert rogzitiink, ezzel lehetévé téve erdsebb tételek felirasat. A 2-rendszerek

vizsgalataval kezdiink; a masodik fejezet ezt targyalja.

Az els6 két fejezetben blokkrendszerekre csak kisebb példakat, 1étezésiikre csak szitkséges feltételeket mu-
tatunk, azaz minddssze kizarni tudtunk létezést véges sok példan kiviil. Ertelmes-e tehat egyaltalan blokk-
rendszerekkel altalanosan foglalkozni; el6fordulhat, hogy csak ezek a kis példak léteznek? A harmadik
fejezetben végre igazoljuk, hogy a torekvések nem hiabavaldk ilyen tekintetben. Ugyanis a paraméterezé-
sek korének tovabbi szikitésével eljutunk a véges geometriak és a Steiner-rendszerek fogalmahoz. Ezek
segitségével mar nem csak ,vakon tapogatézunk” a lehetséges paraméterezések kozott, hanem végtelen

sok egzakt konstrukciot mutathatunk majd.

Megjegyzés: A Steiner-rendszerek témakore a motivalé feladat ,otthona”, igy arra még visszatériink a[3.2]szakaszban.

A dolgozat masodik felében attériink egy alternativ szemléletmoddra: a blokkrendszereket hipergrafok se-
gitségével értelmezziik. Ez nem idegen megkdzelités; a halmazrendszerek és hipergrafok fogalma igen
kozeli rokona egymasnak. A szemléletmodbeli valtassal kiilon fejezetben foglalkozunk. Fontos szerepet

kapnak a pakolas, felbontas és fedés fogalmak.

A negyedik fejezetben egy pillanatra eltavolodunk a blokkrendszerek targyalasatol. Az Erdés-Hanani sej-
tésen keresztiil bemutatjuk a hipergrafok fedési és pakolasi prolémainak megoldasara szolgald egyik leg-
er6sebb eszkozt: a Rodl-nibble-t. Ez azon tul, hogy rendkiviil hasznos és fontos tétel, el6revetiti a dolgozat

soran innent6l meghatarozo valoszintségi érvelési technikat.

Az utolsé fejezetben ratériink egy aktualis eredmény targyalasara. Bar a harmadik fejezetben végtelen sok
példat mutattunk blokkrendszerekre, ezek igen specifikus paraméterekkel rendelkeznek, igy ez az ered-
mény hagy némi hidnyérzetet. Ugyanakkor Peter Keevash 2014-ben bizonyitotta a blokkrendszerek elmé-
letének talan legfontosabb sejtését; ez a kovetkez6t mondja ki: vegyiink tetszbleges t, k, A paramétereket.
Ekkor ha v elég nagy, akkor az els6 fejezetben bemutatott oszthatosagi feltétel elégséges megfelel6 para-
méterekkel rendelkez$ rendszer 1étezésére. Masképp fogalmazva, a sziikséges oszthatdsagi feltétel véges

sok v kivételével elégséges.



Bevezetés

A dolgozatban elsédlegesen nem Keevash bizonyitasat mutatjuk be, hanem a Stefan Glock, Daniella Kiihn,

Allan Lo és Deryk Osthus altal alkalmazott mddszereket. Az fejezet végén mindenesetre emlités szintjén

e s

kitériink.

Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni témavezetémnek, hogy elvallalt, mint szakdolgozot, felvetette az idészer(i témat,

illetve hogy javaslataival, észrevételeivel végig tamogatta a diplomamunka elkésziilését.



1. fejezet

Blokkrendszerek

Ezen fejezet 6 célja tehat, hogy bevezessiik és felszinesen koriiljarjuk a blokkrendszerek fogalmat. Ehhez

el6szor az illeszkedési strukturat fogjuk altalanosan definialni, majd ezt kotjikk meg kiillonb6z6 regularitasi

feltételekkel.

A témakor feldolgozasanak alapjaul els6dlegesen a Szimmetrikus struktirak [21] jegyzet 1., 3. és 5. fejezete,
illetve a Designs, Graphs, Codes and their Links [5] konyv 1. fejezete szolgalt. A fejezet kisebb részben

szintén merit a Handbook of Combinatorial Designs [7] és A Course in Combinatorics [|17]] konyvekbol.

Megjegyzés: Terminologidban eltériink a Szimmetrikus struktirak jegyzettél. Amit mi blokkrendszernek fogunk nevezni, az

ott a 2-rendszert jelenti, mig az itt blokkrendszernek nevezett struktura ott kizarélag ¢-rendszerként szerepel.

1.1. Definicidok

Mint ahogy a bevezetésben illusztraltuk, els6 dolgunk a blokkrendszerek fogalmanak bevezetése. Ebben

nyujt segitséget az illeszkedési strukturak definialasa altalanosan.

1.1.1. Definicié: Legyenek P és B diszjunkt halmazok, és legyen I C P x B. Ekkor a (P, B, I) hirmast
illeszkedési strukturanak nevezzik, tovabba
« P elemeit pontoknak hivjuk
+ B elemeit blokkoknak hivjuk

« I a pontok és blokkok kozotti illeszkedési relacio, elemei a zaszlok

Az elnevezések geometriai motivaciéjiak. Ez nem véletlen, hiszen a geometriai terek az egyik legegysze-
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riibb, és talan legkorabbi példai illeszkedési strukturanak. Valoban, legyen P a geometriai tér pontjainak,
B pedig egyeneseinek halmaza. Tovabba legyen I az € relacid, azaz egy p pont akkor illeszkedik az e

egyenesre, ha p € e. Ekkor (P, B, €) valoban illeszkedési strukturat definial.

Geometriai terekben megszokhattunk egy olyan alapvet6 tulajdonsagot, hogy egy egyenest azonositha-
tunk a ra illeszkedé pontok halmazaval. Ugyanakkor az definicié megengedi, hogy két blokk (azaz

segyenes”) pontosan ugyanazon pontokra illeszkedjen. Ezt az ,elfajult” esetet célszer( elkiiloniteni.

1.1.2. Definicié: Egy illeszkedési strukturat egyszertinek hivunk, ha nincsenek benne ismétlédé blokkok.

Precizebben, ha iﬂBl, B> € B, melyre

(p,Bi) el < (p,Ba)cl

Igy tehat amennyiben egyszert illeszkedési strukturaval dolgozunk, a blokkokat azonosithatjuk a rajuk
illeszked6 pontok halmazaval. Ilyen esetekben ezért sokszor kovetkezetesebb p € B jel6lés hasznéalata (a

(p, B) € I helyett), mint ahogy az a geometriai motivacidban is megjelenik.

Most adott illeszkedési struktirahoz vegytik fel a P — B paros segédgrafot, melyben pB él pontosan akkor
létezik, ha (p, B) € I. Ekkor adott csucs foka pontosan a ré illeszkedd objektumok szdma lesz. Ez motivalja

a kovetkezd elnevezéseket és jeloléseket.

1.1.3. Definicié:
« Adott p € P pontra p foka: deg(p) = |{B € B | (p, B) € I}|
« Adott B € B blokkra B foka: deg(B) = |[{p € P | (p, B) € I}|

Alapvet6 illeszkedési allitasok bizonyitasaban nagy szerepet fog jatszani a ,kétszeres leszamlalas” maod-
szere, azaz hogy kétféle objektumokbol alkotott parokat szamolunk el6szor az egyik, majd a masik tipus

elemein iteralva. A médszert a kovetkezd allitas jol illusztralja.

1.1.4. Allitas. Tetszéleges (P, B, I) illeszkedési struktiirara

D “deg(p) = ) deg(B)

peEP BeB

Bizonyitas. Szamoljuk Gssze a zaszlokat el6szor a pontok, majd a blokkok mentén. O

Az illeszkedési strukturakrol ilyen altalanossagban nehezen tudunk megfogalmazni allitasokat. Célszerd

tehat bevezetni néhany regularitasi tulajdonsagot. A fogalmazas egyszer(isége kedvéért azt mondjuk, hogy
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egy H C P ponthalmaz és B blokk illeszkedik egymasra, ha H minden pontja illeszkedik B-re. Tovabba

ha egy H halmaz mérete ¢, akkor ¢-halmaznak, amennyiben H C P, {-ponthalmaznak hivjuk.

1.1.5. Definicio: A (P, B, I) illeszkedési strukturat ¢-(v, k, A)-struktiranak nevezzik, ha |P| = v, minden

B € B blokkra deg(B) = k, és tetszbleges t-ponthalmazra pontosan A blokk illeszkedik.

Megjegyzés: Ha a paraméterezés nem ismert vagy nem lényeges, sokszor csak t-struktirat vagy blokkstruktiurat mondunk.

Tovéabba a szakdolgozat soran végig feltessziik, hogy 2 < t < k < v egészek.

1.1.6. Példa: Legyen t = 2, k = 3, v > 3, P v-halmaz, és tekintsiik a teljes grafot P-n (azaz Kp = K, -t).
Legyen B := (:I;), azaz a ,haromszogek” halmaza. Végiil valasszuk az illeszkedési relaciét €-nek, azaz

egy haromszogre pontosan a cstcsai illeszkednek.

Most t = 2, és egy teljes graf 2-csucshalmazai megfeleltetheték az éleknek, igy jelen esetben a ¢-
ponthalmazokra vonatkozo6 illeszkedési tulajdonsag ellenérzése soran azzal foglalkozunk, hogy K,
éleire hany haromszog illeszkedik. Szamoljuk tehat ezt meg: adott él két csucsot hataroz meg, a
haromsz6g harmadik csucsat pedig tetszblegesen valaszthatjuk a kimaradok kozil; ez v — 2 lehet6ség.

Kovetkezésképp ekkor egy 2-(v, 3, (v — 2))-struktirat kaptunk.

Altalanosabban, legyen 2 < t < k < v € N tetsz6leges,

P| = v, ésB := (}). Végil legyen I
ismét az € relaci6. Ekkor barmely ¢-ponthalmazt a maradék v — ¢ pontbol valasztva kiegészithetiink

k mérettivé, igy <P, (}:), E) egy t- <v, k, (Z:i))-struktﬁra.

Az el6bbi példat szokas trivialis struktiranak is nevezni, ugyanis blokkhalmaza az alaphalmaz 9sszes k-

részhalmazabdl all. Innent6l kezdve célunk az lesz, hogy nemtrivialis strukturakat talaljunk.

Most bevezetjiik illeszkedési és szomszédsagi matrixok fogalmat. Ez kés6ébbi bizonyitasok soran erds line-

aris algebrai eszkozok hasznalatat teszi lehetévé.

1.1.7. Definici6é: Az M matrixot adott blokkstruktura illeszkedési (incidencia) matrixanak nevezziik, ha
M sorait a pontok, oszlopait a blokkok indexelik, tovabbé adott p € P, B € B-re m,, g = 1 pontosan
akkor, ha p illeszkedik B-re, egyébként 0.

1.1.8. Definicié: Az A matrixot adott blokkstruktura szomszédsagi (adjacencia) matrixanak nevezzik, ha
A sorait és oszlopait a pontok indexelik, tovabba adott p, ¢ € P-re aj, 4 pontosan a {p, ¢}-ra illeszked6

blokkok szima.
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1.1.9. Allitas. A = M M7,

Bizonyitas. Adott p,q € P-re m, p = myp = 1 pontosan akkor, ha B illeszkedik p-re és g-ra (azaz

{p, q}-ra) is. Igy tehat az M,, . és M, . sorok skaléris szorzata pontosan az ilyen blokkok szdma. O

Az illeszkedési struktirakhoz hasonléan most is megkiilonboztetjik az ismétl6dé blokkokkal nem rendel-
kez6 esetet: ha egy t-(v, k, \)-struktura egyszert, akkor ¢-(v, k, \)-rendszernek nevezziik. A megkiilon-

boztetés nem hiabavald, ahogy ezt példaul a kovetkez6 konstrukeié is mutatja [|5, 1.2 all.].

1.1.10. Tétel. Adottt < k < v — t paraméterekre létezik A\, melyre van olyan t-(v, k, \)-struktira, hogy
nem minden k-ponthalmaz alkot blokkot.

v

t) -es matrixot, melynek sorait adott P k-részhalmazai, oszlopait ¢-

Bizonyitas. Vegyiink fel egy D (}) x (
részhalmazai indexelik (|P| = v). Tovabba adott K k-halmazra és T' t-halmazra legyen dx 7 = 1 pontosan

akkor, haT' C K, egyébként 0.

A paraméterekre vonatkozo feltételezés miatt (1;) < (Z), igy D sorai linearisan 6sszefiiggék kell, hogy
legyenek. Mivel D elemei egészek, ez azt jelenti, hogy Iv & Q(Z) nem 0 vektor, melyre vD = 0. Tovabba

v tetszbleges skalarral szorozva is teljesiti ugyanezt a tulajdonsagot, igy feltehet6, hogy v € z().

Legyen (—u) v legkisebb érték(i koordinatajanak értéke. Ekkor w = v+ 11 egy nemnegativ egész vektor,

melynek legalabb egyik koordinatajan 0 all. Emellett

- —1
wD = (v+ pl)D D=0 M1D2M<Z t)l

Ez azt jelenti, hogy ha egy olyan illeszkedési struktirat hozunk létre P-n, melyben a blokkok P k-részhalma-
zai, és K k-halmaz B-ben vett multiplicitasat w mutatja, akkor
+ lesz legalabb egy k-halmaz, mely egyszer sem blokk (w 0 koordinataja miatt)

« barmely ¢-halmaz pontosan A = ,u(z:i) blokkra illeszkedik.

Ekkor tehat megkonstrualtuk a kivant struktuirat. O

A tétel mutatja, hogy ha megengediink ismétl6d6 blokkokat, akkor a nemtrivialis ¢-(v, k, A)-strukturak
létezési kérdései jelentésen leegyszerlisodnek. Mostantdl ezért elsédlegesen a nemtrivialis ¢-(v, k, \)-

rendszerek létezésének problémaéjaval foglalkozunk.

Megjegyzés: t-(v, k, \)-rendszerek esetén is alkalmazzuk a t-rendszer vagy blokkrendszer elnevezést a blokkstruktirakhoz

hasonléan.
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1.2. Alapveté tulajdonsagok

A t-(v, k, \)-struktarak regularitasi tulajdonsagai igen erdsek, igy killonféle osszefiiggések levezetésére
adnak lehet&séget. A bizonyitasok f6 eszkoze a kordbban bemutatott kétszeres leszamlalas. Az egyszertség

kedvéért a blokkhalmaz szamossagat b-vel jeloljiik.

1.2.1. Tétel. Adott t-(v, k, \)-struktiraban a blokkok szama
A

(%)

Bizonyitas. Szamoljuk meg a (7', B) parokat, ahol B € B, T' t-ponthalmaz, és B illeszkedik T-re. Egyfell

tetsz6leges T-re A ilyen blokkot talalunk, masfeldl tetsz6leges blokkhoz (';) megfelel 1" halmaz valaszt-
, .. . , v\ _ 1.(k
hato. Kovetkezik tehat, hogy )\( t) = b( t). O
Megjegyzés: A tételre alternativ bizonyitast tudunk adni[1.1.4]segitségével. Ugyanis tekinthetjiik azt az illeszkedési struk-

tarat is, melynek ,pontjai” a t-ponthalmazok, blokkhalmaza valtozatlan, az illeszkedési relaci6 pedig a tartal-
mazas: ((5)7B, g).

Ebben az illeszkedési struktaraban barmely T' ¢t-ponthalmazra deg(7') = A. Tovabbéa barmely B blokkra
deg(B) = (]:) Végiil ’ (l:) | = (V). Igy a tétel valéban kovetkezik egyszert atrendezéssel.

Ez az 6sszefiiggés altalanosithatd olyan tekintetben, ha azon blokkok szamat keressiik, amelyek illeszked-
nek egy rogzitett csucshalmazra. Innent6l a {1,...,n} halmazra az [n], a {0,...,n} halmazra az [n],

jelolést alkalmazzuk.

1.2.2. Tétel. Legyen H tetszéleges i-ponthalmaz (i € [t]). Ekkor a H-ra illeszkedd blokkok szama

Megjegyzés: Tekintve, hogy A; definici6 szerint egész, a tétel egy egyszer(i kévetkezménye, hogy Vi € [t], : (kﬂ) A (f::)

t—1

Erre a tulajdonsagra kés6bb ugy fogunk hivatkozni, mint (sziikséges) oszthatosagi feltétel(ek).

Bizonyitas. Az el6z6 tétel bizonyitasdhoz hasonléan illeszkedd (7', B) parokat szamolunk. Azonban to-

vabbi megkotés, hogy az adott I i-halmazra I C T, tovabba B illeszkedik I-re. Igy a kétszeres leszamlalas

soran minden alkalommal i-vel kevesebb pont koziil valaszthatunk. O
i)

1.2.3. Kovetkezmény. Tetszbleges p € P pontra a ra illeszkedé blokkok szama A\ = R Ezt az értéket

t—1

innentdl r-rel jeloljiik (replikacids szam). [

10
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1.2.4. Kovetkezmény. Adott t-(v, k, \)-struktira egy i-(v, k, \;) struktira is minden 0 < i < t-re. [

A két kovetkezmény szerint tetsz6leges ¢-(v, k, A)-struktara 1-(v, k, 7)-struktara is. Erre alkalmazva a

et, a kovetkez6 Osszefiiggéshez jutunk.
1.2.5. Allitas. t-(v, k, \)-struktirara bk = vr. [
Végiil segitségével az szomszédsagi matrix szerkezetét is meghatarozhatjuk.

1.2.6. Allitas. A = \oJ + (r — A\2)I, ahol I av x v-s egység-, J a csupa 1 matrix.

Bizonyitas. A egy t-(v, k, \)-struktira illeszkedési matrixa. Ugyanakkor ez egy 2-(v, k, \2)-struktura is,
ami pontosan azt mutatja, hogy barmely p, ¢ € P, p # ¢-ra pontosan A, blokk illeszkedik, azaz a, 4 = Ao.

Tovabba a féatloban végig r kell, hogy alljon. O
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2. fejezet
2-(v, k, A)-rendszerek

A 20. szazad eleje soran kilonds jelentéséget tulajdonitottak a 2-(v, k, A)-rendszerek vizsgalatanak. Ez az
érdeklédés ekkor még nem a kombinatorikanak tulajdonithato; elsédlegesen statisztikai kisérletek szerve-

zésének eszkozeként volt rajuk szitkség. Tekintsiik példaul a kovetkezd problémat.

Feladat: Néhany gabonafaj hozamat szeretnénk 6sszehasonlitani. Mivel a hozamot kiillonb6z6 természeti
hatasok — mint pl. talajminéség, es6zések, atlagos napsiitéses 6rak szama — erésen befolyasolhatjak,
lefoglalunk b telket kiilonb6z6 éghajlatokon, melyeken kisérletet szeretnénk folytatni. Feltessziik,

hogy adott telken barmely gabonafajt azonos kérnyezeti hatasok érik.

Megtehetnénk, hogy minden éghajlaton minden fajbél termesziink, azonban ez hatalmas teriileteket
kivanna, és ez altal a kisérlet tul koltségessé valna. gy megelégsziink azzal, ha barmely telken azonos
valdszintiséggel tudjuk 6sszehasonlitani két tetsz6leges faj hozamat. Hogyan iltessiik el a gabonakat

a killonboz6 telkeken?

Latszik, hogy megoldasul szolgal, ha egy 2-rendszernek megfeleléen valasztjuk meg a fajok és telkek be-
osztasat. Ekkor a pontok a kiilonb6z6 gabonaknak, a blokkok a telkeknek, az illeszkedés pedig az adott
telekre valo ultetésnek felel meg. Nyilvan a kisérlet eredményének pontossaga fiigg a A és k paramé-
terektdl; a kimenetel statisztikai elemzésekor ezeket is szamitasba kell venni. (Intuitiv, hogy minél tobb

éghajlaton talalunk meg egyszerre két fajt, annal pontosabban tudjuk sszehasonlitani a viselkedéstiket.)

A 2-rendszereket statisztikaban szokas kiegyensulyozott hidanyos blokkrendszernek, azaz BIBD-nek (Ba-

lanced Incomplete Block Design) is nevezni. A feladat erre az elnevezésre is magyarazatot ad: a kiegyen-
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2-(v, k, X)-rendszerek

sulyozottsag az azonos valoszintiséggel torténd eléfordulasra utal, a hianyossag pedig arra, hogy adott

telekre nem tiltetiink minden fajbol.

Most tehat ratérink a 2-(v, k, A)-rendszerek vizsgalatara. Ezekre elterjedt jel6lés (v, k, A)-rendszer is; in-
nent6l a szakdolgozat soran is ezt alkalmazzuk. A fejezet feldolgozasanak alapjat a Szimmetrikus struktirak

jegyzet 4. és 6. fejezete, illetve a Combinatorial Mathematics [20]] konyv 8. fejezete képzi.

2.1. A Fisher-egyenlétlenség

Természetesen a t-strukturakra és rendszerekre adott tételek ugyantugy érvényesek jelen esetben is. Pél-

daul a tételbél (illetve annak megjegyzésébdl) kiolvashatjuk a kovetkezot:

2.1.1. Kovetkezmény. Egy (v, k, \) struktira létezéséhez sziikségesek a kovetkezd oszthatosagi feltételek
i) M(v—=1)=0 (mod k —1)
i) Aw(v—1)=0 (mod k(k—1))

Most attériink egy a paraméterekre vett egyenl6tlenség bizonyitasara; ez Fisher nevéhez kothetd. A tétel
azt az észrevételt formalizalja, hogy ha ,valddi” blokkokkal rendelkez6 2-rendszert akarunk késziteni (azaz
blokkok nem a teljes csticshalmazbél allnak, vagyis k # v), akkor az illeszkedési tulajdonsagok szimmet-

ridja miatt nem tudunk nagyon kevés blokkot hasznalni.
2.1.2. Tétel (Fisher). Adott (v, k, \)-rendszerre ha k < v, akkor b > wv.

A bizonyitas sorén a rendszer szomszédsagi matrixaval dolgozunk. [1.2.6|alapjan ez Ao J + (r — A2)I alaku.
Ugyanakkor jelen esetben t = 2, azaz Ay = \. Kovetkezésképp A = A\J + (r — \)I. A determinansat

koénnyen ki tudjuk szamolni a kovetkez6 lemma segitségével.

2.1.3. Lemma. n X n-es I, J matrixokra det(xI + yJ) = (z + yn)z" .

Bizonyitas. Az D = xI +yJ matrix szimmetrikus, igy R™-nek létezik D sajatvektoraibol 4ll6 ortonormalt
bazisa, azaz ekkor a keresett determinans a sajatértékek szorzata. Mivel D1 = x +ny, 1 sajatvektor x +ny

sajatértékkel.

A tobbi keresett sajatvektor az ortonormaltsag miatt merdleges 1-re, kovetkezésképp eleget tesz Jv = (-
nak is. Ugyanakkor ebb6l Dv = v adddik, ami azt jelenti, hogy « sajatérték n — 1-szeres multiplicitassal.

Ezzel a lemmat belattuk. O
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2-(v, k, X)-rendszerek

A lemma segitségével mar nekiallhatunk a [Fisherfegyenl6tlenség bizonyitasanak. Elsédlegesen Bose ér-

velését kovetjiik [4].

AlFisherl-egyenlétlenség bizonyitasa. Tegyik fel, hogy b < v, és legyen M a blokkrendszer illeszkedési
matrixa. Legyen M egy olyan v x v matrix, hogy 7;; = m;; Vi € [v],j € [b], mindenhol mashol pedig
m;; = 0. Igy M-et négyzetté bévitettitk 0 oszlopok hozzéadasaval ugy, hogy MMT = MMT. Ekkor
tehat

(r=MNI+X=A=MM"=MM"
Most szamoljuk ki A determinansat. A specialis alakjanak koszénhet6en

det(A) 2222

(r—=X+ovX)-(r—=AN""1#£0 (21.4)

Masfel6l, mivel M-nek van 0 oszlopa, det M = 0, igy a determinansok szorzastételének kévetkeztében

det(A) = det(MMT) = det(M) - det(MT) =0 % 0

2.2. Négyzetes blokkrendszerek

Al[Fisher}egyenlétlenséggel egyfajta also korlatot tudtunk adni a ponthalmaz méretére ,valos” blokkokkal
rendelkez6 2-rendszerekben. Ugyanakkor tobbet is mondhatunk abban az esetben, amikor a paraméterezés

eléri a korlatot.

2.2.1. Tétel. Adott egy (v, k, \)-rendszer, melyre k < v. Ekkor a kévetkez6k ekvivalensek:
i) b=w
i) r==k

iii) V B1,By € B(By # Bs) : |[Bi N Ba| =\

iv) V Bi,Bs € B(By # B3) : |B; N By| = C konst.

Bizonyitas. [1.2.5 kévetkezményeként adodik (i) < (ii), és nyilvan (iii) = (iv). Tovabba (i) A (i) =

(131). Ugyanis tekintsiik a blokkrendszer M illeszkedési matrixat; ez (i) miatt négyzetes. Emellett JM =

kJ & rJ = MJ, ésnyilvan M1 = I M, igy M és A felcserélhet6 a szorzasra nézve.

alapjan det A # 0, és A = M M7, ezért det M # 0. Kovetkezésképp M~ létezik, igy
MA=AM = MMTM =22 A= MTM = MT(MT)T

Ugyanakkor M7 (M7T)T a ,blokkokra nézett szomszédsagi matrix”, azaz a (B, B') koordinata pontosan
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2-(v, k, X)-rendszerek

azt mutatja meg, hogy B és B’ hany kéz6s ponttal rendelkezik. Igy tehat B # B’ esetén |B N B'| = \.

Végill megmutatjuk, hogy (iv) = (7). A Fisher-egyenl6tlenséget alkalmazva b > v kovetkezik. Most
tekintsiik a (B, P, I'7) illeszkedési strukturat, ahol I7 C B x P az a halmaz, melyre (p, B) € I < (B, p) €
I, Ekkor egy (b, r, C)-rendszert kapunk. és k < v alapjan r < b, igy ismét alkalmazhatjuk a
Fisher-egyenlétlenséget, azaz b < v. Kovetkezik, hogy b = v. O

Megjegyzés: A tételben megjelens M ™ M adjacenciamatrixszal definialt 2-strukturat szokas a 2-rendszer dualis struktu-

rajanak nevezni.

A tétel motivalja, hogy bevezessiink egy fogalmat azokra a 2-rendszerekre, melyekre a tulajdonsagok fenn-
allnak; ezeket hivjuk négyzetes blokkrendszereknek. Az ,négyzetes” elnevezés arra utal, hogy a rendszer

illeszkedési matrixa v = b miatt négyzetes.

A négyzetes blokkrendszerek egy egyszeri tulajdonsaga kiolvashatd a szomszédsagi matrix determinan-

sanak szamolasabol. A [Fisherfegyenl6tlenség bizonyitasa soran kiszamoltuk, hogy
det(A) = (r— (v —=DA) - (r =Nt =rk(r —N)v?
ahol az utolsé lépésben a r(k — 1) = A(v — 1) azonossagot alkalmazzuk (ez [1.2.2 kovetkezménye i = 1-

re). A= MMT, igy det(A) = (det(M))?. Tovabba mivel négyzetes blokkrendszert vizsgalunk, r = k.

Kovetkezésképp
(det(M))? = K*(k — X)L (2.2.2)

ami azt jelenti, hogy (k — \)V~! sziikségképp négyzetszam.

2.3. Bruck-Ryser-Chowla-tétel

Most Gjabb szitkséges feltételt mutatunk be négyzetes blokkrendszerek 1étezéséhez. Eddigi vizsgalatunk
soran a paraméterekre vonatkoz6 tételek f6leg kombinatorikai jellegliek, de mindenesetre kombinatorikai
motivacidjuak voltak. A kovetkez6 Osszefliiggés azonban teljesen mas megkozelités kovetkezménye; a
rendszer kombinatorikai szabalyossagabol egy azonossagot vezetiink le, amib6l szamelméleti eredmény

olvashato ki.
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2-(v, k, X)-rendszerek

Tétel (Bruck-Ryser-Chowla). Amennyiben létezik négyzetes (v, k, \)-rendszer, akkor
a) hawv paros, akkor k — X\ négyzetszam

b) hawv paratlan, a
22— (k _ A){E2 + (_1)(v71)/2>\y2

diofantoszi egyenletnek létezik nemtrivialis egész megoldasa.

A bizonyitast Ryser és Chowla 1950-ben publikalta, Bruck és Ryser egy korabbi eredményére épitve [[6]. A
sziikséges kritérium megjelenésével kérdéssé valt, hogy a[2.1.1feltételekkel kiegésziilve ezek egyiittes tel-
jesiilése elégséges-e négyzetes (v, k, \)-rendszerek létezésére. A valaszra kozel 40 évet kellett varni; 1989-
ben ugyanis Lam, Thiel és Swiercz szamitogépes eszkozokkel sikeresen bizonyitotta, hogy (111,11, 1)-
rendszer nem létezik [16]. A rendszer paraméterei azonban teljesitik az oszthatosagi feltételeket, igy el-

lenpéldaként szolgal az elégségességre.

Minthogy a tétel szamelméleti jellegii, a bizonyitasahoz el6szor szitkségiink lesz néhany szamelméleti ered-

ményre. Lagrange négynégyzetszam tételét bizonyitas nélkiil fogjuk felhasznalni.
Lemma (Lagrange). Tetszdleges pozitiv egész el6all 4 négyzetszam osszegeként. [

Most tekintsiik kovetkez kifejezéseket:

x1 Y1 by —by —bz —by
e T2 v Y2 B by by —by b3
€3 Y3 b3 b4 bl —bg
T4 Y4 (b4 —b3 by D1

A tétel bizonyitasa soran kihasznaljuk, hogy y = Bx esetén a kovetkez6 azonossag fennall:

(b + b3 + b3 +b3) (2 + a3+ 25 +23) = (v +v5 + 3 + i) (2.3.1)

Végiil az irasmod egyszertsitése céljabol vezessitk be az n = k — ) jelolést. Ezen eszk6zok segitségével

megkezdhetjiik a tétel bizonyitasat.

A|[Bruck-Ryser-Chowldrtétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy létezik négyzetes (v, k, \)-rendszer. Ekkor (a)

kozvetlen kovetkezménye [2.2.2knek. Most tegyiik fel, hogy v paratlan, és legyen M a rendszer illeszkedési

matrixa. Vezessiink be az x1, . .., z, valtozokat, és ezek v = (x1,-- - ,x,) vektorat. Tovabba definialjuk a
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2-(v, k, X)-rendszerek

kovetkez6 linearis kifejezéseket:
v
L; = Zmijxj Vi € [U]
j=1
Ismét kihasznaljuk, hogy M M7 = nI + \J. Manipulaljuk ezt az azonossagot a kévetkezé modon:
MM" =nl+\J
vM MV = nvivl 4+ AvJvT

Li+-+Li=n(2i+ - +22) + Nai+ - +3y)° (2.3.2)

El6szor feltessziik, hogy v = 1 (mod 4). A négynégyzetszam-tétel alapjan vehetiink olyan by, - - , by
szamokat, melyekre n = b? + b3 + b3 + b3. Most definialjunk y;-ket z;-k linearis fiiggvényeként, a

kovetkez6 modon:

(Yai3s Yai—2, Yi—1,Yai) " = B(Tai_3,Tai_2,Tai—1,Tai)" (2.3.3)

Ezen definicid szerint alkalmazhat6 jobb oldalara, minden 1 <7 < J-re. Aw =1 + -+ + @y

jelolés bevezetésével a

L3+ + L=y + - +y2 ) +nel 4+ P (2.3.4)
egyenldséget kapjuk. Itt mindkét oldal x4, - - - , x, figgvénye. Azonban mivel B invertalhat6, mindkét
oldal tekinthet6 y1, - - - , yy—1, ©, fuggvényének.

Megjegyzés: Ezen a ponton fontos meggondolni, hogy a felirt kifejezés nem egy egyenlet, hanem egy azonossag. Ko-
vetkezésképp tetszéleges értékeket adhatunk y1, - - - y,—1 valtozoknak;[2.3.4barmilyen behelyettesités esetén

teljestl.

Most probaljuk meg redukalni et. A cél, hogy olyan értéket valasszunk az y; valtozénak, hogy L?
és y? kiejtsék egymast. Mivel L; linearis y;-ben, ez megtehetjiik Ggy, hogy az L1 = y; egyenléséget
y1-re rendezziik, majd az igy adodd behelyettesitést elvégezziik. El6fordulhat, hogy ezt az atrendezést
nem tudjuk elvégezni, mivel y; egyitthatéja Li-ben 1. Ilyen esetben rendezziik L1 = —yj-et, és ennek
segitségével helyettesitsiink be. Mindkét esetben L? = y? adodik, igy a behelyettesités utin

L3+ +L2=y3+-- +y2 g +nz+
kovetkezik. Itt Lo, - - - , L, és w mar csak ya, - - - , yy—1 és T, linearis kombinacidja.
Ezt a lépést iterdlva a (v — 1)-ig a kovetkezd egyenléséghez jutunk:

L2 = na? 4 w?

v —
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2-(v, k, X)-rendszerek

Ekkor L, és w mar csak z, ,linearis kombinaci6ja”, azaz szdmszorosa. Ugyanakkor redukcié soran minden
lépésben csak a négy alapmiiveletet hasznaljuk, és kezdetben minden egyiitthaté egész. Kovetkezésképp
L, és w az x, racionalis szdmszorosa. Legyen az egyiitthatok kozos nevezbje C. Ekkor az egyenléséget

C?-tel felszorozva kapjuk, hogy
(CLy)% = n(Cxy)? + A\(Cw)?

Igy tehat barmilyen egész x, helyettesitésre egész megoldast tallunk a tételben szereplé egyenletre.

Most térjinkraav = 3 (mod 4) esetre. Vegyiink fel egy tjabb véaltozot: ,,+1. Adjunk hozz4[2.3.2lmindkét

oldaldhoz nx,41-et. Ekkor et alkalmazva 1 < i < %Lre most az
L3+ 4+ L4 nwpp =yf + - + 92 + ? (2.3.5)
egyenl6séghez jutunk. Ezen hasonlé redukcids lépéseket végezve a kovetkezdt kapjuk:
nrl = yor1 + Aw?

Ekkor hasonl6 érveléssel x,, 41 és w az y,41 racionélis szimszorosai. Igy ismételten az egyiitthatok ko-
z0s nevezbjének négyzetével valo felszorzas utan megkapjuk a diofantoszi egyenlet egy egész megoldasat

tetsz6leges egész y,+1-re valo behelyettesitésével. O
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3. fejezet

Konstrukciok

A szakdolgozat soran eddig csak blokkrendszerek létezésének szitkséges feltételeir6l volt sz6. Most meg-
mutatunk néhany konstrukciot is. A blokkrendszerek vizsgalata val6jaban ezen példakbol eredezik, igy
a fogalmak targyalasanak sorrendje térténelmi szempontbdl forditott. Ugyanakkor a fogalmak korabbi
bevezetésével konnyen raismeriink majd, hogy ezek a kérdések valoban specialis paraméterezést(i blokk-

rendszerek létezésével foglalkoznak.

3.1. Véges projektiv geometriak

A projektiv geometridk torténete a 15—16. szazadra nyulik vissza. Ekkor meriilt fel ugyanis a kor matema-
tikusaiban, hogy euklideszi geometridban dolgozva nem lehet megmagyarazni a perspektivikus abrazola-
sokon tapasztalt jelenséget, azaz hogy a valdsagban parhuzamos egyenesek egy festményen a ,,végtelenben
talalkozni latszanak”. A projektiv geometridk koncepcidja igy abbol a rendkiviil egyszeri 6tletb6l indul ki,

hogy dolgozzunk tgy az euklideszi geometriaban, hogy nincs parhuzamossag.

A 17. szdzadban Desargues munkassagaval megkezd6dott a projektiv geometridk szisztematikus vizsga-
lata. A véges projektiv geometriak targyalasaig azonban egészen a 19. szazad végéig kellett varni; ezek
axiomatikus megalapozéasa Gino Fano olasz matematikus érdeme. Az elnevezésben a végesség azt mutatja,
hogy szemben a hagyomanyos geometriai intuicioval, jelenleg a ,térnek”, amiben dolgozunk, csak véges

sok pontja van.

Most tehat alljunk neki a véges projektiv sikok axiomatikus targyalasanak.
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Konstrukeciok

3.1.1. Definicio: Legyen egy (II, A, €) illeszkedési struktira, ahol II nemiires halmaz (elemei a pontok),
és A C 21 (elemei az egyenesek). Tekintsiik a kovetkez6 axidmakat:
Ax.1: Tetszbleges p, ¢ € I, p # q pontokra Jle € A egyenes, hogy p, g € e.
Ax.2: Tetszbleges e, f € A, e # f egyenesekre d!p € II, hogy p € e, f
Ax.3: [I-nek van 4 killénb6z6 pontja gy, hogy semelyik harom nincs egy egyenesen.
Ax.4: Je € A, melyre |e| = ¢ + 1 valamilyen ¢ € N-re.

Ekkor az illeszkedési strukturat véges projektiv siknak nevezziik.

Megjegyzés: Az elsé két axioma a pontoktol és egyenesektdl elvart illeszkedési tulajdonsagokat irja le. [Ax.3|azért felelds,
hogy az elfajult eseteket kizarja, pl. hogy minden pont egy egyenesen van, egy kivételével. Végiil késébb latni
fogjuk, hogy [Ax.4]biztositja, hogy a struktiraban csak véges sok pont (és egyenes) van.

Kénnyen tudunk példat mutatni ilyen illeszkedési strukturara: legyen II = [7], és

A= {{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6}}

Ekkor (IT, A, €) teljesiti az 6sszes axiémat ¢ = 2-vel. Fano tiszteletére szokas ezt a strukturat Fano-siknak

is nevezni.

Az el6bbi példan egy fontos észrevétel, hogy (II, A, €) egy (7, 3, 1)-rendszert alkot. Ez nem véletlen, ahogy

azt a kovetkez6 tétel mutatja.

3.1.2. Tétel. Adott véges projektiv sikra teljesiilnek az alabbiak:
i) M =¢*+q+1
ii) [Nl =¢*+q+1

)
iii) tetszélegesp € Il-redeg(p) =q+ 1
)

iv) tetszélegese € A-rale| = q+1
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Konstrukeciok

Bizonyitas. A bizonyitashoz azt az észrevételt fogjuk hasznalni, hogy adott e egyenes és P ¢ e pont esetén
deg(p) = |E|. Ugyanis ekkor minden () € e esetén a P() egyenesek
« léteznek [Ax. 1| kovetkeztében
« kiilsnbéznek egymastol, mivel ha Q # Q' esetén (PQ) = (PQ') volna, akkor ez az egyenes felirhato
(QQ')-ként is. Viszont (QQ’) = e, azaz ekkor P € e f
- megadjak az 6sszes P-re illeszkedd egyenest, mivel ha taldlnank egy f egyenest, amit nem kapunk
igy meg, akkor Q = f N e segitségével (QP) = f, azaz mégis megkapjuk igy f-et.
Most valasszunk [Ax.4]alapjan egy e egyenest. Tovabba vegyiink négy altalanos helyzet(i A, - - - D pontot;
ezt megtehetjiikk[Ax.3|alapjan. Az egyszer(iség kedvéért tegyiik fel, hogy e-re A és B nem illeszkedik.

Ekkor az észrevétel alapjan deg(A) = deg(B) = ¢ + 1. Tovabbd B ¢ (AC),(AD),(CD) és A ¢
(BC), (BD), igy ezen egyenesek mérete mind ¢+ 1. C' ¢ (BD) és D ¢ (BC), ezértdeg(C) = deg(D) =
g+ 1. Végil C ¢ (AB), igy ennek mérete is ¢ + 1.

Most vegytink tetszéleges P pontot. Ez az (AB), (AC) és (BC) egyenesek kozill az egyikre biztosan nem
illeszkedik, igy deg(P) = g + 1, amivel belattuk (7i7)-at. Hasonléan jarhatunk el (iv) esetén is: vegytnk

egy tetszbleges e egyenest; ekkor ez az A, B, C pontok egyikére biztosan nem illeszkedik, azaz |e| = ¢+ 1.

Végil (i)-hez vegyiik észre, tetszéleges P pontot kivalasztva arra pontosan g + 1 egyenes illeszkedik, és
ezek koziil barmelyen pontosan ¢ pontot talalunk P kivételével. Ezzel a szamolassal nem hagytunk ki
egy pontot sem miatt), igy a pontok szdma 6sszesen ¢(q + 1) + 1. Analég médon mikodik (i7)
bizonyitasa. O

Megjegyzés: A tétel motivalja, hogy [Ax.4}ben az egyenes méretét ¢ + 1-nek vélasztottuk. g-t szokés a projektiv sik rend-

jének nevezni.
3.1.3. Kovetkezmény. Tetszileges projektiv sik egy négyzetes (q2 +qg+1,q+1, 1) -rendszer. [

3.1.4. Allitas. Ennek megforditdsa is igaz.
Bizonyitas. Ellendrizzik az axiomak teljesiilését.
[Ax.1t A blokkrendszer t = 2 és A = 1 paraméterei ezt biztositjak.
(i7) alapjan a blokkok metszéspontjainak szama A = 1.
Ha nem lenne, akkor a rendszernek legfeljebb ¢+1+2(¢—1) +1 pontja lehetne (3 fiiggetlen pont
és egyeneseik), és ¢ > 1 esetén ez kisebb ¢? + ¢ + 1-nél, ami ellentmondas (és ¢ > 1 feltehetd).

[Ax.4t Tetsz6leges blokk valaszthaté ilyen egyenesnek. O
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Lattuk tehat, hogy ha vesziink egy véges projektiv sikot, akkor az természetes Gton jellemezhet6 rendje
segitségével. Azonban adddik a kérdés, hogy milyen rendekre lehet egyaltalan projektiv sikot mutatni. Ezt

részben meg tudjuk valaszolni.

3.1.5. Tétel. Legyen q = p", ahol p prim ésn € N. Ekkor létezik q-adrendi projektiv sik.

Bizonyitas. A ¢ = p" miatt GF(q) létezik. Most legyen II GF(¢)® egydimenzios altereinek halmaza. To-
vabba legyen A a kétdimenzios alterek halmaza gy, hogy adott kétdimenzis alteret azonositunk az altala

tartalmazott egy dimenzids alterek halmazaval.

Két kiulonbozé kétdimenzids altér metszete egy egydimenzios, és két kiillonb6z6 egydimenzids altér egy

kétdimenzidsat feszit, igy és teljesiil. [Ax.3}hoz hasznalhatjuk a
(1,0,0)  (1,0,0)  (0,0,1)  (1,1,1)

vektorok altal meghatarozott egydimenzios altereket.

Végiil|Ax.4|bizonyitasahoz vegytik észre, hogy |I1| = q;_—_ll = ¢®+q+ 1. Ez egy véges érték, amibél kovet-

kezik, hogy tetsz6leges egyenes vélaszthato [Ax.4thez. Valasszunk tehat egy egyenest; ennek méretébol
meghatarozhatjuk a geometria C' rendjét. Ekkor a pontok szémaalapjén C?+C +1,1gy

C?+C+1=¢+q+1 = ¢=C —~
Megjegyzés: Az igy konstrualt projektiv sikot PG(2, ¢)-val jel6ljik.

Ezzel tehat belattuk, hogy léteznek primhatvany rend projektiv sikok. Ugyanakkor nyitott kérdés, hogy

adott primhatvanyra PG(2, q)-e az egyetlen sik, illetve hogy egyéb rendekre létezik-e egyaltalan konstruk-

cid; egyértelmi valasz 10-ig ismert [[18]. A tovabbi keresésben segitségiil szolgalhat a[Bruck-Ryser-Chowlal

tétel projektiv sikokra sztkitett valtozata. Segitségével példaul konnyen kizarhaté 6 rendd projektiv sik

létezése.

3.1.6. Tétel (Bruck, Ryser). Tegyiik fel, hogy létezik q rendii projektiv sik, ahol ¢ = 1,2 (mod 4). Ekkor a

q = 22 + y? diofantoszi egyenletnek van egész megoldisa. [

Megjegyzés: A tétel nem egyszer(ien megszoritas a projektiv sikok esetére; ezen alak belatasdhoz egyéb szamelméleti ész-

revételek is sziikségesek.

A szakasz soran eddig véges projektiv sikokkal foglalkoztunk. Ugyanakkor a témakor lezarasa el6tt fon-

tos megemliteni, hogy a véges geometriak vilaga nem szikil ezek tanulmanyozéasara. Két dimenziéban
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maradva, hasonléan definialhatok a véges affin sikok. Ezek (qg, q, 1) rendszerekre szolgalnak példaul.
Belathat6 tovabba, hogy amennyiben egy g-rend projektiv sikbol eltavolitunk egy egyenest a pontjaival

egyutt, akkor g-rendd affin sikot kapunk.

Ahogy ,geometria” elnevezés és a PG(2, q) jelolés sugallja, nem csak sikokat vizsgalhatunk, hanem ma-
gasabb dimenzi6s projektiv tereket is. Ezek ugyantgy definialhatok geometriai motivaciobdl kiindulva,
axiomatikus tton. Atétel bizonyitasaval analog modon épithetiink d-dimenzios projektiv teret GF(q)
segitségével: a geometria k-dimenziés alterei ekkor is a GF(q)*™" vektortér (k 4 1)-dimenziés altereiként

kaphatok meg; az igy kapott teret PG(d, ¢)-val jeloljik.

Megjegyzés: Ha meghatarozzuk az alterek szamat és méretét, akkor latszik, hogy PG(d, q) példaként szolgal (v,q + 1, 1)-
d+1_4

q —

kénal, ugyanis bizonyithato, hogy d > 3 esetén adott projektiv tér izomorf PG(d, ¢)-val valamely ¢ primhat-

rendszerre, ahol v =

. A projektiv terek létezésének kérdése azonban egyszertibbnek bizonyul a siko-

vényra. Igy tehat magasabb dimenzidkra pontosan az ezen konstrukcié altal adott terek léteznek.

3.2. Steiner-rendszerek

A Steiner-rendszerek problémakore egészen 1844-ig nyulik vissza. Wesley Woolhouse — a ,Lady’s and

Gentleman’s Diary” cim folyoirat szerkesztéje — ekkor irta ki ugyanis a kovetkez6 problémat lapjaban:

1. Feladat: Determine the number of combinations that can be made out of n symbols, p symbols in each;
with this limitation, that no combination of ¢ symbols, which may appear in any one of them shall be

repeated in any other.

A kérdés zavaros megfogalmazasabol kiindulva nem meglepd, hogy mindossze 2 valasz érkezett: az egyik
félreértette a feladatot, a masik meg egy specifikus esetet oldott meg. Igy 1846-ban Woolhouse wjra kittizte

a kérdést, immar rogzitett p, ¢ paraméterekkel.

2. Feladat: How many triads can be made out of n symbols, so that no pair of symbols shall be comprised

more than once amongst them.

Ezt a problémat végiil Kirkman oldotta meg, aki 1850-ben 4j kérdést t(izott ki a folyoiratban. A ,Kirkman-
féle iskolaslany-probléma” néven elhiresiilt feladat sokszor a témakor megalapozo feladataként van ki-

emelve.

3. Feladat: Fifteen young ladies in a school walk out three abreast for seven days in succession: it is
required to arrange them daily so that no two shall walk twice abreast.

Megjegyzés: A feladat ismer6s lehet; a bevezetés motival6 példaja ennek egy atirata.
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Most bevezetjitk a modern terminolégiat. Steiner-rendszereknek nevezziik a t-(v, k, 1)-rendszereket. Ezek-
re megszokott a S(¢,k,v) jelolés hasznalata is. Amennyiben csak azt koveteljik meg, hogy barmely
t-ponthalmazra legfeljebb egy k-halmaz illeszkedjen, akkor részleges Steiner-rendszerrdl beszéliink, és

Sp(t, k,v)-el jeloljik.

Latszik, hogy ezekkel a fogalmakkal dolgozva a (1} és[2] kérdések arra vonatkoznak, hogy mekkora a
blokkok maximalis szama S, (g, p, 1), illetve S, (2, 3, n) rendszerekben. A[3| feladat mar S(2, 3, 15) konst-

rukcioét keres.

Megjegyzés: Valojaban — ahogy azt mar a bevezetés soran is emlitettitk — ennél erésebb kovetelményeket tamaszt.
Ugyanis a feladat megkéveteli, hogy a harmasokat szét lehessen osztani 7 napra, azaz egy bizonyos ,parhu-
zamossagi” tulajdonsag is teljesiil. Hasonlét tapasztalhatunk az véges affin geometridknal is. Altalinosan az

ilyen tipusu blokkrendszereket feloldhatonak nevezziik; ezekkel részletesebben nem foglalkozunk.

A Steiner-rendszerek torténelmében kiillonosen nagy szerepet jatszanak az S(2, 3, v)-ek, azaz az igyneve-
zett Steiner-harmasrendszerek. Latszik példaul, hogy két feladat is ilyenekre fogalmaz meg kérdést. Most

mi is nekiallunk ezen rendszerek vizsgalatanak.

3.2.1. Megjegyzés: Az S(2, 3, v)-ekre is alkalmazhatunk apéldéban demonstralthoz hasonlé latasmaddot: a Steiner-
rendszerre gondolhatunk tigy, mint a K, teljes graf diszjunkt haromszogekre val6 felbontasa. Tobbszor emiatt

a pontparokra élekként, a blokkokra haromszoégekként referalunk.
Steiner-harmasrendszerek létezésére a kovetkezménybdl kiolvashatunk szitkséges feltételeket.
3.2.2. Kovetkezmény. Ha S(2, 3, v) létezik, akkor
i) v—1=0 (mod 2)
it) v(v —1) =0 (mod 6)

A két kovetelmény egyiittes teljesiilése azt jelenti, hogy v = 1,3 (mod 6). Kirkman a2} feladat megol-
dasa soran megmutatta, hogy ez nem csak sziikséges, hanem meglepé méodon elégséges feltétel is ilyen

rendszerek létezésére.
3.2.3. Tétel (Kirkman). Pontosan akkor létezik S(2,3,v), hav = 1,3 (mod 6)

Bizonyitas. Az elégségességet Skolem két konstrukcidjaval fogjuk megmutatni.

Elészor vizsgaljuk az egyszer(ibb, v = 6n + 3 esetet. Bontsuk a ponthalmazt 3 egyenlé méret(i rész-
re, és jeloljilk a harom rész pontjait (i) 4, (7) 5, (7) modon, ahol i € [271}0. Az egyszerliség kedvéért
(mod (2n + 1))-ben szamolunk. Tovabba legyen A +1 = B, B+ 1 = Cés C + 1 = A, ugyan-

is tobbszor alkalmazzuk majd a halmazindikatoron az X + 1 jelolést a révidség miatt (ilyenkor mindig
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X € {4, B,C}-t értunk). Végiil a P, ), R csucsokkal rendelkezé haromszoget P — (Q — R médon irjuk.

(2n)a (2n)B (2n)c

(0)a (0)s (0)c
A B C

Két haromszogtipust kiillonboztetiink meg. Azt egyik a ,vizszintesek”: minden i-re vegyiik fel az
()4 = ()~ (D¢
haromszoget. A masik tipus az ,atlagolok™ ez minden ¢ # j-re a kovetkez6t haromszoget jelenti

x-0x-(57)

vizszintesek

atlagolok

I

(i) a (i)B (i)c

Megjegyzés: Az abran a z6ld szinnel jel6ltiik azokat a hdromszogeket, melyeket varnank kinézetre a leiras alapjan. Azonban
a (mod 2n) aritmetika miatt el6fordulhat, hogy a megfelel6 haromszog valojaban a kékkel jelslt médon

néz ki. A v = 6n + 1 esetben is megjelenhet alternativ kinézetele bizonyos tipust haromszégeknek; ott is
hasonléan jel6ljiik ezt.

Ezzel befejeztiik a konstrukeiét a 6n + 3 esetre. Most térjink rd a v = 6n + 1 esetre. A jelolésrendszert

megtartjuk, viszont csak 2n méret(i particiokat készitiink, és (mod 2n)-ben szamolunk. Ekkor ez még

csak 6n pontot jelent, igy felvesziink egy oo jel6lésti pontot is.

(2n — l)A (21’L — 1)3 (2n — l)c
(0)a 0)s 0)c
A B C
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Itt négy fajta haromszoget alkalmazunk:

« ,alsé vizszintesek”: minden i € {0,...,n — 1}-re
()= (g~ ()¢
« ,00-esek” mindeni € {0,...,n — 1}-re

(I)x = (n+1d)x, — 0
« ,paros atlagolok™ minden i € {0,...,n —1},k € {1,...,n — 1}-re
(W)x —(+k)x —(@—k)x,
« ,paratlan atlagolok™ mindeni € {n +1,...,2n — 1} k€ {1,...,n}-re

(x —(+k)x —(—k+1)x,

also vizszintesek oo-esek
00 o0
L]
(i+n)B
(1)a (1)B (i)c (i)
paros atlagolok paratlan atlagolok
o0 o0

()

4
. (i+k)p
) .ﬂ(i —k+1)p
. (i+k)p
() at=—__{ P

Annak ellenérzése, hogy ezen két konstrukcié haromszogei valéban minden csucspart valdoban pontosan

-~

egyszer fednek, nem bonyolult, de hosszadalmas, igy ettél eltekintiink. O

Végul megemlitjiik, hogy az el6z6 szakaszban bemutatott projektiv terek is szolgaltathatnak példat Steiner-
rendszerre. Ugyanis a ¢ = 2 esetben PG(d, 2) pontosan olyan illeszkedési tulajdonsaggal rendelkezik, hogy
egyeneseinek mérete ¢ + 1 = 3, és barmely két pontjara pontosan egy egyenes illeszkedik. Ekkor tehat a

Steiner-rendszer haromszdgei a projektiv tér egyenesei.
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Blokkrendszerek hipergrafokon

Most megkezdjiitk a blokkrendszerek konstrukcidéjanak egy altalanosabb megkozelitését. Korabban tobb
példat is agy illusztraltunk a t = 2, k = 3 esetre, hogy vettiink egy teljes grafot, a P halmazt ennek csicsai,

a blokkokat pedig a haromszogei adtak. A kovetkez6kben ezt a szemléletmoédot fogjuk altalanositani.

Hipergrafokra tériink at, azaz olyan grafokra, melyeken egy adott élet nem feltétlen két cstics hataroz meg.
Ugy definialjuk tehat a hiperéleket, mint a csticshalmaz tetszéleges részhalmaza. Ekkor értelmes beszélni a
hiperél méretérdl: ez a csticshalmazanak szamossaga. Innent6l altalaban a graf kifejezés alatt hipergrafot,
él alatt hiperélet értiink. Emellett a grafot azonositjuk az élhalmazaval, azaz az e € G kifejezés azt jelenti,
hogy e az G egy éle, illetve |G| a graf éleinek szama. (A graf csiicshalmazara a megszokott V (G) jelolést

hasznéljuk.)

Megjegyzés: A definicié alapjan példaul egy graf csucsait is értelmezhetjiik 1 méretii hiperéleknek.

El6szor vezessiink be néhany fogalmat. Egy hiperélet ¢-élnek neveziink, ha mérete ¢. Tovabba egy hiper-

grafra azt mondjuk, hogy ¢-graf, ha minden hiperéle ¢-él. Jeldlje Kq(,t) az v csucson vett teljes t-grafot.

Legyen H hipergraf, U C V(H) csucshalmaz. Ekkor H[U] a hipergraf U-ra vett megszoritasa, vagyis
a kizardlag U-ban futé hiperélek megtartasaval kapott graf. Emellett H(U) az U szomszédsaga H-ban,
azaz aza V (H)\U cstcshalmazon vett hipergraf, melynek élhalmaza {e\U : e € H,U C e} (tehataz U-t

tartalmazé élek ,,U-rdl lelogd” részei).

Egy H hipergraf u csicsanak fokan az u-t tartalmazoé hiperélek szamat értjiik, és degy(u)-val jeloljik.
Amennyiben egyértelm(i, mely hipergrafon dolgozunk, az indexbél a H-t elhagyjuk. Ertelmezziik a kézds
szomszédsagi fokot is: ez u # w csiicsok esetén u és w kozos hiperéleinek szama; degy (u, w)-vel jelol-
juk. A H cstcsain megjelen6 maximalis fokra a megszokott A(H ) jelolést hasznaljuk, mig a csicsparjain

megjelend maximalis koz0s szomszédsagi fokra a Ay (H )-t irunk.
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Hipergrafokon is beszélhetiink a parositasokrol és élfedésekrél. A kovetkez6 terminologiat hasznaljuk: az
e él lefog (vagy lefed) egy u csticsot ha u € e. Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy u lefogja e-t. Tovabba
e és f élek fiiggetlenek, ha nincs kozos cstcsuk, azaz eN f = (). Igy tehat a kozonséges grafokon megszokott
moédon parositasnak a fiiggetlen élhalmazokat (azaz melyekben barmely két él fiiggetlen), élfedéseknek a

lefog6 élhalmazokat (azaz melyekben barmely pontra talalunk azt lefogé élt) nevezzik.

Rokon fogalmak a pakolasok és fedések. Ismét definidljuk a lefogas relaciot: az S C G részgraf lefog-
ja (vagy lefedi) az e € G élet, ha e € S. Tovabba azt mondjuk, hogy S, T C G élfiiggetlen, ha nem

tartalmaznak azonos élet, azaz SNT = (.

Most vegyiink egy Sp grafot. Azt mondjuk, hogy @ egy Sp-pakolas G-n, ha & elemei Sp-lal izomorf
élfiiggetlen részgrafok G-bél. Tovabba C egy Sp-fedés G-n, ha C elemei Sp-lal izomorf G-beli részgrafok,

tovabba barmely e € G élre talalunk C-ben e-t lefogd részgrafot.

Tekintsiink egy 771 élhalmazt. A kozonséges grafok esetéhez hasonldéan azt mondjuk, hogy 771 egy teljes
parositas, ha egyszerre parositas és élfedés. Hasonléan amennyiben @ egyszerre Sp-pakolas és Sp-fedés
G-n, D-t G Sp-felbontisanak nevezzik. A teljes parositasok és felbontasok ,tokéletesitik” az elébbi foga-
lomparokat olyan tekintetben, hogy ekkor parositasbol és pakolasbdl nagyobbat, a élfedésbél és fedésbél
kisebbet biztosan nem talalunk.

csticsra

Megjegyzés: Az el6bbi fogalmakat lefogasok szamanak segitségével is definialhattuk volna. Ugyanis barmely o | az Ot
élek , parositas . telj. p. f . élfedés ;
0go részgrafok szama pakolas esetén < 1, felbontas esetén = 1, és fodes esetén > 1.

Megjegyzés: Az {x : A € A, hogy x € A} halmazra tobbszér hasznaljuk a halmazelméletben megszokott UA jeldlést.
élek ey halmaza, akkor UA a A elemei ltal fedett ng‘l‘;skc’k halmaza.

részgrafok

Igy ha A

Ezekkel a fogalmakkal mar konnyen altalanosithatjuk latasmaodjat tetszleges t, k-ra: egy S(t, k, v)
)

ekvivalens a Kl()t graf egy K ,it) -felbontasaval, hiszen ez pontosan azt fejezi ki, hogy barmely ¢ csticsra
pontosan egy k-halmaz illeszkedik. Hasonloan egy ¢-(v, k, \)-rendszer ekvivalens a Kf,t) graf A diszjunkt

K ,gt) -felbontisanak halmazaval.

Megjegyzés: Tovabba S, (t, k, v) is felirhato, mint egy K,gﬂ-pakolés K.

Most definialjuk a blokkrendszerek paraméterezésének, illetve az oszthatosagi feltételeknek hipergrafokra
vett megfelel6jét. Azt mondjuk, hogy K a G t-graf egy (k,t, \)-dizajnja, ha K az G K ,gt) -val izomorf
részgrafjainak egy halmaza ugy, hogy barmely e € G élre e pontosan A sok K € K részgratban szerepel.

)

Ekkor természetesen a K\ graf egy (k,t, \)-dizajnja azonosithato egy t-(v, k, \)-rendszerrel.
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Az oszthatdsag a kovetkez6képp altalanosithato: egy H t-graf (k,t, A)-oszthatd, ha minden S C V(H),

S| € [t — 1], halmazra (k_|S|)

|| AH(S)|. AX = 1 esetre (k,t,1)-oszthato helyett K,gt)-oszthatét is

mondunk.

Végiil az elkovetkezendd tételek kimondasanak egyszerlsitésére bevezetiink két jelolést. a = b + c alatt
azt értjik, hogy a olyan, hogy
b—c < a < b+ec
Tovabba amikor azt irjuk,
LLegyen a < b, ekkor X teljesiil”
az alatt azt értjik, hogy
~Minden b-re létezik olyan ag > 0, hogy a < ag esetén X teljesiil”
f folytonos, ha |z — y| < e esetén |f(x) — f(y)| < e

A kifejezést tobb paraméterre is alkalmazhatjuk, igy a,b < ¢, d alatt azt értjik, hogy Ve, d esetén létezik
megfeleld ag, by korlat. Tovabba amikor azt irjuk, hogy % < b, akkor feltessziik, hogy a egész, és ugy

értelmezzik, hogy ,b-hez Jag, hogy a > ag esetén a kovetkez6 teljesiil”.

A kovetkezb fejezetek soran nem dolgozunk negativ paraméterekkel, igy akkor is feltessziik, hogy a defi-
niciokban és tételekben szerepld paraméterek nemnegativak, amikor ezt expliciten nem irjuk ki. Emellett

tovabbra is feltessziik, hogy 2 <t < k < v.
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4. fejezet

A Rodl-nibble

A Steiner-rendszerek targyalasa soran a t = 2, k = 3 paraméterezésre vonatkozo6 kérdést ugyan Kirkman
megoldotta, de az (1] feladatra 6 sem adott valaszt. Most visszatériink ehhez a feladathoz. Pontos valaszt

mi sem adunk, ellenben egy aszimptotikus eredményt megmutatunk.

Ez el6z6 fejezet alapjan a feladatot atfogalmazhatjuk ugy, hogy ,mekkora a legnagyobb K lit)—pakolés K f,t) -

n”. Innen adédik egy hasonldé jellegli kérdés: mi az ezen vett legkisebb K ,it) -fedés mérete? Az el6bbi értéket

jelolje m(v, k, t), az utdbbit M (v, k,t). Ekkor nyilvan

m(v, k,t) < (:)/(i) < M(v, k1)
(t)

mivel a kozéps6 érték a K kt -felbontas mérete lenne. Intuicidonk azt sigja, hogy minél nagyobb teljes
grafra keressiik ezeket az értékeket, annal kozelebb keriiliink az ,,optimumhoz”, azaz a felbontas méretéhez.
Hiszen ha v joval meghaladja k-t, akkor szinte mar moh6 modon készithetiink pakolast, illetve fedést; a
csucsok mennyisége miatt agyis lesz hova tovabb haladni. Erdés és Hanani 1963-as sejtése [8]] ezt az

intuiciot formalizalja.

Sejtés (ErdGs-Hanani). Rogzitett 2 < t < k-ra
m(v, k,t)

lim —————~ = Y -

k k

e (/G) e ()/6)
Fontos észrevenni, hogy a pakolasi és fedési aszimptotikus viselkedések ekvivalensek. Ugyanis legyen
t,k € N rogzitett, és vegyiink tetszéleges o > 0 értéket. Tegyiik fel, hogy Jv,,, hogy v > v, esetén

m(v, k,t) > Ezg(l — «). Rogzitsiink egy ilyen v-t, és legyen @ az m(v, k, t)-hez tartozo (egyik) pakolas.
t
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Ekkor mivel

) = (), kovetkezik, hogy [U®| > (})(1 — «). Most vélasszunk minden kimarad6 e

(t)

élhez tetszéleges K" -t, melyre az tartalmazza e-t; legyen ezek halmaza #’. Ekkor ‘(}’ ‘ < ( )a tovabba

P J P fedés lesz, melynek mérete

Pue| < % + (Na = % (1+ (o)

Hasonlé szamolast hajthatunk forditott irinyban. Tegyiik fel, hogy M (v, k,t) <

—~

;)
(’2)
)<() (1+ «).

(14 ), éslegyen C

az ennek megfeleld (egyik) fedés. Ekkor a fogott élek szadma multiplicitassal |C| (

Most minden élre irjuk ra a C-ben vett multiplicitasanal 1-el kisebb szamot; ekkor kovetkezik, hogy az

(t)

élekre irt szamok Osszege < « (:) Vegyiink minden élre annyi 6t tartalmazé C-beli K ~-t, amennyit
rairtunk (ezek nem feltétlen lehetnek kiilénb6z8k); legyen ezek halmaza C’. Ekkor C’-t eltavolitva biztosan
megszilintetiink minden 1-nél magasabb multiplicitast (esetleg néhany eddig fedett él fedetlenné is valhat),

azaz C\C’ egy pakolas. Tovabba nyilvan ‘C’ ‘ < a( ) igy

e\ > - (o= (& (1- (o)

4.1. Pippenger tétele

Az sejtést végiil Rédl bizonyitotta 1985-ben [[19]. Allitasat elsédlegesen fedésekre irta fel.
Azbta a tétel a kombinatorika erds eszkozévé nétte ki magat, és szamos altalanositasa sziiletett kiilon-
b6z6 rokonithat6 feladatokra. Most a Pippenger-féle verziot kozoljiik. A feliras és bizonyitas alapjaul a

Matchings and covers in hypergraphs [9] cikk és a The Probabilistic Method [1] konyv szolgal.

El6szor foglalkozzunk egy latszolag mas kérdéssel. Vegyiink egy G t-grafot v csticson; ezen akarunk egy
kozel optimalis élfedést keresni. Mivel nem pontossagra torekszink, kényelmes lenne, ha valami ,,mo-
h6” modszerrel tudnank ilyet talalni. Ennek megfelel6en nem szeretnénk nagyon bonyolult strukturalis
kereséseket végezni a grafon. Adodik tehat a kérdés, hogy tudunk-e konnyen ellenérizhetd, ,lokalis” fel-

tételeket adni G-re, melyek garantaljak egy ilyen ,majdnem teljes parositas” 1étezését.

Tétel (Pippenger). Legyen %, %,’y < %, %, a < 1 és G olyan, hogyv = |V (G)],
i) AG) < Kd
i1) deg(z) = (1 £ ~)d minden x € V(G)-re legfeljebb v kivételével
i) Ao(G) < vd

Ekkor G-nek létezik legfeljebb (1 + «) méretii élfedése.

Megjegyzés: A tétel allitasa gy is felirhat6, hogy a feltételeket teljesité grafra a minimalis élfedés mérete ¥ (1 4 o(1)).
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Mint latjuk, a véalasz igen. A feltételek kozil (i7) azt koveteli meg G-re, hogy nagyjabol d-regularis. (7)
mutatja, hogy bar a csticsok foka lehet nagy, mégis korlatolt. Végul (iii) miatt a csucsparokra kozosen

illeszked? élek szama alacsony.

Ezen feltételek forrasa el@szor nem nyilvanval6. Ugyanakkor amennyiben talalkoztunk mar véletlen gra-
fokkal, azonnal latszik, hogy ezek valamiféle ,pszeudorandomsagi” kritériumokat szabnak meg GG-re, ami
arra utal, hogy a bizonyitas soran valoszintségi érvelést hasznalunk. Valoban, ez a kovetkez6 lemma moz-

gatorugdja.

Lemma (nibble). Legyen 6, 2, & < 1+ L. §' e < 1, és H olyan, hogy |V (H)| = v, tovabba

(H1) A(H) < KD
(H2) degpy(x) = (1 £06)D minden x € V(G)-re legfeljebb ov kivételével
(H3) Ax(H) < 6D

Ekkor H -nak létezik olyan C élfedése, melyre
1) le| = (1+ )2
(e2) V' =(1x)ve e
(C3) legfeljebb &' |V'| kivételével Var € V'-re degy (2) = (1 + ") De~=(t=1)

aholV! = V(H) —UC és H = H[V']

A lemma kérulbelil azt mondja ki, hogy amennyiben a (H1) — (H 3) feltételek teljesiilnek, akkor lefoghat-
juk a csucsok egy kis halmazat nem tidl sok éllel ugy, hogy ezen élhalmaz eltavolitasa utan (H1) — (H3)

ugyanugy teljesiil a maradék grafra.

A teljes bizonyitas rendkiviil technikés, igy ett8l eltekintiink, ellenben nagy vonalakban vazoljuk az 6tle-

tet. Valasszunk éleket egymastol fiiggetleniil 5 valoszintiséggel; legyen az igy kapott élhalmaz C. (H2)

g gV

alapjan kétszeres leszamlalassal kovetkezik, hogy vD ~ t |G|, azaz |C| ~ % -5 = 5, ezzel biztositva

(C1)-et.

Belathatd, hogy C élei ekkor bar metszhetik egymast, C kozel optimalis élfedése sajat csicshalmazanak,
mivel a tobbszor lefogott csticsok aranya 2 nagysagrendi. ¢ kicsi, egy O(e?) nagysagrendt tagot figyel-

men kiviil hagyhatunk, tovabba 1 — ¢ ~ e™¢. Kovetkezik tehat a (C2)-ben adott méret.

Most szemléltetés céljabol tegyiik fel, hogy nem csak C éleit valasztjuk egymastol fiiggetleniil, hanem UC

csucshalmazra is tekinthetiink agy, mint egymastol fiiggetleniil valasztott pontok halmaza. Ekkor az el6z6
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eredmény alapjan a kivéalasztas valosziniisége ~ ¢ kell legyen. Vegyiink egy x € V(H') csticsot. Hany
x-re illeszkedd él marad meg igy C ,kidobasa” utan? Ahhoz, hogy egy élet kidobjunk, bele kell metszenie
UC-be. Az él bemetsz6 csticsa (t — 1) féle lehet (mivel z-et biztosan nem dobtuk ki), és a kivalasztott csucs
kidobéasanak esélye ¢ a feltételezés alapjan, azaz barmely ilyen élet ~ (¢ — 1) valdszintiséggel dobtuk ki.

H-ban ~ D él illeszkedett z-re, kovetkezésképp ebbsl H'-ben marad ~ D(1 — e(t — 1)) ~ Des(t=1),

Megjegyzés: Nyilvan a vazolt gondolatmenetben rengeteg a feltételezés, f6leg (C3) igazolasa soran. Emellett els6 ranézésre
nem is latszik, hogy (H3)-at hol hasznaljuk ki. Ugyanakkor ez pontosan abban segit, hogy a ,szemléltetd

feltételezés” formalizalhatova valjon.

A lemma segitségével mar nekiallhatunk a tétel bizonyitasanak

Al[Pippenger}-tétel bizonyitasa. Legyen t > 2 egész, K > 1, a > 0 tetsz6leges. Most valasszunk ¢ > 0-t
ugy, hogy
% +te<l4+a
e g
Ekkor vehetiink J-t Ggy, hogy
Legyen ¢ € N olyan, melyre
e <e (2)

és rogzitsitk a § := dp > dp—_1 > - - - > g értékeket, ahol a teljestiléshez sziikséges ,,>>” relaciot egyrészt
a lemma definialja, masrészt megkatjiik, hogy

¢
[[a+6) <1420 Vviel[t], (x3)
j=i
Ez megvalésithato, hiszen a 0; értéket d;4; ismeretében definialjuk, azaz ekkor mar adott d;4+1, - , dp,
melyekre
V4
I] a+6)<1+26
J=i+1

Igy tehat §; is megvalaszthaté tgy, hogy tovabbra is fennalljon, emellett ,>>” is érvényben maradjon.

A bizonyitas soran az egyenlétlenség teljesiilését az ¢ = 1 esetre fogjuk kihasznalni.

Most legyen K := K, v := vg és vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

K, = Z',leg(t_l) Vi = 2}1;16_8(1 + 51) D, = Dl;le_a(t_l)

esik. Ez bizonyos szempontbol megzavard, viszont a halmazméretek egyszeri felirasara ad lehet8séget.
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A jelolés rekurzivitasanak egyszert kovetkezménye, hogy Vi € m -re

i L
v; = wpe - H(l +4;) < ve . H(l +6;) l ve (1 4 20) (*4)

j=1 j=1
Ellenérizhetd, hogy a lemma ekkor alkalmazhat6 ¢’ <~ 8,11, § - 0;, K ¢~ K;, n¢-n;, D ¢~ D; paraméte-

*

rezéssel (¢ és ¢ valtozatlan). Kapunk tehat C; és V; sorozatokat, hogy Vi € [f — 1] ore

£, EViq1 cve
G| = Q+6)—= = /L % (14 26)
t t t
Az eljaras végs6 lépése utan a visszamarado részgraf csiicshalmazanak mérete tovabba

) (*2)
Vel = v 2 ve (1 + 20) ? ve(1 + 26)

Most vegyiik V; egy trivialis élfedését, azaz moh6 modon valogassunk V; cstcsaira egy-egy élet, ami fogja
azt. Legyen ezen élek halmaza Cy; ekkor nyilvan |Cy| < |V|. Végiil tekintsika C = CyU- - -UCy halmazt.

Ez a C; halmazok konstrukcidja miatt élfedés, tovabba
=2 cvee
C| < we(l+29
€] < we(1+20) + E% -

(1 +20)

IN
-l s

v
—(1+20)et + —(1+20)e Ze

v 1
= 2(1—%25) <5t+e- 1—e—5>

< -(1+a)

~+ |

Kovetkezésképp v := dg, d := Dg és v megfeleld valasztas a teljesiiléshez. O

Megjegyzés: A lemma ismételt alkalmazhatosaganak ellenérzése nem bonyolult, hiszen mindent ilyen motivacioval irtunk
fel. Ugyanakkor id6igényes, ezért nem tértiink ki rd. Mindenesetre megemlitjik, hogy K-t azért definialjuk
igy, hogy a K; D; szorzat konstans maradjon. (Illetve Ky := K.)

Igy tehat atételben adott a-hoz talalhat6 megfelels ~, hogy a lemmat véges sokszor alkalmazva
a korlatokon belill maradunk. Az egyes lépésekben kapott C; halmazokat, illetve a végs6 alkalmazas utan

kapott V' csticshalmaz moho fedését sszeunidzva megfelels élfedést kapunk G-re.

4.2. Az Erdés-Hanani-sejtés bizonyitasa

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy a[Pippengerttétel ad egy eszkozt élfedés keresésére t-grafokban. Ugyan-
akkor a korabban vazolt feladat nem élfedést keres, hanem K ,gt) -fedést t-grafban. Most megmutatjuk, hogy

a Pippenger-tétel valojaban erre a problémara is megfelels eszkdznek bizonyul, ugyanis az visszavezethet6

az élfedési feladatra.
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Legyen G egy t-graf, és V := V(G). Ehhez olyan segédgrafot szeretnénk konstrualni, ahol a csucsok
G éleinek, az élek pedig a K ,gt)-val izomorf részgrafoknak felelnek meg. Vegyiik fel tehat a I grafot a

kovetkez6 modon:

V(H) = E(G) E(H) = { (Q

t) QCV(G),1Q =k (9) C G} (4.2.1)
Mivel K ,(:) éleinek szama (lz) H egy (lz) -graf. A konstrukcidval egy G-n vett élfedési (vagy parositasi)
probléma ekvivalens H-n egy fedési (vagy pakolasi) feladattal. Ennek segitségével a[Pippenger}tétel egy

alternativ, fedésekre vonatkozo6 alakjat fogalmazhatjuk meg.
Az analdg tételkimondas érdekében bevezetiink néhany jelolést.

4.2.2. Definicio: Jelslje e, f € G (t-)élek esetén deg®)(e) azt, hogy e hany G-beli K,gt) részgrafban van
benne. Hasonldan deg(k)(e, f) azt mutatja, hogy e-re és f-re hany K ,gt) van, melyben mindkettd

szerepel. Végiil

9) (@) = (k) ®) (@) (k)
AYN(G) renefg(deg (e)> A7 (G) er;];otexa(deg (e,f))

Ezzel a[Pippenger}tétel alabbi alakjahoz jutunk.

4.2.3. Tétel. Legyen 1,1 v < L 1.1 a < 1ésG olyan t-grdf, hogyv = |V(G)
i) AW(G) < Kd
i) deg®(e) = (14 v)d minden e € G-re legfeljebb v(Y) kivételével
iii) AY(G) < vd

, tovabba

Ekkor G-nek létezik legfeljebb E,i% (1 + o) méretii K ,gt) -fedése.
t
Nincs méas hatra, mint mint belatni, hogy G = qut) esetén ezt a tételt alkalmazhatjuk. El6szor is vegyiik
v—t

észre, hogy barmely e élre deg®) () = (,=}) =: d. Ugyanis az él t csucsa tetszéleges k — t csuccsal

kiegésziilve megfelel6 K ,(:) részgrafot hataroz meg.

Most vegyiink e és f éleket, és legyen ¢ := |e N f|. Ekkor |e U f| = 2t — c. Az el6bbihez hasonlé logikaval

az e-re és f-re kozosen illeszkedd élek szama igy (¢ < t — 1-et kihasznalva)
v— (2t —c¢) v—t—1 v—t\ k—t k-t
eg’(e.f) (k—(2t—c)>_<k—t—1> (k—t> v—t vt
Igy adott k,t esetén tetszdleges a-ra vélaszthat6 olyan vy, hogy megfelelé d,y-val v > vg-ra (i), (ii) és

(i17) is teljestljon. Ezzel belattuk az sejtést.
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5. fejezet

Blokkrendszerek létezése (majdnem)

minden paraméterre

Befejezésként ratériink a blokkrendszerek elméletének egy friss eredményére. A tétellel megmutat-
tuk, hogy az[1.2.2] tétela A = 1,¢ = 2, k = 3 esetben nem csak sziikséges, hanem elégséges feltételeket is

ad t-(v, k, )-rendszer létezésére.

Hosszu ideig nyitott kérdés volt, hogy ez altalanos esetben is igaz-e. Az nyilvanvald, hogy a Steiner-
harmasrendszerek létezésénél latott ekvivalenciahoz hasonlé minden v-re nem varhaté. Ezt mutatja tébb
korabbi példa is: lattuk, hogy PG(2,6) és PG(2,10) nem konstrualhaté meg. Megemlitjik még, hogy

hossza keresés utan szamitogépes eszkozokkel sikerilt kizarni (22, 8, 4)-rendszer létezését is [3].

Az altalanositott probléma megoldasa soran az egyik legnagyobb el6relépés Wilson 1975-6s tétele volt [23]].
Ez kimondja, hogy adott k, A értékekre a ben tamasztott feltételek elégségesek (v, k, \)-rendszer 1é-
tezésére véges sok v kivételével, avagy masképp fogalmazva: a sziikséges oszthatosagi feltételek aszimp-

totikusan elégségesek.

Sokéig az sem volt nyilvanvald, hogy milyen nagyobb t paraméterekre léteznek nemtrivialis, azaz nem az
[1.1.6)példanak megfelels rendszerek, illetve, hogy vannak-e egyaltalan ilyen nagyobb ¢-k. Ezt a kérdést Te-
irlinck oldotta meg 1987-ben, amikor is belatta, hogy minden ¢-re létezik nemtrivialis ¢-(v, k, A)-rendszer
[22]. Ugyanakkor a tetszéleges paraméterezésre vett létezési kérdés iranyaban Terilinck médszerei 1atszo-

lag zsakutcaba vezetnek. Bizonyitasa ugyanis igen specifikus és hatalmas v, k, A értékekre alapszik, ezért
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egy Wilson-féle tétel kimondasa reménytelen feladatnak bizonyul innen épitkezve.

Teirlinck konstrukciéja utan sokaig nem sziiletett 4tt6ré eredmény kérdés megfejtése iranyaban. Eppen
ezért meglepd fejlemény, hogy Peter Keevash 2014-ben nemcsak hogy el6relépést tett a megoldas felé,
hanem az aszimptotikus létezési problémat le is zarta minden paraméterezésre. Igy hosszti id6 utan mar

tételként fogalmazhatjuk meg a kovetkez6t.

5.0.1. Tétel (Blokkrendszerek létezése)
Legyen2 <t < k és A € N. Ekkor Jvy € N, hogy mindenv > vy-ra az oszthatosagi feltételek teljesiilése

esetén létezik t-(v, k, \)-rendszer.

A kovetkez6kben tehat ezen tétel Glock, Kithn, Lo és Osthus altal targyalt bizonyitasi modszerét kérvona-
lazzuk [[10]. Emellett nagy vonalakban kitériink Keevash modszerére [14]], végiil ismertetjiik Kuperberg,

Lovett és Peled [15] eredményét.

Megjegyzés: A témakor feldolgozasa soran felhasznaltuk Keevash ,The existence of Designs” cimt eléadéasat [11f], és az ez

alapjan késziilt ,Counting designs” [[12], tovabba a ,Hypergraph machings and designs” [[13]] cim( cikkeket is.

5.1. Absorption

Ezen szakasz f6 célja, hogy bemutassuk [[10] és [[14] kozponti Gtletét: a felszivo struktira bevezetését.

Tekintsiik a kovetkez feladatot: talalni akarunk adott G grafon egy K ,gt)-felbontést. Ugy szeretnénk ilyet
keresni, hogy készitiink ,moh6” médon egy kozel optimalis pakolast, majd ezt megprobaljuk ,kijavitani”,

hogy felbontas legyen.

Tegyiik fel, hogy adott egy modszer, aminek segitségével ilyen pakolast tudunk késziteni, azaz hogy P
o(|G]) sok él kivételével fedi G-t (vagyis % — 1, ha GG élszama tart a végtelenhez). Legyen R :=

G — UP, azaz a fedetlen élek halmaza. Erre tigy gondolunk, mint a pakolas ,maradéka”.

Problémat jelenthet a kijavitas soran, hogy R méretét ugyan ismerjik (|R| = o(|G|)), a maradék szerke-
zetérdl nem feltétlen tudunk sokat, igy annak felbontasat sem tudjuk megoldani. Ezt a kovetkezé médon
orvosoljuk: vegytnk fel egy A C G ,felszivo halmazt”, majd G helyett alkalmazzuk G — A-ra a pakolasi

modszert.
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Egy A C (G halmazt felszivé halmaznak neveziink, ha
RCG 0
= AU R-nek létezik K, ’'-felbontasa
|R| = o(|G])
Valdban, ha A-t sikeriil igy valasztanunk, akkor segitségével barmilyen maradékot fel tudunk bontani.

Legyen egy adott maradék ilyen felbontasa @. Ennek segitségével P kipotolhatd, azaz P U @D megadja G
egy K ,(:)-felbontését.

5.2. Komplexumok

Most ratériink a bizonyitas eszkoztaranak felépitésére. ElGszor bovitsiik ki a hipergrafokra alkalmazott
jelolésrendszert. Tegyiik fel, hogy H és H' t-grafok, tovabba legyen, V := V(H), és U, S C V csticshal-
mazok, hogy |S| < t. Ekkor a kovetkez6 jeloléseket értelmezziik:
SwWLl: L CH(S)esetén SWL ={SUe:e¢€ L}, azaz H azon éleinek halmaza, melyekbél L élei
Lkésziltek”.

H—H': Ez alatt azt a t-grafot értjiik, melynek élhalmaza H\ H'.

A bizonyitas induktiv jellegli a ¢ paraméterben, ez motivalja a kovetkez6 fogalmak bevezetését.

5.2.1. Definicié: Adott e € H élre azt mondjuk, hogy i-szint(i, ha |e| = i. Emellette C f,|e| =i, |f]| = j
esetén azt mondjuk, hogy e az f i-szintli leszarmazottja, f pedig az e j-szintli 6se (i < j). Ha e’ #

e C f,|e'| =i, akkor €'-t e f-ben vett i-szint{i testvérének nevezziik.

A tovabbiakban a ,szintd” szot a rovidség érdekében sokszor elhagyjuk, és ha egyértelm, a méretet is.
Igy tehat azt mondjuk, hogy eq e leszarmazottja, ha |eg|-leszarmazottja. Hasonloan jarunk el az ,6s” és

stestvér” fogalmak esetén.

5.2.2. Definicio: A G hipergrafot komplexumnak nevezziik, ha barmely élére tartalmazza annak dsszes

leszarmazottjat is.

Megjegyzés: 0-szintli él nyilvan csak az () lehet. Ez adott komplexumban minden esetben meg is jelenik, amennyiben annak

van éle. Ellenkez6 esetben a komplexumot tiresnek nevezziik.

s s e

G komplexum, H t-graf, I tetszleges hipergraf.
G®: G i-edik szintje, azaz az i-szintii éleibél all6 i-graf (i € N).

G[H]: Azon e € G élek halmaza, melyek 6sszes t-szintd leszarmazottja H-beli, vagy |e| < t. Ez a
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két tulajdonsag egyben is megfogalmazhato: (:) CH.
G-H: G[GY — H].
F<: Az ahipergraf, mely F éleinek 6sszes leszarmazottjat tartalmazza. Ez definicié szerint komp-
lexum; elnevezése az F' altal generalt komplexum.

<
K,: Az v csicsu teljes komplexum, azaz (K 1(,1})) B

Vizsgaljuk meg a jelolések néhany egyszerti tulajdonsagat. Fontos, hogy G(S), G[U], G[H] és F< mind
komplexumot adnak eredményil, tovabba G(.S) pontosan akkor tires komplexum, ha S nem éle G-nek.
Az is latszik, hogy G[H] valoban megszoritas H-ra olyan tekintetben, hogy (G[H ])(t) C H. Végil meg-
emlitjiitk, hogy Ki(,i) (K )( . , igy ez a jelolés konzisztens marad.

Megjegyzés: A vazlat soran targyalt 1épések alapjan expliciten nem latszik, de a bizonyitas fontos eleme, hogy komplexu-

mok metszete is komplexum (ahol két komplexum metszete alatt az élhalmazaik metszetét értjiik).

5.3. A tétel kimondasa

Az el6z6 szakaszban felépitettitk a grafelméleti eszkoztarat. Most definialni fogjuk a komplexumok sziik-
séges tulajdonsagait a tétel kimondasahoz, majd kimondjuk azt. A [Pippenger}tételhez hasonléan ezen
bizonyitas is valdszintiségi eszk6zokkel dolgozik, igy egy komplexum megfelel6ségét ismét pszeudovélet-

lenségi feltételekkel fogjuk megadni.

5.3.1. Definicio: Legyen GG v-csicst komplexum, ¢t < k € Ng, és 0 < ¢,d, ¢ < 1. Azt mondjuk, hogy G
i) (e,d,k,t)-regularis, ha Ve € G élre ‘G e)| = (d+ ek
i) (&,k +t,t)-stird, ha Ve € GO élre |GHFH0) ()| > £o*
iii) (&, k,t)-bovithets, ha G) = (), vagy Ve € (V(tG)) halmazra van legalabb £v*~t sok Q C V(G)\e
(k — t)-halmaz, hogy (¥/°) € G.

Itt (7) azt mondja ki, hogy a t-élek korilbelil regularisak a k-6s6k szamara nézve. (ii) a t-élek (k + t)-
6seinek szamat korlatolja alulrol. Végiil (7ii) azt mondja ki, hogy adott e (nem feltétlen G-beli) ¢-élre ha
e-t hozzavennénk G-hez, akkor szintén hozzavehetnénk néhany k-élet ugy, hogy ezek hozzavételét nem

gatolja a t. szint (azaz a ezen k-élek Osszes t-leszarmazottja mar a komplexum éle, legfeljebb e kivételével).

Mig az (i) tulajdonsag elég szemléletes, (ii) és (iii) igen technikai jellegli. Jelent§s szerepet jatszanak
azonban bizonyos moddszerek alkalmazhatésaganak biztositasaban; ezekre majd a bizonyitas vazolasa so-

ran tériink ki. Mindenesetre ez motivalja a kovetkez6 fogalom bevezetését.
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5.3.2. Definicio: G egy teljes (g, &, k, t)-komplexum, ha létezik megfelel ¢, k, ¢, & és d > &, melyekre G
(e,d, k,t)-regularis, (£, k+t,t)-strl és (&, k, t)-bbvithetd. Tovabba G egy (¢, &, k, t)-komplexum, ha
létezik olyan Y k-graf, melyre V(Y') = V(G), emellett G[Y] egy teljes (¢, &, k, t)-komplexum.

A komplexumok Y graffal valo definialasa jelentés rugalmassagot biztosit a teljes komplexumokhoz vi-
szonyitva; ezt a bizonyitas [} alszakaszaban ki is hasznalunk. Ellenben bar a struktira rugalmas, nem elég

,stabil”. Ezt a problémat a szuperkomplexumok bevezetése orvosolja.

5.3.3. Definicio: Ha G komplexumra létezik €, k, ¢, £, hogy Vi € [t] g €sVF C G®)-re

1<|F|<20 = Gp:= ﬂ G(f) egy (¢,&, k —i,t — i)-komplexum
fer
akkor G-t (g, &, k, t)-szuperkomplexumnak hivjuk

Belathato, hogy a szuperkomplexumok rendelkeznek a komplexumok rugalmassagaval, emellett megfe-
leléen stabilak olyan tekintetben, hogy adott szintjik kis részének eltavolitasa nem modositja tilzottan a

paraméterezésiiket.

Megjegyzés: Korabban megemlitettitk, hogy komplexumok metszete is komplexum. Ez nyilvan szuperkomplexumokra is

fennall, de ennél tobb is elmondhatd: szuperkomplexumok metszete szuperkomplexum.

Ezzel definialtuk a tétel kimondasidhoz hasznalatos struktirat. Most nézzitkk meg, mi az oszthatosagi felté-

telek és a felbontas komplexumokra vett analogiaja.

5.3.4. Definicioé: Egy G komplexumra azt mondjuk, hogy K ]gt) -oszthaté, ha a t-edik szintje az, azaz G(*)

is K ,it)—oszthaté.

5.3.5. Definici6: Adott G komplexum esetén azt mondjuk, hogy a # C G részkomplexum egy K ,gt)—
pakolas G-ben, ha
o létezik Y C G(k), melyre @ = ys

 mindene, ¢’ € PFralene| <t
@ egy K\"-felbontasa G-nek, ha @) = G
Nem nehéz latni, hogy ez a definici6 valdban a t-grafokon vett a vett K ,gt)-pakolés kiterjesztése. Ugyanis a
G® grafon egy k-él t-leszarmazottjai pontosan egy K ,it)—gréfot alkotnak. Tovabba a masodik kévetelmény

miatt barmely e, e/ € P k-élekre azoknak nincs kdzos t-leszarmazottja, ami pontosan azt jelenti, hogy az

Y elemeibél vett K ,gt) seszarmazott-halmazok” diszjunktak.
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Most mar készen allunk arra, hogy kimondjuk a bizonyitand6 tételt

5.3.6. Tétel. Minden t € N-re fennall a kovetkezo:
(x)¢  Tegyiik fel, hogy 2 < t < k, és legyen% L e K f,% < 1. Ekkor ha G egy K,gt)-oszthaté
(e,&, k, t)-szuperkomplexum, akkor G-nek van K ,gt)—felbontdsa.

A tétel segitségével tehat biztosithatjuk egy (k, ¢, 1)-dizajn létezését (k, ¢, 1)-oszthatosig esetén. Azonban
ebb8l még korantsem kovetkezik[5.0.1] ehhez ugyanis (k, ¢, \)-dizajnra lenne sziikségiik. Tovabba (k. t, \)-
oszthatosagbol nem kévetkezik a (k, ¢, 1)-oszthatosag, igy a[5.3.61t kézvetlen nem is tudjuk alkalmazni

bizonyitasa soran. Ezen probléméakat viszont kénnyen kikiiszobolhetjiik, a kovetkezd tételhez jutva.

5.3.7. Tétel. Legyen % < E,f,%,% ést € [k — 1] olyan, hogy 2(2\/e)'e < & Tovabba legyen G
egy (€, &, k,t)-szuperkomplexum, melyre |V (G)| = v. Ekkor ha G) (k,t, \)-oszthat6, akkor létezik
(k,t, \)-dizajnja.

Eddig formalisan nem igazoltuk, egyszertien csak elfogadtuk, hogy a vazolt gondolatoknak van értelme a
blokkrendszerek szempontjabdl. Azonban K, egy (k, t, \)-dizajnja pontosan ¢-(v, k, \)-rendszert definial.
Elegend§ tehat belatni, hogy K, egy megfelel6 szuperkomplexum. Szerencsére az alabbi allitas konnyen

ellenérizheté.

5.3.8. Allitas. Legyen % < % < % Ekkor K,, egy (0, 0}39, k, t) -szuperkomplexum.

Megjegyzés: Varhato, hogy a teljes komplexum megfelelé szuperkomplexumot ad. Ugyanis elég belegondolni, hogy K,
pontosan az a [v] csticshalmazon generalt véletlen graf, ahol az élek megjelenésének valdszintisége p = 1.
Igy ha elfogadjuk, hogy a fejezet elején felirt kévetelmények valoban pszeudovéletlenséget definialnak, akkor

egy valddi ,véletlen” grafnak teljesitenie kell azokat.

5.4. A bizonyitas vazlata

A bizonyitas kiindul6 6tletét — ugyan rendkivil felszinesen, de — mar vazoltuk az|5.1| szakaszban. Adott
tehat egy G t-graf; ezen szeretnénk talalni egy olyan A részgrafot, hogy a G(Y) — A grafon egy megfe-
leléen nagy # K ,Ef) -pakolast készitve G(Y) — UP-nek létezik K ,gt)-felbontésa.

Ez azt jelenti, hogy két problémat akarunk megoldani:
i) megfeleld A felszivd halmaz konstrukcidja

i1) olyan pakolasi modszer készitése, mely megfelel6 tulajdonsagokkal rendelkezé maradékot hagy

Tekintve, hogy pakolasi eljaras R maradéka fugg A-tdl, A valasztasa pedig fiigg R-t6l, a két gondolatmenet
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kilon vald kezelése, illetve fejlédésiik atjanak elvalasztasa nehéz. Mindenesetre a ,megoldasok” kozlése
mellett megprobaljuk azok gondolatait megfeleléen motivalni. Ez sokszor ismét a t = 2,k = 3 paramé-
terezés segitségével fog torténni, ugyanis grafok haromszogfelbontasa konnyen atlathat6 példakra, illetve

(véletlen) konstrukcidkra ad lehet6séget.

Megjegyzés: Pontosan a szétvalasztas nehézsége miatt nem definialtuk még, hogy ,megfelels tulajdonsagok” alatt mit ér-
tink. Ugyanis csak a probléma részletesebb targyalasa utan, néhany bekezdéssel késébb tudunk kévetelmé-

nyeket tAmasztani a maradék felé.

Kezdetben emlitsiink meg néhany otletet, melyek a bizonyitas vazat adjak. El6szor foglalkozzunk a felszi-
v6 halmaz konstrukcidjaval. A pakolasi eljaras R maradékarol egyelére feltessziik, hogy korlatos méretfi.
Ennélfogva A-t megprobalhatjuk elkésziteni a kovetkezé modon: legyen R a korlatnak megfeleld részg-
rafok, azaz a lehetséges maradékok halmaza. Keressiink minden R € R-re diszjunkt A részgrafokat ugy,
hogy AR és Ar U R is felbonthaté. Ekkor kénnyen lathato, hogy az A = | Jpc g AR valasztassal megfelel6

felszivo részgrafot kapunk.

Mint kiderill, tudunk késziteni olyan pakolasi modszert, ami olyan maradékot hagy, hogy az rendelkezik
az elvart — bar még ki nem mondott — tulajdonsagokkal, melyek segitségével ez a gondolatmenet kivite-

lezhet6. Az AR, majd az A halmaz konstrukcidjat az[[V] alszakaszban vazoljuk.

De mit is takarnak pontosan a ezek megfelel6 tulajdonsagok? A feladat leirasa alapjan arra gondolhatnank,
hogy a Rédl-nibble alkalmazasa megfeleld, hiszen pontosan ilyen jellegli probléma megoldasara vezettiikk
be. Ugyanakkor ez bar korlatos méretd, de strukturalatlan — akar egész V' (G)-t igénybe vevé — maradékot

hagy maga utén, igy tul sok és sokféle Ap halmazt kéne késziteni.

Ennél szofisztikaltabb moédszerre van tehat sziikség, ahol nem csak a maradék
mérete, hanem annak szerkezete is bizonyos korlatok k6zé van szoritva. Te-
kintsiink vissza a Pippenger-tétel bizonyitasara. Itt a V; csticshalmazok ,eme-
letekre” osztjak a grafot ugy, hogy egy emeletet felfelé 1épve a csticshalmaz

p-szeresére sztikil, azaz |V;11| ~ u|V;| (a nibble-lemmaban p = e~ -t alkal-

mazunk).

Hasonlé 1épéseket fogunk végezni a jelenlegi probléma megoldéasa soran is. Ugyanakkor azt is megkove-
teljiik, hogy ne csak a kovetkez6 emelet mérete legyen adott, hanem maga az emelet is. Latni fogjuk, hogy
egy ilyen modszerrel valoban képesek lesziink megfelel6 maradékot biztositani. A megoldasra szolgald

strukturat az[] alszakaszban mutatjuk be részletesebben.
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Kiemelt figyelmet tulajdonitunk az emeletek lefedésének modszereire. Nevez-
zikk az ¢ + 1. emelet peremének azon élek halmazat, melyek vagy teljesen
Vi\Vit1-ben, vagy V; és Vi1 kozott futnak (azaz a Vj-beli, de nem V;;-beli
éleket). A bizonyitas legfontosabb kérdése, hogy hogyan tudjuk az emeletek
peremét lefedni Ggy, hogy a visszamarado részgraf megfelel paraméterekkel

rendelkez (szuper)komplexum maradjon

Most is egyfajta felszivo stratégiat fogunk végrehajtani. Kiderill, hogy ebben a részfeladatban a Rodl-
nibble (egy valtozata) mar alkalmas eszkéznek bizonyul. A perem nagy részének lefedését tehat ennek
segitségével kivitelezziik. Ezt a 1épést a[Ill] alszakaszban targyaljuk. Nagyobb kihivasnak bizonyul a nibb-
le maradékanak lefedése; a megoldashoz meg is fogjuk engedni, hogy az emelethez tartozd pakolas kis
mértékben a kovetkezb emeletrdl is hasznaljon éleket. A szitkséges lemma a tétel bizonyitasanak legbo-

nyolultabb része; a[ll] alszakaszban foglalkozunk vele.

Megjegyzés: Intuitiv, hogy a peremek felbontasanak feladatat sziikséges ilyen — vagy legalabbis egyfajta — mddon rela-
xalni. Ugyanis ellenkez6 esetben az eredeti feladattal megegyez6 jellegti és bonyolultsagt problémat kapnank

részfeladatként.

I. Orvények létezése

Ahogy azt vazoltuk, az alszakasz célja egy lépcsézetes struktira bevezetése, mely biztositja a[I| és [IIT] al-
szakaszok modszereinek alkalmazhatésagat minden emeleten. Legyen tehat G egy komplexum, melynek
keressiik egy K ,gt) -felbontasat. Precizebben a kovetkezéket akarjuk struktaratol megkivanni:

1. Definial egy szikiil6 csicshalmaz-sorozatot, az i.n. ,emeleteket” (innentél ezeket jeloljuk U;-vel).
A 0. emelet természetesen az egész komplexum, azaz Uy = V (G).

2. (G barmely emeletre valé megszoritasa is komplexum, melynek paraméterezése ,nem tér el talzottan”
az eredetitdl. Ez szitkséges, hogy minden emeleten tijra végrehajthassuk a 1épéseket, tovabba hogy
elegend6 emeletet tudjunk biztositani.

3. Az emeletek peremén alkalmazni tudjuk [lI] és [ modszereit azok lefedésére.

4. A sziikilés mértéke adott, tehat |U;| = p |U;—1]|. Tovabba a legfelsé emelet (Uy) korlatos méreti.

Hogyan alljuk neki egy ilyen struktira elkészitésének, vagy legalabbis 1étezése belatasanak? Egy meg-
kozelités, hogy ,konstruktiv modon”, adott emeletb6l a kovetkez6t probaljuk meg legyartani. Tekintsiik
el6szor hagyomanyos grafok haromszogfelbontasanak esetét. A motivacié kedvéért most csak az 4j szint

méretével és regularitasaval foglalkozunk.
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Legyen G egy komplexum, U := V(G), és tegyiik fel, hogy adott haromszogek (azaz 3-élek) egy Y halmaza
(és valamilyen d) ugy, hogy barmely e € G®? (hagyomanyos) él nagyjabol d |U| hiromszogben szerepel
(jelolés: degg’)(e) ~ d|U|). Most vegyiink egy U’ C U halmazt véletlenszertien ugy, hogy barmely

csucsot p valoszintséggel valasztjuk be. Ekkor varhatoan |U’| & p |U|.

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan véltozik az élek Y -ban vett hdromszdg-regularitdsa megszoritva a grafot U’-
re. Legyen e € G[U’] tetsz8leges. Tudjuk, hogy degg}o’)(e) ~ d|U|. Mikor van egy e-re illeszked6 Y -beli
haromszdg Y [U']-ben? e-t G[U']-bdl valasztottuk, azaz e C U’, igy a haromszég két csticsa mér bizto-
san U'-ben van. Kovetkezésképp a haromszog pontosan akkor van Y [U’]-ban, ha a haromszég harmadik
csucsa is U'-beli. Ennek a valoszintisége U’ véletlen valasztasa miatt . Mivel ezt minden haromszog ese-
tén elmondhatjuk, kévetkezik, hogy az e-re illeszkedé Y [U’]-beli haromszogek szama varhat6 értékben

deg%U,] ~u-d|U|=d|U'.

Mint kideriil, ez a gondolatmenet megfelel iranyvonalat jelol ki az &ltalanos ¢, k esethez is. S6t, U’ véletlen
valasztasa helyett elegendd feltenniink, hogy U’ ,4gy viselkedik, mint ha véletlen lenne”. Ehhez bevezetjiik
csticshalmazok véletlenségének fogalmat: azt mondjuk, hogy egy U’ véletlen G-ben, ha

U~ |V(G)|

« vehet§ k-élek egy Y halmaza a kovetkezd tulajdonsaggal: osztalyozzuk Y éleit az U'-vel vett met-
szetméretik alapjan. Ekkor az osztalyok szamossaga koriilbelill a véletlennek megfelels, azaz bino-

miélis eloszlast kovet.

Ez ut6bbi tulajdonsag a korabbi Y haromszoghalmaz altalanositasa. Ugyanis ha altalanos ¢, k-ra nézziink a
korabbi gondolatmenetet, akkor nem olyan egyszer(i az Y-beli élek osztalyozasa, hogy egy él vagy G[U]-
ben van, vagy nem. Ha vessziik tetszbleges e € G[U’](t) élnek egy Y -beli k-6sét (legyen ez (), akkor
ennek U’-bél vett ,kilogasa” — azaz a Q N (U\U’) halmaz mérete — barmilyen i € [k — ¢], szam lehet

(t =2, k = 3 esetén ez a halmaz {0, 1}, ezért redukalddik két esetre az érvelés).

Ismét tegyiik fel, hogy U’ C V(@) véletlen (csucsonként p kivalasztési valosziniséggel), és nézzik meg,
hogy adott e € G[U’ ](t) élre mit mondhatunk az i-kilégasu Y-beli k-6seinek szamarol. Adott () 6st vizs-
galva a kilégas mérete binomialis eloszlast k — t és (1 — p) paraméterekkel. Kovetkezik, hogy ekkor e

i-kilogasa Y -beli k-6seinek szama megkozelit6leg

(k - t) (1— p)F=t=i - [V (e)]

7

e s
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Megjegyzés: A definicidban olyan technikai feltételek is szitkségesek, melyek garantaljak, hogy G[U’] szuperkomplexum

is lesz megfelel paraméterekkel; ezeket nem részletezziik.

A véletlenség fogalmanak bevezetésével mar nekiallhatunk a megfelel6 1épcsézetes struktira definialasa-

nak az 1 — 4. pontok alapjan.

Definici6: Adott G komplexum esetén (U;, i € [{] 0) egy (u, k,t,m)-6rvény G-ben, ha
(V1) V(G)=Up 22U, 2---2 U,

(V2) Uil = lulUial) Ve [4

(V3)

(V4) Vie [t ] -re az U; véletlen G[U;_1]-ben (megfelelé paraméterekkel)

(V5) Vi € [¢ — 1]-re az U;\U4 véletlen G[U;—1]-ben (megfelelé paraméterekkel)

Valdban, a (V1) — (V5) tulajdonsagok megfelel6en formalizaljak az 1 — 4. kovetelményeket. S6t, a (V2)

és (V'3) kovetelmények erésebbek is olyan tekintetben, hogy pontos méreteket kivannak meg. (V4) és

(V'5) az elkovetkezend modszerek alkalmazhatosagaért felel; garantaljak, hogy mindvégig szuperkomp-

lexumokban dolgozunk.

Valészintiségi modszerekkel — mint ahogy az a motivalé gondolatmenetbdl sejtheté — bizonyithato, hogy

ilyen struktdra szuperkomplexumban létezik.

Megjegyzés: Pontosabban a kovetkez6t mutatjuk meg: legyen p annak a valdszintisége, hogy a véletlen valasztassal kapott

csucshalmaz 6rvény. Ekkor p — 1, ha v — oo.

Emeletek lefedése — A terv

Az el6z6 alszakaszban ismertettitk a bizonyitas vazat ad6 szerkezetet. A kovetkezd kettében azt fogjuk
megmutatni, hogy az 6rvény emeletei egyenként lefedheték (a U, kivételével). Vizsgaljuk az i. emeletet

(i # 0). Az egyszertiség kedvéért legyen U := Uy, U’ := Uy, 1, az emelet részgrafija pedig G.

Mint ahogy korabban emlitettiik, az emelet lefedése soran a felszivo stratégia egy bizonyos valtozatat
hajtjuk végre. Az otlet tehat a kovetkezé:
1) Eltavolitunk egy alkalmas H C G'*) részgrafot.
2) Készitiink egy megfeleléen nagy pakolast az emelet fennmaradé részén (G — H). A megmaradd
fedetlen részgraf R.

3) Felbontjuk H U R peremre es6 részét, esetleg a kovetkezé emelet néhany élének segitségével.
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Az otlet emeletrdl emeletre val6 iteralasaval latszik, hogy az 6rvény lefedésének problémaja megoldhato

lenne. Innen szarmazik a modszer elnevezése is: iterative absorption.

Tekintve, hogy (2)-re mar van egy eszkoziink, el6szor (1)-gyel és (3)-mal foglalkozunk; ezek minthogy
szervesen osszefiiggnek, kozosen targyaljuk dket [ben. Ezutan a R3dl-nibble kapcsan felmeriilé problé-

mara térink ra [Iban.

Megjegyzés: Az elsé bekezdésben szandékosan nem ugy definialtuk G-t, mint G[U]. Ennek két oka volt. Elészér is a
bizonyitas soran ezen a ponton méar nem G-n dolgozunk, hanem G' — A-n. Ugyanakkor G nem irhato fel
(G — A)[U]-ként sem (3) el6z8 emeleten vett alkalmazasa miatt. Igazolhat6 viszont, hogy (3) ,atnyulasai”
csak kis szdmban (és megfeleléen szétoszlatva) torténnek, igy tovabbra is megfelel6 paraméterezésii szuper-

komplexumon fogunk dolgozni.

II. Lefedési lemma

Ezen lemma bizonyitasa [10]] legtechnikasabb része. Megprobaljuk tehat vazlatosan, azonban az otletet
megfelel6 mélységig atadva kozolni azt. E16szor ismét a haromszogfelbontés esetét vizsgaljuk, majd ebbél

altalanositunk tetsz6leges t, k paraméterekre.

Az emelet peremén kétféle €l talalhatd: vannak U\U’-ben futé élek, tovabba U\U’ és U’ kozott futok. Ne-
vezzik az elébbieket gyuruéleknek, utobbiakat keresztéleknek. Minthogy elsédlegesen a peremet szeret-
nénk lefedni, legyen H olyan, hogy G[U’] C H, ezzel kizérva, hogy a pakolasi eljaras U’-ben fut6 éleket

hasznaljon. Vegyik fel H-ba keresztélek egy alkalmas halmazat is késébbi hasznalat céljabol.

Megjegyzés: Az abran a gytirtélek a zold, a keresztélek a lila tipusua élek. Az dbra nem mutatja jol az aranyokat, hiszen p
joval kozelebb all 1-hez.

Most tegyiik fel, hogy mar talaltunk egy megfelels méretii pakolast G — H-n, melynek maradéka R (ekkor
R a peremen van). A fedési stratégiank R-re a kovetkez: elszor kezeljiik a gytrtéleket H segitségével.
Ezutan foglalkozunk az ésszes fedetlen keresztél lefedésével. G-t innentél ,frissitjiik” a jelolés egyszerti-

sége kedvéért, azaz mindig pontosan a fedetlen élek szerepelnek benne (tehat mar a ,megfelelé méretti
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pakolas” sem szerepel benne).

Megjegyzés: A H halmazt a gytirtiélek lefedésére tartjuk fenn. Igy a masodik lépésben mér a H-ban szereplé keresztéleket

is le akarjuk fedni.

Az els6 1épést moho moédon végezziik: sorban vesziink ab € R gytrtéleket, és kerestink hozzajuk c € U
csticsot, hogy abe haromszog G-beli, majd felvessziik azt a pakolasba. Ezt végezziik addig, ameddig nem

fedtiink le minden gytriélet haromszoggel. Ha H-t jol valasztottuk, az eljaras sosem akad meg,.

Most térjiink ra a méasodik lépésre. Vegyiink egy ab keresztélet (a € U\U’,b € U’); ezt csak ugy tudjuk
lefedni, hogy talalunk egy ¢ € U’ csticsot ugy, melyre abc haromszog (és minden éle fedetlen); ekkor be
él U’-ben fut. Ugyanakkor az 8sszes a-végli keresztélet ilyen mddon tudjuk csak fedni, és a fedések soran
hasznalt be-tipusu éleknek fiiggetlennek kell lennie. Vegytiik észre, hogy ezen élek egy teljes parositast kell,
hogy meghatarozzanak a G-beli szomszédsagan. Igy ahelyett, hogy a keresztéleket egyenként fognank le,
vegyiik inkabb sorra azok U-ba esé csticsait. Adott a csiicsra keressiink egy teljes parositast annak G/(a)

szomszédsagan, majd az Gsszes ilyen élet a-val kiegészitve helyezziik a pakolasba.

Hasonl6 gondolatmenettel operal az altalanos ¢, k eset. A gyuriiélek ekkor ugyanigy a teljesen a peremen
(azaz G — G U] (t)-ben) futd t-élek. A keresztélek definicidja is analég a motivalo esettel, ugyanakkor tobb
kategoriara bontjuk ket az alapjan, hogy milyen ardnyban oszlanak meg az él cstcsai U és U\U’ kozott:

egy e élet i tipusunak neveziink, ha e N U| = i.

El6szor ismét R gytriéleinek — azaz a 0 tipusu élek — lefedésével kezdjitk. Ehhez megint sziikséges,
hogy k-élek egy olyan halmaza szerepeljen H-ban, mely segitségével barmilyen (korlatos méret(i) maradék

esetén képesek legyiink a gytriiéleket kiterjeszteni K ,(:)—kké.

Most ratérink a keresztélek fedésére. Ezt tipus szerint novekvé sorrendben kivitelezziik. Legyen i €
[t — 1], és tegyiik fel, hogy minden ¢/ € [z — 1] o-Te mar az Osszes i’ tipusu élet lefogtuk. A motivald
gondolatmenet a kovetkezé modon ltalanosodik: tekintsiink egy S (t — i)-élet. Ekkor G[U’] fedetlen
részén készitve egy Klgzz(t_i)—felbontést (legyen ez Dg), S ¥ Dg egy pakolast ad G-ben, mely lefogja az

Osszes S-t tartalmazo ¢ tipusu keresztélet. (Itt S a példaban a csticsnak (1-él), Dg a szomszédsagon vett

teljes parositasnak felel meg.)

Megjegyzés: Az i paraméter szerinti novekvés indokolt a mddszer szempontjabol. Ugyanis ekkor a valasztott S-ek mérete

monoton csdkken, kvetkezésképp tudjuk, hogy G(S) mindig U’-beli.

Az indoklas soran elsére gyanusnak tlinhet, hogy a K ,(;7)( tii)—felbontés feladataval nem foglalkozunk mé-
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lyebben, mikézben pontosan egy felbontasi probléma bizonyitasan dolgozunk. Azonban ezt a feladatot
val6jaban mar meg tudjuk oldani, ugyanis a bizonyitas induktiv voltabol adéddan (x);-t mar belattuk min-

den 7 < t-re.

Megjegyzés: A megvaldsitas soran gondot jelent, hogy a kiillonb6z6 S W@ s halmazok tilsagosan eltorzithatjak egy késébb
vizsgalandé S’-re G(S ")-t; elé6fordulhat, hogy ez a szuperkomplexum mar nem fog megfelel$ paraméterekkel
rendelkezni. A probléma kikiiszobolhet6, ha el6szor az ¢ méret(i S-ek csak egy alkalmas részhalmazat kezeljiikk

a fent vazolt médon, majd ezek utan foglalkozunk a tobbivel.

A szakasz eredményét nagy vonalakban a kovetkez6képp tudjuk megfogalmazni:
Lefedésilemma. Alkalmas szuperkomplexumhoz létezik H részgraf, hogy az eljaras alkalmazhaté. Tovabba

az eljaras utan visszamarado részgraf is megfelelé paraméterezésii szuperkomplexum, immar G[U']-ben.

III. Fokozott nibble

Az alszakaszban ratérink az emelet nagy részét lefed6 pakolas problémaéjara. Erre mar adott egy eszko-
ziink: a Rodl-nibble. Azonban ezt jelenlegi formajaban alkalmazva a G paraméterezése tulsagosan gyorsan
gyengiilne, igy nem tudnank megfeleléen sokszor iteralni a mddszereket az 6rvény végallapotanak, azaz

|Ug| = m eléréséhez.

A definiciobdl kévetkezik, hogy amennyiben G egy (¢, &, k, t)-szuperkomplexum, akkor tetsz6leges ¢/ >
g, & < € esetén (¢/, &, k,t)-szuperkomplexum is. Azonban a komplexumok stir(iségi tulajdonsaganak

kovetkeztében ,fokozhatjuk” is a regularitast £ csokkentésével.

Lemma (komplexumok regularitisinak fokozasa)
1L «e & tést e [k—1]. Tegyik fel, hogy 2(2y/€)le < &, és legyen &' = 0.9 (%)( &. Ekkor ha
G egy v csiicsti (¢, &, k, t)-komplexum, akkor (v='/3, €'k, t)-komplexum is. Tovabba ha G (¢,€, k, t)-

)

szuperkomplexum, akkor (21)_1/ 3¢ k,t)-szuperkomplexum is.

cser

valtoztatjuk a mogotte allo teljes komplexumot meghatarozd Y élhalmazt. El6szor tegyiik fel, hogy G egy
teljes komplexum. A kiindul6 6tlet, hogy keresiink egy tort-K ]St) -felbontast, azaz egy olyan 1 : G(¥) —
0, 1] fuggvényt, mellyel minden e ¢-élre

Y w(@=1

eCQeG k)

Ezutan ha -t 4gy értelmezziik, mint a k-élek kivalasztasi valoszintiségét, meg tudunk hatarozni egy Y C

G*) élhalmazt, melyre teljesiil, hogy G[Y] egy teljes (v=1/3, ¢’ k, t)-komplexum. Ebben az érvelésben
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hasznaljuk ki a teljes komplexumok stirtiségi tulajdonsagat.

Megjegyzés: A tortfelbontas készitésének feladataval nem foglalkozunk; ez [[10] irdsakor mar megoldott probléma volt. To-
véabba fontos megemliteni, hogy a bizonyitas valéjaban nem tortfelbontasokkal, hanem tn. kiegyensulyozott
tortfedésekkel dolgozik. Ez annyival tobbet enged meg, hogy a > 1(Q) 8sszeg értéke nem feltétlen 1, hanem

valamilyen ¢ konstans. Ugyanakkor nyilvan ¢’ = c1) biztositja ekkor is a kivant fiiggvényt.

Most ha G-r6l csak azt tessziik fel, hogy komplexum, akkor definici6 szerint talalunk olyan Y k-szint
részgrafot, melyre G[Y] teljes komplexum. Az elébbi érvelés alapjan ekkor megadhatunk egy megfelels

Y’ CY részgrafot, hogy G definicidjaban az Y-t Y'-re cserélve pontosan a lemma allitasat kapjuk.

komplexumokra alkalmazhaté a lemma. Ekkor (211_1/ 3 ¢ k,t)-szuperkomplexumot kapunk (ha v ele-

gendben nagy); a tétel bizonyitasa soran valdjaban ezt a verziot hasznéaljuk.

Most ha vesziink egy G komplexumot, alkalmazzuk ra a fokozasi lemmat, majd a Pippenger-tételt, a ko-

vetkez6 eszkozt kapjuk.

Fokozott nibble. Legyen 1 < ~v,e < &, 7 ést € [k — 1]. Tegyiik fel, hogy G egy v csticsii (£,, k, t)-
szuperkomplexum. Ekkor létezik G-ben olyan P K ,gt) -pakolas, melyre A(G®) — @(t)) < .

Megjegyzés: A [Pippenger}tétel altalunk bemutatott alakja nem maximalis fokot, hanem méretet korlatol, igy ez a lemma
nem kaphat6 meg bel6le kozvetlen. Az itt sziikséges verzidhoz a tétel N. Alon és R. Yuster altal targyalt
altalanositasara [2] kell alkalmaznunk a[4.2]szakasz gondolatmenetét.

Az emeletek lefedése — A végrehajtas

Ezennel kijelenthetjiik, hogy a peremek lefedésének probléméajat megoldottuk. Valdban, vizsgaljuk a .

emeletet. Ekkor G egy szuperkomplexum alefedési lemma (i —1). emeletre vett alkalmazasa miatt (illetve

i = 0 esetén G = G, igy nyilvan ekkor is szuperkomplexum). A [lefedési lemmalalapjan tehat kapunk egy
H C G grafot.

Most alkalmazzuk ffokozott nibblelt G — H-re, ezzel konstruélva egy P; pakolést és egy R maradékot. Ez
megfelel allefedési lemmal kévetelményeinek, igy vehetd egy olyan &/ pakolas, hogy G(*) — »;® — @;(t)

osszes éle mar teljes egészében U, 1-ben fut. Igy tovabbléphetiink a kovetkezé emeletre.

Sorban hajtsuk végre ezt az eljarast az emeletekre. Végeredményiil kapunk egy

P=PoUPy-- Py 1 UP),
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pakolast, tovabba egy olyan GGy szuperkomplexumot, rendelkezik azon sziikséges tulajdonsagokkal, me-

lyek lehet6vé teszik a kovetkez6 alszakasz modszerének megvaldsitasat.

IV. Kizarolagos felszivok

Mint ahogy az elején megemlitettiik, G4 lefedése azon alapszik, hogy A-t mar kezdetben gy valasztjuk ki,
hogy legyen egy specialis Ag, részgraf, amivel egyiitt felbonthato. Most tehat azzal foglalkozunk, hogy
ilyen A-t hogy vélaszthatunk.

Definicié: Legyen adott G, t < k esetén azt mondjuk, hogy az R C G®) grafnak Ag egy (kizarélagos)

K ,(:)—felszivéja, ha Ap diszjunkt R-t6l, tovabba Ar-nek és R U Ap-nek is létezik K ,(:)—felbontésa.

Innentdl a rovidség és a t, k rogzitettségébdl adodo egyértelmiiség miatt csak azt mondjuk, hogy Ar R

egy felszivoja.

Elészor foglalkozzunk a kizarolagos felszivok konstrukcidjaval. Adott R lefedésére a kovetkezd a stra-
tégiank: keresiink egy konnyen felbonthato részgrafot, amivé ,at tudjuk alakitani® R-t, ezzel a feladatot

trivialissa téve. Az atalakitas 1épéséhez a kovetkez6 fogalom lesz segitségilinkre.

Definicié: Legyen H, H' C GW®. Azt mondjuk, hogy T C G® egy (H, H')-transzformer, ha
G[H UT]-nek és G[T'U H'|-nek is van K ]St) -felbontasa. A T részgrafot ekkor Ty pr-vel jeloljik.

A definiciobdl latszik, hogy T fs valoban képes ,atalakitani” részgrafokat a felbontas problémajara nézve.
Ugyanis ha le szeretnénk fedni H-t, akkor t6le diszjunkt H' esetén HUTyy ;r UH' segitségével a problémat

atvezethetjiik H' lefedésére (H U Ty g felbonthatdsaga alapjan).

Nyilvan H szerepét egy R maradék fogja jatszani. Adodik a kérdés, hogy adott H-ra mi a megfelelé H'.
J6 megoldasnak bizonyul G.n. kanonikus részgrafok keresése. Ezeket S,-rel jeloljik, ,kanonikussaguk”
pedig két okbdl adédik:

« trivialisan felbonthatok

« ha |R| = r, akkor létezik T g,

A szuperkomplexumok bévithetéségi tulajdonsaganak (és a tétel induktivitasanak) koszonhet6en megmu-
tathato, hogy kanonikus részgrafok és a megfelelé transzformerek is léteznek. Ekkor tehat jo Ap kizaro-

lagos felszivot kapunk a kovetkezd alakban:

Ap = TR,S‘R‘ U S|R‘
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Megjegyzés: Tr,s 5, és igy Ar sem egyértelmiien meghatérozott; tobb megfelelé Ar halmaz talalhato.

Most konstrualjuk meg A-t. Naiv hozzaallassal vehetnénk a

A := {Apg : R potencialis maradék}
halmazt. Ugyanakkor korantsem biztos, hogy ez megfeleld, mivel a kiilonb6z6 A g halmazok 6sszemetsz-
hetnek, ezzel elrontva a teljes halmazra nézett felbonthatosagot. Célravezet8bb egy iterativ gondolatme-
net: vegyiik sorra a lehetséges R maradékokat, majd adott R-re Ap talalasa utan vegyiik ki azt G-bdl,

ezzel garantalva, hogy semelyik két A nem metsz Gssze.

Megjegyzés: Az eddigi eljarasok komplexumokra is miikodnének, ezen konstrukcié miatt sziitkséges viszont hogy szuper-
komplexumban dolgozzunk. Az Ar halmazok folyamatos eltavolitisa miatt ugyanis nagy szerepet jatszik a
definicional megemlitett ,stabilitas”.

A bizonyitas lezarasa

Bemutattuk tehat a felbontashoz sziikséges 6sszes eszkozt. Nincs mas hatra, mint alkalmazni 6ket a fejezet

elején targyalt sorrendben.

Adott egy G szuperkomplexum. Ekkor ehhez [l alapjan talalunk egy 6rvényt, utana pedig modsze-

reinek segitségével konstrualhatunk egy A felszivé halmazt. G — A is megfeleld paraméterezés(i szu-

perkomplexum, igy sorban lefedhetjiik az 6rvény peremeit a[fokozott nibble|és a [lefedési lemmalismételt

alkalmazésaval.

Az iteracio végeztével kapunk egy R C (G — A)[U,| maradékot, illetve egy P pakolast, mely mar minden
R-en kiviili t-élet fog. Befejezésként A konstrukcidjanal fogva A U R-nek van felbontésa; legyen ez @.
Ekkor & |J @ felbontasa G-nek, ezzel bizonyitva a[5.3.6 tételt.

Megjegyzés: Fontos megjegyezni, hogy a vazlat soran rengeteg részletre nem tértiink ki. Ezek koziil az egyik legfontosabb,
hogy a bizonyitas soran ahol sziikséges, hogy a komplexum, amin dolgozunk, az K ,it) -oszthat6. Illetve a
lemmak bizonyitasa soran azt is meg kell mutatni, hogy a oszthatdsagi feltételek nem sériilnek (ez legtobbszor

a valdsziniiségi alapt technikai lemmak része).

bizonyitasa

A[5.3|szakaszban megemlitettiik, hogy a tételbél még nem kovetkezik egyenes agon; ilyen célbol
volt sziikséges kimondasa. Most tehat ennek bizonyitasara tériink ki. Szerencsére némi iigyeskedéssel
ez egyszeriien kovetkezik majd bél.

A bizonyitas menete a kovetkez6:
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1. Particionaljuk megfelel6en a ¢. szintet G és G t-grafokra

2. Helyezziik at G egy L* részét G1-be, hogy ezzel G K,gt)-oszthat()vé valjon. Legyen G} := G1UL*
és Gy = Gy — L*.

3. Vegyiik G'|-nek diszjunkt L1, ..., Ly részeit ugy, hogy barmelyet eltavolitva G'-bsl K ,it)—oszthaté
részgrafot kapunk. Jeloljik ezeket a kovetkez8képp: R; := G| — L;.

4. Belathato, hogy az L; részgrafokat G-hoz véve ismét K ,gt)—oszthat() grafot kapunk. Legyen tehat

f:=GLUL U---ULj.

5. Keressﬁnk segitségével (A-1) darab k. szinten diszjunkt K ,gt)-felbontést G|GY]-hoz; legyenek
ezek D1,...,D)_1. Tovabba legyen G[GY] egy felbontasa D*. Végiil vegyiink fel minden R;-hez
egy D, felbontast.

6. Ekkor kénnyen ellenérizhetd, hogy a kovetkezé graf megfelels (k, ¢, \)-dizajnt ad G-re:

D:=D1U---UDy\_ 1 UD*UD|U---UD

A bizonyitas koézpontjaban egy olyan lemma &ll, ami GG szuperkomplexum esetén garantalja egy olyan
L C G® korlatolt maximalis fokt halmaz — pontosabban melyre A(L) < |V (G)| fennall — létezését
mely eltavolitasaval G ®) mar K ,(:)—oszthaté lesz. S6t, alemma ennél tobbet biztosit: olyan esetben is létezik
ilyen L, ha egy H C G halmaz eltavolitasat megtiltjuk (melyre szintén A(H) < |V (G)| fennall). Ezen

lemma segitségével tehat tudunk megfelel L halmazokat valasztani a 2. és 3. 1épésben

Megjegyzés: A 3. lépésben a diszjunktsagot az el6z6 lemma H tiltohalmazaval garantaljuk; minden L valasztasa utan

hozzaadjuk azt ehhez. Az 5. 1épésben az A r-ek valasztasanal latott érveléshez hasonlot hasznalunk.

5.5. Kapcsolodo eredmények

Egy alternativ bizonyitas

Mint ahogy azt a fejezet elején megemlitettiik, nem [[10]] volt az elsé sikeres bizonyités re. Ez az
eredmény [[14]]-nak tulajdonithaté. Keevash bizonyitasa, bar ugyanugy a felszivé modszerbél indul ki, mas

szellemiségy.

Lattuk, hogy [10] stratégiija kombinatorikai véletlenségen alapszik; ilyen okbdl szitkséges az iterativitas
(és a fokozas), hogy az ebb6l adddd hibahatart a folyamat kozben tudjuk csékkenteni. Ezzel szemben
[14] nem egy véletlenitett kombinatorikai, hanem egy véletlenitett algebrai strukturat vesz kiindulasként;

beagyazza a csicshalmazt egy testbe, majd ez alapjan valaszt A felszivo halmazt.
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Az algebrai struktirak igen szabalyosak, ezért természetes eszkozként adédnak felszivo halmaz készitésé-
re. Wilson 2-rendszerekre vett bizonyitasa is hasonlé — bar joval egyszer(ibb — eszkozt alkalmaz. Keevash
megfogalmazasa szerint egy algebrai moédon konstrualt halmaz ,rendkiviil gazdag lokalis médositasi lehe-

téségek terén”, ez teszi alkalmassa a technikat felszivo struktura generalasara.

Egy alternativ tétel

Fontos megemliteni, hogy 2013-ban Kuperberg, Lovett és Peled szintén bizonyitott egy hez latszolag
nagyon hasonl6 eredményt. Belattak ugyanis, hogy minden 2 < ¢ < k < v esetén létezik t-(v, k, \)-

rendszer valamilyen A-ra [[15].

A bizonyitas ugyanakkor — [22[]-hez hasonléan — nagyon specifikus A-t hataroz meg, emiatt paraméte-
rezések csak egy szik csaladjara mondja ki a létezést. Kovetkezésképp a tétel valdjaban nem tekinthetd

hasonld jellegtinek [[14] és [10] eredményeihez; mondhatni inkabb ,kiegésziti” ezeket.

5.6. Kitekintések

Ezzel blokkrendszerek 1étezésének kérdése lezarult. Ugyanakkor témakor — mint ahogy az a matematika-
ban megszokott — még korantsem merilt ki. Az tételben példaul vy 1étezését ugyan tudjuk, viszont

adodik a kérdés, hogy ennek méretét meg tudjuk-e becsiilni, vagy esetleg pontosan meghatarozni azt.

Hasonl6an érdekes — bar a szakdolgozat soran nem targyalt — kérdés, hogy hany darab kiilonb6z6 t-
(v, k, \)-rendszer létezik adott paraméterekre. Ezen kérdéskor vizsgalataban hasznosnak bizonyult [15]

megkozelitése. Az aszimptotikus (vagy esetleg pontos) formula problémaja azonban tovabbra is nyitott.

Ugyanigy feltehet6k ezek a kérdések specialis paraméterezések esetén is. Tovabba a hipergrafos altalano-

sitasnak koszonhet6en tetszbleges F'-pakolas problémaéja is vizsgalhat6 ilyen szempontok szerint.
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