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Bevezetés

A gépi tanulds olyan algoritmusokkal foglalkozik, melyek a rendelkezésre all6 adat alapjan tudnak
kiillonboz6 Osszefiiggéseket felfedezni. Két fobb iranya van, a feliigyelt és a feliigyeletlen tanulas.
(Illetve egy harmadik, fontos dgazat a megerdsitéses tanulds, azonban ez meglehetésen kiilonbozik
az el6z6 kett6tol, ezért ezt gyakran kiilon szoktak targyalni.) Feliigyelt tanulds esetén az a feladat,
hogy egy X halmaz elemeihez szeretnénk hozzarendelni megfelel6 Y-beli értékeket. Példaul lehet
X a kézzel ifrott szdmjegyekrdl késziilt képek és Y pedig a 0,...,9 szamok. Ebben az esetben
Y elemszdama véges, ezt a feladatot klasszifikdcionak nevezziik. Amennyiben egy folytonos értéket
szeretnénk becsiilni, példaul Y = R, regressziorol beszéliink. Mindkét esetben a rendelkezésiinkre all
egy (1,Y1), -, (Tn,yn) € X x Y tanité adat, és azt szeretnénk megmondani, hogy még nem latott

x-ekhez milyen y tartozhat. Feliigyeletlen tanulas esetén csak X-beli minta all rendelkezésiinkre, és

ebbdl prébalunk meg kovetkeztetéseket levonni.

Ebben a szakdolgozatban féleg regressziés modellekkel fogunk foglalkozni, de lesz sz6 klasszifi-
kaciordl is. Az egyik legegyszerlibb regressziés modell a linedris regresszié. Ekkor adott egy
(1,91), -, (Tn,yn) € RY x R minta és keressitk azt a ¥ € R%t, amire a f(z) = (J,2) fiige-
vény a lehetd legjobban illeszkedik ezekre a pontokra. A linedris regresszidonak nagy elénye, hogy

gyorsan szamithatd, azonban csak linearis 6sszefliggéseket tudunk felfedezni a hasznalataval.

Ezt meg tudjuk oldani gy, hogy nem az eredeti X vektortéren alkalmazzuk a modellt, hanem
beleképezziik az x;-ket egy ® leképezés segitségével egy tigynevezett tulajdonsagtérbe és itt alkal-
mazzuk a regressziés modellt (azaz f(z) = (¢, ®(x))). Azonban ha a tulajdonsagtér dimenzidja
exponencialisan novekszik X dimenzidjaban, akkor ezt a leképezést nagyon koltséges kiszamolni,

rdadasul a kiszamoland6 ¢ paraméter mérete is kezelhetetleniil nagy lesz.

Erre megoldast nyijt majd a Reprezentacids tétel, ami segitségével megkapjuk, hogy f felirhato

gy, mint a mintaelemekkel vett skalaris szorzatok egy linedris kombinacidja, vagyis
n
fl@) =) ai{®(z), ®(z:))
i=i

Tehat tudjuk hasznalni f-et anélkiil, hogy sziikségiink lenne a ¢ paraméterre. Azonban ehhez to-

vabbra is kellene szamolni a ® leképezéseket, majd az ezekkel vett skalaris szorzatot. Azonban ha a
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megfelel6 o megtalalasdhoz olyan algoritmust hasznalunk, amiben a ®(z;)-k csak skalaris szorzason
beliil szerepelnek, akkor Osszevonhatjuk a két miveletet ha taldlunk ra egy explicit képletet, igy

egy kernel fliggvényhez jutva:
k(z,a) = (@(x), ®(2))
Igy mar akér végtelen dimenziés tulajdonsigtereket is tudunk hasznalni, hiszen nem kell kisza-

molni a leképezést az optimalis @ megtalalasdhoz, illetve a kiértékelésnél is hasznalhatjuk a kernel

fliggvényt.

Egy mésik probléma még az lehet, hogy ha sok tanitasi adatunk van, akkor az osszes k(x,x;)-t
ki kell szamolnunk a fiiggvény kiértékeléséhez, illetve ekkor eléfordulhat, hogy sok nagyon kicsi «;
van, ami numerikus hibakhoz is vezethet. Sokkal vonzébb lenne egy olyan ritka reprezentacié, ami
csak kevesebb x;-t hasznal nagyobb egytuitthatékkal. Az utolsé fejezetben szerepld szupport vektor
gépek pont pont egy ilyet fognak adni.



1. fejezet

Statisztikai alapok

A regresszios feladatokban feltessziik, hogy létezik egy f* : X — R fiiggvény és ennek az X mérhe-
t6 halmaz kiilonb6z6 pontjaiban felvett értékét szeretnénk becsiilni egy f: X — R figgvénnyel a
rendelkezésiinkre allé (x1,y1), ..., (Tn,yn) € X x R adathalmaz segitségével. Ha feltessziik, hogy
y; = f*(x;) és azt szeretnénk, hogy f(a:z) = y; legyen minden i-re, akkor ezt a feladatot interpolaci-
o6nak nevezziikk. Azonban ez egy elég erés feltevés, a gyakorlatban ez dltaldban nincs is igy, példaul
lehetnek mérési pontatlansagok. Ez esetben ugy vessziik, hogy y; = f*(x;) + €, ahol € egy R feletti

(altalaban 0 varhat6 értéki és véges szorasu) eloszlasbol szarmazé zaj.

Tehét szeretnénk egy olyan f—et, ami a lehetd legjobban kozeliti a szamunkra ismeretlen f*-ot.
Ez a feladat két részbdl all: El6szor meghatarozzuk azt a F fiiggvényhalmazt, amin f—et keressiik,
majd kivalasztjuk ezen a halmazon a legjobbat egy tanuléasi algoritmus segitségével. Ebben a feje-
zetben definidljuk a veszteségfiiggvényeket, melyek segitségével az egyes fliggvények josdgat tudjuk
majd mérni, majd bevezetjiik a regularizaciot, ami segitségével el6zetes tudasunk alapjan tudjuk
torzitani a becslésiinket. (Ez a torzitds gyakran annak felel meg, hogy az egyszeribb figgvényeket
preferaljuk, legyenek példaul minél simdabbak vagy laposabbak.) Ezutédn arra tériink ki, hogy ho-
gyan kell megfeleld fliggvényosztalyt valasztani. Ehhez a valasztott F fliggvényosztaly kapacitasat
vizsgaljuk, vagyis azt, hogy mennyire pontosan lehet fliggvényt illeszteni F segitségével tetszoleges

adatok esetén. Végiil megnéziink egy egyszeriibb regressziés példat, a ridge regressziét R felett.

1.1. Veszteségfiiggvények, kockazat és regularizacio

A kovetkezéekben definidlt fogalmak nem csak a regresszids feladatokban hasznalatosak, ezért
altalanossadgban vezetjiikk be éket, tehdt itt az (z,y) pontparok tetszéleges X és Y mérheté halmazok

elemei lehetnek.

Adott tehat egy (z1,91),-..,(Tn,yn) C X x Y adathalmaz, és rendelkezéstiinkre all F C F(X,Y),
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ahol F(X,Y) az X-bdl Y-ba képezé fiiggvények halmazét jeloli. Ezek koziil szeretnénk kivdlasztani

azt, amelyik a legjobb y becslést adja tetszOleges x € X esetén.

Tehat sziikségiink van egy olyan szamra, ami kifejezi, hogy az egyes © € X-ekre mekkorat té-
ved egy f € F fuggvény, hogy ezt minimalizalhassuk. Ezt fogja majd kifejezni egy nemnegativ

veszteségfiggvény.

1.1.1. Definicié. |7, Definition 3.1]

Legyen z € X, y € Y egy (tipikusan zajos) minta, f(x) € Y egy becslés y-ra = alapjan,
(x,y, f(z)) € X X Y X Y pedig az ezek altal alkotott harmas. Ekkor ¢ : X X Y X Y — [0,00)
egy veszteségfiiggvény, ha c(x,y,y) = 0 minden x € X-re és y € Y-ra.

Megjegyzés. Fontos szempontok lehetnek a veszteségfiiggvény valasztasakor, hogy kénnyii legyen
kiszamolni, illetve ha X X Y X Y egy vektortér, akkor legyen konvex és esetleg néhany pontot kivéve
folytonosan differencidlhaté. (Hasznos eszkozok allnak a rendelkezésiinkre konvex optimalizalasi

feladatok megolddsara, ezeket majd a negyedik fejezetben targyaljuk.)

Esetleg az is szempont lehet, hogy ne legyen tilsadgosan érzékeny egy-egy kiugrod, esetlegesen hibas

adatra, ezt a tulajdonsigot robosztussagnak nevezik.

Fontos megjegyzés, hogy nincsen univerzalisan legjobb veszteségfiggvény, ennek a valasztasa mindig
az adott feladattdl fiigg. Példaul attél, hogy mennyire tartjuk zajosnak az inputtot, mennyire
vannak kiugrd, esetlegesen hibas adataink, illetve érdemes a veszteségfiiggvényt a megoldandd
feladathoz igazitani. Példaul orvosi képklasszifikacié esetén jobban szeretnénk biintetni azt, hogy

ha egy rakos sejtrol késziilt felvételre azt mondjuk hogy egészséges, mint forditva.

Fontos megjegyzés még, hogy miutan definidltuk a feladatunkhoz a megfelel§ veszteségfiiggvényt,
a gyakorlatban nem feltétlen kell ragaszkodnunk ennek a hasznidlatdhoz a minimalizald fiiggvény

keresésekor, valaszthatunk valami konyebben kezelhetot.

Regresszi6 esetén ¢ altaldban valamilyen fuggvénye £ = f(x) — y-nak, vagyis a becsiilt és a valds
mérés értékeinek kiilonbségének. Altaldban azt is szeretnénk, hogy a veszteség ne fiiggjon a fenti
kifejezés eldjelétdl, tehat valahogyan az abszolit értékét szeretnénk venni. (De mint ahogy azt a

klasszifikdcids példaban is lattuk, ezen a valds életbeli feltételek valtoztathatnak)

Az egyik leggyakoribb veszteségfiiggvény a négyzetes veszteség:

el y, f()) = 5 (@) ) = 3

Ennek a regularizalt valtozatat hasznalja a fejezet végén szereplo ridge regresszio.

Egy masik veszteségfiiggvény, amit a szupport vektor gépekhez fogunk hasznalni az e-inszenzitiv
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veszteség:

c(z,y, f(z)) = max(|f(x) —y| —£,0) = [¢].
Ennek a veszteségfiiggvénynek fontos tulajdonsaga, hogy nem tesz kiillénbséget az inszenzitiv tar-

tomanyon beliil a becslések kozott.

Néhény binaris klasszifikdciés esetben (ahol Y = {—1,1}) a 0-1 veszteségfiiggvényt hasznalunk

majd:

2y, f(2)) = 510 (@)~ y

Eddig a veszteségfiiggvényt még csak egy (x,y) parra definidltuk, de ez 6nmagédban még nem
tulsdgosan hasznos, mivel altaldban nem egy adatpontra, hanem egy n elemi (x1,y1),. .., (Tn, Yn)

mintara prébalunk modellt illeszteni.

1.1.2. Definicié. |7, Definition 3.3]
Ha feltessziik, hogy X X Y egy mérhet6 tér, ami felett van definidlva egy P, , eloszlas, és c(-, -, f(-))
egy mérheté veszteségfiiggvény, akkor vehetjiik minimalizdland6 értéknek a kockazatot, ami a

veszteségfiggvény varhatéd értéke:

Rm:&mm%mmhéwm@ﬂmww

A gyakorlatban azonban ezt nem tudjuk expliciten kiszdmolni, hiszen ha tudnank P, ,-t, akkor

tetszbleges € X-re ki lehetne szdmolni a marginalis eloszlast, igy készen lenne a feladat. Viszont

ezt az eloszlast tudjuk kozeliteni a tanité halmaz segitségével tigy, hogy a minta szerinti diszkrét
1

eloszlason, azaz PEP = - > 0y, ()0, (y)-on nézziik a veszteségfliggvény varhaté értékét (ahol

0:(w) =1 ha z = w és 0 egyébként).

1.1.3. Definicié. |7, Definition 3.4]

Igy az empirikus kockazat mér egy konnyen szamolhaté érték:

n

1
Romplf] = [ cla,y. £(2) dB2 = 3 el f(2)
Xy s
Megjegyzés. Definidlhatnank ugy is a veszteségfiiggvényt (x1,v1), ..., (Tn,yn) C X X Y esetén, mint
L: (X xY)"—]0,00) fiiggvények. Ennek a leggyakrabban hasznalt specidlis esete az empirikus
kockézat, ezért a tovabbiakban veszteségfiiggvény alatt az ben definialt veszteségfiiggvényt

értjiik, kivéve ahol ezt nem emeljiik ki kiilon.

Az empirikus kockazattal 6vatosnak kell lenni azonban, hiszen ha barmilyen fiiggvényt hasznal-
hatunk, akkor kénnyen tudjuk tgy definialni f-et, hogy az empirikus kockéazata 0 legyen, példaul
f(z) = y; ha © = x; és 0 egyébként. Ennek 0 lesz az empirikus kockdzata, de minden még nem l4-
tott x-hez 0-t rendel, ami nem til hasznos. Ekkor azt mondjuk, hogy nem torténik érdemi tanulés,

hiszen barmelyik masik olyan f’ fiiggvényt valaszthattuk volna, amire teljesiil, hogy f'(z;) = v,
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mivel az is ugyantgy nulla empirikus kockézattal rendelkezne. Igy nem tudunk mondani semmit a

még nem latott modellrdl.

Egy kicsit kevésbé szélsGséges eset az, amikor X =Y = R és egy n elemii mintara interpolalunk egy

n — l-ed fokid polinomot. Ezt szemlélteti a kovetkez6 oldalon talalhaté abra.

Tehéat mint lathatjuk, az alacsony empirikus kockazat nem feltétlen jelenti azt, hogy a kockazat is

alacsony lenne.

Ezt a problémat kétféle képpen lehet megoldani: vagy a priori elég sziiknek valasztjuk F-et, ezzel
a kapacitasat csokkentve, vagy pedig megengediink egy bovebb fiiggvényosztalyt, de valahogyan
biintetjik a komplexitist. FEzt a két mddszert egylittesen induktiv torzitasnak nevezziik és
gyakran egyszerre hasznaljuk a kett6t: a fliggvényosztaly leszilikitésével el6szor kezelhetd méretiivé
tessziik a feladatot, majd regularizacié segitségével vonzdébba tesziik az egyszeriibb fiiggvényeket a
tanulasi algoritmus szamara. Minél sziikebb a fiiggvényosztaly, illetve minél nagyobb silyt kap a

regularizacid, annél erésebb az induktiv torzitas.

1.1.4. Definicié. |7, 4.1 The Regularized Risk Functional]

A regularizalt kockazat az empirikus kockazat és egy regularizaciés funkcional 6sszege:

Rreg[f] = Remp[f] + Q[f]

Ahol a Q : F(X,Y) — [0,00) regularizaciés funkciondl segitségével tudjuk biintetni f € F(X,Y)
komplexitasat ugy, hogy hozzdadunk valami nemnegativ értéket a kockazathoz attol fliggben, hogy

mennyire talaljuk elfogadhaténak az adott fliiggvényt.

Megjegyzés. Elofordul, hogy azt tudjuk, hogy milyen fajta regulariaciot szeretnénk hasznalni, de azt
nem hogy milyen sillyal szereplejen az empirikus kockazathoz képest a legjobb eredmény elérése

érdekében. Ekkor hasznédlhatjuk a kovetkezd format is:

Rreg[f] = Remp[f] + )‘Q[f]

Ahol a A > 0 egy hiperparaméter, ami segitségével ki lehet probalgatni, hogy a kiillonbo6z6 értékeire

milyen eredményt kapunk.
Megjegyzés. Altaldban tgy vessziik, hogy a A mér része az Q-nak.

1.1.1. Példa. Legyen X = [-3,3],Y = R,P, ~ U[-3,3] és y = 22 + ¢ ahol € ~ N(0,1) zaj.
A kovetkezd dbra szemlélteti kiilonb6z6 fokd polinomok illesztését 10 elemli mintara négyzetes

veszteség mellett regularizalt, illetve regularizacié nélili esetben.
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Kilonbozé fokd polinomok regularizacio nélkul o Kilenced foku polinomok regularizaciéval

® Minta
- a4 - 2 A=0
— A=0.01
—_ A=1
2 1 2 1
0 0
o
— d=6
-2 T T T T T T T -2 T
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X

Az els6 abran lathato, hogy a megengedett polinomok fokdnak és ezzel egyiitt a fliggvényosztaly
kapacitasanak a novelése tultanulashoz vezethet, mivel ekkor jobban tud illeszkedni a zajra a figg-

vényosztaly.

A maésodik abrén lathato a kilenced fokd polinommal val6 interpolécié (a A = 0 eset), aminek nulla
az empirikus kockazata, azonban az altala becsiilt értékek nem tul hihetéek. Viszont lathatd, hogy

mar egy kisebb silyu regularizacié is sokat javit a becslésen.

1.2. Fiiggvényosztalyok kapacitasa

Mint azt mér az el6z8ekben is lattuk, fontos hogy milyen F C F(X,Y) fiiggvényosztaly felett prébal-
juk minimalizalni az empirikus kockéazatot. Arra is lattunk példat, hogy valamilyen jellegii induktiv
torzitds elengedhetetlen, ha egy olyan empirikus kockazatot minimalizalé algoritmust szeretnénk

létrehozni, ami végez érdemi tanulést.

Azonban hogyan lehet eldonteni egy fiiggvényhalmarol, hogy mennyire hajlamos egy felette értel-
mezett empirikus kockazat minimalizalé algoritmus a tdltanulasra? Ennek a kérdésnek a megvala-
szolasahoz lehet vizsgalni a fliggvényosztaly kapacitasat, vagyis azt, hogy mennyire lehet bel6le
olyan fliggvényt valasztani, ami elég jol illeszkedik az empirikus adatra. Ennek a definiciénak a
pontositasara van tobb kiilonb6z6 kapacitas koncepcio is. Mi ezek koziil most a VC dimenziét

vizsgaljuk meg.

1.2.1. Definicid. [7, 5.3.3 The Shattering Coefficient]

Legyen Z, = ((z1,y1),- -, (n,yn)) €gy n elemil minta X x {—1,1}-bol, F C F(X,{—1,1}) pedig
egy fiiggvényosztaly. Jelolje az N(&F, Z,,) azon fiiggvények szamét, amik megkiilonboztethetéek
egymastol az x1, . .., xy-en felvett értékeik segitségével. Illetve legyen a zizé egyiitthaté N(F,n)

ezeknek a maximuma az Osszes lehetséges n elemili Z,, mintdk kozott.
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Megjegyzés. N(F,n) szemléletesen azt jelenti, hogy adott z1,...,z,-hez hany kilonbozé yi, ..., yn
cimkézésre lehet olyan f € F-et taldlni, ami helyesen osztdlyozza az 6sszeset. Mivel bindris klasszi-
fikaciorol van szo, ezért N(F,n) < 2". Ha a N(F,n) = 2", akkor azt mondjuk, hogy F szétzuz n
pontot.

1.2.2. Definicié. [7, 5.5.6 The VC Dimension and Other Capacity Concepts]
Egy F fiiggvényosztaly altal szétzizhatd pontok maximalis szama a VC dimenzidja vagyis az a
h € N, amire N(F, h) = 2", de N(F,h + 1) < 21,

Megjegyzés. A VC dimenzib lehet végtelen is.

Egy F fliggvényosztaly VC dimenzidjanak segitségével mar tudunk garanciat adni arra, hogy az

empirikus kockazat minimalizalasaval csékken a kockazat is.

1.2.3. Tétel. [7, (1.19), (1.20)]
Ha (x1,y1), ..., (zn,yn) € X X {—1,1} egy i.i.d. minta a Py, eloszldsbol és a tanuldsi algoritmus
egqy h < n VC dimenzicju F fligguénytéren minimalizdlja az empirikus kockdzatot, akkor 1 — ¢

valdszintséggel teljesiil, hogy

R(f] < Remplf] + \/ . <h (log@) " 1) i 1og<;‘)>

Itt az 1 — § valésziniiség abbdl adédik, hogy a (z1,y1), .- -, (Tn, yn) minta véletlenszeriien genera-

16dik az ismeretlen eloszlasbdl. Figyeljiikk meg, hogy a VC dimenzid, vagy a becslés helyességének
valoszintiségének a novelése noveli a hibatagot, mig a minta elemszaménak névelése csokkenti azt,

mint ahogyan azt el is varnank.

1.2.4. Tétel. |9, Theorem 1.]
Ha T egy altere F(RY R)-nek és F' = {sgn(f)|f € T}, akkor F' VC dimenzidja megegyezik F di-

menziojdval.

1.2.5. Kovetkezmény. |7, 5.5.6 The VC Dimension and Other Capacity Concepts]
Hao X =R% ésF = {sgn((w, N4b) :weRL D€ R}, vagyis a hipersik klasszifikdatorok. Ekkor F
VC dimenzidja d + 1

Az 6t6dik fejezetben szerepld szupport vektor gépek ilyen hipersikokat fognak majd hasznalni.

1.3. Ridge regresszi6

Most nézziink egy egyszeriibb példat regularizalt kockazatot minimalizal6 regressziés algoritmusra,
ami egyenlére még csak linearis Osszefiiggéseket tud majd felfedezni, azonban a késobbi eszkozeink

hasznélataval ennél mér sokkal tobbre lesz képes.
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Statisztikai alapok Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

Legyen X = R%, Y = R és adott egy (z1,41),- -, (Zn, yn) C R X R minta a P, eloszlasbol.

Legyen a veszteségfiiggvény c(z,y, f(x)) = (y — f(x))?, illetve a fiiggvényhalmaz amin a legjobb
becslést keressitkk F = {(19, °) ‘19 € Rd}, vagyis az X-bdl Y-ba képezd linedris fiiggvények halmaza.
A regularizécits tag pedig legyen Q[f] = M||f]|> = A (¥, 9) ahol A > 0. Ekkor a ridge regressziés
feladat a kovetkezGképpen irhato fel:

argmin Remp|f]
feF

Z )2+ AN

Ha felhasznaljuk azt, hogy f(x) = (¥,z), akkor a fenti kifejezést atirhatjuk a ¢ paraméterek

3\*—‘

hasznalataval:
n

argmin ~ 3°((0, 2) — ) + A (0, 9)

verd T
ami szigorian konvex ¥-ban (4.1.9), ezért a minimumot ott fogja felvenni, ahol a kifejezés derivaltja

0. ¥ szerint derivalva a kévetkezd egyenletet kell majd megoldanunk:
1 & ~ ~
— 2(2 <’l9, {L‘Z> Ty — 2yix¢) + 209 =0
iz

Ahol 9 jeloli az optimalis becslést ¥-ra a minta alapjan. A fenti képletet atrendezve kapunk egy 1j
egyenletet J-ra:

(%) nAD = zn:(yZ - <1§, 331> Zyl:zz Z <1§, :cl> x
i=1

=1
Ahoz, hogy a skaldris szorzdsban szereplo J-ot is eltiintessiik az egyenlet jobb oldalarol, definialjuk
a kovetkezé matrixokat és vektorokat: X € R"*¢ j-edik sora tartalmazza z;-t, illetve y € R” j-edik

eleme ;. Meggondolhaté, hogy ekkor fenti egyenlet felirhaté X és y segitségével:
nAd = XTy — XTx9

Ezt mar konnyen atrendezhetjiik J-ra az I identitdsmétrix segitségével:
(nA + XTX)9 = XTy

Mivel A > 0, ezért A egy pozitiv definit, illetve (XTX) egy pozitiv szemidefinit matrix, ezért az

Osszegiik is pozitiv definit, tehat invertalhato:
0= mM+X"X)1XTy
A kapott kifejezést még tovabb lehet alakitani egy linedris algebrai azonossag segitségével:

1.3.1. Lemma. [1, Appendiz (C.5)]
Ha P € R"™™"™ B € R™*" R € R"*"  akkor

(P~*+ B'R'B)"'BTR™! = PBT(BPBT + R)™!

11



Statisztikai alapok Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

Ha P = %I , B= X, R = I-et helyettesitiink a képletbe, akkor azt kapjuk, hogy

1 1
M+ XTX) X = — 1 xXxT(Xx—1xXT+ D= XT(XXT +pA)7!
n n

gy 9 egy masik alakjahoz jutunk, ami hasznosabb lesz a tovabbiakban:

0=X"(XXT+nr)"Yy

Tehat az optimalis ¥ paramétereket ki lehet szamolni matrixszorzds és egy inveralds segitségével.

Ha visszatériink egy korabbi, (x)-al jelolt kifejezéshez, akkor az optimalis fdeﬁni(’) szerint

Fla) = (9.2) = <n1A St - (0. xi>>x@-,m> =Y - (0m)) ) = e (o)
] =1 =1

~

Ahol a méasodik egyenlGtlenség a skalaris szorzas linearitasabol kovetkezik, «; pedig egy, a y;, x;, ¥
segitségével szamolhaté skaldr. Innen latszédik, hogy f| () az el6éll, mint a (z;,z)-ek linedris
kombinacidja, csak a megfelel6 sulyokat kell tudni megvalasztani és igy telejesen elkeriilhetd a
¥ paraméter hasznalata. Ezt a megfigyelést altalanositja majd az ugynevezett Reprezentacids
Tétel . Tehat most szeretnénk egy olyan moédszert, ami megadja nekiink az «; sulyokat

anélkiil, hogy hasznalnank a ¢ paramétereket.

Legyen o € R™ az a vektor, ami tartalmazza az «;-ket, ekkor:
1 -~

(y — X7) = i}\(y ~ XXT(XXT +nAD) )

o= —
nA n

Megfigyelhetjiik, hogy ha K = X X T, akkor K;; = (z;,7;). Tehdt az a-t meg lehet kapni pusztdn
az r;-k egymaéssal vett skalaris szorzatanak ismeretében:

1
D
Ez a tény teszi majd lehetové, hogy a kernel trikk segitségével egy sokkal szélesebb fliggvényosz-

Q (y — K(K +n\)"ly)

talyon keressiink legjobb becslést ugyanennek az algoritmusnak a haszndlataval, ahogyan azt a
kovetkezd fejezetben latni fogjuk.

Megjegyzés. A ridge regressziés feladatot szokas még felirni a fent definialt X és y segitségével is:

1
argmin — (ﬁTXTXﬁ — 2T X0 + yTy> + 20ty
Jerd M

Megjegyzés. Ha elhagyjuk a regularizacios tagot, vagyis A = 0, akkor megkapjuk az egyszerii lineéris

regresszios feladatot:

1
argmin — (X9 — y)2 = (ﬁTXTXﬂ — 2T X9 + yTy)

1
YR n n

Az ehhez tartozé a egyiitthaték is megkaphatoéak, de itt mivel K = X X nem feltétlen invertalhato,

12



Statisztikai alapok Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

ezért pszeudo-inverzet kell hasznalni:

~

f(z) = <1§,x> = <XT(XXT)*1y,x> = (XT XXy le =¢yTK X2

Ahol kihasznaltunk, hogy K és igy K~! is szimmetrikusak. Tehat o = yTK 1.

13



2. fejezet

Kernelek

2.1. Polinom kernelek

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy a fiiggvényosztdly vilasztasa alapvetd fontossagu feladat, azon-
ban eddig csak az R? feletti linearis fiiggvények halmazat vizsgaltuk. Hogyan tudndnk kezelni a
négyzetes veszteségfiigevény mellett masik, bovebb fiigggvényosztalyokat? Az példaban pél-
daul kiillonb6zé fokt polinomokra alkalmaztunk négyzetes veszteséget. Felmeriilhet a kérdés, hogy
hogyan szamoltuk ki ezeket a fliggvényeket. FElsére talan meglep6 lehet, de ugyanazt a ridge és

linedris regressziot hasznédltuk, mint amit a fejezet végén is néztiink.

Adott tehdt egy (z1,91),- - -, (Tn, yn) € R? ii.d. minta egy P, , eloszlasbol, és szeretnénk megtaldlni
azt a d-ed fokt p polinomot, amire > (p(x;) — y;)? a lehetd legkisebb. (Egyenlére tekintsiink el

a regularizéciés tagtél.) Konnyen lathaté, hogy ez egy d + 1 paraméteri minimalizalési feladat:
n

argmin Z(ao + a1 4+ agx? 4 -+ 4 agrd — y;)?
aeR4t ;¢

Errél viszont mér lathaté, hogy ha az x;-k helyett az ®(x;) = [1,z;, 27, ..., 2T vektorokat nézziik,
akkor ez egy linedris regressziés feladat. Tehat egy tigyes ® leképezéssel visszavezettiik linearis
fiiggvényekre a feladatot. Azt a Hilbert-teret, ahol mar linearis a feladat (vagyis ahova a ® képez)

nevezzik tulajdonsagtérnek.

Ez a megkozelités kisebb dimenzidk esetén még miikddik, azonban ha az eredeti tér R” és d dimenzi-
0s polinomokat szeretnénk hasznalni, akkor a tulajdonsigtér dimenziéja (ng"), ami nagyobb n és d
esetén mar kezelhetetlen lenne. Azonban ha egy olyan algoritmust hasznalunk, ami a tulajdonsagtér
elemein csak skaldris szorzés miiveletet végez és van egy explicit képletiink k(z,z') = (®(x), ®(2'))-
re, akkor nem kell kiszamolni a ® leképezést a mintaelemekre, hiszen ezeknek tgyis csak a skalaris
szorzatat vennénk késébb, és pont ezt a két miiveletet vonja ossze k(z,z'). Ezt a kétviltozos k

fliggvényt nevezziik majd kernelnek. Tehat ha lenne egy szép képletiink az n valtozds, d dimen-
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Kernelek Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

zi0s polinomok skalaris szorzatara, akkor ki lehetne keriilni azt a problémat, amit a tulajdonsagtér

dimenziéjanak exponencidlis novekedése okoz.

2.1.1. Allitas. [7, Proposition 2.1]
Legyen z, 2’ € R", Cy(x) pedig az a vektor, aminek a koordindtdi az x koordindtdinak pontosan d

elemi rendezett szorzatai. (példdul ha x = [x1,x2)T, akkor Cy(z) = [23, 23, v122, T271] ")

U

Ekkor k(z,2") = (Cy(x),Cy(z")) = (z,2')

Bizonyitds.

(Calw), Ca(a')) = 30 D wor Y @iy )l - 23,75,

j1=1 ja=1 Ja=1
- d
= (3wl = (z,2")
Jj=1

O]

Itt az elsé egyenléség felirdsanal hasznaltuk azt, hogy a szorzatban szamit a sorrend, igy egy n?
dimenziés térhez jutva. Azonban ha azt szeretnénk, hogy a tulajdonsagtérben minden d-ed foku
monom csak egyszer szereplejen, akkor is hasznalhaté ugyanez a kernel, azonban az ebbe a térbe
képezd @4 leképezést mddositani kell egy kicsit. Mégpedig gy, hogy ha a P(zy,...,x,) polinom N-
szer szerepelt a Cy képterében, akkor itt kap egy VN egyiitthatét. Példaul ha @ = [21, 22]T, akkor
y(x) = [22, 23, /22122]. Meggondolhaté, hogy igy pontosan ugyanahoz a kifejezéshez fogunk jutni

mint az elébb, viszont most mar a megfelel§ vektortér felett.
2.1.2. Definicié. Ha z,2’ € R", akkor k(z,z') = (z,2')? a d-ed fokii monom kernel.

A fenti eset nagyon jol szemlélteti, hogy egy kernelhez tobb tulajdonsigtér és ® leképezés is tar-
tozhat.

Ha azt szeretnénk hogy a tulajdonsigtérben a legfeljebb d-ed fokt polinomok legyenek, akkor az is

kijon hasonl6 szamolassal:

2.1.3. Definicié. [8, Example 16.1]
k(z,2') = (14 (z,2))¢ a d-ed fokii polinom kernel.

2.2. Pozitiv definit kernelek

Most, hogy lattunk egy bevezeto példat a kernelekre, definidljuk éket rendesebben, illetve vizsgédljuk

meg Oket altaldnosabban.
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Kernelek Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

Legyen X egy tetszolges halmaz. Ekkor kernelnek neveziink egy &k : X x X — R fiiggvényt, ami két

X-beli ponthoz egy, a hasonlésdgukat kifejez6é szamot rendel.

Altaldban az olyan kétvaltozos fiiggvényeket fogadjuk el kerneleknek, amiknek van gyakorlati hasz-
nuk. Azonban ehhez nem sziikséges, hogy kernel fiiggvények is legyenek, ami viszont méar egy

szlikebb, de cserébe jol kezelhetd fiiggvényosztaly.

2.2.1. Definicié. |7, Kernels (2.2)]

k:X X X—R egy kernel fiiggvény X felett, ha létezik egy olyan H Hilbert-tér és egy @ : X —H
leképezés, hogy k(z,z’") = (®(x), D(2'))q-

Ekkor ezt a -t tulajdonsag leképezésnek, a H-t pedig tulajdonsagtérnek nevezziik.

Tehat egy kernelt kétféle képpen lehet megkonstrudlni. Az egyik lehetéség az, hogy tgy, mint
polinom kerneleknél, el6szor azt taladljuk ki, hogy milyen ® leképezést szeretnénk hasznalni, majd

ennek a segitségével probalunk egy minél egyszertibben szamolhat6 képletet alkotni k-ra.

A maésik megkozelités az, hogy a k fiiggvényt ismerjiik és azt szeretnénk beldtni, hogy 1étezik egy
olyan H Hilbert-tér és @ leképezés, amire k(z,z') = (®(z), ®(2))4. Ekkor elegendd a létezés
bizonyitasa, nem sziikséges a leképezést és a teret meghatarozni. A kovetkezOkben néziink egy

sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy k egy kernel fiiggvény legyen.

2.2.2. Definicié. [8, C.3 Positive Definite Matrices]
A € R™ ™ matrix pozitiv szemidefinit ha (Az,x) > 0 Vo € R™ Ha ez szigoru egyenl6tlenséggel

teljesiil minden nemnulla z esetén, akkor azt mondjuk, hogy A pozitiv definit.

2.2.3. Definicié. [7, Definition 2.3, 2.4, 2.5]
Egy X halmazon értelmezett k : X X X — R kernel Gram matrixa z1,...,2, € X-en az a K

matrix, melynek elemei K;; = k(z;, x;).

A k kernel pozitiv definit ha a Gram matrixa minden x1,...,z, € X-re pozitiv szemidefinit.
Hasonléan, k szigortan pozitiv definit, ha a Gram matrixa minden z1,...,x, € X-re pozitiv
definit.

2.2.4. Allitas. [8, Lemma 16.2]
Egy X feletti k kernel pontosan akkor kernel fiigguény, ha pozitiv definit.

Bizonyitds. Ha k = (®(z), ®(2')) egy kernel fliggvény és K jeloli a Gram maétrixat tetszéleges

Z1,...,%Tn € X-re, akkor minden o € R"-re:
(Kaya) =) ajajk(s, x) =Y aiog (®(w), D(z))) =Y (ai® (@), a;(z))) = [|ai®(z;)]| >0
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i=1

Tehét pozitiv definit.
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Kernelek Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

A miésik irdnyt a kovetkezd fejezetben latjuk majd be a Moore-Aronszajn tétel segitségé-
vel, miutan bevezettiik a reprodukalé magi Hilbert tereket. Minden pozitiv definit kernelhez fog

egyértelmiien tartozni egy ilyen és ez lesz majd egy lehetséges tulajdonsagtér. O

Megjegyzés. A kernel fiiggvényekre lehet tigy gondolni, mint egy altaldnositott skaléris szorzasra.

Példaul kdnnyen lathatd, hogy a kernel fliggvények is szimmetrikusak:
k(z,2") = (2(z), 2(2')) = (2(a'), B(2)) = K(2', z)

Azonban az elsé valtozéban valf linearitas nyilvan nem teljestil (vagy csak néhany esetben), mert X-
t6l még csak azt sem koveteljiik meg, hogy vektortér legyen. De vannak tovabbi olyan tulajdonsigok

is, amiket a skaldris szorzas esetén mar jol ismeriink, ilyen példdul a CSB-egyenlGtlenség:

2.2.5. Allitas (Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij-egyenl6tlenség). [3, 2.5. /fllz’tcis/
H egy Hilbert-tér, x,y € H. Ekkor [(x,y)sc| < |25 l¥llg¢

2.2.6. Allitas (CSB egyenlétlenség pozitiv definit kernelekre). [7, Proposition 2.7]
Ha k egy pozitiv definit kernel X felett, z,y € X, akkor |k(x1, 22)|* < k(x1, z1)k(x, 22).

Bizonyitdas. Mivel a K;j = k(z;,x5),1,7 € {1,2} Gram métrix pozitiv szemidefinit, ezért a deter-

minansa nemnegativ, azaz
2
0 < K1 Koy — Ki19Ko1 = K11 K9 — K12K12 = K11 K92 — | K2|

Mindkét oldalbdl |K 12|2—et kivonva megkapjuk a keresett egyenlétlenséget. O

2.3. A kernel fiiggvények alkalmazasa

A 2.1 polinomjaihoz hasonléan barmilyen masik kernelt hasznalhatunk arra, hogy linedris modellek

segitségével nemlinedris Osszefiiggéselet keressiink.

2.3.1. Allitds (A Kernel Triikk). [7, Remark 2.8]
Ha van egy algoritmus, ami az x1, . ..,x, € X adattal dolgozik és megfogalmazhato ki kernel fiigg-
vény haszndlatdval, akkor ha a ki-et lecseréljiik eqy ko kernel fligguényre, akkor egy értelmes algo-

ritmust kapunk.

A kernel triikkk indokolhat6 azzal, hogy az eredeti algoritmus olyan, mintha a ®(x1),...,®1(x,)
vektorokkal dolgozna egy Hilbert-téren és itt csak a skaldris szorzdst hasznalnd. A maésodik algo-

ritmus pedig pontosan ugyanezt csindlja, csak a ®o(x1),. .., Pa(z,) Hilbert-téren.

A kernel triikkot leggyakrabban olyan esetekben szoktédk alkalmazni, ahol a k1 egy skalaris szorzas

az X felett. Mi is ezt a megkozelitést fogjuk alkalmazni: el6szor belatjuk R™ felett az algoritmusok
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Kernelek Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

helyességét, majd a kernel triikkkot alkalmazva sokkal er6sebb modellekhez jutunk. Ezt az eljarast

nevezik kernelizalasnak.

A kernel fliggvények segitségével nem csak lecsokkenthetjiik a szamitasi igényét egy algoritmusnak,
hanem olyan tulajdonsagtereket is tudunk hasznélni, amikbe a leképezést nem lehetne expliciten

kiszamolni, példaul azért, mert végtelen dimenzidsak.

2.3.1. Példa (Gauss RBF kernel). (8, Example 16.2]
Legyen z,2’ € R, 0 > 0 paraméter. Jelolje @, (z) a ®(z) n-edik koordindtajat.

Ha ®,(x) = \/% exp(—%)(%)”, akkor a Gauss RBF kernel

112
K, o) = (B(2), B(a')) = eXp<llx—ﬂfll>

202

Bizonyitds.

O]

Megjegyzés. Azért hasznaltuk az el6bb a ||-|| jelet a |-| abszolutérték jel helyett, mert a Gauss kernelt
ugyanigy lehet definidlni x, 2’ € R™-re is, ugyanezzel a kernel fiiggvénnyel. |7, (2.68)]

Fontos tulajdonsiga még a Gauss kernelnek, hogy szigoriian pozitiv definit. |7, Theorem 2.18]
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3. fejezet

Reprodukalé kernel Hilbert terek

A reprodukalé magu Hilbert terek el6szor a funkciondlanalizisben lettek bevezetve, azonban kés6bb
a matematika tobbi teriiletén is teret nyertek, példaul a statisztikdban, vagy a komplex fiiggvény-

tanban.

Szamunkra azért lesznek érdekesek, mert ezekben a fiiggvényterekben fogjuk a kockdzatot minima-

lizalé becslést keresni ha kernelizaljuk az algoritmusunkat egy kernel fliggvénnyel.

A kovetkezbek teljesiilnek C illetve R feletti Hilbert-terek esetén is, ezért jeldlje F tetszOlegesen
R-et vagy C-t, igy egyszerre tudjuk kezelni a két esetet.

3.1. RKHS definici6

Adott egy X nemiires halmaz. Jelolje F(X,F) az X-bol F-be képezd fiiggvények I feletti vektorterét.

3.1.1. Definicié. |3, 1.39. Definicid]
Ha F egy normélt tér, akkor a ® : F—F funkciondl korlatos, ha IM > 0: |®(f)| < M|/ f|| Vf e F

3.1.2. Definicié. [6, Definition 1.1]

H C F(X,F) egy reprodukélé magi Hilbert tér (a tovabbiakban RKHS) X felett, ha az alabbi
harom feltétel teljesiil ra:

(1) H egy vektortér

(i1) tartozik H-hoz egy olyan (-, )4 skalaris szorzés, mellyel Hilbert teret alkot

(79) minden z € X-re az E, : H—F kiértékel6 funkcional, azaz E.(f) := f(x) korlatos.

F = R esetén azt mondjuk, hogy H egy valés RKHS X felett.

Megjegyzés. A kiértékel6 funkciondl linearis:
Ey(Afi + X2f2) = (Mfi + A fo) (@) = A fi(z) + Ao fo(z) = MER(f1) + A2 Eu(f2)
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Reprodukalé kernel Hilbert terek Kernelizalt ridge és szupport vektor regresszié

3.1.3. Tétel (Riesz reprezentéciés tétele). (3, 5.2. Tétel]
Adott H Hilbert téren minden ® : H—T korldtos linedris funkciondlhoz pontosan egy y € H létezik
tgy, hogy minden x € H-ra ®(z) = (x,y)

3.1.4. Kovetkezmény. Ha H eqy RKHS X felett, akkor minden © € X-hez létezik pontosan egy
olyan ky € H, hogy f(x) = E.(f) = (f, kz) minden f € H-ra.

3.1.5. Definicié. [6, Definition 1.2]

Az el6bbi k, az x pont reprodukalé kernele.

3.1.6. Definicié. [6, Definition 1.2]
Az a k: X x X—TF fiiggvény, ami a k(z,y) = ky(z) = (ky, kz) hozzarendelési szaballyal rendelkezik,
a H RKHS reprodukald kernele.

Megjegyzés. Az el6bbi definicidkbdl kévetkezik, hogy RKHS-ek esetében minden f € H-ra

Ezt nevezziik reprodukalé tulajdonsagnak.

3.1.7. Definicié. |3, 2.18. Definicif|
Egy S C H rendszer teljes, ha teljesiil az, hogy (f,s) = 0 Vs € S pontosan akkor ha f = 0.

3.1.8. Definicié. Egy S C H siirti H-ban, ha S = H, ahol S az S lezartjat jeloli.

3.1.9. Allitas. [6, Proposition 2.1]
Az S = {kg|z € X} rendszer teljes.

Bizonyitds. Ha f € H ortogondlis minden k,-re, akkor az azt jelenti, hogy (f, k,) = f(x) =

minden z-re, tehat f a konstans 0 fliiggvény.

3.1.10. K6vetkezmény. /3, 2.20. Allitds]
Jelolje [S] az S linedris burkdt. Az el6z6 tétel alapjin [S]* = {0}, tehdt [S] ] = {0}. Riesz

felbontdsi tétele szerint H = [S] X EJ_, tehdt H = [S]. Tehat S linedris burka sird H-ban.

3.1.1. Példa. [6, 1.2.1 C" as RKHS]

Legyen X egy tetszOleges megszdmlalhaté halmaz, H = (2(X) = {f X—F| 3 |f(2))? < }
zeX

Hilbert tér az (f, g) == 3 f(z)g(z) skalaris szorzassal. Ekkor a kiértékeld funkcional E,(f) korlatos
minden z-re, hiszen |E:v(f)|2 [f(@)P < X If@))7 =[£I
zeX

Konnyen ellenérizhetd, hogy k, = I, (x indikatorfiiggvénye) minden z-re, hiszen ekkor
(f kz) = > f(&)ke(2') = f(x). H reprodukélé kernele pedig k(z,y) = ky(z) = L—,.
z'eX
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3.1.11. Kévetkezmény. F¢ RKHS minden d < oo esetén. Ekkor X = {1,...,d} és az f € F(X,F)
fiigguények felelnek meg az F¢-beli vektoroknak, ahol f(x) az f x-edik koordindtdja.

3.1.2. Példa. [6, 1.2.2 A non-example]
L?[0,1] nem RKHS, mert a kiértékel funkcional nem korlatos.

Ha valasztunk egy tetszoleges 0 < x < 1-et, és

fﬁf(t)z{ " (O™ hao<t<uz

H-H

)" haxr<t<1

H ‘

akor lim || £ 20, = 0. de f5(z) = 1 V.

Megjegyzés. Egyébként L2[0, 1] elemei nem konkrét fiiggvények, hanem Lebesgue majdnem minde-
nitt megegyezé fliggvényosztalyok, tehat a kiértékeld fiiggvény szigorian véve nem jol definialt, de
ha minden fliggvényosztalybol tetszélegesen kijeloliink egy fliggvényt (mondjuk egy olyat, amelyik
a legkevesebb szakaddsi ponttal rendelkezik), hogy reprezentalja az osztalyt, akkor a kiértékeld

fiiggvény mar joldefinialt, de igy sem kapunk RKHS-t, mint ahogy ezt a fenti ellenpélda is mutatja.

3.1.12. Lemma. /6, Lemma 2.2.]
H egy RKHS X-en, {fn} C H. Ekkor ha nh—>n;>lo |\ fr. = fllgc = 0 akkor nh_)nolofn(x) = f(z) Vx e X

Bizonyitds.

(@) = F@)P = [ {fa = Foka) P < (1o = FI 1l

ahol || k|| konstans rogzitett z-re, tehdt ha a jobb oldal tart 0-hoz, akkor a bal oldali kifejezés is.
Az egyenlGtlenség a CSB-egyenlGtlenség. O

Megjegyzés. Az €l6z6 lemma nagyon jol szemlélteti a kiilombséget L? és az RKHS-ek kozott. Az
utébbi esetben a norma beli konvergencidbél kovetkezik a pontonkénti konvergencia is, de L2-re ez

nem igaz, erre épiilt az ellenpélda is, hiszen nhﬁrrolo || fi& = Oll4¢ = 0, de Jgrgof,f(x) =1=#0.

Azonban vannak L?[0, 1]-nek olyan alterei, melyek mar RKHS-ek, nézziink erre két ilyen ismertebb

fuggvényteret.

3.2. Tovabbi példak

3.2.1. Példa (Szoboljev-terek). [6, 1.3.1 Sobolev spaces]

Legyen H} az abszoltt folytonos, majdnem mindeniitt derivdlhaté valés f fiiggvények halmaza
[0, 1]-en, melyekre f(0) = f(1) = 0 és f' € L?[0,1]. Tovabba legyen a skalaris szorzéis (f,g>H1 =
/ f'()g' (z)dw. Tehat H} nem altere az L?[0,1]-nek abban az értelemben, hogy més skaldris

szorzatot hasznal, de a H}-beli fiiggvények mind L2[0, 1]-beilek is. Annak a beldtdsahoz, hogy H}
egy RKHS, a kovetkez6 tételt hasznaljuk majd:
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3.2.1. Tétel. [0, 1.5.1 Sobolev spaces]
[ fiigguény abszolit folytonos pontosan akkor, ha f'(x) létezik majdnem minden x-re és f = [ f'+c.

Az RKHS harom feltételének ellendrzése:

(i) — (1) [3, 10.4. Allités] szerint H} egy Hilbert tér.

(7i1) A Newton-Leibniz szabalybdl, az abszolut folytonossagbdl, majd a CSB-egyenlStlenségbdl
kovetkezik, hogy minden f € H&-ra és x € [0, 1]-re

o) = gt < ([ r7a ) ([ om0 ) =171 7

Tehat a kiértékel6 funkcional korlatos, fgy H} tényleg egy RKHS.

(0 dt| =

A reprodukald kernel kiszamitdsahoz hasznéljuk a kévetkezd tételt:

3.2.2. Tétel. [6, Theorem 2.4.]
Ha 3 egy RKHS X felett, és {e,} egy teljes ortonormdlt rendszer H-ban, akkor

Bizonyitds. Vegyiik k, Fourier-sorat {ey} szerint:

[e's) 00
Z (kysen) en =D _ (e ky)en = 3 en(y)
n=1 n=1 n=1

Tehdt K (x,y) = ky(2) = 552, ea(y)en (@) O

Nézziik az aldbbi fliggvényeket n # O-ra:

en(t) = (cos(2mnt) — 1), su(t) = sin(27nt)

1 1
V21n V210
Ezeknek a derivéltjai ¢/, = —+/2sin(2mnt), illetve s/, = /2 cos(2nnt), tehat ha (f,c,) = (f,s,) =
0 ¥n > 0, akkor f’ ortogondlis minden nem konstans L2[0, 1]-beli fiiggvényre, mert {1, ¢/ :n >0}

egy ortonormalt bazis ezen a téren. Igy f’ csak valami konstans fiiggvény lehet, tehét f egy els6foki

7’n7’n

polinom. Viszont csak egy ilyen f van, ami teljesiti az f(0) = f(1) = 0 peremfeltételeket, mégpedig
a konsans nulla fiiggvény. Tehat {c,, s, : n > 0} teljes Hi-en. Az ortonormaltsig pedig kovetkezik

a derivaltak L2[0, 1]-beli ortonormaltsagabdl, gy mar alkalmazhatjuk az el6z6 tételt:

k(z,y) = Z cn(y)en () + Z $n(y)sn ()
n=1 n=1
=> %17”2(005(277“37) cos(2mny) — cos(2mnx) — cos(2mny) + 1 + sin(27nz) sin(27ny))
n=1

) A—=y)x haz<y
B y(l—z) haz>y
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3.2.2. Példa (Paley-Wiener terek). [6, 1.3.2 Paley-Wiener spaces]
Erdekes eredmény, hogy az L?[—A, A]-beli fiiggvények nem alkotnak RKHS-t, de ezen fiiggvények-

nek a Fourier transzformaltjai viszont mar igen, illetve az {gy kapott tér egy valédi altere L2[R]-nek.

3.2.3. Definicié. Egy f: R—R fiiggvény Fourier transzformaltja
Fay= [ et ar
—o0

Legyen A > 0. Ekkor a Paley-Wiener tér PW, = {f |f € LQ[—A,A]} vagyis az L?[—A, A]

elemeinek Fourier transzformaltjai.

Megjegyzés. Az integralasnak koszonhetéen az L2-beli ekvivalenciasztalyok helyett itt az f—ek mar

egyértelmfiek, tehat PW 4 elemei konkrét fiiggvények, L%-vel ellentétben.

Mivel {eQﬂ%t‘n € Z} egy ortonormélt bazis L?[—A, A]-ban, ezért ha f € L?[—A, A] Fourier transz-

o~

formaltja f(n/A) = 0 minden n € Z-re, akkor f majdnem mindentitt nulla, hiszen ortogondlis az
elébbi bazis minden elemére. Tehéat =~ : L?[—A, A] — PW, injektiv, mert a magtere a majdnem

mindeniitt nulla fliiggvények.

Mivel PW 4 definicidja miatt sziirjektiv, illetve az integralds linearitasabdl kévetkezoen linearis is,

ezért ~ egy izomorfizmus, tehat ha ugy definidljuk a skalaris szorzést, hogy

~ A —
(F.8) py, = 9 2oan = [ FO5D at
akkor PW4 egy Hilbert tér lesz R-en.

3.2.4. Allitds. PWy a fenti skaldris szorzdssal elldtva eqy RKHS.

Bizonyitas. Mar csak azt kell belatni, hogy minden kiértékel6fiiggvény korlatos:

~ A . ~
71| = |[ gz ,-vaA| 7]

< () o2t

PW4

O]

Megjegyzés. A definidlt skalaris szorzas segitségével kénnyen megkaphaté a kernel fiiggvény is:

Keressiik el6szor azt a k,-t, amire minden f € PWy-ra < f , k:y> = f(y). A Fourier transzformalt

definici6 szerint

= [ goes=a= [ ge@a= (e.0m)

L2[-A,A]

Tehat innen koévetkezik, hogy

o —

A A
kiy(ﬂf) — e2miyz — / 627riyte—27rixt dt = / 62m’(y—x)t dt
—A —A
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Az integrélt kiszdmolva azt kapjuk, hogy

1 sin(2rA(z—y)) ha z ?é y
ky(x) =k(x,y) =4 ™ =y
y(2) (z,y) { 24 haz =y

3.3. Pozitiv definit kernelek

Most, hogy formalisan bevezettitk az RKHS-eket és néztiink is rajuk néhany példat, illetve alap-
tulajdonsagot, nézziik meg, hogy miért relevansak a kernelizdlas szempontjabol. Azt szeretnénk
belatni, hogy a kernel fiiggvények (2.2.1), a pozitiv definit kernelek (2.2.3) és a valés RKHS-ekhez

tartozé reprodukald kernelek egymaéssal ekvivalens fogalmak.

Azt mar lattuk, hogy minden kernel fiiggvény pozitiv definit is . El6szor azt latjuk be, hogy a
valés RKHS-ekhez tartozé reprodukalé kernelek kernel fliggvények, majd azt, hogy pozitiv definitek.
Ezutan a Moore-Aronszajn tétel segitségével konstrudlunk minden k pozitiv definit kernelhez egy
RKHS-t, aminek k a reprodukélé kernele, ezzel belatva a két fogalom kozotti ekvivalenvids. Es

ebbdl mar kovetkezik az is, hogy a harom fogalom ekvivalens.

3.3.1. Allitas. Ha H egy valds RKHS X-en a k reprodukdld kernellel, akkor k : X x X — R egy
kernel fiiggvény.

Bizonyitds. k(z,2'") = (ky, kz)ge = (kz, kar)q definicié szerint. Tehét ha a ® : X — H hozzdrendelés
P(x;) = kg,, akkor k(z,2’) = (®(x), P(2)) 4. O

Mivel vannak olyan reprodukélé kernelek, amik felvehetnek komplex értékeket, ezért érdemes defi-

nidlni a definitséget komplex kernelekre is.

3.3.2. Definicié. [6, 2.2
A € C™"*™ matrix pozitiv szemidefinit ha (Az,x) > 0 Vz € C" Ha ez szigoru egyenl6tlenséggel

teljesiil minden nemnulla x esetén, akkor azt mondjuk, hogy A pozitiv definit.
Ekkor a komplex kernelek definitségét hez hasonlbéan definialjuk.

3.3.3. Allitas. [6, Proposition 2.13]
Ha H egy RKHS X-en, k reprodukdlo kernellel, akkor k pozitiv definit.

Bizonyitds. Tetszbleges x1,...,x, € X-re és a € F"-re a K Gram matrixszal:
n n n n n
(Ka,a) = Z wojk(xg, xj) = Z [e7te” <kxj,kxi> = <Z ajk:xj,Zaik‘xi> = Zaikmi >0
ij=1 ij=1 j=1 i=1 i=1
O
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3.3.4. Tétel (Moore-Aronszajn). (6, Theorem 2.1/, Proposition 2.3]
Ha eqy X halmaz feletti k kernel pozitiv definit, akkor egyértelmiien létezik egy olyan H RKHS X

felett, aminek k a reprodukdlé kernele.

Bizonyitdas. Rendeljiik hozzd minden x € X-hez azt a k, : X — F fiiggvényt, ami minden y € X-
hez hozzarendeli k(y, z)-t, azaz k, = k(-,z). Vegylk elszor ezen k,-ek altal generalt vektorteret,

legyen ez W. Ezutan definidljuk a skalaris szorzast W-n a kdévetkezOképpen:
W= <Z ajkxjazﬂikxi> = o;Bik(x;, x;)
J i w 12
Mivel f tobbféle képpen is el6dllhat, mint k;,-k linedris kombinacidja, ezért elészor azt kell belatni,

hogy (-, )y, jéldefinialt, vagyis hogy nem fiigg az értéke az aj-k és f;-k valasztasatél. Legyen
=2 ajlk:xj =2 ajzk:xj bs g =3, Blky, = >, BPky, f és g tetszOleges felbontésai.

Ha feltessziik, hogy csak az f-nek kiilonbozik a két felbontdsa (vagyis 8} =% =f3;), akkor:

<Zaj1kwjazﬁzkx,> = Za}Ek‘(Zz,fL‘] Zﬂzza kac] xz Z/Bz xz
J i w .3
Ami mar nem fiigg attél, hogy f-et hogyan bontjuk fel. Ezt hasonléan megtehetjiik g esetén is, itt

azonban még azt is ki kell hasznalni, hogy K Gram métrixa konjugaltan szimmetrikus:

<Zajkyj,25ilkxi> Za]B (x,x;) ZQJZB kg, (25) Zalg (x5)
J { w
Tehat ha az egyik felbontést régzmjuk, akkor a mésikat teszolegesen Valtoztathatjuk, igy:

OOLT TS IO S0 D T BES OOICT0 e )
J i i . - -

w J i w J i w
Tehat (-, )y, joldefinidlt. Most lassuk be, hogy tényleg skaldris szorzas:

1. Linearitas az elso valtozéban:

(Arfr + A2f2, 9) <)\12a Kz, -I-)\zZOé ka>ZBZ 3:1>
= <Z()\1ajl + >\2a§)kxjaz ﬁzkxz>
w

7 %

w

= Z(Ala} + )\20&?)@/{(.%7;, xj)
(2]

_Alza ,Bz (x4, 25) +>\QZOK B@ (w4, 75)

7]

=1 (f1, 9w + X2 (f2, 9w

2. A konjugdlt szimmetria kdvetkezik abbdl, hogy Gram matrix a pozitiv szemidefinitség miatt
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onadjungalt:

(f, 9w =Y iBik(wi, x;) = Biak(xy, i) = Zﬁi@k(xj7$i) = (9, NHw
2¥)

,J 0,

3. Az, hogy (f, flw = 22 jaik(wi, xj) > 0 kovetkezik k pozitiv definitségébdl, igy mar csak az
van hatra, hogy ez pontosan akkor teljesiil egyenloséggel, ha f = 0. Egyrészt ha f = 0, akkor

(fs Hw = Zoéjaﬁ'k(fvz”xj) = ZOTiZ kg (i) = ZOTz‘f(l‘i) =0
[2¥} 4 J 7

Masrészt, ha (f, f)y, = 0 akkor ez atirhato ) ajagk(x;, vj) = o Ka alakba, ahol K;; = k(x;, x;) a
k Gram matrixa. Ekkor mivel K pozitiv szemidefinit, ezért 1étezik a négyzetgyoke:
1.1 1 1 1 1 12
0=a"K:K2a=(K2a) Kia = (K?a, K§a>2 = HKﬁozHQ =0
Ahol a * az adjungaltat jeloli. Tehat K ja = 0, igy tetszoleges g € W-re:
(fraw = ZajEk(xi,xj) =pf"Ka= ﬁ*K%K%a = ﬁK%O =0
.3

Ami csak akkor lehetséges, ha f = 0. Ezzel belattuk, hogy (-,-);, egy skaldris szorzas W-n.

Kovetkezo 1épésként tegyiik teljessé W-t, igy megkapva H-t, majd az szeretnénk beldtni, hogy az
igy definidlt H minden eleme megfeleltethetd egy F(X,F)-beli fliggvénynek.

Ehhez elészor definidljuk h(z) = (h, ky)y, fiiggvényeket, majd ezek segitségével a H = {E‘h € J{}
halmazt. Ekkor H C F(X,F) és a = operétor linedris, tehét H még vektortér is. Azt szeretnénk
beldtni, hogy ~ bijekcid.

Mivel a leképezés linedris, ezért az injektivitdshoz elég azt beldtni, hogy ha ?L(CC) =0 Vzx € X, akkor
h = 0. Tegytik fel tehdt, hogy B(m) = 0Vx € X. Ekkor (h,k;)y, = 0 Ve € X, tehat h L W. De

mivel W siiri H-ban (H konstrudldsa miatt), ezért h = 0, tehat a leképezés injektiv.

A sziirjektivitds kovetkezik H definiciéjabdl, tehat = bijekeid, igy definidlhatunk rajta a kovetke-
z0képpen skaldris szorzast: <ﬁ;, E;> = (h1, ha)yy,, és ezzel H az X-en értelmezett fliggvények egy
Hilbert-tere lesz. Kénnyen kiszamolhato, hogy ezen a téren a kiértékeld funkcional korlatos:

Ey(h) = h(x) = (h, ke = (B ke ) < || B | %

Tehét H egy RKHS X-en, és a reprodukalé kernele pedig @(x) = ky(x) = k(ky, ky) = k(z,y)

Mar csak az egyértelmiiséget kell belatni: Tegyiik fel, hogy Hy, Ho is RKHS-ek X felett a k kernellel.
Legyen W; a {k, € H;|z € X} linedris burka. Ekkor f(z) : f € W, értéke nem fiigg attdl, hogy
Wi-bél vagy Wa-bdl vesszik, mert f(x) =3, ajky; (v) = 32, ajk(x, x;).

Illetve tetszéleges f € Wi-re:

1£13e, =D aidg (koo by ), =D aidGh(a, i) = |11,

i?j /L?]
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Tehét || fllg, = [ flloe, Vf € Wi. Mivel Wy stirti 3;-ben a 3.1.10 kévetkezmény miatt, ezért 1étezik
minden f € 3;-hez létezik egy (fn) C Wi sorozat, amire || f — fullg, =0

Mivel (f,) egy Cauchy sorozat Wi-ben, ezért (f,) Cauchy sorozat Wa-ben is (mert a normdk
megegyeznek). Tehdt 1étezik egy g € Ha : |lg — fullg, — 0 Mivel RKHS-ek esetében a norma
beli konvergenciabdl kévetkezik a pontonkénti konvergencia a 3.1.12 lemma szerint, ezért f(z) =
lim,, f,(z) = g(z) Vo € X, igy ha f € H; akkor f € Hoq, vagyis H; = Ho O

Tehat a valés RKHS-ek és a (valds) pozitiv definit kernelek egyértelmiien megfeleltethetek egy-
mésnak gy, hogy az RKHS reprodukalé kernele a neki megfelels pozitiv definit kernel legyen. Igy
ezzel belattuk, hogy a pozitiv definit kernelek reprodukalé kernelek és igy kernel fiiggvények is.

A fejezet elején lattunk mar arra példat, hogy hogyan lehet az RKHS-b6l meghatérozni a kernel
figgvényt, szoval most nézzik a masik iranyt, az ugynevezett rekonstrukciés problémat. Ez

altalaban egy nehezebb feladat, mint a kernel meghatarozasa a az RKHS-bol.

3.3.1. Példa (Skalaris szorzas altal indukalt RKHS). [6, 2.3.4]
Legyen L egy C feletti Hilbert tér a (-,-), skalaris szorzassal, k(z,y) = (x,y), a kernel figgvény
és az ehhez tartozd H(k) RKHS-t szeretnénk megkeresni.

Bizonyitdas. Legyen K a k kernel Gram matrixa egy tetszbleges z1,...,z, C £ halmazon, azaz

K;j = (x;,x;). Ekkor minden o € C"-re:

n n n n
(Ka,a)en = Y {zi25) g cjai = ) (@i, @) = <Z%$i7zajxj> =
c

i,j=1 ij=1 i=1 i=1

2
>0
L

n
E QT
1=1

J
Tehat k egy pozitiv definit kernel, {gy létezik egy hozzé tartozd H(k) RKHS.

A CSB-egyenl6tlenség miatt minden x € L-re f, = (-, x), egy korlatos funkcional, illetve a linearis
kombinacidik is, igy az a megérzésiink, hogy ezek fogjék alkotni H(k)-t. Ez megegyezik az L —C
korlatos linearis funkciondlok H vektorterével, hiszen a Riesz reprezentéaciés tétel szerint minden
[ € H-hoz egyértelmiien 1étezik w € £ gy, hogy f = (-, w), = fi,. Mivel H konjugéltan linearisan

izomorf L-el:
A fuwy + X2 fwy = A1 (wr) 4 Ao (L we) = <',)\71w1 +)\72w2>ﬁ

ezért tényleg egy vektortér, illetve az (fu,, fus)qe = (w2, w1), skalaris szorzassal Hilbert-tér is.

Ha vesziink egy tetszOleges x € £ pontot, akkor itt az F, : H — C kiértékel6 funkciondl abszolit-

értéke korlatos:

[Ee(fu)l = |fu(@)| = [(z,w) | <zl lwllg = [lzll¢ [ fuwlls
Tehat H egy RKHS. Mivel f,(z) = (z,w); = (fw, fz)g, ezért a kernel fiiggvény az = pontban
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ky = fr. Tehat H kernel fiiggvénye:

kae(z,y) = ky(x) = fy(z) = (z,y); = k(z,y)
Igy az RKHS egyértelmiisége miatt H(k) = K. O

3.3.5. Allitas (Szigortian pozitiv definit kernelek). Legyen H egy valds RKHS X felett a k
reprodukdlé kernellel. Ha k szigorian pozitiv definit, akkor tetszdleges (x1,y1), .-, (Tn,yn) € X X R

mintdra létezik olyan f € H-t, ami interpoldlja a mintaelemeket, vagyis f(x;) = y; Vi € [n]-re.

Bizonyitds. Az x; pontokhoz tartozd k,, reprodukalé kernelek &altal kifeszitett altéren pontosan

akkor létezik ilyen f = Z _1 @jkz;, ha minden i-re:
n n
yl:f( ) f? mz — <Za]kxjakxz> :Za] <kxjakxz>zza]k(xlax])
j=1 j=1
Ami a K;; = k(x;,z;) Gram matrix hasznalatdval a Ka = y linearis egyenletrendszerhez vezet.

Mivel k szigortian pozitiv definit, ezért a K matrix pozitiv definit, igy invertdlhaté. Tehat az

a = K~y egyiitthatok segitségével f(x;) = > =1 ik (T3) = i O

3.3.6. Kovetkezmény. Szigorian pozitiv definit kernelek haszndlata esetén sziikséges a requlari-

zacio haszndlata, kilénben interpoldlndk a mintdt.

3.4. A reprezentacios tétel

Most térjink egy kicsit vissza az els6 fejezetben targyalt regularizalt kockazathoz (1.1.4). (Iga-
zabol ennek egy altalanosabb esetét vizsgaljuk, hiszen a tételben tetszéleges veszteségfiiggvényt

hasznalhatunk a minta felett.)

A kovetkez6ekben ki fogjuk mondani a Reprezentacios tételt, illetve egy specidlis valtozatat, melyek

kezelhetové teszik majd a végtelen dimenziés RKHS-eken valé minimalizalast.

3.4.1. Tétel. |7, Theorem 4.2]
Legyen H egy valos RKHS X felett, 2 : [0,00] = R egy szigorian monoton névekvd figguény, és
L: (X X RH" R egy tetszileges veszteségfiigguény.

Blkor ha az | € H minimalizdlja a J(f) = L1, y1, F(@1))s- - -, (@ s F(@n))) + Q| Fll50) fumh-
citondlt H-n, akkor felirhato

= Z aik(z;, x) = Z ik, (z)
i=1 =1

alakban, ahol k a H RKHS-hez tartozo kernel fligguény.
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Bizonyitds. Elészor is, mivel az z? fiiggvény szigortian monoton né a [0, 00) intervallumon, ezért
feltehets, hogy Q(||f]13) = Q|| fll5c), mivel a ketté pontosan ugyanakkor lesz szigortian mono-
ton nové. Ha S a kg, ,...,k;, 4ltal generdlt altér, akkor ]? felbonthaté egy S-beli g és egy S-re

ortogondlis h komponensre, vagyis
f(z) = g(@) + h(z) = 3 aiky, () + h(z)
i=1

Tehat azt szeretnénk belatni, hogy h = 0. Mivel

~

f(l'l) = g(l‘l) + h(ZL‘l) = (g, k$z>f}( + <hv kxz>j‘( = <gv kxz>9{

ezért L nem fiugg h-tdl, tehat h valasztasa csak az Q(||f||4) tag értékén valtoztat. Itt azonban

Q|1 fllac) = Q(11F 15 = Qllgllze + 1Bl150) = Alglize) = 2llgllso)

Q) szigort monotinitasdbol kovetkezik az utolsé egyenlétlenség, illetve az is, hogy ez pontosan akkor

teljesiil egyenloséggel, ha h = 0. Mivel fminimalizélta J-t, ezért ebbdl kovetkezik f: g. O

Tehat igy a minimalizalo fiiggvényt elegendd az esetlegesen végtelen dimenziés H helyett az adatok-
hoz tartozd kernelfiiggvények dltal kifeszitett véges dimenzids altéren keresni, ezzel kezelhet6vé téve
a feladatot. Azonban a tétel bizonyitdsakor feltettiik, hogy létezik az optimalizdland6 feladatnak
minimuma a H RKHS-en. A kdvetkezd tétel kimond elégséges feltételeket a minimum létezésének

és egyértelmiiségének érdekében az Q(f) = A || f ch esetben.

3.4.2. Tétel. [0, Theorem 8.8]
3 egy valés RKHS X felett, L((xi,Yi, f(%i))icn)) konvex és keressiik azt az fe H-t, ami minima-
lizdlja J(f) = L(f) + A ||f||§{-t. (A > 0) Ekkor ez az [ létezik és egyértelmd.

Bizonyitds. A létezés belatasahoz elegendd belatni, hogy a W = {feH|Ja € R" : f =31 | kg, }
halmazon létezik a minimum, hiszen a reprezentacios tétel bizonyitdsdhoz hasonlé érveléssel lathatd,
hogy egy H \ W-beli fuggvény W-re vett projekcidja nem noveli a veszteséget. Minden f € W
felirhaté f = > ;- aik,, alakban, ezért
n n
Hngf = <Z ajky;, Zaikri> = Zaiajk(xi,xj) =o' Ka
j=1 i=1 g0 0

ahol K a H-hoz tartoz6 kernel Gram maétrixa az x;-k felett, a € R". Mivel K pozitiv szemidefinit,
ezért az S, = {a € R"‘aTK a < c} szinthalmazok zart ellipszoidok R"-ben.

Vegytnk egy tetszéleges f € W-t és legyen ¢* = J(f). Jelolje fo == >1" ;| ajky,-t. gy ekkor az
Sy ={a e R"|J(f,) < c*} egy nemiires halmaz. Mivel az L veszteségfiiggvény nemnegativ, ezért
J(g) > A\gll3 minden g € W-re, tehdt J(fa) < ¢* esetén:

¢ 2 J(fa) 2 Mlfallze = Aa"Ka
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Igy Sexn = {a € R"‘QTKa < %} egy olyan konvex, korlatos, zart halmaz, ami tartalmazza az
Osszes olyan a pontot, ahol a J(f,) < ¢*. Mivel J konvex a-ban egy konvex halmazon, ezért
folytonos is (|5, 2.30 Lemma)). Folytonos fiiggvényeknek pedig van minimumuk korldtos és zart

halmazokon a Weierstrass-tétel szerint, tehat létezik a minimumhely.

Mivel || f ”52}{ szigortian konvex, L(f) pedig konvex, igy az Osszegik, J is szigortian konvex 1)

amibdl kovetkezik a minimumhely egyértelmiisége. O

3.4.1. Példa (Kernelizalt Ridge Regresszid). Legyen H egy valés RKHS X felett a k kernellel
és adott egy (z1,91),.-.,(Tn,yn) € X X R ii.d. minta. Ekkor az RY feletti ridge regressziéhoz

hasonléan most H-n keressiik azt fiiggvényt, ami minimalizdlja a regularizélt veszteséget (A > 0):
2 1¢ 2 1{ 2
argmin L[f] + A fllze = — > (f(:) = 9:)* + M fllse = — D _((f kaidge — 9i)® + A1l
fest s iz
Mivel L konvex f-ben 1) ezért Reprezentacios tétel, illetve miatt az optimalis f létezik

és felbonthat6 az x;-khez tartozo kernel fiiggvények segitségével:

.]/c\: Z ajkxj
j=1

Tehat a feladat felirhaté a kovetkezo forméaban is:

2
argmin 52 <<Zajkmj,kmi> —yi) +A
H

2

a€R™ T 1 \ \j=1

n
Z @; km]‘
=1

H

:%Z

1

n
1=

2
(Zajk(xi,:cj) yz) + A Z O[iOéjkI(:Ei,l‘j)
j=1 ig—1

A fenti feladat atirhaté a K;; = k(x;,x;) Gram métrix segitségével linearis algebrai forméra:

1 1
argmin —(Ka —y) (Ko —y) + \aKa = — (T KTKa — 2" KTy +yTy) + A\aKa
acRn TN n

Mivel a fenti kifejezés differencialhaté és szigorian konvex a-ban, ezért a minimum abban az a-ban

vétetik fel, ahol a derivalt nulla:
2 2
“KTKa - KTy 4+ 2 \Ka =0
n n
Tehat az optimalis & € R? és ezzel f is megkaphato az alabbi linearis egyenletrendszer megoldasaval:

(KTK + \MK)a = Kby (3.4.1)

Ha K pozitiv definit, akkor a megoldas egyértelm.

Ha viszont K pozitiv szemidefinit, akkor tobb a megoldasa is lehet a feladatnak, azonban ezek

ugyanahoz az f = > 1" a;k;,-hez vezetnek:
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Legyen « és o olyanok, hogy kielégitik a fenti egyenletrendszert. Ekkor:
(KTK 4+ MK)a = KTy = (KTK + AnK)d/
Ezt rendezziik a bal oldalra, majd hasznaljuk K pozitiv szemidefinitségébdl addédd szimmetridjat:
(K +Anl)K(a—a') =0
Mivel (K 4+ Anl) pozitiv definit, ezért ez a kifejezés csak akkor lehet nulla, ha K(a — ') = 0.

Legyen f =Y | ajky, és f' =31 | alks, a két megoldas altal meghatarozott fiiggvények. Ekkor
n n n n

Z aik‘azi - Z a;kxi = <Z(al - a;)kxw (ai - a;)k$z>

=1 =1 H

=1 =1
= > (e — al)ay = ) (kuys by ), = (@ =) K (@ =) = (a = a')0 =0

ij=1

n

Z(ai - a;)kxz

i=1

H

1F = Fllac =

H

Tehat f = f’, vagyis a és o is ugyanazt a fiiggvényt definidljdk, igy nincs ellentmondés a m
tétellel.

Megjegyzés. Az fejezetben is levezettink méar egy képletet a-ra:
1
n\
Ahol K R"-beli vektorok Gram maétrixa volt, de azt allitottuk, hogy a kernel triikk segit-
ségével kernelizalhato a feladat. Ez azt jelenti, hogy ha most egy H valés RKHS-en keressiik a

a =

(y — K(K + n)\I)_ly)

regularizalt kockazatot minimalizalé figgvényt, akkor az megkaphaté dgy is, hogy az el6z6 kép-
letben az R™-beli skalaris szorzast lecseréljiik a k kernelre. Ebben az esetben K helyébe a H-beli
kz,,- .., kg, reproduldlé kernelek Gram-matrixat irjuk, azaz:

Tehat azt szeretnénk belatni, hogy a igy kielégiti a |3.4.1] egyenletet, vagyis:

1
(K? + M\nK) (v — K(K + n\)"ly) = Ky

n
K%y +nAKy — K3(K +nX\) "'y — nAK?(K +n\) "'y = nAKy
K*(I - K(K +nX)™" —n\K +nX) Hy =0
K*(I — (K +nX\)(K +nX) Hy =0
K*(I-I)y=0
Ami teljestil K értékétél fiiggetleniil, tehat az fejezetbeli ridge kernelizalasa tényleg miikodik.

Megjegyzés. A reprezenticios tételt kernelizalt ridge regressziéra mar 1970-ben bebizonyitotta Ki-
meldorf és Wahba ([4, Lemma 2.2]), azonban ekkor még nem igy nevezték a feladatot. Az altalé-

nosabb valtozatot csak 2001-ben bizonyitotta be Scholkopf, Herbrich és Smola.
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4. fejezet

Konvex optimalizalas

Az els6 fejezetben lattuk, hogy X — R regresszios feladatok esetén a probléma altalaban a kockazat
vagy a regularizalt kockdzat minimalizdldsa egy H C F(X,R) halmaz felett. A harmadik fejezetben
szerepld reprezentiacios tétel kovetkezménye, hogy ha H egy RKHS, akkor n elemii minta
esetén egy n dimenzids Hilbert-téren keressiitk a megoldast. Ezek viszont izomorfak R™-el, ezért

azok a modszerek, amik az R" feletti minimalizdlas soran mikodnek, kernelizalas utan is fognak.

Ebben a fejezetben azt fogjuk megvizsgdlni, hogy hogyan lehet kezelni az R™ feletti megszoritasos
minimalizalasi feladatokat, illetve hogy miért érdemes konvexnek és differencialhatonak valasztani
a veszteségfiiggvényt. Tovabba pdétolunk néhany hidnyossagot korabbrol, vagyis definidljuk, hogy
mit jelent a konvexitds és beldtunk néhany olyan allitdst, melyeket hasznaltunk méar korabban,

bizonyitasuk azonban elmaradt.

4.1. Alapfogalmak

4.1.1. Definicié. (7, Definition 6.1]
Adott X vektortér. X C X konvex, ha Vz,2’ € X, A€ [0,1] : e + (1 — Nz’ € X

4.1.2. Definicié. |7, Definition 6.2]
f: X —R fiiggvény konvex, ha Vz,2’ € X,\ €[0,1] :

A+ (1=N2' € X=fAx+ (1 =N2") < Af(z) + (1= N)f(2)
f szigoruan konvex, ha a fenti egyenl6tlenség szigori egyenl6tlenséggel teljesiil minden A € (0, 1)

esetén.

4.1.3. Definicié. [7, Corollary 6.6]

Ezek segitségével mar tudjuk definidlni a feltételes konvex optimalizalasi feladatot:
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Adott egy X konvex halmaz és f,cy, ..., c, : X — R konvex fiiggvények. A tovabbiakban jelolje ¢(x)

a [c1(x),...,cn(x)]T vektort. Keressiik f minimumat a c(z) < 0 feltétel mellett az X halmazon,
vagyis:
argmin f(x) (4.1.1)
rzeX
ahol ¢(z) <0 (4.1.2)

Megjegyzés. A konvex optimalizalasi feladathoz hozza lehetne venni még tovabbi, e;(x) = 0 felté-
teleket is.

Most, hogy definidltuk a feladatot, nézzik meg, hogy milyen halmazon teljesiil az Gsszes feltétel,

illetve hogy az optimélis megoldasok halamaza milyen tulajdonsaggal rendelkezik.

4.1.4. Lemma. |7, Lemma 6.3/
X konvex halmaz, ¢ : X =R konvex fiigguény.
Ekkor az {x € X|c(x) < z} halmaz konvex minden z € R-re.

Bizonyitds. TetszOleges x,2’ € X-re és A € [0, 1]-re:
cAz+ (1 =Nz") < Ae(x) + (1= Ne(@) < Az+ (1= Nz =2z

ahol az els6 egyenlGtlenség ¢ konvexitasabol, a masodik a feltételbdl kévetkezik. O

4.1.5. Lemma. |7, Lemma 6.4/

Konvexr halmazok metszete is konvex.

Bizonyitds. Legyenek X7, Xo C X konvex halmazok, z, 2’ € X7 N Xy, A € [0, 1].
Ekkor Az + (1 — A2’ eleme mind X;-nek, mind Xs-nek, igy a metszetiiknek is. O

4.1.6. Kovetkezmény. C = {z € X|c¢;(x) < 0Vi € [n]}, vagyis az a halmaz, amelyre az dsszes

megszoritds teljesiil, konver.

4.1.7. Allitas. [7, Theorem 6.5]
Ha létezik f-nek minimuma C-n, akkor azok a C-beli pontok, ahol f minimdlis konvex halmazt

alkotnak. Ha f szigorian konvex, akkor pontosan eqy elembdl dll.

Bizonyitds. Legyen ¢* f minimuma C-n. Ekkor X,,, .= {z € X|f(x) < ¢*} konvex, tehdt az optimé-
lis megolddsok halmaza, X,, NC is konvex. Ha f szigorian konvex, akkor kiilonboz6 z, 2’ € X,,NC

esetén a konvex kombindciéjuk A € (0, 1)-re:
fOx+ (1 =XN2) < Af(x)+ (1 =N f(@") = "+ (1= N)c" ="

Tehét a konvex kombinacidjuk kisebb értéket venne fel, mint ¢*, ami ellentmondas. ]
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4.1.8. Allitas. Legyen X egy vektortér, f : X —R konvez, g : X—R szigorian konvez fiigguények,
a>0,b>0. Ekkor af + bg is szigorian konvez.

Bizonyitds. Legyen X\ € (0,1), z,2' € X, ekkor:

(af +b9)( Az + (1= Nz') =af(Az + (1 = N)z') + bg(Ax + (1 — N)2) <

a(Af(z) + (1= A)f(2) + b(Ag(@) + (1 = Ng(a")) = Aaf + bg)(x) + (1 = A)(af + bg)(a")
Ahol az egyenl6tlenség szigorisdga g szigori konvexitasabdl, illetve b > 0-bdl kévetkezik. O

4.1.9. Allitas. Ha H egy R feletti Hilbert tér, akkor a kivetkezbképpen definidlt J : H — R

funkciondl

1 & 9
J(f) = EZ(U,(PD — )+ CIf]l
i=1
szigorian konvex f € H-ban minden rogzitett (p1,y1),- -, (Pn,Yn) € H X R és C > 0 esetén.

Bizonyitds. Mivel konvex fliggvények Osszege is konvex, ezért elegendd a tagokrdl kiilon-kiilon be-
latni, hogy konvexek. Tovabba a C’,% > 0 konstansokkal valé szorzas se valtoztat a konvexitason.

Legyen A € (0,1) és f1 # fo. Ekkor a szumma tagjai:
((Mfr (L= N faymi) = yi)® = A1 00) — 1) + (L= N ({f2r 00) — i)
<AM(fr i) =) + (1= N ({(f2, 02) — 9i)°

Ahol az egyenl6tlenség abbdl kovetkezik, hogy ({fx, pi) — ;) valés szdmok k € {1,2}-re. Azt pedig

mar tudjuk, hogy az 22 fiiggvény szigorian konvex R-en.

Az || f||*-es tag is szigortan konvex a haromszog-egyenlétlenég illetve A € (0,1) miatt:

I+ (L= 2Ll < IAAIPH I =N fll* = X2 1ANE + @ =22 1l < XA+ @ =) 1 f)
O

4.2. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek

4.2.1. Definicié. |7, Corollary 6.6]
Legyen X = R™. Adottak f,c1,...,¢, : R™ — R konvex fiiggvények. A tovdbbiakban primal
feladatnak nevezziik az alabbi konvex optimalizaciés problémat:

argmin f(x)

TrER™

ahol ¢(z) <0

Ha nincsenek megszoritdsok, akkor kénnyen minimalizélhatjuk f-et (ha differencidlhaté) tgy, hogy

megoldjuk a 0, f(z) = 0 egyenletet. Azonban ha mar van c(x) < 0 feltétel is, akkor mar nem ilyen
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egyszeril a probléma, hiszen példaul lehet, hogy azok a pontok, ahol a derivalt 0 nem teljesitik
a feltételeket. Azonban ez egy j6 otletet ad arra, hogy hogyan lehetne megkozeliteni a feladatot.
Mégpedig gy, hogy ha nem megszoritjuk a feladatot, hanem csak biintetjiikk azt, hogy ha egy

feltétel nem teljesiil.

4.2.2. Definicié. [2, 5.1.1]
Igy jutunk az tgynevezett Lagrange-fiiggvényhez:

L(z,a) = f(z) + ) aici(z)
i=1

ahol o > 0 (Itt és a tovabbiakban is az « az a;-ket tartalmazé vektort jeloli, illetve az o > 0 azt

jelenti, hogy az Osszes eleme nagyobb, mint 0.)

Megjegyzés. Ha

a>0 a>0

f'(z) = sup (L(z,a)) = sup <f(x) + i Ozici(a;))

akkor lathato, hogy f'(z) = f(x) minden x € R™-re, amire teljesiil az Osszes ¢;(x) < 0 feltétel és

f'(x) = oo ha van legaldbb egy ¢;(x) > 0. Tehét az

inf f'(z) = inf (sup(L(x,a)))

T€R™ z€R™ \ a>0

értéke megegyezik a primél feladat optimuméban felvett értékkel.

Tehét az otlet az, hogy L(x, a)-t egyszerre szeretnénk minimalizalni z-ben és maximalizalni a-ban,
ezzel egy nyeregpontot keresve R"*™-ben. Azonban nem mindegy, hogy milyen sorrendben nézziik
a kettot:

4.2.3. Definicié. [2, 5.1.2]
A Lagrange-fuggvény segitségével definidljuk a Lagrange-duéalist:

g(a) = inf (L(z,a)) = inf (f(x)—i—zn:alcl(x))

rER™ TrER™

Ekkor a Lagrange dudlis feladat a kévetkezo:

argmax g(«)
acR”

ahol o > 0
4.2.4. Allitas. (2, 5.1.5]

Ha p* a primdl feladat infimuma, és d* a Lagrange dudlis feladat szuprémuma, akkor d* < p*. Azaz
gla) <p*Va>0
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Bizonyitds. Legyen & € R™ olyan, hogy ¢(z) <0 és f(z) = p*. Ekkor:

ga) = inf L(z,0) < L(7,0) = f(2) + Y aici(a) < J(7) = p'
i=1

O]

Megjegyzés. Fontos észrevétel, hogy az elébbiekben sehol sem hasznaltuk ki a fiiggvények konvexi-

tasat, ezért a fenti érvelés teljesiil tetszoleges f, ¢; fliggvények esetén is.

A kovetkez6 tétel kimondja, hogy L(x,«) nyeregpontja valéban optimalis megoldasa a primal fel-
adatnak.

4.2.5. Tétel (Elégséges KKT nyeregpont feltétel). |7, Theorem 6.21]
ficry ..o cn : R™M =R tetszdleges figgvények, 0 < a € R™, L(z,a) := f(x) + Y, aici(x)
Ha létezik (z,a) : L(z,a) < L(z,a) < L(z,a) Yz € R™, Ya >0 azaz (T,&) egy nyeregpont, akkor

T minimalizdlja f(x)-et a c¢(x) < 0 megszoritds mellett.

Bizonyitds. 1. Az igy kapott megoldds megengedett, azaz ¢(Z) < 0:
A bal oldali egyenlétlenség Lagrange-fiiggvényét felirva az f(z) + >, aici(Z) < f(Z) + Y; qici(T)
kifejezéshez jutunk, melyet bal oldalra rendezve a kovetkezzd egyenlGtlenséget kapjuk:
Z(Ozi — di)ci(i) S 0
i
Mivel ez fennall minden o > O-ra, ezért ha tgy definidljuk o/-t tetsz6leges j € [n]-re, hogy 04{ =
a;+1hat=jés ag = @; ha i # j, akkor a fenti egyenlétlenségbe behelyettesitve azt kapjuk, hogy

¢j(z) < 0 minden j € [n]-re. Tehat & megengedett megoldasa a feladatnak.

I1. Az igy kapott megoldas optimalis, azaz f(z) < f(x) Vx : ¢(z) < 0:
Tekintsiik megint a fenti egyenlStlenséget. Ha most o/-t tigy definidljuk, hogy ag =0hai=j

J
)

kapunk. De mivel ¢;j(z) < 0 és a; > 0, ezért ez csak ugy teljestilhet, ha ajc;j(z) = 0 minden

és o = o ha i # j, akkor behelyettesitve, majd mindkét oldalt —1-el beszorozva a;c;(z) > 0-t
J € [n]-re.

Tekintsiik most a jobb oldali egyenlétlenséget: Mivel a;c;(z) = 0 Vi € [n] és ayei(x) < 0 Vi € [n],
ezért f(z) = f(x) + > aici(T) < f(z) + X, auci(x) < f(z), ahol a kozépsd egyenlStlenség

L(z,a) < L(z, &)-bol kovetkezik. O

Tehat elégséges feltételt tudunk mondani tetszdleges fiiggvények esetén is, azonban ha feltessziik,
hogy konvexek a fliggvények, illetve hogy teljesiilnek a Slater-feltételek, (amik a gyakorlatban konvex

fiiggvények esetén majdnem mindig teljesiilnek) akkor a nyeregpont feltétel mar sziikséges is.

4.2.6. Lemma (Slater feltételek). |7, Lemma 6.23]
X C R™ konvez, c1,...,¢p : X— R konvex fiigguények, C = {x € X|c(z) < 0}. Ekkor a kovetkezd
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két allitas ekvivalens:
(1) Jx € X dgy, hogy c(x) < 0 (vagyis van C-nek belsé pontja)
(13) minden nemnulla o >0 Jz € X : >, aci(z) <0

Megjegyzés. az (i) = (i1) trividlis, a masik irdnyt nem bizonyitjuk.

4.2.7. Tétel (Sziikséges KKT feltételek). |7, Theorem 6.25]

fict, ... cn s R =R fiigguények, melyek konvexek az X C R™ konvex halmazon, melynek részhal-
maza a C = {x € R™|c(x) < 0} és a ¢;-k megfelelnek a Slater feltételeknek. Ekkor ha T optimalitdsi
pontja o feladatnak, akkor létezik a* > 0 gy, hogy:

L(z,a) < L(z,a") < L(z,a") Ve e R, aa > 0

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy & megoldasa a konvex optimalizdlasi feladatnak.
Ekkor X' := X N{z € C|f(z) < f(z)} konvex a|4.1.4 és lemmak miatt, illetve z € X’. Teh4t
nem létezik olyan z € X', amire f(z) — f(Z) < 0 és ¢(z) < 0, kiilénben Z nem lenne optimélis.

Viszont ekkor a [4.2.6 alapjan létezik (ag, @) € R"™! nemnegativ, nemnulla vektor, melyre
(1) ao(f(z )+ Zazcl )>0Vre X'

x helyébe Z-t helyettesitve azt kapjuk, hogy >, aici(Z) > 0, de mivel ¢;(z) < 0,a; > 0 Vi € [n],

ezért:

Z a;ci() =0

(1)-et atrendezve, majd a jobb oldaldhoz (2 )—t hozzdadva azt kapjuk, hogy

3) aof(x) + ZozzcZ )+ ZalcZ
Tovabba, mivel a;c;(Z) < 0 Vi € [n], ezért
4) apf(z —i—Zach of(Z)+0=aof(z —i—Zazcz —i—ZaZcZ
Ez mar majdnem a keresett L(z, ) < L(z,a*) < L(z,a*) alak.

Ha ap > 0, akkor a* = O_% jo lenne. Tehat mar csak azt kell belatni, hogy &y nem lehet nulla.
Ehhez tegytik fel, hogy ap = 0. Ekkor ezt (3)-ba behelyettesitve azt kapjuk, hogy >, a;ci(z) >
> @ici(Z) = 0. Mivel azonban (g, @) nemnulla és ay = 0, ezért van egy olyan ¢, amire a; > 0.
Tehat van egy olyan & nemnulla vektor, amire Y, @;c;(x) > 0 minden x € X'-re, de ez ellentmond

a (ii) Slater feltételnek, igy ez a lehet6ség nem allhat fenn. O

Megjegyzés. [2, 5.2.3]
Ha teljesiilnek a Slater feltételek, akkor a primél és a Lagrange dual optimumok megegyeznek,

vagyis d* = p*. Ezt nevezziik er6s dualitasnak.
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Most mar vannak sziikséges és elégséges feltételeink konvex fliggvényekre, azonban a gyakorlat-
ban gyakran differencialhaté fiiggvényekkel dolgozunk, igy ezt kihaszndlva egy egyenletrendszerré

tudjuk alakitani a feladatot, ami elényos mind gyakorlati, mind elméleti szempontbdl.

4.2.8. Tétel (Elégséges KKT feltételek differencidlhaté estben). [7, Theorem 6.26]

ficr, ooy cn : R™ =R konvex, differencidlhato figgvények. Ekkor & minimalizdlja f(x)-et a c¢(x) < 0
feltétel mellett, ha létezik egy olyan o > 0, amire:

(1) 0 L(Z, &) = Op f(2) + 22; @i0zei(z) = 0

(i7) On, L(Z, @) = ¢;(Z) < 0 Vi € [n]

(131) >, aici(z) =0

Megjegyzés. Mivel x € R™ ezért 0, L egy m dimenzids vektor.

Bizonyitds. Azt fogjuk belétni, hogy minden x € C = {w € R™|e(z) < 0}-ra f(z) > f(x).

f(@) = £(@) %%f(i’) ) Zaza ci(2))(z — 7) Zal L (ci(2) T (x — 7))
Zaz Cz - z x ? Zazcz %

Az 1. és a 4. egyenlStlenség a fiiggvények konvexitasabdl, a 2. egyenléség (i)-b6l, az 5. (iii)-bdl, a
6. pedig abbdl, hogy = € C. O

Megjegyzés. [10, 3. The duality theorems]
Ha a Slater feltételek is teljesiilnek, akkor (7)— (i) sziikséges is, ezek koziil kettd trividlis:
(7i)-nek a-tdl figgetleniil teljesiilnie kell Z-ra ahhoz, hogy megoldéas lehessen.

(131) a bizonyitdsédban szerepld (2) egyenl6séghdl kovetkezik.

4.3. A Wolfe dualis

4.3.1. Definicié. [10, 2. The problems]
Adottak f,c1,...,c, : R™ =R konvex, differencialhaté fuggvények. Ekkor al4.2.1|primal feladathoz

tartoz6 Wolfe dualis feladat a kovetkezo:

L

ar%rgax (z, ) Zazcl

ahol 0, L(zx, o) )+ Zala ci(z) =0
ésa>0
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4.3.2. Tétel (KKT rés). (10, Theorem 1]
Ha a Wolfe dudlis feladatban p* az f infimuma a primdl feladatbeli megszoritdasok, illetve d* az L

szuprémuma a dudl megszoritisok mellett, akkor d* < p*.

Bizonyitds. Legyen x* primal megengedett, illetve (z, a) dudl megengedett. Ekkor:
n n
f(x*)_f(l‘)%axf(x)x — ) Zaza ci(x x _x)%_zai(ci(x —ci(z %Z
i=1 i=1
Ahol az 1 és 3 egyenlitlenségel az f, illetve a ¢ konvexitasabol, 2 az els6 dudl feltételbdl, 4 pedig a
primél feltételbdl kovetkezik. Az egyenlStlenség mindkét oldaldhoz f(x)-et adva azt kapjuk, hogy
f(z*) > f(x) + > a;ci(z), ami minden primal megengedett z*-ra és dudl megengedett (z, a)-ra

teljesiil, igy az infimumukra és a szuprémumukra is. O

A kett6 kozotti kiilonbség a KKT rés. Ez azért hasznos, mert igy akdrmilyen algoritmust is hasza-
lunk az optimdlis (x, ) meghatérozasara, ennek a segitségével meg tudjuk hatdrozni, hogy milyen
kozel vagyunk az optimélis megoldashoz, mivel ha eltlinik a kiilénbség, azaz v = V, akkor egy
optimalis pontban vagyunk, hiszen a primal feladat nem vehetne fel ennél kisebb értéket. Ennek a
kovetkezménye, hogy a KKT feltételben kapott (z, ) par optimalis megoldasa a dudlis feladatnak,

hiszen itt a harmadik pont azt mondja ki, hogy ez a rés eltlinik.

Azonban ennek a teljesiilése nem csak elégséges, hanem sziikséges feltétele is az optimalitdsnak a
Slater feltételek mellett:

4.3.3. Tétel (Wolfe Tétele). [10, Theorem 2]
Ha f, c1,...,cp konvexek, differencidlhatoak és teljesiilnek a Slater feltételek, akkor az optimumban

eltiimik o KKT rés, azaz ha x optimdlis megolddsa a primdl feladatnak, akkor létezik olyan &, hogy
f(z) = L(z, a).

4.3.4. Definicié. (7, (6.72)]
A konvex optimalizdldsnak egy specidlis esete a Kvadratikus programozas, ahol a primal fel-

adatban a feltételek linearisak, a minimalizalandé fiiggvény pedig négyzetes x-ben:
1
argmin —z Kz + ¢’z
z 2
ahol Az +d <0

Ahol K € R™*"™ egy pozitiv definit métrix, z,c € R™, A € R"*™ és d € R". Figyeljiitk meg, hogy

itt az Osszes feltételt egyszerre taroljuk az A és a d segitségével.

Ekkor a Lagrange-fiiggvény a kévetkezo lesz:
1
L(z,a) = ixTKx +cte+ ot (Az + d)

Mivel mind a minimalizdland6 fiiggvény, mind a feltételek konvexek és differencialhatoak, ezért
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hasznélhaté az tétel, ami szerint ha x optimélis megoldasa a primal feladatnak, akkor 1étezik
a>0:

OpL(z,0) = Kz +c+ ATa =0

OoL(x,0) = Az +d <0

ot (Az4d) =0
és ekkor ez az (z,«) par optimdlis megoldasa a dudlis feladatnak.

Azonban az els6 feltétel segitségével ki lehet fejezni a-bdl x-et, mivel K pozitiv definit, és igy
invertalhat6: © = K~1(—ATa — ¢)

Ennek a segitségével a dudalis feladatot fel tudjuk irni csak a-ra. Tehat a maximalizalandé tag:

1
L(z,a) = §xTK:c +ctz 4+ a"(Ax + d)

= %(K’l(—ATa —e)TKK Y (=AY —¢) + K Y (=AY — ¢) + T (AK 1 (=ATa — ¢) + d)
= —%aTAKflATa — ("K'AT + d)a — %CTKflc

Ahol minddssze elemi linearis algebrai atalakitdsokat végeztiink, illetve kihasznéltuk, hogy a K
matrix inverze is pozitiv definit, tehat szimmetrikus. Az a-tdl fiiggetlen konstans tagot lehagyhat-

juk, igy a dudlis probléma a kévetkezo:
1
argmax — §aTAK_1AToz —(c"K7'AY + d)a
(03

ahol o > 0

Ami egy olyan szempontbdl egy szebb alak, mint a primal, hogy sokkal egyszeriibbek a feltételek,

itt mindossze egy o > 0 szerepel.

Megjegyzés. A kvadratikus programozasi feladatokra mér léteznek hatékony megoldéprogramok.
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5. fejezet

Szupport vektor regresszi6

5.1. Szupport vektor gépek

|7, 1.4 Hyperplane Classifiers]
A Szupport Vektor Gépek (a tovabbiakban SVM-ek) eredetileg klasszifikaciés feladatokra lettek
kitalalva, igy érdemes ennek az esetetnek egy egyszeriibb valtozatat is megvizsgalni az alapotlet

bemutatasa érdekében.

Adott egy (21,91), - - -, (Tn, Yn) € REx{—1,1} minta egy P, , eloszlasbol, és ezek segitségével szeret-
nénk Rt kettéosztani egy hipersikkal tigy, hogy az egyik oldalan legyenek a +1-es, masik oldalan
a —l-es y; cimkével rendelkezé pontok. Minden hipersik felirhaté (w,x) + b = 0 alakban és azt,
hogy egy pont melyik oldalan helyezkedik el, azt az egyenletbe vald helyettesités elGjele mondja
meg. Tehdt az Osszes hipersik dltali klasszifikdcio felirhat6 f(z) = sgn((w, z) + b) alakban.

Egyenlére feltessziik, hogy 1étezik legalabb egy olyan hipersik, ami gy osztja ketté R%t, hogy
mindkét oldalan csak egyfajta y; cimkével rendelkezé x; pontok vannak. Az ilyenek koziil azt
szeretnénk majd kivalasztani, amelyik a lehetd legjobban altaldnosithaté még nem latott x-ekre.
Azonban hogyan lehetne ezt elérni? Az 6tlet az, hogy prébaljuk prébéaljuk meg a hipersikot minél

tavolabb felvenni a pontoktdl, vagyis legyen a margé a lehetd legszélesebb.

Legyen m > 0, és jelolje V,;, azon hipersikok halmazat, melyek legaldbb m széles margéval rendel-
keznek, azaz dist(xz;, V) > m minden V € V,,-re. Lathatd, hogy m novelésével V,,, mérete csokken,
és 1gy a kapacitdsa is, amivel csokken a tultanulds lehetosége. So6t, ekkor a VC dimenzi6 is csokken,
igy garantalt, hogy alacsonyabb lesz az empirikus kockézat és a kockazat kozotti kiilonbség.

5.1.1. Tétel. [7, Theorem 5.5]
Vegyiik az olyan hipersikokat, amelyeknek az egyenlete (w,x) = 0 alaki és adott xq,...,x, €

Re pontokra m[lr}Kw,a:Z)] = 1. Jelolje F az olyan klasszifikdtorokat, amik ezeket a hipersikokat
en
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haszndljak dontési hatdrként, vagyis fo,(x) = sgn({w, x)) alakiak. Ekkor minden A € R-re Fy =
{fw € F||lw|| < A} VC dimenzidja h < R?*A? ahol R a legkisebb olyan 0 kézépponti kér sugara,
ami tartalmazza az 6sszes x;i-t. (Az optimalizalasi feladat felirdsa utdn belatjuk, hogy alacsonyabb

|lw|| miért vezet szélesebb margohoz.)

Az optimalis hipersikhoz tartoz6 norméalvektor megkeresése felirhat6 a kévetkezd forméaban:
1
argmin 7(w) = = |Jwl?
weR? beR 2

ahol y;((w, z;) + b) > 1 Vi € [n]

A fenti konvex optimalizdlasi feladatban mindkét sor von némi magyarizatot maga utan. Elészor
nézzik a méasodik sort: az eredeti feltétel az volt, hogy y; = sgn({(w, x;) +b) és mivel y; = £1, ezért
ez ekvivalens az y;((w, z;) + b) > 0 feltétellel. Azonban igy nem lenne minimuma 7(w)-nek, mivel
ha feltessziik, hogy van egy optimalis (w,b) par, akkor ezt 1 > A > 0-val beszorozva azt kapjuk,
hogy
yi((Aw, z;) + Ab) = Ay; ((w, z;) +b) >0

Mésrészt |[Aw||? = A2 [Jw||* < ||w||? tehéat igy |w|/*et tetszblegesen kicsire tudndnk csékkenteni.
Ennek a kikiiszobolésére hasznaljuk azt, hogy megengedjiik az egyenl6séget is, de ezt egy nullanal
nagyobb konstansra kéveteljitk meg. Igy ekkor nem fordul el§ ez a probléma. Mivel a minta

elemszama véges, ezért ez nem valtoztat a feltételen.

A masik kérdés az, hogy ||w|| minimalizaldsa miért felel meg a margd szélességének maximalizala-
sdnak. Ez abbdl kovetkezik, hogy egy wx; pont tavolsiga a H,,; hipersiktél megadhaté az aldbbi
képlettel:

5.1.2. Lemma. /6, Lemma 8.2] AV = {x € H : (x,v) = ¢} affin hipersik és egy x; pont tdvolsiga
megadhato az aldbbi képlettel:
[(zi,v) —c|

dist(z;, V) = Tl

Tehédt a v = w és ¢ = —b helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

woai) +b| _ pillw,xi)+b) 1
ool Foll = Tl

diSt(Hw’b, :L’Z) = |<

Ez margén 1év6 pontokra fog egyenléséggel teljesiilni, tehat ||w|| forditottan ardnyos a hipersikhoz

legkozelebb 1év6 pontok hipersiktdl vald tavolsagaval.

A feladat egy feltételes konvex optimalizdlasi feladat, tehat kezdjiik a megoldasat a Lagrange-

figgvény felirasaval:
1 n
L(w,b,a) = 5 [lw]* = 3 o (yi({wi, w) +b) = 1)
i=1

Ezutan hasznaljuk ki, hogy a feladat differencialhaté is, igy a KKT-feltételeket hasznélva azt kap-
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juk, hogy a nyeregpontban 0, L(w, b, ) = w — > 1" ; a;y;x; = 0 tehat

n
1) w= Z QYT
i=1

Vagyis w el6all az z;-k linedris kombinaciéjaként. Mésrészt

(2) OpL(w,b, ) = Zn:aiyi = 0 illetve (3) a;[y;({x;,w) +b) —1] =0
i=1

is kovetkeznek a KKT feltételekbdl és fontos tulajdonsagaira mutatnak ra az optimalis hipersiknak.

(3) szerint minden i-re vagy az o; = 0 vagy y;((x;,w) + b) = 1, tehat az Osszes nem a margén
1év6 x; pontra a; = 0. Az (1) szerint ez viszont azt jelenti, hogy w értéke meghatirozhaté a
hipersikhoz legkozelebb esé pontok segitségével, ami megegyezik az elvarasainkkal. Raadasul igy
ha nem egyszerre érkeznek az adataink, akkor elegendé egyszerre csak ezeket az x;-ket tarolni, hiszen
a minta tobbi eleme mar nem lehet hatdssal a megolddsra. (Azonban ez a tulajdonsdg sajnos mar
nem fog teljesiilni a késébbi gyenge margd, illetve a regresszids esetben) Ezeket az x;-ket nevezziik

szupport vektoroknak, hiszen ezek ,tartjak” az optimalis hipersikot.

Tovéabbi érdekesség, hogy (2)-bél kovetkezik, hogy ha az 6sszes x;-b6l hatna egy a; méretii erd
merdlegesen a hipersikra, akkor ezek Osszege 0 lenne. Raadasul még az is megkaphatd, hogy a

perdiilet is 0 lenne, igy a hipersik helyben maradna, a szupport vektorok tényleg ,tartanak”.

A Lagrange-fiiggvénybe (1) segitségével w-be helyettesitve, majd (2)-t kihaszndlva azt kapjuk,
hogy:
1

9 Z QY Y5 xux] Zaz (vi( Z x’b7ajijj> +0)—1)=
t,j=1
n
_- Z QoYY (T, ) I)ZozzyZ + Zal = Z ;oYY (T, ) + Zai
1,j=1 i,j=1 i=1

Igy megkaphatjuk, hogy a dudlis feladat a kévetkezd:

n

1 n
argmax W(a) = 5 Z oYy (i, o) + Zai
a€R™ ij=1 i=1

ahol a > 0 és Zaiyi =0
i=1

Mivel ez egy kvadratikus programozasi feladat (ha a célfiggvény ellentetjét minimalizaljuk), ezért
mar be lehet adni egy megoldénak. Az a-bél megkapjuk w-t (1) segitségével, majd (3)-bdl kiszé-

molhatjuk b-t egy olyan i-t vilasztva, ahol «; nemnulla.

Az el6z6 esetben feltettiik, hogy az adathalmaz szétvalaszthato, viszont ez sajnos a gyakorlatban
gyakran nem teljesiil. Azonban meg lehet oldani, hogy az SVM-ek miikédjenek ebben az esetben

is. Ehhez relaxalni kell a feltételeket slack valtozék segitségével, majd biintetni ezek hasznalatat.
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Igy kapjuk a gyenge margé valtozat primal feladatét:
. 1 %
argmin 7w, €) =  Jwl® + C3&
wERE,bER ECR™ i=1
ahol y;((w, z;) + b) > 1 —¢&; Vi € [n]
§& >0

Ahol a C hiperparaméter segitségével tudjuk szabéalyozni, hogy mennyire legyen nagy silya a hi-
baknak. Erdemes megfigyelni, hogy a célfiiggvényben ha az &--ket tekintjiik a minta i-edik elemének
veszteségének és a ||w|]2—et pedig regularizdciés tagnak, akkor az pont a tétel formatumaban
lesz, tehat w egyértelmiien el6all, mint az xz;-k linedris kombinaciéja és ekkor a szepardlhaté esethez

hasonléan a megfelel¢ oldalon 1év6, a margdén kiviil es6 pontok 0 egyiitthatoval rendelkeznek.

5.2. £-SV regresszio

[7, 9.2.1 e-Insensitive Loss]

A ridge regresszidhoz hasonléan ezt is R%-beli linearis fiiggvényeken vezetjiik be és utdnna ugyanigy
lehet majd kernelizalni. A kiilonbség a két algoritmus kozott az, hogy maés veszteségfiiggvényt
hasznalnak és ebbdl mar egy teljesen mas modszer adodik. Mivel a veszteségfiiggvény ebben az
esetben is konvex, igy most is a reprezentacios tételbdl ad6dé linedris kombinéciot keressiik. Jelolje

a az ezeket az egyiitthatokat tartalmazoé vektort.

Legyen (21,91), .., (Tn, yn) € R X R ii.d minta egy P, eloszlasbol. A ridge regresszié segitségé-
vel kapott a-val az a probléma, hogy ha a minta elemszdma nagy, akkor az f(z) = > o (z, x;)
kiértékeléséhez az Gsszes mintaelemmel vett skalaris szorzatot ki kell szamolnunk. Azonban mi azt
szeretnénk, hogy a SV klasszifikdcidhoz hasonléan itt is legyenek olyan z;-k, amik nem jarulnak
hozza a megoldas értékéhez, hiszen igy még ha lassabb is megkapni ezt a felbontast, a kiértéke-
lés sokkal gyorsabb lesz, mert kevesebb skaldris szorzéast kell elvégezniink, illetve numerikusan is

vonzobb, hiszen a ridge regresszio esetén eléfordulhat, hogy sok nagyon kicsi a;-vel kell szoroznunk.

Ennek érdekében lett kitaldlva az e-inszenzitiv veszteségfiiggvény: L(z,y, f(z)) = |y — f(z)|.. Igy
kapunk itt is egy olyan tartoményt a klasszifikdcidhoz hasonléan, ahol 0 veszteséget rendeliink hozza
a pontokhoz, ebben az esetben ez a (w,x) + b koriili, £ széles sav lesz. (Ez az alapja annak, hogy
ritka felbontast kaphassunk, hiszen az itt 1évé pontok nem szamitanak bele a veszteségfiiggvénybe,
igy létezésiik nem befolyasolja, hogy mi lesz az optimélis w és b. De hogy melyek ezek a pontok,

azt természetesen csak az algoritmus futtatdsa utédn tudjuk meg.)

. iz s e , , 2 e s ez . 4 , ,
e-inszenzitiv veszteségfiiggvény, és az Q[f] = %||w|| regularizaciés funkcionédl haszndlatéval azt

kapjuk, hogy a regularizalt kockéazat:

1 A
Rreg[f] = Remp + Q[f] = E Z |yz - <W,$i> - b|5 + 5 ||wH2
i=1
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Ahol A > 0 hiperparaméter segitségével lehet szabalyozni a regularizacié sulyat. Ha leosztunk A-val,
akkor a minimumhely nem valtozik, igy a C' = % helyettesitéssel a kifejezés minimuma:

. 1
min -

C n

2

wi|” + — E ; — (w, ;) — b
weR4 beR 2 el n = lyi = (w0, za) =

Mivel ez egy konvex feladat, ezért a minimumhely keresését felirhatjuk konvex optimalizalasi fel-
adatként tovabbi £ slack valtozék hozzavételével a kovetkezd alakban:
argmin  7(w,60) = [l + = Y6+ €)
wER bER £(*) eR™ [t
ahol ((w,z;) +b) —y; < e+ &
yi — (w, i) +b) e + &
e >0

Ahol £€®) egyszerre jeloli -t és £%-ot. Az L Lagrange-fiiggvény felirdsahoz hasznaljuk a n*), a®) >0

dudlis valtozokat:
n

C n n n
S P+ S 6+ -3 aileteitui—{w,2)—b) =Y F e+ —pict(w, 2 +0) =D (it €])
i=1 =1 =1

i=1

Az (i) KKT nyeregpont feltétel miatt a Lagrange-fliggvény derivaltja 0 a primdl valtozokra nézve:

(1) oL = Zn:(ai —a;)=0

n

(2) OpyL=w-— Z(a;‘ — )z =0
i=1
C * *
(3) 861(*)L:g—a§)—77§ ) =0
(3)-bdl kovetkezik, hogy 771(*) = % — ag*), tehat mivel n > 0, ezért 0 < a® < % kell, hogy legyen.
Iletve (2)-bél megkapjuk a mar ismerds w = Y ;" () — a;)z; felbontdst. Ezt helyettesitsiik be a

Lagrange-fiiggvénybe, majd végezziink néhany atrendezést:
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L:1 Za —azx,,Za —oj)T +€Z(§l+§;‘)
2\i3 j=1 "=
— ZO@(& + & +yi — <Z Ck* — Oéj)$j,$7;> — b)
i=1 j=1
-6 it (3005 - e ) +0) - 3 )
i=1 j=1 i=1
1 n n
-5 .Z}O‘f 0005~ ) i) € Do+ )+ 3o~
)= 1= 1=
+— Z &+ &) Z(aifi +afe) - Z(m& +07E)
i=1 i=1
z:l ]:1
% i:l a; — o) — aj) (@i, xj) 6271; a; +aj) Zn;yi(a;‘—ai)
1,j= i i=
" C
+ + &z — a -1
> (s (5 ) (G -ai-u))
Z a; — i) (o —aj)<xi,xj>—b2(a;‘—ai)
ij=1 i=1

(1)-bél kovetkezik, hogy a b-t tartalmazé tag kiesik, illetve (3)-bdl pedig az, hogy a kozépsé sor
nulla. Igy megkapjuk a duélis feladatot pusztan o) fiiggvényeként:

1
argmax L(a(*)) ==3 Z (o —az)(aj — o) (x4, ;) EZ (i + o) +Zyz (af — )
a(*>€R2” ij=1

ahol Z(al -
i=1

sQ

Mivel ez egy kvadratikus programozasi feladat, ezért ezt méar be lehet adni egy kvadratikus prog-

ramozasi feladat megoldénak.

Megjegyzés. (2)-bol kovetkezik, hogy f(x) = (w,z) +b =Y (af — a;) (x;, ) + b formédban is meg-
kaphato, tehdt a*) és b ismeretében f kiértékeléséhez nem sziikséges w explicit kiszamoldsa. «

megkaphat6 a fenti feladat megoldasaval, mar csak b-t kéne megkapni valahogy.

A (i17) KKT nyeregpont feltétel miatt a primal feladatban minden feltételnél vagy az adott feltétel,
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vagy a hozza tartozé dual valtozo 0:

aile+& — (yi — (w, ;) —b)] =0
aile + & + (yi — (w,z;) = b)] =0
ni&i = (% — ;)& =0

met = ot =0

Ebbdl egyrészt latszédik, hogy ha egy (x;,y;) paros kivill esik az e-inszenzitiv sdvon (51‘(*) > 0),
) _ ¢

akkor a hozzd tartoz6 o’ = - a megfelel6 oldalon.

Masrészt ha |y; — (w,x;) — b| < €, vagyis a mintaelem az e-sdvon belill van, akkor a; = of = 0,
mivel 51.(*) > 0.

Harmadrészt i = 0. Ez onnan létszodik, hogy £ > 0 és £ > 0, tehat (y; — (w, z;) — b) eldjelétél
fiiggben legfeljebb az egyik szogletes zardjelen beliili kifejezés lehet 0, tehat «; és o koziil legaldbb
az egyiknek 0-nak kell lennie.

Tehat az ozl(*)—ok hasonléan viselkednek a klasszifikdcids esethez, ha «; az z; pontbdl az f(x) sikra
felfele, o] pedig a lefele haté eré: oo = 0, tehdt egy pontbdl csak az egyik irdnyba hathat,
illetve Y (a; — af) = 0 tehat az ered6jikk 0. Tovabba azok a pontok, amik ,elég j6” becsléssel
rendelkeznek (azaz az e-sdvon belill vannak) nem befolyédsoljék w értékét, illetve a savon kiviil es6k
pedig % stullyal rendelkeznek, a pont a hatdron 1évék értéke pedig valtozhat. Az utébbiak koziil

egy ag*) € (0, %)—et valasztva megkaphatjuk b értékét, hiszen ebben az esetben fi(*) = 0 miatt

b=y, — (w,x;) ¢

attol fiiggben, hogy az «; vagy az o) nem nulla, és a (w, z;)-t pedig megintcsak ki lehet szamolni

io1(af — ) (xj, ;) forméban.

Megjegyzés. Az, hogy az e-sdvon beliil 1é6v8 pontok nem jarulnak hozzé végil f(x) = (w,z) +b
kiértékeléséhez volt a célunk az e-inszenzitiv veszteség hasznalataval. Az algoritmus pontosan
ugyanezt az eredményt adta volna, ha nincsenek ezek a pontok, vagy ha akiarhany mésik pontot
vettiink volna fel itt. A maradék pontok fogjik ,tartani” a kiértékeld fiiggvényt, ezek lesznek a

szupport vektorok.

Megjegyzés. Ha az e-inszenzitiv sédvon kiviil esé egyik pontot egy kicsit megvéltoztatjuk (csak annyi-
(%)

ra, hogy tovabbra se érjen hozza a margéhoz), akkor a hozza tartozé «; ' tovabbra is C'/n marad,

tehat a megoldas nem valtozik.

Az intuicidénknak megfeleléen, ha e-t noveljik, vagyis nagyobb hibat is megengediink a veszte-
ségfiiggvényben, akkor kevesebb szupport vektor lesz, de igy egy pontatlanabb becsléshez jutunk.

Azonban nyilvan azért hasznéljuk ezt a mdédszert, mert szeretnénk minél kevesebb SV segitségével
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egy elég j6 becslést kapni. Azonban C-t és e-t neklink kell a priori megmondanunk, mint hiper-
paramétert, igy ennek a megfelel6 megvilasztasa problémas lehet, mert nem mindig tudjuk el6re,

hogy mekkora hibat engediink meg, csak azt szetnénk, hogy ez a leheto legkisebb legyen.

Ennek a problémanak a megoldasara talaltak ki a v-SV regressziét, ahol a v hiperparaméter segit-

ségével lehet megmondani, hogy a minta hanyadrésze szerepeljen SV-ként.

5.3. v-SV regresszio

[7, v-SV Regression]

A v-SV regressziéban hozzdvessziik az e-t a primal valtozék kozé, de felvesziink helyette egy 1j,
v > 0 hiperparamétert, ami azt szabalyozza, hogy e-t milyen siillyal biintessiik a §§*)-okhoz képest, a
C pedig tovabbra is a model komplexitést szabalyozza. Igy annak ellenére hasznalunk e-inszenzitiv
veszteségfiiggvényt, hogy még nem tudjuk ezt a paramétert, de szerencsére ennek az optimélis

eredményét kiszamolja az algoritmus a C' és a v paraméterek alapjan.

A primél feladat ekkor a kovetkezo lesz:

- ® 2y = L |2 IS e e
argmin 7(w,&",e) = = |w||”+ C | ve + Z(fz + &)
w,e,b,E(*) 2 n i=1

ahol ((w,z;) +b) —y; <e+¢&
yi — ((w, ;) +b) < e+ &

&’ =20

e>0

Megjegyzés. Ha v > 1, akkor az optimum biztosan € = 0-ban vétetik fel, mivel ekkor a fi(*)-ket
‘olcs6bb’ névelni, mint az e-t. Ez onnan lathatd, hogy minden ¢-re & vagy & nulla, ezért legfeljebb

n 52-(*) tagot adunk Gssze, amit ezutan leosztunk n-el. Tehat szamunkra csak a v < 1 eset érdekes.

A Lagrange-fiiggvény megintcsak felirhaté az o), n®*), 3 > 0 dudlis véltozék hasznalatéval:

L(w, b, W e,a™ 7™ ) =

C n n

= % |w]||® + Cre + 52(@ +&) =D e+ & +yi — (w, i) — b)—
i=1 =1

=Y e+ & —yi+ (wz) +b) = D> (& + i) — Pe

i=1 =1

Megintcsak a KKT-feltételek szerint a Lagrange fliggvény primal valtozok szerinti derivaltjai nullak
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az optimalitasi pontban, igy itt a kovetkezéknek kell teljesiilni:

OwLl = w — Z(af —a;)x; =0 (5.3.1)
=1
WL = (i—0a;)=0 (5.3.2)
=1
C * *
%WL:;—ap—ﬁ):o (5.3.3)
dL=Cv—=> (ai+aj)—B=0 (5.3.4)
=1

Ezen egyenlGségek felhasznaldsaval az e-SV regresszidhoz hasonléan megkaphatjuk L-et pusztan

-k segitségével, igy a Wolfe-dudlis:

1 n n
argmax W(al)) = = = 3 (o} — ao)(0 — o) (moa) + Ywilof —0)  (5.35)
ax)er2n 2 ij=1 i=1
ahol Z(O‘i —a;)=0 (5.3.6)
i=1
Z(ai +a;) <Cv (5.3.7)
i=1
C
ogdﬂgg (5.3.8)

Ezt pedig megintcsak be lehet adni mar egy kvadratikus programozas megoldénak, ezzel megkapva
a-t. Ugyancsak az e-SV algoritmushoz hasonlbéan b és ¢ kiszamolhatbak egy 0 < ag*) < C/n-hez
tartozé primal feltétel segitségével. Geometrilag ez azt jelenti, hogy ha tudjuk, hogy melyik pontok
helyezkednek el pontosan a margén, illetve ismert egy, a hipersik normalvektoranak megfelelé
irdnyba mutaté vektor, akkor ebbdl ki tudjuk szdmolni a sik eltoldsanak mértékét (b) és a margd

szélességét (e).

5.3.1. Allitas. [7, Proposition 9.2] A v-SV regressziét egy n elemi (x1,y1), ..., (Tn,yn) adat-
halmazra alkalmazva 0 < v < 1 esetén ha az optimumban € # 0, az e-inszenzitiv sdvon kiviil
elhelyezkedd pontok szdma N, a szupport vektorok szama M, akkor:

(1) v egy felsd korldt N/n-re

(7i) v egy alsé korldt M /n-re

Bizonyitds. (i) Az e-SVR-hez hasonléan a sévon kiviil es6 pontokhoz o = C'/n vagy of = C'/n dual
valtozo tartozik, ezek 6sszege NC/n. Azonban (5.3.7) miatt ez kisebb, mint Cv, tehat N/n <wv

(ii) A (iii) KKT feltételbél és € > 0-bol kovetkezik, hogy 8 = 0. Igy (5.3.4) szerint 7 (o +af) =
Cv. Azonban (5.3.8) miatt legaldbb nv nemnulla ag*)—nak kell hogy legyen, tehdt M/n > v O
Megjegyzés. (5.3.6)-bél és (5.3.7)-bdl kovetkezik, hogy > v o < Cr/2 (illetve Y iy of < Cv/2),

tehét a allitas alkalmazhato kiilon-kiilon a sav alatt, illetve felett elhelyezked6 pontokra v/2
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arannyal.

5.3.2. Allitas. |7, Proposition 9.3] Ha a v-SV regresszié primdl feladatinak megolddsai v és C
hiperparaméterek mellett €,w,b, akkor ha e-SV regresszidt futtatndnk ugyanezen a mintin C és &

hiperparaméterekkel, akkor annak a megolddsa is w, illetve b lenne.

Bizonyitas. Mivel a v-SVR primal célfiiggvénye csak egy +Cre tagban kiillonbozik az e-SVR cél-
fiiggvényétdl. Ezért ha az elébbi ad egy optimalis primél &, w, b megoldést, akkor ha e-t lerogzitjiik
é-ban és ezt a kifejezést minimalizaljuk a tobbi valtozd felett, akkor nyilvan nem valtozik a meg-
oldds. A masodik futtatds azonban megfelel egy e-SVR-nak ¢ és C' paraméterekkel (hiszen a Crve

tag ekkor konsans lesz), tehat ennek a megolddsai is w és b. O
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Osszefoglalas

A szakdolgozat elsé fejezetében bevezettiik az olyan alapfogalmakat, mint a veszteségfiiggvény,
kockézat és az empirikus kockazat. Ezutan megnéztiik a VC dimenziot, mint kapacitas koncepciét,
majd levezettiik a ridge regressziéo megolddképletét, amirdl a kovetkez6 fejezetben belattuk, hogy
tényleg kernelizdlhatd. A kernel fiiggvényeket a masodik és a harmadik fejezet targyalta. Belattuk a
pozitiv definitségen keresztiil, hogy a kernel fliggvények és a valés reprodukald kernelek ugyanazok,
csak mas megkozelitésben. A kernel fliggvényeket Ggy vezettiik be, mint egy H képtérbe vett vetités

és skaldaris szorzas Osszevonasa:

k(z,2") = (2(x), 2(2))q
A harmadik fejezetben beldttuk, hogy ez a H lehet a k kernelhez tartozé RKHS is akar és ekkor a
O (x) = k, egy j6 valasztas. Ekkor a reprezentacios tétel miatt az regularizalt empirikus kockazatot

minimalizal6 fliggvény el6all, mint a mintahoz tartoz6 reprodukéléd kernelek linedris kombinacidja:

f= > k(- x) =) aika,
=1 -1

Tehat kernelizalas utdn az optimalis fiiggvényt a k-hoz tartozé RKHS-en keressiik attol fiiggetlendil,

hogy mi az algoritmus, ennek a vilasztisa az o;-k értékét befolyasolja csak.

A ridge regresszié a-jat gyors és konny kiszadmolni, mivel csak egy matrixinvertalas és egy matrix-
szorzas, azonban a kiértékelésnél gondok akadhatnak, mivel az 6sszes egytitthaté hozzajarul f(x)
értékéhez egy kicsit, ezért az Osszes kg, (z)-et ki kell szimolnunk. Ezzel szemben a SV-regresszi6
altal meghatarozott a-t sokkal lasabb kiszdmolni, mivel egy kvadratikus programozasi feladatot kell
megoldani, viszont cserébe egy ritka reprezentéciét kapunk, amivel sokkal gyorsabb lesz az f(x)

kiértékelése. Raadasul a v-SV regresszidval még a szupport vektorok szamat is tudjuk szabalyozni.
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