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1. Bevezetés

1.1. A tétel egy didhéjban

A dolgozat téméaja a Szines Carathéodory-Tétel, amely, mint az a talalé6 nevébdl is
sejthetd, a Caratheodory-tétel egy altalanositasa.

Roviden osszefoglalva az eredeti tétel azt mondja ki, hogy ha egy d-dimenziés pont-
halmaz konvex burka tartalmaz egy pontot, akkor ezt a pontot megkaphatjuk a halmaz
legfeljebb d + 1 pontjanak konvex kombinacidjaként is.

A tétel szines verzidjaban nem csak egy, hanem tobb,  kiilonb6zd szini” ponthal-
mazrol van szd. A szines tétel azt mondja ki, hogy ha elég sok kiilob6z6 szinid hal-
mazunk van, amely mind tartalmazza az origdt a konvex burkaban, akkor mutathato
olyan, csupa kiilonbo6zé szinti pontokbol allo6 ponthalmaz, amely szintén tartalmazza
az origét a konvex burkdban. Megjegyzendd, hogy ha a kiilonb6z6 szinti ponthalmazok
mind ugyanazokat a pontokat tartalmazzak, akkor ez ugyanazt jelenti, mint a szintelen
valtozat.

A tételt Barany Imre magyar matematikus bizonyitotta be 1981-ben. Barany Im-
rének szakteriilete a diszkrét geometria, és ez csak egyike azon sok eredménynek, amit
neki koszonhetiink ebben a témakorben. A tételt sok més, hasonlo jellegii probléma
megoldasadban alkalmaztéak, illeteve probaltak alkalmazni azota, és mér ennek a tételnek
is léteznek altalanosabb verzioi.

Habar a szines ponthalmaz létezése egyértelmiien bizonyitva van, a mai napig nem
vilagos, hogy létezik-e polinomialis idében fut6 algoritmus, ami meg is talédlna azt. Az
input bizonyos ,szépségi” tulajdonsagait feltéve, illetve ,elég kozeli” megoldas keresése-
kor tudunk egész atékony algoritmust mutatni, illetve bizonyos specialis esetekben is
ismertek j6 modszerek, de az altalanos feladatot még mindig nem tudjuk jol megoldani.

A dolgoztat céljai: Ebben a dolgozatban f6ként ismertetd jellegel vazoljuk a Szines
Carathéodory-Tétel témakorét. Precizen be fogjuk vezetni a relevans tételeket, és
bemutatjuk ezeknek egy-egy egyszeriibb bizonyitasat.

Véazolunk néhany alapvetd feladaton vett alkalmazast, illetve néhany elvontabb,
mas tételek bizonyitasara valo alkalmazasat a cimbeli tételek.

Bemutatunk néhany ismert, ,egész jol mikods” algoritmust, a tételbeli ponthalmaz
megtalalasara, ezek hatranyait, illetve futasidejiiket.

Végiil vazolunk néhény feladatot, amelyek ha nem is kozvetleniil, de szorosan ko-
t6dnek a f6tételhez, igy érdemes megemliteni Gket.



1.2. Alapdefinicidk, jelolések:

A feladatot Ré-ben, vagyis a d dimenzi6s valos elemt vektorok terén fogjuk nézni. Ez
vektortér R felett, vagyis Vao,y € R? és a € R esetén x +y € R? és ax € R? is teljesiil. A
tér nullelemét, a csupa 0-vektort 0%-vel jeloljiik.

A tovabbiakban a bevett modon p;-vel jeloljiik egy p € R? vektor i-edik koordinété-
jat. Amikor tébb pontrol beszéliink, és indexeléssel kiilonboztetiink pontok kozt, felsd
indexet hasznalunk: p!,p?,...p".

Indexeléskor segitségiil hasznaljuk az [n]:= {1,2,...,n} jelolést. Ez nem sszekeve-
rend6 az [a,b] jeloléssel, az a-tol b-ig tart6 zart intervalluméval.

A dolgozatban helyenként elékeriil majd a ,tavolsag” fogalma, ilyenkor mindig az
euklideszi tavolsagrol beszéiink, vagyis d(z,y) = ||z - y|| = VX0, (z; — 1:)2.

Amikor pedig merélegességrdl beszéliink, azt a klasszikus skalérszorzat szerint néz-
ziik, vagyis = Ly, ha (z,y) = X%, x4, = 0.

Definicié6 (Affin kombinacid): Az z!,22,..2F € R? pontoknak az \; € R i € [k]
skalarok mellett Y%, \;z? egy affin kombinacidéja, ha Y% \; = 1

Definicié (Konvex kombinacié): Az x!,22,..2% € R? pontoknak az \; e R}, i€ [k]
skalarok mellett Y% | \;z? egy konvex kombinaciéja, ha YF, \; = 1. (Olyan, mint az
affin, de minden skalar nemnegativ kell, hogy legyen.)

Definicio (Konvex burok): Egy H c R¢ ponthalmaz konvex burka pontosan
azon pontokbol all, amelyek elGallnak H-beli pontok konvex kombinécidjaként. Jelolés:
conv(H). Ekkor a konvexség definidlhato ennek segitségével. Egy halmazt konvexnek
neveziink, ha konvex burka sajat maga.

Definicio (Pozitiv burok): FEgy H c R? ponthalmaz pozitiv burka pontosan azon
pontokbol &ll, amelyek elGallnak H-beli pontok pozitiv kombinéaciojaként. Jelolés:
pos(H)

Definici6 (Linearis kiterjesztés): Egy H c R? ponthalmaz linearis kiterjesztése
pontosan azon pontokbol all, amelyek elGallnak H-beli pontok linearis kombinécioja-
ként. Jelolés: lin(H)



2. Alapételek és bizonyitasaik

2.1. A Carathéodory-Tétel

A hires tétel nemcsak hogy alapkovéiil szolgal Barany szines tételének, de a bizonyitas
soran fel is hasznaljuk (ezért csaloka azt mondani, hogy a szines tételbdl kovetkezik a
sima), ezért fontos, hogy mér az elején tisztazzuk, hogy mi is ez.

1.1. Tétel (Carathéodory-Tétel) Legyen H c R? és a € conv(H).
Ekkor létezik olyan A € H, amire |A| <d+1 és a € conv(A).

Bizonyitas (vazlat): Legyen Y¥ Az = a az a pont konvex kombinécioja 2!, 22, ...z* €
H pontokbol, ami létezik, hisz a € conv(H).
Ha k <d+ 1, akkor kész vagyunk.

Ha k > d + 1, akkor az z* pontok ,eléggé linearisan Osszefiiggéek” ahhoz, hogy megad-
hatoak legyenenek olyan \-k, amelyekre Y F, Nt szintén a egy konvex kombinacioja,
¢és A’ = 0 valamilyen j-re. Ekkor az ehhez tartozo 27 pont kihagyhato a konvex kom-
binaciobol, igy egyel kevesebb tagi konvex kombinaciojat kapjuk a-nak. Ezt minden
k > d + 1-ra megtehetjik, igy addig ismételhetjiik a fenti 1épést, mig £ = n + 1 nem
teljesiil, és kész vagyunk. O

Megjegyzések: A feladatbeli pontok eltolédsaval, és 4j bazis valasztasaval a tétel
tetszGleges affin altéren is alkalmazhato.

A A\-k kiszamitasa nem trivialis, de a tétel kozismertségét tekintve itt nem fogjuk
taglalni a részleteket. Az érdekldsknek egy preciz leiras talalhato példaul [4]-ben.

2.2. A Szines Carathéodory-Tétel

Az eredeti feladatot a kovetkez6 modon szeretnénk altalanositani: most is meg van
adva egy ponthalmaz, amelybdl d+1 darab pontot akarunk kiragadni, hogy a valasztott
pontok konvex burka tartalmazza az origot. Az el6zd feladattal ellentétben azonban
az is meg van adva, hogy bizonyos pontok kivalasztasaval kizarunk mas pontokat, és
azokat mar nem valaszthatjuk meg.

Gondolhatunk erre gy, mintha a pontok ki lennének szinezve d+1 (és nem kevesebb)
szinnel, és minden egyszint ponthalmazbol, mostantol ,,szinosztalybol” egy-egy pon-
tot kell kivalasztanunk. Innen is szarmazik a tétel neve: ,Szines Carathéodory-Tétel”.

Megjegyzendd, hogy egy-egy pont tobb szinosztalyban is benne lehet, azaz barme-
lyik szinének lehet a képviselGje.

Ezt a gondolatot folytatva a Tétel azt mondja ki, hogy ha minden szinosztély konvex
burka tartalmazza az origét, akkor meg tudjuk valasztani a pontokat tgy, hogy azok
is tartalmazzak azt a konvex burkukban.

Mi Bérany bizonyitasanak egy egyszertsitett valtozatat [2] mutatjuk be. Barany
eredeti bizonyitasa [1| annyiban kiilonbozik az alabbitol, hogy d + 1 szinosztaly helyett
d-t vizsgal, és konvex burok helyett pozitiv burkot. A Caratheodory-Tétel egy hasonlo
,redukciojat” hasznalva ezt is be lehet bizonyitani, s a d + 1-es konvex esetet ebbdl
ki lehet kdvetkeztetni. A pozitiv burkos verzioé bizonyitasa éppen ugy folyik, mint a
konvex burkosé, igy kiilon nem mutatjuk be.



1.2. Tétel Legyenek Hy, Ho, ..., H; ¢ R* szinosztalyok, amelyekre 0¢ € 4 pos(H;).
Ekkor létezik olyan T = {z' 22, ...,2%}, amelyekre x' € H; minden i € [d]-re, és
04 € pos(T).

1.3. Tétel (Szines Carathéodory-Tétel) Legyenek Hy, Ho, ..., Hy,q € R? szinosz-
talyok, melyekre 0% € n&*conv(H;).

Ekkor létezik olyan T = {z!, 22, ..., %1} amelyekre ' € H; minden i € [d + 1]-re, és
0% € conv(T).

Bizonyitas: Az 1.1 Tétel szerint minden H;-nek létezik X; részhalmaza, amelyek
mind-mind legfeljebb d+1 elemtek, és tartalmazzak 0%-t konvex burkaikban. Mostantol
ezekkel a halmazokkal foglalkozunk.

A tovébbiakban az egyszeriibb jelolések érdekében nevezziink ,szines valasztas-
nak” minden olyan ponthalmazt, amelynek mindegyik eleme kiilon szinosztalybol szér-
mazik. Egy d+1 elem szines valasztas elemeit mindig a szinosztalyoknak megfelelGen
indexeliink, vagyis egy T = {z',...,x%1} szines valaszasban legyen z' € X; minden
i€[d+1]-re.

Legyen T = {z!,..x%*'} egy olyan szines valasztas, ami minimalizalja conv(T") tavol-
sagat 09-t6l, azaz amelyre € = min (||[v]|: v € conv(T')) a lehetS legkisebb. Mivel az X;
halmazok végesek, csak véges sok szines valasztas létezik, igy biztosan van olyan, ami
ezt minimalizalja. Ha 09 € conv(T') akkor kész vagyunk, T' jo szines véalasztas.

Tegytik fel, hogy € > 0, vagyis 0¢ nincs benne T konvex burkdban. Legyen v €
conv(T) az a pont, amire |[v|| = €. Legyen tovabba B = B(0%¢) az € sugaru, origo
kozéppontu d-dimenziés gomb, H pedig az a hipersik, amely elvalasztja B-t conv(T)-
t6l, vagyis a v-n atmend, v normalvektora hipersik. (Ekkor H éppen B érintésikja a v
pontban).

Vegyiik észre, hogy v-nek a conv(T') politép egyik d — 1-dimenzos oldalan kell elhe-
lyezkednie, hisz ha ez nem teljesiilne, akkor a belsejében kellene lennie, vagyis létezne
d >0, amire B(v,0) c conv(T'), ezen beliill pedig trividlisan létezik olyan w pont, amire
||w|| < ||v]|, ami ellentmond annak, ahogyan v-t valasztottuk.

Ekkor a T n H halmaz a d — 1-dimenzios H c R affin altéren helyezkedik el, és
tartalmazza v-t konvex burkaban, vagyis az 1.1. Tétel szerint létezik legfeljebb d
darab T'n H ¢ T-beli pont, amelyeknek konvex kombinaci6jaként megadhato v, vagyis
van legalabb egy T-beli pont, amely nem kell ahhoz, hogy v € conv(T') teljesiiljon.
Szimmetria miatt feltehets, hogy ez a pont z!.

Mivel 04 € conv(X;), az X; halmaznak kell hogy legyen a H-nak a 09-felgli oldalan
is eleme, hisz ha nem lenne, akkor a konvex burok is a H tiloldalan maradna, igy nem
tartalmazatna 09-t. Legyen w egy ilyen pont.

Vizsgaljuk meg a 7" = {w,2?,...,2%*1} szines valasztast. Mivel 2! nem jatszott
szerepet v konvex kombinaciojaban, v € T” tovabbra is teljesiil. Tovabba, mivel v rajta
van B felszinén, és w a B-nek a v ponton vett érintésikjanak a kozéppont felsli oldalan
van, a vw-szakasznak muszaj, hogy legyen B-n beliili pontja.

Ekkor a T" szines kombinacionak van olyan z € vw = conv({w, v}) € conv({w,x?, ..., x¢1}) =
conv(7T") pontja, amely B-n beliil van, vagyis T" tavolsaga 0?-t6l kisebb e-nal, ami el-
lentmondas, hisz T-t minimalis tavolsaginak valasztottuk 0-t&l.

Vagyis € > 0 nem teljesiilhet, tehat ¢ = 0, tehat 0¢ € conv(7T') valamilyen T szines
valasztasra, és kész vagyunk. O



Megjegyzés: Azt, hogy 0¢ a szinosztalyok kozos pontja, mindossze esztétikai okokbol
tessziik fel. Ha tetsz6leges a € RY az a pont, amelyet korbe akarunk fogni szines
valasztéassal, akkor a feladat minden pontjat (—a)-val eltolva a fenti feladatot kapjuk,
ennek egy létezd megoldasat (a)-val eltolva az eredeti feladatra is j6 megoldast kapunk.

Lathato, hogy Hy = Hy = ... = Hy,1 = H esetén a tétel ugyanazt irja le, mint az 1.1.
Tétel, igy ez valoban egy altalanositasa a Carathéodory-Tételnek.

Példak, Ellenpéldak: Néhany egyszerd példa arra, hogy a tétel feltételeinek tel-
jesiilésekor tudunk talalni jo szines vélasztast, viszont ellenkezd esetben rendszerint
nem.

1. Példa: Harom Haromszog A tétel egyik legkézenfekvébb alkalmazasa a kovet-
kez6 feladatban nyilvanul meg:

Ha van harom kiilonb6z6 haromszogiink, és egy pont, amelyet mind tartalmaznak,
akkor tudunk-e tgy vélasztani egy-egy cstcsot a haromszoégeken, hogy az ezekre rakott
haromszog is tartalmazza a kozods pontot?

Itt R2-ben dolgozunk, és 3 darab 3-elemii halmazunk van: a haromszogek cstucsai
képeznek egy-egy szinosztalyt. Az pedig, hogy a kozos csics minden haromszogben
benne van, épp azt jelenti, hogy a csticsok konvex burkaban van benne.

Ekkor az 1.3. Tétel minden feltétele teljesiil, vagyis kell, hogy legyen egy olyan
szines valasztas, amely tartalmazza kérdéses pontot konvex burkaban, vagyis a keresett
héromszog 1étezik.

Az 1-es abran lathatunk egy ilyen esetet: az (a) rész mutatja a harom haromszoget,
(b) pedig egy jo szines vélasztast, (merthogy tobb helyes lehetdség is van).

(a) Harom haromszog, O kozos ponttal (b) A szines, O-t tartalmaz6 haromszog

1. abra. Els6 példa: 3 haromszog

2. Példa: Két Haromszog Vegyiik az el6z6 példat, de ezuttal csak a kék- és zold
haromszogekkel. Itt az 1.3. Tétel feltételei mar nem teljesiilnek, hisz nincsen d+1 =3
darab szinosztalyunk. Van-e mégis jé szines valasztéas?

Itt egy kételemi szines valasztas konvex burka éppen két kilénbozé szind cstcs
kozotti szakaszt jelent. Ezek koziil altalanos helyzetd pontok esetén tobbnyire 0%
eséllyel megy at barmelyik is a tér egy konkrét pontjén, beleértve a kdzos O pontot.
A 2-es abran lathato, hogy a mi példankban is minden szines vélasztas konvex burka
elkeriili O-t, vagyis nincs j6 szines véalasztas.

Ezen a példan latszodik, hogy a d+1 ,,jo becslés” a sziikséges szinosztalyok szaméara,
vagyis altalanos feladatban nincsen megfelel§ d elemt szines valasztés.
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(a) Két haromszog, O kozos ponttal (b) Az Gsszes lehetséges szines valasztés

2. abra. Masodik példa: 2 haromszog

3. Példa: Két Haromszog és egy Pont Vegyiik az el6z6 példa esetét, de a két
haromszogon kiviil vegyiink fel még egy pontot, képezzen ez a pont egy egyelemti, har-
madik szinosztalyt. Ennek a pontnak a konvex burka sajat maga, ez nem tartalmazza
az O-t, vagyis az 1.3. Tétel feltételei nem teljesiilnek. Ennek ellenére létezik szines
valasztéas, amely tartalmazza az O-t. Ez az eset a 3-as abran van szemléltetve.

©

(a) Két haromszog O kozos ponttal, és egy ko-
bor pont (b) Egy jo szines valasztas

3. dbra. Harmadik példa: 2 haromszog és 1 pont

Ezen a példan latszik, hogy habéar az 1.3. Tétel feltételei elégségesek jo szines
valasztas 1étezésére, nem sziikségesek hozza.

2.3. Egy altalanositas
2.3.1. Egy eréGsebb tétel

Ha sok, a 3-as példahoz hasolné esetet néziink meg, érdekes mintéat fedezhetiink fel: ha
d darab szinosztalyt vesziink, amelyek konvex burkainak van koézos pontja, és még egy,
tetszdleges pontot vesziink d + 1-edik szinosztalynak, akkor mindig tgy alakul, hogy
talalhato szines valasztas, mely tartalmazza az elsé d szinosztaly kozos pontjat.

Eme észrevétel alapjan megfogalmazhato a kovetkezd feltételezés, amelyrsl Barany
be is latta, hogy igaz:

1.4. Tétel Legyenek Hi,..H, c R? szinosztalyok, amire 0¢ € N conv(H;), és p € R?
tetszdleges pont.



Ekkor létezik olyan T = {z!, ..., 2% p} szines valasztas, amire 2’ € H; minden i € [d]-
re, és 04 € conv(T).

A fenti tételnek van 6nallo bizonyitésa, ami meg is talalhato [1]-ban, de ezt megspo-
rolhatjuk, mivel a tétel kovetkezik egy masik, az 1.3. Tételnek az el6zénél egy fokkal
kevésbé intuitiv altalanositasabol [9].

1.5. Tétel Legyenck Hy,..Hg ¢ RY szinosztéalyok, amelyekre 04 € conv(H; u H;)
minden 7 # j esetén.

Ekkor létezik olyan T = {z!, 22, ..., 241} amelyekre 2 € H; minden i € [d + 1]-re, és
0% € conv(T).

Lathato, hogy az 1.4. Tétel feltételei egy specidlis esetét képezik az 1.5. Tétel
feltételeinek, igy ha az utobbit belatjuk belatjuk a korabbit is.

A tétel bizonyitasdnak eleje hasonlit az 1.3. Tétel bizonyitasara, meghatarozzuk az
X; halmazokat, T-t, e-t, € > 0 esetén B-t, H-t és v-t, majd legyen 29! az a T-beli pont,
amely nem kell v konvex kombnaci6jahoz.

Ezen a ponton azonban mar nem tehetjiik fel, hogy van X4,;-nek H origéd felsli
oldalan eleme, hisz a feltételek ezt nem kovetelik meg.

[tt esetszétvalasztast végezhetiink. Ha Xg4,1-nek van ilyen eleme, akkor ugyanugy
folytajuk, mint az 1.3. Tételnél. Ha nincsen, akkor topologiai eszkozokkel tudunk
T-nél jobb szines véalasztast mutatni, ezzel ellentmondast kapva. Ehhez el6bb be kell
vezetniink néhany topologiai fogalmat, hogy értelmes legyen, amit csinalunk. [5]

2.3.2. Néhany sziikséges topologiai fogalom

Definicié (Topologikus tér) FEgy X # @ halmaznak T egy topolégiaja, ha T" minden
eleme X egy részhalmaza, @ € T', és T zart a véges metszetre, és az akar végtelen uniora.
Ekkor a (X,T) part topologikus térnek nevezziik.

Ha nincs megadva konkrét topologia, akkor T-nek valamilyen ,szokésos” topologiat
tekintiink, ez a mi esetiinkben X 0Osszes nyilt részhalmaza lesz.

////////

kapjuk Y-nak, az igy kapott topologikus teret X alterének nevezziik.

Definicié (Folytonossag) Adott TS topologikus terek esetén egy f: 7T — S fligg-
vényt folytonosnak neveziink, ha minden S-beli nyilt halmaz dsképe nyilt T-ben, vagyis
ha minden s c S nyilt halmazra t = {z € T': f(z) € s} is nyilt.

Megjegyzés: ,Szép” topologikus tereken lényegében ez is ugyanazt jelenti, mint a ha-
gyoményos folytonossag, vagyis a ,kozeli pontok képeinek kozel maradasat”, de miutan
a tavolsag fogalmat nehezebb altalanos topologikus téren bevezetni, mint a nyiltsagot,
ez a definici6 praktikusabb ebben a témakorben.

Definici6 (Homeomorfia) Azt mondjuk, hogy az A és B topologikus terek ho-
meomorfak, hogyha van koztiik futd6 homeomorfia, vagyis olyan f: A - B fiiggvény,
amely bijektiv, folytonos, és f~! is folytonos.



Szemléletesen: egy gyurmabol gyuart, A alaku szobrot ,szépen &t lehet gyturni” B-
alakuva anélkiil, hogy barhol széttépnénk vagy Gsszeragasztanank a gyurmat.

Definici6 (Osszehtizhatésag) Legyen egy H topologikus térnek A altere. Azt
mondjuk, hogy H-ban A 6sszehtizhaté a z € H pontra, hogyha létezik olyan f :
H x[0,1] - H folytonos fiiggvény, amire minden x € A-ra f(x,0) =z és f(z,1) = z.

Eszrevehetjiik, hogy ha z-re 6sszehtizhato egy A halmaz, akkor barmely masik ,,z-vel
Osszefiiged” w pontra is Osszehtzhato, hisz a z-bsl w-be valod attolas konnyen megold-
hato folytonosan.

Igy konkrét ponttol fiiggetleniil is beszélhetiink 6sszehtizhatosagrol: A-ra azt mond-
juk, hogy 0sszehtizhaté H-ban, ha van z € H, amire ¢sszehtizhato.

Példa:

e Az R topologikus térben A = [0, 1] 6sszehtizhato az 1 pontra, mondjuk az f(z,t) :=
min(z +t,1) épp a fenti médon viselkedik.

e Az R2~ {0%} topologikus térben A = 9B(02,1), az origd kozéppontu 1-sugart
kér nem huizhato Ossze egy pontra, hisz a kor valamelyik elemét at kellene vin-
ni 0%-n, hogy f folytonos maradjon, de ezt nem lehet, hisz 02 nincs benne f
értékkészletében.

Definicié (Szimplicialis komplexus) Egy ¥ halmazt szimplicialis komplexus-
nak neveziink, ha minden eleme valamilyen M halamaznak egy véges részhalmaza, és
S €Y esetén S minden részhalmaza is X-beli.

A ¥ halmaz egy p + l-elemi elemét egy p-dimenzids szingularis szimplexnek neve-
ziink.

Definicié (Szimplex) Egy szimplicialis komplexust szimplexnek neveziink, ha
elemként tartalmazza a véges elemszamu M halmazt is.

Megjegyzés: Re-ben a szimplicialis komplexusokat megfeleltetjiik az ,altaluk kitol-
tott térrel”, vagyis a szinguléris szimplexeket a sajat konvex burkaikkal, a komplexu-
sokat pedig elemeik konvex burkainak uni¢javal.

Egyszerti példa szimplicialis komplexusra A R? topologikus téren legyenek
pl,p?, p3,p* tetszbleges, altalanos helyzetd pontok. Ekkor (M = {p’ : i € [4]}-val)
a @ = {{p",p% 0}, {p", p?}, (P P*}, (0", *}, (%, 0}, {p' ), {02}, {P*}, {p*}, 8} halmaz
egy szimplicidlis komplexus, szingularis szimplexei pedig a p'p?p? haromszog, annak
minden éle és csicsa, valamint a p3p? él és a p* pont. Lasd: 4-es abra

A @~ {p*} halmaz mér nem szimplicialis komplexus, hisz a {p3,p*} elemnek méar
nem tartalmazza minden részhalmazat.

2.3.3. A tétel bizonyitasa

Most méar megvannak a sziikséges definiciok, amelyekkel az 1.5. Tétel bebizonyithato
a [9]-beli modszer szerint.



p1

p2 p4

4. dbra. A példaban szereplé QQ szimplicialis komplexus, a kitoltétt térrel beszinezve

Bizonyitas (1.5. Tétel) Legyenek X; ¢ H; megint olyan ,redukalt szinosztéalyok”,
melyekre |X;] € N, és 04 € conv(X; U X;) minden i # j esetén. Ezeket a halmazokat
el tudjuk allitani példaul tgy, hogy minden (i,j) parra alkalmazzuk az 1.1. Tételt
H; u Hj-re, és az igy kapott pontokat a megfelel6 X;-kbe rakosgatjuk.

Legyen T = {x! 22, ..., 291} egy olyan szines valasztas, amely konvex burka mini-
malis tavolsagn 09-t61, ugyanabban az értelemben, mint az 1.3. Tétel bizonyitasaban.
Mivel véges szamu szines valasztas létezik, biztos, hogy van minimélis tavolsagi.

Legyen v a conv(T)-nek 0%-hez legkiozelebbi pontja, és € = ||[v|]|. Ha e = 0, akkor
0% € conv(T), és készen vagyunk.

Tegytik fel, hogy ¢ > 0. Ekkor jeloljik B-vel a 0¢ kozéppontt, € sugart kort, és
H-val annak a v-pont beli érintShipersikjat. Jeloljiikk tovabba H~-al az R? térnek a
H-t6] 0?-felsli oldalat.

Tudjuk, hogy a v pont conv(7T') egyik lapjan van, vagyis van egy 27 pont, amely
nem sziikséges a conv(7T)-beli konvex felirasahoz. Most tegyiik fel, mert szimmetria
miatt feltehetjiik, hogy ez a pont 24+l

Most, amennyiben létezik w € X4y N H~-, akkor ugyanigy jarunk el, mint az 1.3.
Tétel bizonyitasanal.

Ha nincs ilyen w, akkor gondoljuk meg, hogy minden més i-re kell legyen w; €
X;nH~, hiszen ha valamelyik méasik X; is a H masik oldalén lenne, akkor X;uX . is ott
lenne, vagyis H elvalasztana 09-t conv(X; U X4,1)-t6l, ami ellentmond a feltételeinknek.
Rogzitsiik az y* € X; n H- pontokat, testz6legesen valasztva minden X;-re egy 0%-felsli
pontot.

Jeloljiik conv(T \ {zd*1})-et S-el. Ekkor S egy d - 1-dimenzios szimplexnek felel
meg az R? topologikus térben. Mar tisztaztuk, hogy S-nek a 07 -hoz legkozelebbi
pontja v. Amennyiben v ¢ int(S), az azt jelenti, hogy x%*! helyett egy masik csticsot is
elhagyhattunk volna T-bdl, ezt mér tudjuk H-belire cserélni, ismét a konnyebb esetet
kapva, igy a tovabbiakban feltessziik, hogy v € int(.S).

Jeloljiik Li-el a 0%-bol kiinduld, v irdnyu félegyenest. Ez értelmszertien metszeni
fogja H-t, méghozza v-ben. Most vegyilk Xy,1 egy tetszGleges z pontjat, és jeldljiik
Lo-el a 09-bol kiindulo, —z-n atmend félegyenest. Mivel tudjuk, hogy Xy n H- =@, 2
a H tuloldalan kell, hogy legyen, igy a —z iranyu félegyenes épp ,elmutat” H-t6l, nem
metszi sehol.

Jeloljik L = L; U Lo-el az egyiittes, 04 pontban megtort ,egyenest”.

Most vegyiik (4-t, a d-dimenzios kereszt-politopot, amelynek csicsai a e/ : j € [d]

pontok, ahol e/-vel jeloljiik a j-edik koordinataban 1, mashol 0 pontot.
Vegyiik ennek a hatarat, 0fy-t, vagyis [, 6sszes d — 1-dimenzios lapjat. Ezek épp
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a {xel +e?, ... £ e?} alaka ponthalmazokbol indukalt szimplexek. Ekkor S4-ben 95,
osszehtizhato egy pontra, mondjuk 0%-re: a g(x,t) = (1-1t)x fiiggvényt véve g(x,0) = x
és g(x,1) = 04 minden x € 9f,-1e, és t € [0,1] esetén folytonos és B4-n beliil marad.

Legyen az f : 98; — RY fliggvény olyan, hogy f(e') = z?, és f(—€’) = y* minden
i € [d]-re, illetve 05, egy-egy d—1-dimenzids szimplexére megszoritva egy olyan linearis
leképezés legyen, mely a szimplex pontjainak megfelels bazist atviszi a pontok képeibe
(ilyen leképezés minden bazisra és képhalmazra létezik, és ezekkel f folytonos). Ekkor
0084-nak az f-szerinti képe egy olyan () szimplicialis komplexus, amelynek cstcsai az
2’ és y' pontok, és minden szingularis szimplexe egy-egy szines valasztasnak felel meg,
hisz 0, definicojabol addédoan egy @Q-beli szimplex sincs, amelynek egy szinosztalybol
egynél tobb cstcsa lenne.

Legyen Q' = Q —int(S), vagyis az a szimplicidlis komplexus, amit ugy kapunk, hogy
Q-bol kivessziik az {z!,...,x?} szingularis szimplexet. Ekkor @’ izomorf egy d — 1-
dimenzios gombbel, és 0Q' = 0S. (Ha nem latnank, hogy @’ hatara miért egyezik meg
S hataraval, gondoljunk ()-ra egy hordéként, és S-re mint annak a fedelére. Q)’-t tgy
kapjuk, hogy levessziik a hord6 fedelét, ekkor a nyilt hord6é pereme megegyezik a fedél
peremével.)

Vegyiik észre, hogy v = L nS miatt 05 egy L koril futdé d — 1-dimenzids kor,
igy nem oOsszehtzhaté a (R? ~ L) térben. Ekkor, ha Q' ¢ (R?\ L), akkor az azt
jelentené, hogy Q' = 9S nem Osszehizhato Q' ¢ (R? \ L)-ben, azonban 0fB4nek a
Ba-beli 6sszehtizhatosagabol, és f folytonossdgabol 0Q'-nek a Q'-beli 6sszehtizhatoséga
kovetkezik, vagyis @' nem lehet benne (R? \ L)-ben, vagyis Q' nem lehet diszjunkt
L-t6l.

Legyen w e Q'nL, és 5" egy Q'-beli d-dimenziés szinguléris szimplex, ami tartalmaz-
za w-t. Ha w € Ly, akkor, mivel () minden S-en kiviili csticsét H~-belinek valasztottuk,
w kozelebb kell, hogy legyen 09-hez, mint v, igy conv(S’u{z}) kozelebb van 0%-hez,
mint conv(7), ellentmondva T vélasztasanak.

Ha w € Lo, akkor 0¢ € conv({w,z}) c conv(S’u{z}), vagyis van 0%t tartalmazo
szines valasztés, megint ellentmondva T' valasztésénak.

A feltevésiink tehat hamis kell, hogy legyen, € = 0 mindenképp teljesiil, vagyis van
0?-t tartalmazo szines valasztas. O]

Megjegyzések Lathato, hogy az 1.3. Tétel feltételeinek teljestilésekor az 1.4-es
feltételei is teljestilnek, vagyis ez valoban a Szines Carathéodory-Tételnek egy &lta-
lanositdsa. Ezek az altaldnosabb feltételek azonban kevéssé szémottevéek abban az
értelemben, hogy az alkalmazasok zomében csak az 1.3. Tétel feltételeit kell megko-
vetlniink, az 1.5. Tételét nem. Tekintve, hogy a megoldas tényleges megtalalédsat az
altalanosabb feltételek mellet joval nehezebb megtalalni, ennek az algoritmikus vonat-
kozasait nem érdemes, és nem is foguk tiizetesebben vizsgalni.
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3. Alkalmazasok

A Szines Caratheodory-Tétel a ra kozvetleniil visszavezethetd feladatok megoldasan ki-
viil mas geometriai tételek bizonyitasara is felhasznalhato, illetve egyes esetekben azok
megoldasdnak megtaldlasat visszavezethetjiikk egy jo szines valasztas megtalalasara.
Ebbdl lathatjuk, hogy egy jo szines valasztast megtalald algoritmussal méas problémé-
kat is meg tudnank oldani, ami még kapoéra johet, ha azokat a problémakat egyébként
nem tudnank hatékonyan megoldani.

Ebben a fejezetben két konkrét felhasznalasat mutatjuk be a Szines Carathéodory-
Tételnek. Az els6ben a Helly-Tétel egy szines verzidjat latjuk majd be az 1.2. Té-
tel segitségével, ezzel kozvetve az eredeti Helly-Tételt is belatva. A masodikban a
Tverberg-Tételt latjuk be az 1.3. Tétel segitségével, méghozza olyan moédon, hogy las-
suk, egy jo szines valasztas mutatasaval a Tverberg-problémaéanak is meg tudjuk mutatni
egy jO megoldasat.

3.1. A Szines Helly-Tétel

A Helly-Tétel a diszkrét geometria egyik {6 tétele, jelentGsége és alkalmazésai vilag-
hirtiek. ElGszor Eduard Helly bizonyitotta be 1913-ban. Sokféleképp bizonyithato, de
mi konkrétan a Szines Carathéodory 1.2. Tétel-beli alakjabol bizonyitjuk be. Ehhez
definialjuk a probléma szines altalanositasat, és ezt vezetjiik vissza a korabbi tételre.

2.1. Tétel (Helly-Tétel) Legyenek n > d+ 1 mellett X, X5,...X,, ¢ R? konvex
halmazok.

Ha barmely d + 1 darab halmaznak nemiires a metszete, akkor az Gsszes halmaz
metszete is nemiires, vagyis ha minden I = {iy,s,...,94:1} S [n]-re Nie; X; # @, akkor
ﬂ?leZ‘ *+ .

Megjegyzések: Ha a halmazokrol azt is feltessziik, hogy korlatosak és zartak (kom-
paktak), akkor véges n helyett akar végetlen sok halmazra is igaz a tétel.

2.2. Tétel (Szines Helly-Tétel) Legyenek Hy, H, ..., H;,; mind konvex, kom-
pakt Re-beli halmazok egy-egy véges csaladja. Ha minden X; € Hy, ..., X4, € Hy
halmazvélasztas esetén Nl X, # @, akkor valamilyen i € [d + 1]-re Nxcp, X # @.

Eszrevehetjiik, hogy Hy = Hy = ... = Hy,q esetén ez ugyanazt jelenti, mint a sima
Helly-Tétel.

A Helly-Tételnek ezt az altalanositasat Lovasz Laszlo mar a Szines Carathéodory-
Tétel szinre 1épése el6tt bebizonyitotta, de Barany a sajat tételével j bizonyitast adott
[2], ezt a bizonyitast fogjuk itt bemutatni.

A tétel bizonyitasaban felhasznaljuk az 1.2. Tételt, tovabba két ismeretes allitést.

2.3. Lemma A X;,..X, c R? konvex, kompakt halmazoknak akkor és csak akkor
lires a metszete, ha léteznek Y7,...Y, ¢ R? zart félterek, amelyeknek szintén iires a
metszete, és X; ¢ Y; minden i € [n] esetén.
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2.4. Lemma (Farkas-Lemma egyik alakja) Legyenek A € R»™ be R™ adottak.
A kovetkezd két allitasbol pontosan egy igaz:

e Létezik x € R?, amire Ax <b

o Létezik y” € R™, amire y > (0™)T,yA = (0m)T,yb=-1.

Itt v, w € R vektorokra v < w, ha v; < w; minden i € [k]-ra.
Ezen allitasok bizonyitasa koriilményes, de a tétel bizonyitdsaban nem szamottevs-
ek, igy itt nem mutatjuk be Gket.

Bizonyitas (2.2. Tétel): Tegyiik fel, hogy minden i € [d + 1]-re iires a H;-beli
halmazok metszete. Ekkor a 2.3. Lemma szerint 1éteznek 7, ...Z4,1 zart félterek véges
csaladjai, melyek elemeinek mind-mind iires a metszetiik.

Ekkor Z; egy-egy Y; ; félterére léteznek a® € R4, biJ € R, amelyekre (a®/,z) < b
megoldésai éppen az Y; ; félsikot képezik.

Legyen A; az a matrix, amelyet agy kapunk, hogy az (a*)T sorvektorokat egymas
ala rakjuk, b* pedig az az oszlopvektor, melynek b*/ a j-edik koordinétaja.

Ekkor az A;z' < b egyenlStlenség egy megoldéasa épp egy olyan pont, ami minden
feltérben benne van. A feltevésiink és a félterek 2.3. Lemma szerinti valasztasa szerint
nincsen ilyen x¢, vagyis van olyan y?, ami a 2.4. Lemma masodik allitasat elégiti ki.

Ezek az yi-ok azt jelentik, hogy a (0™,-1) vektor benne van a W; = {(a®/,b%/) €
R+ : (ahd ) < ¥ leirja Z; egy félterét} halmaz pozitiv burkaban minden i € [d+1]-re.

Ekkor van d + 1 darab W; halmazunk R%!-ben, hogy (0¢,-1) € n&'pos(W;) + @.

Ekkor az 1.2. Tétel szerint létezik T = {w!, ..., w1} szines valasztas, amire szintén
(09,-1) € Nyerpos(w) # @. A 2.4. Lemma szerint a valasztott vektoroknak megfelels
félterek diszjunktak, amibdl a 2.3. Lemma szerint az ezeknek megfelels X7, Xo, ... X411
halmazvalasztasnak iires a metszete.

Ez ellentmond a H; halmazcsaladokra kiadott feltételnek, igy a feltevésiink hamis,
vagyis kell legyen i € [d + 1], amire Ny, X # @ O

Megjegyzések: Habar egy nemiires metszet halmazcsalad 1étezését garantalni tud-
juk, az 1.2. Tételt csak az indirekt feltevés megcafolasahoz hasznéljuk fel, a tényleges
1 megtalédlasdhoz nem tudjuk felhasznalni.

3.2. A Tverberg-Tétel

A diszkrét geometria egy mésik nevezetes tételének, a Radon-Tételnek megfogalmaz-
hat6 a kovetkezs altalanositasa: vegylik az X = {z',22,...,2"} c R¢ halmaz pontjait.
Ezeknek a pontoknak meg akarjuk keresni valamelyik, bizonyos feltételeket teljesité
particidjat.

Particionak nevezziik az X pontjainak egy olyan P, ..., P, ¢ X csoportokba soro-
lasat, amelyre P, n P; = @ minden i # j esetén (vagyis minden pont legfeljebb egy
csoportban van benne), és U¥ | P, = X (vagyis minden pont benne van egy csoportban).

Egy particiot szokasosan a csoportok szama alapjan jellemeziink, egy k csoportba
oszt6 particiot k-particionak hivunk.

Egy megadott r € N* szadm esetén az X halamznak egy Tverberg-particidja alatt
egy olyan r-particiot értiink, amelynek a csoportjainak konvex burkai metszik egymaést,
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vagyis létezik valamilyen a € R? pont, amelyre a € n_,conv(FP;), vagyis minden csoport
konvex burka tartalmazza a-t.

A Tverberg-Tétel azt mondja ki, hogy adott r esetén biztosan létezik Tverberg-
particio, amennyiben legalabb (r —1)(d + 1) + 1 pontunk van.

2.5. Tétel (Tverberg-Tétel) Legyenek x!,...,a2" € R® adott pontok, r € R adott
szam. Amennyiben n > (r - 1)(d + 1), létezik az ¢ pontoknak Tverberg-particioja.

Ebbél r = 2 behelyettesitésével kapjuk a Radon-Tételt.

Példak: Vegyiik a d=2,r =3 esetet. Ekkor (3-1)(2+1)+1=7 pont esetén biztos,
hogy van Tverberg-particio (amely itt 3-particio lesz). Vegytlink hét altalanos helyzetii
A -G pontot (latsd: ba. abra). Ezeknek van Tverberg-particioja, ez lathato az abran.

Vegyiik ugyanezeket a pontokat G kivételével. (5b. abra) Itt csak 6 pontunk van,
igy nem biztos, hogy van Tverberg-particio (kevés pont esetén altalaban nincsen), de
azért nézziik meg az esetet.

Gondoljunk bele, hogy ha egy osztalyba harom pont keriil, akkor a masik kettGbdl
az egyikbe csak egy pont jut, vagyis kellene egy pont, ami két masik pont szakaszan
helyezkedik el, hogy Tverberg-particiot talaljunk. Mivel nincs harom pont, ami egy
egyenesen lenne, ez nem lehetséges. Hasonloan kizarhatjuk azt az esetet, amikor négy
pont keriil egy osztélyba.

Tehat az osztalyok méretei 2-2-2 kéne, hogy legyenek, vagyis harom olyan szakaszt
kéne venni a pontokbol, melyek egy pontban metszik egyméat. Az abran latszik, hogy
ez a példankban nem lehetséges, vagyis itt nem létezik Tverberg-Particio.

A B

F F
.

(a) 7 altalasnos helyzeti pont, és egy O kozos (b) 6 altalanos helyzetii pont, nincs Tverberg
ponta Tverberg-particio particié

5. abra. d =2,r =3 eset

A tételt elészor Helge Tverberg bizonyitotta be 1966-ban [10]. Bar Tverberg késsbb
mutatott egyszeriibb bizonyitasokat is, az eredeti bizonyitas igencsak koriilményes és
nehezen emészthetd.

1992-ben Sarkaria [8] megmutatta, hogy egy Tverberg-particié megtalalasa vissza-
vezethets egy szines valasztas megtalalasi problémara, azaz bebizonyitotta, hogy az
1.3. Tétel implikalja a 2.5. Tételt, vagyis, mivel az 1.3. Tételrdl tudjuk, hogy igaz,
mutatott egy 1j, egyszertibb bizonyitast a Tverberg-Tételre.
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Sarkaria eredeti bizonyitasa erésen algebrai jellegi, és sok altalunk még nem tisz-
tazott fogalmat hasznal. Szerencsére azonban Barany és Onn [2| megfogalmazta eme
bizonyitasnak egy kissé emésztehtSbb, ,geometriaibb” alakjat. Ezt mutatjuk most be.

Bizonyitas (2.5. Tétel) Legyenn=(r-1)(d+1), és X ={z!,.. z”“}

Vegyiik az y',...,y" € R vektorokat, amelyekre igaz, hogy y! = z% minden i €
[n],7 € [d]-re, és v, , = 1 minden i € [n]-re, vagyis egy y’-t ugy kapunk hogy az x°
végére odatesziink mégegy egyest.

Jeloljiik et € R71-el az i-edik, r — 1 dimenzios bazisvektort, vagyis amelyikben az i-
edik helyen 1-es, mashol 0-s Van Vegyiik a vt,...,v""1 o™ vektorokat gy, hogy i € [r—1]
esetén v = etr | és v” = — Y et Lathato, hogy definiciobol adédéan Yi_, vi = 01, és
hogy ezen komb1na<31o skalarszorosain kiviil méshogy nem fiiggenek 6ssze linearisan.

Most nézziik az A; ; = viy/T e RO-Dx(d+1) matrixokat. Ekkor Y7 A; ;= Y1, viydT =
(X7, vi)yiT = O(r-D)x(d+1)

Ha az (r—1) x (d+1)-es matrixokra (r—1)(d+1)-dimenzios vektorokként tekintiink
(amit minden gond nélkiil megtehetiink), akkor ez pont azt jelenti, hogy a B; = {4, :
i € [r]} ¢ RO-D(@+) halmazok mindegyikére 0(r~1{(4+1) € conv(B;) minden j € [n+1]-re,
hiszen % >i-1A; j az origébnak egy konvex kombinacidja.

Tehat van n+1 darab ponthalmazunk az R-D(d+1) = R” térben, amelyek mindegyi-
ke tartalmazza az origot konvex burkukban. Itt az 1.3. Tétel minden feltétele megvan,
tehat van olyan T = {a!, ...,a™*1} szines valasztas, amelyre szintén 00 ~D(@+1) € conv(T).

Itt B; 3> o/ = viy/T valamilyen i € [r]-re. Jeloljik k(j)-vel azt az [r]-beli szamot,
amelyre az adott j-hez az el6z6 egyenlGség épp teljesiil.

Most minden i € [r]-re jeloljiik P;-vel azon j € [n+1] szamokat, amelyekre y/7-t épp
v® -vel kellett beszorozni, hogy a T-beli elemet megkapjuk: P;={je[n+1]:k(j) =1}

Ekkor Pi,..., P, egy r-particidja [n + 1]-nek, hiszen minden 37 vektort pont egy
Bj-beli méatrix/vektorral képviseltetiink T-ben. Ebb6] értelemszertien adodik, hogy az
X; = {27 : j € P;} halmazok az X-nek képezik egy r-particiojat.

Be szeretnénk latni, hogy ez egy Tverberg-particio, vagyis hogy van egy olyan a® €
R4, amelyre a® € N, conv(X;).

Legyen Y0} Aja/ = 00-D(+D) az origénak egy konvex kombinécioja T' elemeibdl.
Jeloljiik zi- Vel a Z]Epi Ayl € RA+1 vektort.

Ekkor (az a’-kat matrixként kezelve) kapjuk, hogy:

n+1

0(r—1)><(d+1) Z )\ a] _ Z s Uk(j)y]T ZU Z /\]y]T sz T

=1  jeP;

Legyenek w' = eb" — e=b7 azok a vektorok minden i € [r — 2]-re, amelyeknek i-edik
koordinataja 1, az i + 1-edik pedig -1. Legyen tovabba w"! = er~Lr. Ekkor lathato,
hogy (w?,v?) =1, (wi v*t) = =1 és j e [r] N {i,i + 1} esetén (w?,v7) = 0 teljesiil minden
i€[r-1]re.

Ekkor a fenti egyenldséget kiilon-kiilon jobbrol beszorozva w*T-vel minden k € [r—1]-
re kapjuk, hogy:

0(d+1)T — ’U} z zT wkT i zT iT _ Zi+1T
21 Z
Ebbdl lathatjuk, hogy 2! = 2% = ... = 2" = z e R¥*1. Ekkor a 2 = 2% = ¥, p Ay’ Osszeg
utolsé koordinatait tekintve (ami minden g/ -nek 1) kapjuk a zgq = 2, = Yicp A
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egyenl@séget minden i € [r]-re. Ezzel egyiitt, mivel Z’;:ll Aj =1, adodik, hogy:

Z)\]:Z)\j:...:Z)\j:l/r

jeP; jePs jePr

Jeloljiik g € R-vel a z els6 d koordinatajabol 4llo vektort. Ekkor rq =Y .p rA;27 €
conv(X;) minden ¢ € [r]-re, tehat az rq = a® pont minden X; konvex burkdban benne
van, vagyis ez valoban az X ponthalmaz egy Tverberg-particioja. O

Megjegyzések: Az A% matrixokat d és r szerint polinomialis id6ben el6 lehet allita-
ni, a T szines valasztasbol pedig n szerint linearis idében visszakaphatjuk az implikalt
X; osztalyokat, vagyis a Tverberg-Tétel helytallosagan kiviil ezzel azt is belattuk, hogy
ha lenne egy olyan algoritmusunk, amely d-szerint polinomialis id6ben megtalalja egy
tetszdleges szines valasztas-keresési probléma egy megoldasat, azzal polinomialis id6ben
meg tudnank oldani tetszdéleges Tverberg-particio-keresési problémakat is.

Tekintve, hogy a mai napig nem ismeretes olyan algoritmus, amellyel polinomialis
idé6ben meg lehetne talalni egy (r — 1)(d + 1) + 1 elemd ponthalmaz egy Tverberg-
particiojat, ez j6 motivaci6 arra, hogy hatékony algoritmust talaljunk a szines valasztas
megtalalasara.
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4. Algoritmusok

Azt mar belattuk, hogy jo szines véilasztas mindig 1étezik d + 1 szinosztaly létezésekor,
s6t, ennek a jo szines valasztasnak egy felhasznalasat is lattuk a Tverberg-particioknal,
azonban tovabbra sem tisztaztuk, hogy ezt a ponthalmazt hogyan is lehetne megtaldlni.

Miel6tt ehhez hozzafognank, feltétlentil sziikséges kikdtniink, hogy mi tulajdonkép-
pen milyen feladatot is akarunk megoldani. Mi idealisan olyan algoritmust szeretnénk
mutatni, amelyik inputként megkap d + 1 darab Rébeli ponthalmazt, amelyek mind
tartalmazzak az origot konvex burkukban, és outputként kiad nekiink egy d+1 pontbol
allo halmazt, melynek i-edik eleme az input z-edik halmazabol szarmazik, és amelyek-
nek a konvex burkdban megtalalhato az origo.

Mivel szamitési feladatrol van szo, a tovabbiakban feltételezziik, hogy az inputban
szereplé ponthalmazok véges méretiiek. Ekkor a legegyszertibb brute force médszerrel
biztosan megtalalhato egy jo szines valasztas, azonban ez akar az Osszes lehetséges
szines valasztason végigiteralhat, ami exponencidlisan sokaik tarthat.

Megjegyzendd, hogy amennyiben nem véges méreti ponthalmazokon keresiink szi-
nes valasztést, akkor a 1.1. Tétel szerint kivalaszthatunk legfeljebb d+1 pontot minden
szinosztalybol, amelyekre redukilhatoak, és amelyekre mar meg tudjuk oldani a felada-
tot a lenti modszerekkel. Speciélis alakt ponthalmaz-inputokra létezhetnek mar ismert
akar linearis vagy polinomialis modszerek ezek megtaldlasara, de altalanos alakt vég-
telen elemszamu input esetén ez is nyitott feladat.

A kérdés tehét, hogy tudunk-e okosabban keresni jo valasztast, vagyis hogy az
input méretétdl fliggden milyen kicsi futasideji algoritmussal tudunk el6hozakodni,
ami megtalal egy ilyen ponthalmazt. Barany és Onn [3] mar 1997-ben mutattak egy
algoritmust, amely, feltéve, hogy a szinosztalyok konvex burka tartalmazza nem csak az
origét, de annak egy p sugart kornyezetét is, megtaldl egy jo szines valasztast az input
mérete és % szerint polinomialis idében, azonban pusztédn az input szerint polinomialis
algoritmus a mai napig nem ismeretes.

Ebben a fejezetben bemutatunk néhany algoritmust, amelyek a jo szines valasztas
megtalaldsat hivatottak elGsegiteni.

Az alap feladat: Adottak Xi,.. X1 € R? ponthalmazok, amelyekre 07 € nd 1 X;.
Mutassunk egy (biztosan létez) T = {z!,...,z9*1} szines vélasztast, amelyre 09 €
conv(T). (A pontok Osszesitett szamat n-el fogjuk jelélni)

A tovabbiakban azt is feltessziik, hogy a bemenet minden z pontjara 1 < |[x|| < 2.
Ezt feltehetjiik, hiszen az origo a kozos pont. Gondoljunk bele, hogy ha Y% Azt = 0d+1
az origd egy konvex kombinécidja, akkor a valtozok p; > 0 skaladrokkal valo atsilyozasa
utan Yo %(m:ﬂ) = 04, tovabba % > 0, igy az egyenlet mindkét oldalat megszorozva
vy %)‘1—61 a bal oldali kombinéaci6 skalarjaiak Osszege 1 lesz, a jobb oldal pedig az
origd Irfarad, vagyis az origd ennek a ponthalmaznak is benne lesz a konvex burkaban.

Egy nem ilyen alakti bemenetet konnyen atalakithatjuk ilyenre tgy, hogy egysze-
riien végigmegyiink az input Osszes x pontjan, és beszorozzuk Gket egy ||x||-hez kozeli
értékkel. Ezt [|x]| = 0 esetén nyilvan nem tehetjiik meg, azonban ekkor barmilyen z-et
tartalmazo szines véalasztas trividlisan tartalmazza az origét konvex burkdban, vagyis
emiatt igazan nem kell aggodni.

Azért nem simén a ||z|| = 1 feltételt kotjik ki, mert Baranyék [3| a szamitésok
zomét Q7-ben vizsgalja R¢ helyett. Ennek az az elénye, hogy a racionalis szamokat
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szamitogéppel is tudjuk egzakt kezelni, szdmottevs szamitasi-igény novekedés nélkiil,
és nem kell a valés vilag franya lebeg&pontos hibai miatt aggdédnunk, amelyek az ilyen
tipusu feladatoknal a gyakorlatban mindenhol gondokat okoznak.

4.1. Javitolépések

Az 1.3. Tételre adott korabbi bizonyitasunk, amelyben mindig egy rossz pontot cse-
réliink ki egy olyanra, amellyel a konvex burok kozelebb keriil az origbhéz, egy igen
kézenfekvad, , javitolépéseken” alapuld algoritmusra ad oOtletet:

3.1. Algoritmus

Input: Az X, ..., X41 c R? szinosztalyok.

1. Induljunk ki egy testzGleges T = {z?, ..., z%*1} szines véalasztasbol.

2. Keressiik meg conv(7T)-nek a 0%-hez legkdzelebbi v pontjat, ennek téavolsaga 09-t61
legyen e.

3. Ha e = 0, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor legyen 2 € T' az a pont, amire
v e conv(T ~ {x}). Vegyiik azt a w € X; pontot, amire conv(T u{w} ~ {z?}) a
legkozelebb van 0%-hez.

4. Legyen T :=T u{w} ~ {2’} az 10j szines valasztas, és vissza a 2. 1épéshez.

Ezt az algoritmust mar Barany és Onn is vizsgalta 1997-ben [3], és a vele kapcso-
latos, ranézésre is felmeriil6 aggélyokat mar 6k is megprobaltak megvalaszolni.

Futasidé ElGszor is ellendrizziik, hogy az algoritmus lefut-e véges idében. Ennek az
ellenkez&je akkor fordulhatna el§, ha e sohase lenne 0, azonban mivel csak véges szamu
szines valasztas 1étezik, és amint azt az 1.3. Tétel bizonyitasa soran lattuk, hogy ¢ > 0
esetén mindig tudunk tgy valasztani w-ket, hogy € minden iteracié soran szigortan
csokkenjen, vagyis el6bb-utobb e = 0 biztosan teljestil.

Felmeriilhet a kérdés, hogy hany iteracio alatt varhatjuk, hogy elérjiink egy jo szines
valasztast. Baranyék [3] megmutattak, hogy bizonyos ,szépségi” feltételek teljesiilése-
kor tudunk felsé becslést adni az iterdciok szamara. Ennek alapjaul el6szor azt az
esetet érdemes vizsgalni, amikor nem kell, hogy konkrétan az origoba nytlé konvex
burkunk legyen, csak azt koveteljiik meg, hogy a legkdzelebbi pont egy elére megadott
€o tavolsagon beliil legyen, vagyis az algoritmus 3. lépésében leallunk, amint € < ¢
teljesiil.

Ekkor, feltéve hogy van 0 < p < 1 szam, amire B(04, p) ¢ nlconv(X;), vagyis az
origd p-sugaru kornyezete is kozos a szinosztéalyok burkaiban, akkor a kévezkezs becslést
lehet mutatni:

3.2. Tétel A 3.1. Algoritmus iteracidinak szama adott, a fentiekben leirt moédon
viselkedd 0 < €p,0 < p < 1 mellett feliilr6l becsiilhets a kovetkezd értékekkel:

)

e p>( esetén: 1+{;—§10g%]=(’)(pi210g%).

e p=0 esetén: [%] =0(

o
Owl’—‘
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Lathato, hogy minél nagyobb a szinosztalyok burkainak kozos része, annal gyorsb-
ban varhato, hogy kozel érlink az origohoz.
A tétel bizonyitasahoz a kovetkezd, szintén hasznos segédallitast lehet alkalmazni:

3.3. Segédtétel Legyen a w' a 3.1. Algoritmus futasa soran a 1" legkozelebbi pontja
0%-hez. Ekkor az algoritmus futasa soran teljesiil az alabbi rekurzio:

+ i (I8t § = +00)

=

o p =0 esetén: W >
e p>0 esetén: |JwhH|?2 < (1- %)Hwk”?.

Ezeket a tételeket itt nem latjuk be, de [3]-ben mindkettének megtalalhato egy-egy
preciz bizonyitasa.

A fentiekbdl lathato, hogy habar az input méretében nem polinomialis, de a szinos-
talyok burkainak kozos teriiletének mérete és a megengedett eltérés inverzeiben po-
linomialis iteracioszamot tudunk biztositani a 3.1. Algoritmus lefutasanak. Ennek
egyértelmid hatranya, hogy ha ezek barmelyike nagyon kicsi, akkor ez elég nagy felss
becslés az iteraciok szamara.

Tovabba bizonyos feladatokban, példaul a korabban vizsgalt Tverberg-particié ke-
resésénél nem elég, ha a konvex burok nagyon kozel van az origbhoz, feltétleniil akarjuk,
hogy € = 0-kor alljon le az algoritmus, mi erre is szeretnénk valami becslést adni.

Most vizsgaljuk meg, hogy egy-egy iteracié alatt mennyi szamitast kell végezni!
Tegyiik fel, hogy a jelenlegi T vélasztashoz mér megtalaltuk a minimalis tavolsagu
v € conv(T) pontot. Ekkor az z'  felesleges” pontot megtaldlhatjuk ugy, hogy j €
[d + 1]-re sorra megnézziik, hogy v € conv(T \ {x7}) teljesiil-e. Ez d+ 1 darab O(d +
n) sort/oszlopu linearis egyenletrendszer pozitiv megoldasat/megoldhatatlansaganak
belatasat jelenti, ami d,n szerint polinomiélis id6ben megoldhato.

Ha z? megvan, akkor a ,,jobb” w pont pont egy olyan X;-beli pont lesz, ami mi-
nimalizalja az (w,v) skalarszorzatot. Ennek szemléletes oka az, hogy minél kisebb a
szorzat, annél nagyobb a vektorok &altal bezart szog. Ha visszaemlékeziink az 1.3. Té-
tel bizonyitasara, ez pont azt jelenti, hogy w minél jobban ,belenyulik” az origo fel6li
feltérbe. Ez O(n) darab skalarszorzas elvégzését jelenti, ez is megoldhato d,n szerint
polinomialis id6ben.

A v € conv(T') minimélis tavolsag pont megtalalasa azonban mar problémas. Egy-
részt ehhez a min (Z?zl v? : v € conv(T')) masodfokt minimalizélasi feladatot kéne meg-
oldani minden iterdciéban, ami mar egy jelentGsebb szamitésigényi feladat. Masrész-
r6l, amennyiben a racionalis téren dolgozunk, egyéltalan nem garantalt, hogy az igazi
optimélis megoldas racionélis pont lesz. Ilyenkor csak egy nem egyértelmien megha-
tarozott racionalis kozelitését tudjuk hasznalni v-nek, amely egyrészt eltorzithatja az
algoritmus tovabbi eredményeit, masrészrsl pedig kellemetlen és idegesits.

4.2. Javitott javitolépések

Az el6z6 algoritmus szarvashibajatol eltekintve egész jol miikods és alkalmazhaté mod-
szer lenne, igy szeretnénk, ha a {6 elvét hasznélhatnank anélkiil, hogy minden lépésben
ki kéne szamolni a draga v pontot. Ezt Baranyéknak [3] sikeriilt is megoldani, a kovet-
kez6 elvvel:
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Ahelyett, hogy minden 1épésben tjra kiszdmolnank, hogy a jelenlegi valasztas bur-
ka hol lesz legkozelebb az origéhoz, inkabb az algortimus futdsa soran végig szamon
tartunk egy ,legkozelebbi pontot”, méghozza ezt a jelenlegi vilasztas egy konvex kom-
bindcidojanak skalarjaival tessziik. Ezeket egy-egy iteracio sorén esetszétvalasztés se-
gitségével polinomialis id6ben frissiteni tudjuk, ezaltal polimialis idejtivé téve az egyes
iteraciok futasidejét.

3.4. Algoritmus

Input: Az X, ..., X41 ¢ R szinosztalyok, és az € € R} leallasi kozelség.

1. Induljunk ki egy testz6leges T = {z!,..., 2%} szines valasztasbol, és a A = el =
(1,0,...,0)T € R vektorbol.

2. Legyen v = Z?jll A\iz?, ennek tavolsaga 09-t61 legyen ¢

3. Ha € < €y, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor legyen i € [d+ 1] olyan, hogy A; =0
teljestil. (Ilyen i ekkor létezik, lasd késébb.) Vegyiik azt a w € X; pontot, amire
conv(T u{w} \ {x}) a legkozelebb van 0%-hez.

4. Legyen T := Tu{w} {2’} az 1j szines valasztas, és Legyen p az origd projekcidja
a conv(T') o [v, w] szakaszra (vagyis a szakasz origbhoz legkiozelebbi pontja), a T
eleminek egy Zf:ll izt konvex kombinacidjaként felirva. Legyen A :=

5. Ha p =07 vagy \; = 0 valamilyen i € [d + 1]-re, akkor vissza a 2. lépéshez.

6. Ha T elemi affin Gsszefiiggsek, akkor A-t modositsuk ugy, hogy p = Y9! \z
konvex kombinécio tovabbra is teljesiiljon, és A; = 0 legyen valamilyen i-re. (Lasd
késébb, hogy ezt hogy kell.) Vissza a 2. lépéshez.

7. Legyen o = min (c € R : ¢p € conv(7")). Ha o = 0, akkor kész vagyunk. Ha o > 0,
akkor legyen ap = ijll izt a T-beli elemek egy konvex kombinacioja. Legyen

A= és vissza a 2. lépéshez.

Be lehet latni, hogy a 3.2. Tétel beli fels6 becslés ennek az algoritmusnak az ite-
racioszamara is mikodik (lasd [3], vagyis ez az algoritmus is véges id6ben lefut, bar
ez ranézésre kevésbé nyilvanvald, mint a 3.1. Algoritmusnal, hisz itt nem a mar bizo-
nyitottan 1étezd ,,jobb pontok™ kivilasztasaval haladunk el6re, hanem magat a konvex
kombinéciot probaljuk egyre kézebb vinni az origéhoz.

A 3. Lépés El6szor ellendrizziik, hogy a 3. 1épéshez éréskor a Z?jll At konvex
kombinacioban valoban \; = 0 lesz-e valamilyen i-re, ha meg nem teljestilt € < ¢!

Az 1. és 5. 1épésbdl érkezve 2-be ez trividlisan teljesiil.

A 6. 1épésben hogyan modositsuk A-t, hogy ez teljesiiljon? Tudjuk, hogy a T halmaz
elemei affin GsszefiiggSek, vagyis valamilyen j € [d + 1]-re létezik a ¥ ,(gi17. 5y pa® = 279
affin kombinacio, tehdt p; = —l-et véve kapjuk, hogy Y0zt = 29 — 2 = 04, és

Y i = Yigasagagy i — 1 =1-1=0.
Ekkor ¢ € R-et valaszthatjuk ugy, hogy A; := \; + cu; = 0 legyen valamilyen i-re,
és Aj := \j +cpj > 0 maradjon a tobbi helyen, ekkor a Zf:ll A;xt tovabbra is a p pont

konvex kombinacioja, és A\; = 0 teljesiil.
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Mi torténik a 7. 1épésben? Tudjuk, hogy a T halmaz elemei nem affin 6sszefiiggéek,
vagyis a konvex burkuk egy d+ 1-csticsu szimplex. Ekkor ap az a pont, ami az origobol
indulo, p irdnyu félegyenesen ,el6szor érinti” conv(T')-t. (Mivel p € conv(T), ilyen pont
biztosan létezik ezen a félegyenesen.) Ha « = 0, akkor az origd benne van ebben a
szimplexben, akkor a jelenlegi szines valasztasunk pontos, vagyis kész vagyunk, és nem
kell a feltétel miatt aggdédnunk.

Ha « > 0, akkor ap az a pont, ahol a félegyenes ,elGszor metszi” a conv(T") szimp-
lexet, tehat ennek egy d — 1-dimenzios lapjan fog elhelyezkedni, tehat valamelyik
mell6zésével is megadhatd T-beli elemek konvex kombinéacidjaként, tehat \; teljesiilni
fog.

Futasidé Most vizsgéljuk meg, hogy az egyes iteraciok 1épései soran milyen mértéki
szamitasokat kell elvégezniink!

2.: A v vektor és annak e norméajanak kiszamitasa O(d)-ben kénnyen kiszamolhato.

3.: Az ' pont megtalalasa O(d)-ben megy (siman megnézziik i = 1..d + 1-re, hogy
Ai = 0-¢), majd w megtalalasa az el6z6 algortimushoz hasonléan (v, w) minimalizalasé-
val n,d szerint polinomialis idében lefut.

4.: A p e [v,w] pont megtaldlasa mar nem olyan egyszerti, de ez is megoldhato

polinomilis id6ben: Legyen 7 a korabban megtalalt index, és legyen az 0j \; := Tﬁ)ffv’ﬁ’g,
tovabba j € [d + 1]\ {i} esetén legyen )\, := ﬂTZ:ﬁfJ A%

Belathato, hogy ekkor p = Zf:ll \iz® éppen az origd [v, w]-re vett projekcidjanak egy
konvex kombinécidja. Akinek ez réanézésre nem egyértelmi, ez részletesebben ki van
fejtve a 3.2. Tétel [3|-beli bizonyitasdban. Ezen értékek kiszamolasa O(d)-ben megy,
igy az 0j A vektor és a p pont kiszamitasa O(d?)-ben megoldhato.

6.: d-ben polinomialis moédszerekkel eldonthetd, hogy a T halmaz elemei affin
Osszefliggdek-e, ekkor a koradbban vizsgalt p skalarokat is ki tudjuk szamolni polino-
mialis id6ben. Ekkor rogzitett i € [d + 1] esetén egy osztasba keriil kiszamolni, hogy
milyen ¢; € R esetén lesz \; + c;iu; = 0, ezutan egyszertien minden i-re megnézziik, hogy
A+ cp > 091 teljesiil-e, hiszen legalabb az egyikre teljesiilni fog.

7.: Ha ide elértiink, akkor conv(7T') egy d + 1 cstcst/oldalu szimplex, azt a pontot
keressiik, ahol az origdébodl indulo, p irdnyu félegyenes ezt elGszor metszi. Ehhez elGszor
i = 1..d + 1-re végignézziik, hogy az (0¢,p) egyenes hol metszi (ha metszi) a T \ {x'}
pontjai altal meghatarozott affin teret.

Egy-egy i-re ez a metszéspont akkor létezik, ha a ¥jcrqpiy [y, uiv?] = [1, ap]
feladatnak van valamilyen [«;, 1] megoldasa, ami pontosan akkor teljesiil, ha az M; =

2 1,11 S Lo xdl+1 € RA+1xd+1 matrix nem szingularis, vagyis ennek det(M;) =
A, determinansa nem nulla.

Ekkor a keresett «a; szdm a Cramer-Szabély szerint (a cserélt oszlopi matrixot
elsG oszlop szerint kifejtve) megkaphat6 az a; = —A%_ det([a:1 wooxtth gl ...a:d”]
képlettel, ez mind polinomialis (O(d?)) idében kiszamolhato (pl. Gauss-eliminécioval).

Amennyiben A; = 0, vagyis az affin tér parhuzamos az egyenesiinkkel és nincs
metszéspont, akkor a;-t rogzitsiik +oo-ként.

Most legyen « := max (a; :i € [d+1],a; <1). Ekkor, ha o <0, akkor 0¢ € [p, ap] c
conv(T), hisz p és ap is benne van conv(T)-ben, igy a jelenlegi szines valasztasunk
pontos, és kész vagyunk.

Ha 0 < a < 1, akkor p := ap egy lépésben, és vissza 2-hoz, 1j iteracio.

xi—l xi+1
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Lathatjuk, hogy az iteracion beliil minden n, d szerint polinomialis idében fut. Eze-
ket a futasidGket az iterdcidk szaménak 3.2. Tétel fels§ becslésével kombinélva az
elvégzendd miiveletek szaméra adott p > 0, ¢y > 0 esetén az (’)(%Ed4 log %) fels6 becslés
adhato, illetve p = 0 esetén O(%).

Még mindig problémas, hogy meddig fut az algoritmus abban az esetben, ha min-
denképpen szeretnénk, hogy az origd ténylegesen benne legyen a szines valasztas bur-
kaban. Alapvetd otlet lenne, hogy ¢, = O-val futtassuk az algoritmust, de ekkor a
futasidére adott becsléseink hasznalhatatlanokka véalnak, igy inkdbb meg szeretnénk
allapitani, hogy mennyire kell kicsinek valasztani €y-t ahhoz, hogy a talalt €y-hozeli
ponttal egyiitt az origdt is garantéltan kozrefogjuk.

Baranyék [3] a kovetkezd, raciondlis pontokra vontakozo allitas belatasanak segit-
ségével talaltak meg a megoldast racionalis input esetére:

3.5. Segédtétel Ha a V = {vq,...,0,,} ¢ Q¢ halmaz olyan, hogy 0¢ € int(conv(V)),
akkor B(0%,2-2(¢+DL) c int(conv(V)) is teljesiil, ahol L a V' ponthalmaz bitmérete.

Magyaran, ha az origd egy racionalis ponthalmaz burkanak belsejében van, akkor a
pontok ,bonyolultsagatol” fiiggGen egy bizonyos sugart kornyezetérdl is tudjuk, hogy
benne van a burok belsejében.

Ez a segédtétel, kombinélva a 3.4. Algoritmusnak egy, az iteracioszam becslését nem
novels , kerekitslépéssel” valo kiegészitésével (a bitméret alacsonyan tartasa végett) egy
jo becslést tud adni a p > 0 eset futésidejére. Megmutathato, hogy ekkor € 1= 2-2(d+1)L.
nek valasztva (ahol L az egész input bitmérete) az algoritmus racionalis input esetén
polinomialis lesz L és 1 szerint. Ez hasonit a korabbi p > 0 becsléshez, abban az
értelemben, hogy nd+d* nagyjabol egy mértékben mozog L-el, amennyiben az inputbeli
pontok ,épeszii nevez§jiiek”.

p =0 esetén sajnos nem tudunk jo becslést adni az iteraciok szamara pontos szines
valasztas keresésekor, igy a futésidére sem, de azért érdemes megjegyezni, hogy az
algoritmus ilyekor is véges idében lefut.

4.3. TP-feladat

Most nézziink egy méasik megkozelitést! Tegyiik fel, hogy nem akarunk/tudunk a fenti
modszerhez hasonlé programot irni, de mégis meg akarunk oldani egy szines valasztas-
keresési probléméat! Meg lehet-e oldani valahogy a problémat mar létezé modszerekkel?
Itt bemutatunk egy moszert, hogy hogyan lehet egy ilyen feladatot IP-feladat, azaz
egészértéki linearis programozasi feladatként megadni, amelyre mar ismertek megoldas
modszerek.

Megjegyzends, hogy ezek a modszerek nem polinomialisak, s6t, egy ilyen feladat
megoldasa NP-nehéz, de ,épeszii méretd” input esetén azért mér elég gyorsan meg
tudunk oldani egy ilyet.

Az LP /TP-feladat fogalma jol ismert, de azért leirunk egy gyors Gsszefoglalot. Egy
LP-feladatban tulajdonképpen arrél van sz6, hogy adott egy A € R™™ métrix, egy
b € R™ vektor, és egy ¢! € R™ célfiiggvény. Ekkor az Ax < b feladat x € R® megoldasai
koziil szeretnénk talalni egy olyat, amelyikre a cx értéke maximalis lesz. Ezen kiviil
megkovetelhetjiik, hogy az Ax < b egyenlStlenségrendszerben helyenként egyenlGség
teljesiilon, illetve hogy az x megoldas bizonyos koordinatai nemnegativak legyenek.
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Egy IP-feladat annyiban tér el az LP-feladatoktol, hogy azt is megkovetelhetjiik,
hogy a megoldas bizonyos koordinatéi a korabbi feltételek mellett még egészértékiiek
is legyenek. Ez a megkotés jelentGs mértékben megneheziti a helyes megoldas megta-
lalasat, azonban az ilyen moédon modellezhets problémakat is megsokasitja. Egy ilyen
probléma a szines véalasztas megtalalasa is: LP-feladatként nemigen lehet modellezni,

de IP-ként lehet.

A probléma modellezése Legyen A; € R>™i az j-edik szinosztaly matrixa, amit
gy kapunk, hogy mind az m; elemét abrazold oszlopvektort egymés mellé teszziik.
Ekkor vizsgaljuk meg a kovetkezd egyenletrendszer megoldésait (a csupa 1, csupa 0
sorvektorokat itt mérettdl fliggetleniil siman 1v-el, Ov-vel jeldljiik az atlathatosag ked-
véért.)

A Ay o Aga 3 0d
w v .. 10 |"7 |1

],xzon

Ennek egy = € R® megoldésa a nemnegativ feltétel és az utolsd sor miatt éppen az
origbnak egy, az input pontjaibol all6 konvex kombinécidjanak skalarjait fogja tartal-
mazni. A kordbban belatott tételekbdl tudjuk, hogy ilyen konvex kombinacio létezik,
de egynlére semmi sem garantalja, hogy egy megoldés pont egy szines valasztést fog le-
irni. Valahogy garantalni szeretnénk, hogy egy-egy szinosztalybol csak egy-egy pontot
fogunk tartalmazni a kombinaciénkban.

Ennek megoldasa végett vegyiink fel egy-egy indikatorvaltozét minden inputbeli
pontra, azaz legyen az y*/ valtozd az i-edik szinosztaly j-edik elemének indikétora.
Azt szeretnénk elérni, hogy egy megoldasban y*/ pont akkor venné fel at 1 értéket,
ha az i-edik szinosztalyban pont a j-edik elem van benne a jo szines valasztasban,
egyébként pedig 0 lenne.

Ekkor nyilvan ki kell kotni, hogy 3%/ nemnegativ, legfeljebb 1, és egészértéki. Ekkor
a Yty < 1 feltétel megadasaval minden i € [d + 1]-re egybdl garantélni tudjuk,
hogy minden szinosztalyban legfeljebb egy indikator legyen igaz. (Ha egy szinosztaly
kimaradna, akkor abbol tetszdleges ponttal kiegészitve a talalt j6 megoldést tovabbra
is j6 d + 1 elem szines vélasztéast kapunk).

Mar csak azt akarjuk megoldani, hogy az x megoldas egy megfelels eleme (legyen
x?7) csak akkor lehessen 0-t6l eltérd értékd, ha a hozza tartozo y'/ indikator értéke 1.
Ezt megoldhatjuk, ha minden 4,7 parra bevezetjik az % — y» < 0 feltételt. Ez miért
lesz jo?

y»I = 0 esetén barmilyen z%7 > 0 megtorné a feltételt, igy ez valéban nem vezet
bajhoz. Csak az okozhatna gondot, ha valamilyen y*/ = 1 mellett %7 > 1 lenne, ezzel
kizarva egy amuigy jo megoldast. Emlékezziink azonban, hogy x egy konvex kombi-
néaciot ir le, vagyis minden eleme nemnegativ, az 6sszegiik pedig 1. Ebbdl trividlisan
adodik, hogy minden elemére 0 < x%J < 1, széval ez a probléma sem fog elfordulni.
Tehat ezekkel a feltételekkel az indikatoraink épp az elvart moédon fognak miikodni.

A célfiiggvény ekkor igazabdl nem befolyasolja a talalt megoldas helyességét, de ha
szeretnénk a lehets legkevesebb szinosztaly felhasznalasaval talalni jo szines valasztast,
akkor az indikatorokhoz tartozo elemeit —1-nek valasztva egy maximalis célfiiggvényér-
tékid megoldas pont ezt oldja meg, tovabba a pontokhoz tartozo részével azt is megad-
hatjuk, hogy egyes pontokrél mennyire szeretnénk, hogy benne legyenek a megoldasban
(példaul ha egy-egy pont bevevése ¢; ; egységnyi pénzbe keriilne, akkor ezek ellentettjét
érdemes beallitani).
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Tehét a kovetkezd IP-feladat egy megoldésa pont egy, a mi igényeinknek a lehetd
legjobban eleget tevs szines valasztés lesz (a csupa O-matrixokat Om-el, az identitas-
maétrixot I-vel jeloljiik):

(A, Ay ... Ager Ov ... 0] = 07 7
lv 1v ... 1lv Ov .. Ov = 1
Ov Ov ... Ov 1v .. Qv < 1
Ov Ov ... Ov Ov .. loflyl<] 1 [ye{0,1}"
I Om ... Om -I .. Om <| Om
 Om Om ... I Om .. -1] < LO™d+ |

5. Kapcsol6do feladatok

Megeshet, hogy egy feladat, amelyet vizsgalunk kisértetiesen hasonlit a kordbban vizs-
galt szines-valasztas keresési problémara, de valamilyen feltétel nem teljesiilése miatt,
vagy a feladat alapvets természetének eltérésébdl adodoéan nem tudjuk, esetleg nem
akarjuk a korabbi modszereket alkalmazni. Ebben a részben bemutatunk néhany, a
Szines Carathéodory-Tétel témakoréhez szorosan kapcsolodo, de itt-ott azért 1ényege-
sen eltérd feladatot, és azoknak egyes megkozelitéseit.

5.1. Majdnem szines valasztasok

Lathattuk, hogy ha megelégsziink az origét ,eléggé megkozelits” konvex burokkal, akkor
gyorsabban meg tudunk talalni egy megfelel§ szines vélasztast, azonban szembe kell
nézniink a ténnyel, hogy ez egy nem mindig megengedheté konnyités. Miféle mas
modon konnyithetnénk meg a megoldas megtalalasat? Egy korabbi példan lattuk,
hogy ha nincs elegendd szinosztélyunk az 1.3. Tétel feltételeinek kielégitéséhez, az
gyakran ellehetetleniti, hogy jo szinosztéalyt talaljunk. Ebbdl logikusan kovetkezhet a
feltevés, hogy ha tobb szinosztalyunk van, mint az feltétleniil sziikséges lenne, akkor
talan konnyebb dolgunk is lehetne, mint a sztikos d + 1 szinosztély esetén.

Wolfgang Mulzer és Yannik Stein |7] 2015-ben kidolgoztak egy modszert, amellyel
d®Uegd) jdgben meg lehet taldlni egy pontos szines valasztést, amennyiben nem csak
d + 1, de legalabb ©(d?logd) szinosztaly all rendelkezésre. Itt ezt a modszert fogjuk
bemutatni, valamint egy, a korabbitol eltéré kozelitési algoritmust.

A modszerek alapjat egy ujféle kozelités, az m-szines valasztasok képezik. Mostantol
m-szines valasztasnak neveziink egy olyan 7' ¢ X; u ... u X} halmazt, amely minden
rendelkezésre allo szinosztalybol legfeljebb m elemet tartalmaz: T =T) v ... u T}, ahol
T; c X; és |T;| < m.

Ekkor az m = 1 specialis eset egy sima szines vélasztast jelent, mostanaig ezeket
vizsgaltuk.

Itt vazlatosan bemutatunk egy gyorsabb modszert 7] egy tobb-mint-1-szines valasz-
tas talalasara, illetve a korabban emlitett, hasonl6 Gtletre alapulé gyorsabb modszert
1-szines valasztas taldlasara elég sok szinosztaly esetén.
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5.1.1. m-szines valasztas keresése

Az alapoétlet a kovetkezs: az inputbeli ponthalmaznak megkeressiik egy kiindulasi T'
részhalmazat, ami tartalmazza az origot konvex burkaban. Ezt az 1.1. Tételnek egy
konstruktiv verzioja szerint meg tehetjiik O(d*) idében, igy emiatt nem kell aggodnunk.

Igy kapunk egy m-szines valasztast valamilyen m-re. Ekkor belathato, hogy ki
lehet cserélni egy-egy ,sokszor képviselt” szinti pontot més, kevesebbszer szerepl§ szini
pontokra gy, hogy az origd tovabbra is a konvex burokban maradjon.

Ezt tobbszor elismételve belathato, hogy ezzel a modszerrel megfelels, rogzitett e-ra
megkaphato egy [e(d + 1)]-szines valasztas.

Ehhez két {6 segédallitast kell belatnunk, hogy minden gond nélkiil mehessen.

4.1. Lemma Legyen T c R? altalanos helyzet ponthalmaz, amire |T] < d+ 1 és
0% € conv(T). Legyen Q € R? olyan |Q| < O(d) ponthalmaz, amelynek a lin(T)"-re vett
merdleges vetiilete tartalmazza az orgot a konvex burkaban.

Ekkor O(d*) id6ben kiszamolhato egy t € T' pont, amire 0¢ € T\ {t} U Q.

Ez a tétel sok geometriai fogalomba csomagolva tulajdonképpen azt mondja ki,
hogy egy-egy T-beli pontot mindig ki tudunk cserélni valamilyen, més szinti pontokbol
allo kozelits szines valasztésra.

Ezzel az a baj, hogy nem tudjuk el6re megmondani, hogy ez a kiszdmitott lecserél-
hetd ¢ pont melyik szinosztalybol fog szarmazni, mi ugyanis konkrétan azt szeretnénk,
ha egy olyan pontot cserélhetnénk le, amelynek a szine mér sokszor szerepel T-ben,
és ezt kevesebbszer szerepl§ szind pontokkal akarjuk helyettesiteni. Ezt elGsegiteni
hivatott a kovetkezd segédallitas:

4.2. Lemma Legyen T c R? altalanos helyzetd ponthalmaz, amire |T| < d + 1 és
0% € conv(T), és legyen T3, ..., Ty a T halmaz egy particoja.

Ekkor O(d?3) idében kiszamolhato egy 7" = {z!,...,2*} ¢ R? amire teljesiil, hogy
x' € pos(T;) minden i € [k]-ra, 0¢ € conv(T"), és dimT" = k - 1.

Itt az 2 elemet a T; csoport képvisel§jének hivjuk T-ben. Ennek a segédtételtek a
segitségével méar irdyitani tudjuk az algoritmus futésa soran, hogy mely szinosztalyokat
cseréljiik le.

Az algoritmus elGkészitése MielStt leirnank az algoritmust, vezessiik be az M () =
[(1-€)2e(d+1)], illetve D(j) := [(1 - €)ie(d + 1)] jeloléseket. Be lehet latni, hogy
az algoritmus futasa alatt j-edik mélységi rekurzioban a vizsgalt ponthalmaz D(j)-
dimenzids, és az eggyel fentebbi meghivasnak egy M (j)-szines véalasztast ad vissza ebbdl
a halmazbol. Ezzel egyiitt az algoritmus végiil a 7 = 0 szinten kiszamolt valasztast adja
vissza, vagyis egy M(0) = [e(d + 1)]-szines valasztast.

A rekurziv 1épés bemenete a () szinezett ponthalmaz, amin a szines vélasztast ke-
ressiik, illetve a rekurzi6 j mélysége, amibdl kiszamolhato a valasztas d := D(j) dimez-
nioszama, illetve hogy milyen m := M (j)-re biztosan m-szinezés.

A futas soréan, ha a dimenziészam valamilyen elére rogzitett K konstans ala esik
akkor ebben a halmazban brute force segitségével O(K*+ K%)= O(1) id6ben megta-
lalhatunk egy nekiink megfeleld szines valasztast. A K szamot valasszuk meg nekiink
jolesének, és rogzitsiik.
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A tovabbiakban a d; := D(j), és m; = M(j) jeloléseket alkalmazzuk, pusztan
esztétikai okokbol.

4.3. Algoritmus Input: a Q = Q; U ...u Q; c R? szines ponthalmaz amin valasz-
tast keresiink, és a j rekurziomélység. Feltessziik, hogy az inputban szereplé pontok
altalanos helyzettiek.

1. Ha d; < K, akkor brute force O(1)-ben kiszamolunk egy j6 m;-szines valasztast
Q@ elemeibdl, ezt visszaadjuk.

2. dj > K esetén az 1.1. Tételbdl adodoan O(d})-ban kiszamolunk egy T c @Q
halmazt, amire |T'| = d; + 1, és 0¢ € conv (7).

3. Ha T' egy mj-szines valasztas, akkor kész vagyunk, adjuk vissza T-t.

4. A T halmazt osszuk fel egy 77, ... T}, particioba, ahol k = d; — d;,, + 1, valamint a
T-be szerepld szinek ,egyenletesen oszlanak el” a kiilonb6z§ osztalyokban, vagyis
egy szin el6fordulasa két halmaz kozott legeljebb egyel térhet el.

5. Legyen T" = {z!, ..., 2k} a T, ... T} partici6 4.2. Lemma szerinti képvisel6i T-ben.
Legyen tovabba L := {i € [d+ 1] : |X; nT| < mj —mys1} a kevéssé reprezentalt
(light) szinosztéalyok indexeinek halmaza, és H := [d+ 1]~ L (heavy) a tobbié.

6. Vegyiink d;j—k+2 = d;~(d;j~d;j;1~-1)+2 = dj,.1 +1 darab L-beli elemet: 11, ..., lg, g2
Legyen Y, az X, szinosztaly merdleges vetiilete lin(7”)"-re.

7. Rekurziv szamoljuk ki a lin(7”)" linearis altéren a (Q = Y}, U ... u Yldj+1+1vj =

j +1) inputbol kapott szines valasztast. Ezt hivjuk S-nek, és azt a ponthalmazt,

amelynek épp S lesz a vetiilete, hivjuk S-nek.

8. Legyen 2 € T" a 4.1. Lemma &ltal kiszamolt elem, vagyis amelyre az orig6 benne
van conv(S UT’"~ {t;})-ben.

9. Legyen T :=T \T; u S az 0j szines valasztés, ezt redukaljuk d + 1 elemre az 1.1.
Tétellel. Vissza a 3. lépésre.

Egy-egy 4.-9. iteraci6 alatt a T" szines valasztasnak legalabb egy m;-nél heavy szind
pontot lecseréliink csupa light ponttal, ezzel csokkentve azt, hogy T milyen m-re m-
szines valasztas, igy el6bb-utobb elériink egy m-szines valasztast, amit visszaadhatunk
a 3. lépésben.

Helyenként lehet hogy nem egyértelmi réanézésre, hogy miért fog jol miikodni az
algoritmus, példaul hogy a 6. lépésben miért lesz elég eleme L-nek ahhoz, amit csiné-
lunk, és hasonlo aprosagok. Ezeket az aggéalyokat itt nem vizsgaljuk meg részletesen,
[7]-ban talalhato egy preciz bizonyitéas az algoritmus helyességére, amibdl az algoritmus
futasideje is kijon: O loge™),
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5.1.2. Sok-sok szinosztaly

Most nézziik meg az m-szines valasztasoknak egy masik felhasznalasi modjat, ezuttal
egy pontos, l-szines valasztas megtaldlasara. Itt azt akarjuk megmutatni, hogy ha
d?log d szinosztalyunk van, akkor a korabbi algoritmusoknal jobb futasidében tudunk
mutatni egy jo 1-szines valasztast, méghozza mindenféle ,szépségi” feltétel feltevése
nélkiil.

A modszer [7] egy ,0sszeféstilési” alapotletre épiil: a korabbi segédallitas segitségé-
vel belathatjuk, hogy ha van d + 1 j6 m-szines valasztéasunk, akkor ezeknek elemeibdl
kivalogatkatunk egy jo [ ]-szines valasztast, méghozza polinomialis idében.

Ekkor, kiindulasi szinosztalyokat véve egy-egy d + 1-szines valaszésnak, ezeket elég-
szer Osszefésiilve végiil el fogunk jutni egy 1-szines valasztashoz, feltéve, hogy mindig
van elég megfelel6 m-szines vélasztasunk.

4.4. Lemma Legyenck Xi,... X4, € R? kiilonboz6 szinekkel szinezett m-szines va-
lasztasok, amelyekre | X;| < d + 1, és 04 € conv(X;) minden ¢ € [d + 1]-re.

Ekkor O(d*) idében kiszamithato egy T' ¢ Ul X; [%]-szines vélasztés, amire 07 €
conv(T).

Bizonyitas Minden ¢ € [d+1]-re vegyiink egy olyan X; = X uX,, particiot, amelyre
teljesiil, hogy minden X;-ben talalhato szin egyenletesen van elosztva a két csoportban
(ez boven megoldhato O(d?*)-ben). Ezutan a 4.2. Lemma szerint szamoljuk ki az
xbl b2 képvisel§ pontokat. Ez (d+ 1)O(d?) = O(d*)-ban lefut.

A 4.2. Lemma szerint ekkor 0¢ € conv({x®!, 2%2}), vagyis az origo rajta van az
[x81, 292] szakaszon, ami azt is jelenti, hogy az z? és a —z%! pontok az (z®! x%?)
egyenesnek ugyanarra a felére esnek az origotol. Mivel a Lemma szerint 242 € pos(X;; 2),
ez azt is jelenti, hogy —x%! € pos(X; ).

Most nézziik meg az z»! pontokat i € [d + 1]-re. Ez d + 1 pont egy d-dimenzios
térben, vagyis linearisan Osszefiiggdek. Vegyiik az origonak egy Y% ozl = 04 nem
trivialis linearis kombinaciojat. Egy ilyen megtaldlhato O(d?)-ban.

Most legyen az Y; halmaz X, ;, ha o; > 0, és X, 2, ha a; < 0. Ekkor, mivel 2! € X,
és —xt! € X, 9, a korabbi linearis kombinacié ekkor éppen az Y; halmazok elemeinek egy
pozitiv kombinéci¢jat irja le.

Mivel az eredmény az origd, az 6sszeg egyiitthatéinak ,lenormélasaval” ez egy kon-
vex kombinacio lesz, a végeredmény pedig tovabbra is az orgio, tehat a 7' = u&lY;
halmazra 0¢ € conv(T’), tovabb4, mivel az X; ; halmazok kozt egyenletesen osztottuk el
a szineket, T egy [ % |-szines véalasztas. O

Ezzel a segédallitassal mar leirhato a kovetkezd 1-szines valasztast talalo algoritmus:

4.5. Algoritmus

Input: Az Xi,..., X, c R egyenként legfeljebb d + 1 elemi szinosztalyok. (Késsbb
megnézziik, hogy n-nek mennyinek kell lennie.)

1. Legyen A[0] := UF {X;}, és A[i] := @ minden egyéb i-re. (Ekkor egy-egy szinosz-

talyra tekinthetiink gy, mint d + 1-szines véalasztasokra.)

2. Legyen i € N a legnagyobb olyan index, amire |A[7]| > d+ 1. Vegyiink d + 1 darab
halmazt A[i]-bdl, hivjuk Sket Y7, ...Yy,1-nek. Legyen T az a szines véalasztas, amit
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a 4.4. Lemma ad az Y; halmazokbol. Ezt ritkitsuk meg az 1.1. Tétellel d + 1
elemiire.

3. Ha T egy 1-szines valasztas, akkor kész vagyunk. Ha nem, akkor legyen A[i] :=
Ali] N H{Y) és Ali+ 1] = A[i + 1] u {T'}, tovébba a T ritkitasakor teljesen

kiesett X; szinosztalyokat rakjuk vissza A[0]-ba. Vissza a 2. lépésre.

Az algoritmus helyességének belatasahoz azt kell igazolni, hogy a 4.4. Lemma
mindig alkalmazhat6, hogy mindig van legalabb d+1 elemt A[i], és hogy az algoritmus
véges idGben leall.

Lathato, hogy az algoritmus futésa soran A[0]-ban mindig csupa d + 1-szines va-
lasztasok vannak, széval ¢ = 0 esetén a 4.4. Lemma egy [%]—szines valasztast ad, és
A[1]-be csak ilyeneket rakunk. Ertelemszertien adodik, hogy az A[i]-ben levs vélasz-
tasok legfeljebb d;il—szinesek, vagyis a lemmat mindig alkalmazhatjuk, és mindig felezi
az m-szinességet.

Ebbdl adodik, hogy A[[logd + 1]+ 1]-et mar nem érjiik el, hisz ekkor ebbe mar csak
egy l-szines valasztast rakhatnénk, de ezt méar visszaadtuk volna, és az algoritmus
leallt volna.

Mar csak az kellene, hogy |A[i]| > d+ 1 valamilyen ¢ € N-re. El6szor is vegyiik észre,
hogy az algoritmus elején minden szinosztaly pontosan egyszer szerepel az egész A-ban,
és hogy az algoritmus futasa sorén ez a tulajdonsag végig meg van Grizve.

Tudjuk tovabba, hogy az algoritmus futésa soran az A-nak csak az els6 [logd + 1]+1
rekeszét hasznaljuk, illetve hogy az A-ban szerepld szines valasztésok legfeljebb d szint
tartalmaznak (hiszen egy d + 1 szint, d + 1 elemii szines vélasztds mar 1-szines lenne,
ezt mar visszaadtuk volna).

Ekkor n = d(d+1)([logd + 1]+1)+1 = ©(d?log d)-nek valasztva a skatulya-elv szerint
biztosan lesz olyan olyan i, amire A[i]-ben legalabb d(d+1) szinosztaly szerepel, vagyis
ahol legalabb d + 1 szines valasztas talalhato.

A futasids becslésénél lathatjuk, hogy egy A[i + 1]-beli elem kiszamolasahoz d + 1
darab A[i]-beli elem kiszamolasa kell, vagyis az algoritmus technikailag exponencialis
lenne d-ben, azonban tudjuk, hogy csak O(logd) mélyre kell lemenniink. Ez egybevéve
a ténnyel, hogy egy A[i + 1]-beli elem kiszamolasa d szerint polinomialis id6ben fut
megadja, az algoritmus d®(°g4) idében fut.

5.2. Egy PPAD-teljes probléma

Ebben a fejezetben bemutatunk egy, a Szines Carathéodory-Tételhez szorosan kot6ds
probléméat, amelyrdl vazlatosan bemutatjuk, hogy a PPAD-osztély eleme, s6t, PPAD-
teljes. A feladat bonyolultsdgénak efféle bebizonyitasat F. Meunier és P. Sarrabezolles
otlotte ki [6] 2016-ban.

A probléma ezen alakjaban a szinosztalyaink mindegyike egy-egy pontpar, vagyis
X1, ... Xgi1-re | X;| = 2 teljestil, azonban 0¢ € conv(X;)-t méar nem tessziik fel. Ekkor egy
mésik geometriai allitas, az tgynevezett ,Oktaéder-Lemma” szerint amennyiben ezek
a pontok &ltalanos helyzetben helyezkednek el a d-dimenziés térben, akkor paros sok
olyan szines vélasztas létezik, amelynek elemei pozitiv Osszefiiggek, amikor is a konvex
burok tartalmazza az origot.

Ertelemszerten adodik, hogy ekkor, ha mar tudunk egy ilyen szines vélasztés léte-
zésérdl, akkor kell, hogy legyen legalabb egy masik szines valasztas is, hiszen az 1 nem
paros szam.
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Tehét a probléma a kévetkezo:

4.6. Feladat Adottak X1,..., X441 € Q¢, Osszességében altalanos helyzetd pontparok,
illetve egy T szines valasztéas, amelyre 09 € conv(7T). Adjunk egy S + T szines valasztast,
amelyre szintén 07 € conv(S).

Mese a PPAD osztalyr6l A PPAD bonyolultasgi osztalyt hivatalosan Christos
Papadimitriou vezette be 1994-ben. A vezetéknév hasonlosaga a roviditéshez a puszta
véletlen miive, ez mindossze a "Polynomial Parity Arguments on Directed graphs"
roviditése. Az osztalyban szerepl problémak ,hasonld” feladatokat oldanak meg, az

Az osztaly f6” probléméaja a kovetkezs: Van egy D iranyitott grafunk, amelyrél
tudjuk, hogy nagyon-nagyon sok cstiicsa van, és hogy mindegyikiiknek a be- és kifoka is
legfeljebb 1, tovabba barmelyik konkrét csiicsrol gyorsan meg tudjuk allapitani, hogy
vannak-e ki- és/vagy beszomszédjai, és ha igen, kicsoddk. Meg van adva még tovabba
egy olyan csucsa a grafnak, amelynek 1 a kifoka és 0 a befoka, vagyis egy forras. A
feladat ekkor egy 1-befoku, 0-befoku csiics (nyels) keresése.

Mivel nagyon-nagyon sok cstcsa is lehet a grafnak, a forrasbol indulé at egyszert
végigjarasa sokaig is eltarthat, ennél szeretnénk valami jobbat talalni.

Minden olyan probléméat PPAD-belinek tekintiink, amely visszavezethets a fenti
problémara. Ha egy PPAD-beli feladat olyan, hogy rd is vissza lehet vezetni a f6-
probléméat, akkor azt mondjuk, hogy a feladat PPAD-teljes. Megjegyezziik, hogy a
feladatnak létezik irdnyitatlan verzidja is, ez a PPA-osztalyt adja meg.

I[lyen probléma példaul a Sperner-Lemma szines haromszogének megtalalasa, illetve
egy racionalis Nash-egyensiilly megtalaldsa racionalis jovedelemmatrixa kétszemélyes
jatékokra (ezeket a fogalmakat az olvaso altal ismertnek fogjuk tekinteni). Ez utobbi
fontos szerepet fog jatszani a bizonyitasban.

A probléma PPAD-teljessége |[6]-ben talalhato egy részletes bizonyitéas arra, hogy
a 4.6. Feladat PPAD-ban van, illetve hogy ebben teljes is. A teljesség belatasanak
alapgondolata, hogy a kordbban emlitett Nash-egyensuly megtaldlasat visszavezetjiik
a masik szines valasztés-keresési feladatra, itt ezt mutatjuk be vazlatosan.

Belathato, hogy a kovetkezd, ,kipos” verzidja a feladatnak ekvivalens a 4.6. Fel-
adattal:

4.7. Feladat Adottak X1,..., X4.1 € Q, Osszességében altalanos helyzeti pontparok,
amelyekre 0¢ ¢ conv(nd ! X;), illetve egy T szines vélasztas és p € Q% pont, melyekre
pepos(T) . Adjunk egy S # T szines valasztéast, amelyre szintén p € pos(.S).

Erre a feladatra visszavezethets a korabban emlitett Nash-egyensiily keresési prob-
léma. Legyenek A, B € Q™*"-es méatrixok a két jatékos jovedelemmatrixai. Feltehetjiik,
hogy A, B > 0m. Nézziik a kovetkezd M e Qm+n=2(m+n) matrixot:

A I 0Om Om

M=o om 1 BT

Mivel A és B pozitivak, az M matrix minden oszlopa tartalmaz legalabb egy pozitiv
elemet, vagyis az 0™*" origd trividlisan nincs benne M oszlopainak konvex burkaban.
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Lathato tovabbéa, hogy M-nek az n + 1-t6l 2n + m-edikig tarto oszlopai éppen az n +m-
es identitdsmatrix, vagyis az 1™*" pont trivialisan benne van M oszlopainak konvex
burkaban.

Legyenek az X; = {M;, M m.n} az M megfelels oszlopai a pontparjaink minden
i € [m + n]-re, vagyis a matrix ,identitas-részeinek” oszlopait Osszeparositjuk a télik
m+n-tavol talalhato oszlopokkal. Ezeket a parokat véve szinosztalyoknak az identitas-
rész éppen egy szines valasztéas lesz, amelynek pozitiv burkdban benne van az 1m*"
pont.

Ekkor, ha a 4.7. Feladatot meg tudjuk oldani polinomiélis idében, akkor ezzel
meg tudunk talalni egy masik S szines véalasztast, amire 1™*" € pos(S) szintén teljesiil,
vagyis tudunk mutatni egy olyan o € Q™" megoldést az M a = 1™*" feladatra, melynek
az identitas-részen kiviil az A-s és BT-s részeken is vannak pozitiv elemei, illetve minden
i€ [m+nlre a; és ajpmen kozil legalabb egy 0 lesz.

Ekkor belathato, hogy « éppen egy Nash-egyensilyt ir le. Ez azt jelenti, hogy a
Nash-egyensily megtalalasat polinomialis id6ben vissza lehet vezetni a 4.7. Feladat
megoldasara, vagyis, mivel az el6bbirdl tudjuk, hogy PPAD-teljes, az utobbi is az.

Mivel a 4.7. Feladat ekvivalens a 4.6. Feladattal, ez is PPAD-teljes lesz.

Megjegyzések: A 4.7. Feladat megoldasara is mutathato egy, a korabban bemuta-
tott algoritmussal hasonlatosan javitolépésekre alapuld algortimus, azonban értelem-
szerten ennek a futasideje sem lesz ,igazan” polinomidlis, vagyis ezzel egyel6re nem
sikertilt betorni a PPAD-osztalyt, de mindig jo, ha egy osztalynak tjabb teljes problé-
mékat tudunk tulajdonitani.
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