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segitségét és biztatod szavait.
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retetiikre tanulméanyaim soran mindvégig szamithattam.



El6sz6

Hogyan osszunk el igazsagosan egy tortat? Két személy esetén mindenki ismeri az
segyik felez, méasik valaszt" modszert, mellyel garantaljuk, hogy mindenki legalabb
a targy felét megkapja. S6t, ez az eljaras akkor is hasznéalhato, amikor a jatékosok
més-mas véleménnyel vannak a torta egyes részeirsl. Az Oszovetségben igy osztotta
el Abraham és Lot Jordant és Kanaant, tovabba a mai napig ezt az eljarast kell
alkalmazni a Nemzetkozi Tengerfenék Kiaknéazasi Egyezmény [21] szerint abban az
esetben, hogyha egy fejlett orszag banyaszni szeretne a tengerfenéken. A hasznositani
kivant teriiletet ketté kell osztani, és egy, a fejl6ds orszagok érdekeit szem elStt tartod
szervezet kivalasztja azt a részt, amelyet érintetleniil kell hagyniuk. Steinhaus a II.
vildghabori miatt bujkilasra kényszeriilt, ezalatt kezdett el a tobb személyre valod
altalanositason dolgozni. Tanitvanyai altal meg is sziiletett az els6 ezt megvaldsito
eljarés, ezzel egyidejtileg pedig egy 10j kutatési teriilet.

A torta csak egy metafora, beszélhetnénk foldteriilet, 6rokség, misorids, szami-
tasi eréforras elosztasarol is. Es mi a helyzet, akkor hogyha a haz koriili teenddket
kell felosztanunk a csaladtagok kozott, vagy esetleg a klimavéltozas megfékezésével
kapcsolatos koltségeket a vilag orszagai kozott? Ezekben az esetekben az osztozko-
dés targya nemkivanatos, a részvevék minél kevesebb részt szeretnének magukénak
tudni. Rogton adodik egy harmadik feladat is, a vegyesen jo és rossz alaphalmaz
elosztasa: egy finom torta, amelynek egy része odaégett, adossagot is tartalmazo
orokség, esetleg hazkoriili teenddk, ahol valamely csaladtag hobbija a kertészkedés.

Az igazsagos elosztasok elmélete ma is aktivan kutatott teriilet a kozgazdasag-
tanon, szamitas- és politikatudoményon beliil, ez latszik az irodalomjegyzékben sze-
replé datumokbol is. Bar jelenleg a gyakorlatban nemigen alkalmazzék, vannak erre
irdnyul6 kezdeményezések. Shtechman és szerzétarsai valos adatokra alapozva ala-
kitottdk tovabb az ismert eljardsokat a foldosztas feladatara kiilonbozé heuriszti-

kékat felhasznalva [17]. Egyre tobb figyelmet forditanak a tortavagési probléméanak
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a mesterséges intelligencia teriiletén is, Balkanskiék cikke 2] Osszegzi a legfrissebb
eredményeket és a potencialis alkalmazasi teriileteket a gyartasszervezéstdl a légiira-
nyitasig.

Szakdolgozatom célja, hogy az igazsigos torta-, hazimunka- és égett-torta-
elosztas néhany teriiletét bemutassam. Féként aranyos és részesedések szerinti igaz-
sagos elosztasokrol lesz sz6 a Robertson—-Webb-modell keretein beliil. Emellett bar
rovidebb terjedelemben, de megemlitem ezek alternativait is, hogy az Olvasé lassa,
milyen sokszin{ és szerteagazo témarol van szo.

Az 1. fejezetben formalisan definidlom a feladatot és arra keresek valaszt, hogy
a hétkéznapokban olyan konnyen hasznalt igazsagos kifejezést hogyan lehet mate-
matikailag megfogalmazni.

Az ezt kovets két részben a tortaosztas probléméjaval foglalkozok. A 2. fejezetben
roviden attekintem a klasszikus arényos igazsédgos feladatra adott eljarasokat. A 3.
fejezet mar az altalanositott részesedéseket is tartalmazé jaték koré irodott, féként
Cseh Agnes és Fleiner Tamés cikke [5] alapjan. Az eljarasok bemutatasa mellett a
feladat bonyolultsagara vonatkozo éllitas is szerepel.

A 4. fejezetben attérek hazimunkakra, ez a fejezet tulajdonképpen az el6zé kettd
tiikorképe. Az eredetileg megfogalmazott cél az volt, hogy [5] eredményeit atiiltessem
ebbe a kornyezetbe. Az eljarasok atalakitdasa mellett sikeriilt azt is megmutatni, hogy
az O(nlog D) als6 korlat hazimunkaknal is fennall a részesedéseket is tartalmazo
feladat esetén, ez 4j eredmény.

A szakdolgozat irasa kozben sok eljarasrol kideriilt, hogy altalanosabb helyzet-
ben, elGjeles értékelsfiiggvényekkel is miikodnek. Az égett torta koncepcidja foly-
tonos elosztasokra nézve nemigen targyalt teriilet, az észrevételeimet az 5. fejezet

tartalmazza.



1. fejezet

Alapfogalmak

Egy osztozkodési problémaban jatékosok valamilyen szabdly szerint igazsago-
san szeretnék elosztani a rendelkezésre allo targyat. A tovabbiakban erre tortaként
vagy hazimunkaként fogunk hivatkozni attol fliggéen, hogy az a jatékosok szamara
kivanatos vagy keriilendd. RésztvevGink eltérd véleményt alkothatnak a heterogén
torta kiilonb6z6 részeirél, viszont abban egyetértenek, hogy mennyi az Gsszértéke.
Feltessziik, hogy mindenki csak a sajat értékel6fiiggvényét ismeri. Olyan eljarast
szeretnénk megadni, amely bizonyos tipusi kérdéseket intézhet a jatékosokhoz, a
valaszokbol kapott informéacié alapjan pedig végiil minden jatékoshoz hozzarendel
egy-egy szeletet. A most kovetkezd formalis definicioknal [13], [20] kényvekre és [14]
cikkre hagyatkozunk.

1. Definicié. (P,Q, A, (1:)iep|)-t osztozkoddsi problémdnak nevezziik, ha adottak:

o P={P,D,...,P,} osztozkodasban résztvevs jatékosok véges nemiires hal-
maza,
e () alaphalmaz, az osztozkodas targya,

A szigma-algebra €2-n, a lehetséges kioszthato részek halmaza,

i; - A — R a P-hez tartozo értékelsfiiggvény egy nemnegativ, normélt mérték
-n, azaz:
— A€ Aesetén u;(A) >0,

- lh(Q) =0, 1;(22) =1,
— (Ap)gen A-beli, péaronként diszjunkt sorozatra p; (Upe; Ax) =
220:1 N(Ak)
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2. Definici6. Az osztozkodéasi probléma folytonos, ha minden i-re barmely A € A

részhez és minden \ € [0, 1] értékhez létezik B C A ugy, hogy p;(B) = A\ui(A).

A tovabbiakban csak folytonos problémékat fogunk targyalni.

Megjegyzés. Egy (2, A, u;) mértéktér esetén A € A atom, ha u;(A) > 0 és min-
den B € A, B € A esetén p;(B) = api(A), ahol o € {0,1}. A 2. Definicié ek-
vivalens azzal, hogy € nem tartalmaz atomokat [14]. Ha a [0,1] intervallumon a
Borel-halmazokat tekintjiik, akkor ez azt jelenti, hogy minden egypontu w € [0, 1]-
re fennall p;({w}) = 0. Tovabba ekkor az eloszlasfiiggvény, azaz F : x +— u;([0, x])

folytonos.

3. Definicio. {X;, Xs,..., X, } a torta vagy hazimunka egy elosztdsa, ha:
e minden i-re X; € A,
e minden i,j < n,i # jre X; N X; =0,
o UM X, =

Igazsdagos elosztdsrol beszéliink, ha { X1, Xs, ..., X, } emellett teljesiti a jatékosok

altal megkivant igazsagossagi kritériumokat is. Ezekrél az 1.1. részben lesz sz6.

A tovabbiakban az elosztand6 targyat a [0, 1] intervallummal azonositjuk, A-t

pedig a Borel-algebra Q-ra valé megszoritasanak vessziik.

Megjegyzés. Ez valojaban nem jelent nagy megszoritast, barmilyen R"-beli korlatos
tartomanyt levetithetiink egy egyenesre, igy egy szakaszt kapva. A szakaszon beliil
egy intervallum mértékét ezutdn az eredeti tartomany két parhuzamos hipersikja
kozé es6 darabjanak mértékével tesziink egyenlévé. Sajnos a fenti nem miikodik,
ha fontos az alkalmazas szempontjabol, hogy Osszefiiggs tortaszeletet kapjanak a

jatékosok, hiszen a vetitésnél egy intervallum Gsképe nem feltétlen lesz ilyen.

1.1. Mit neveziink igazsagosnak?
4. Definicié. Legyen {X;, Xy, ..., X,,} elosztésa a [0, 1] tortanak, ahol X; darabot
P; jatékos kapja.

e Ardnyosan igazsigos (vagy egyszertien igazsagos) az elosztas, ha minden i-re

i (X;) > 4

— n
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e Pontos az elosztés, hogyha egyenldség teljesiil, azaz p1;(X;) = = minden i-re.

o A részesedések szerint igazsdgos esetben adott minden i-re P;-nek k; > 0 ko-
vetelése a tortara nézve ugy, hogy azok Osszege egyet tesz ki. A résztvevik
akkor lesznek elégedettek, ha megkapjak jogos jussukat, azaz ha minden i-re
i(Xi) > k.

Amennyiben minden k; racionalis és D a legkisebb egész tigy, hogy minden
i-re k; = %, d; € N alakban elGall, akkor az egyszertiség kedvéért d; kovetelést

tarsitunk Pi-hez és a torta dsszértékét D-re modositjuk.

o Irigységmentes az elosztés, ha p;(X;) > p;(X;) minden 1 < i < j < n parra,

azaz hogyha senki sem cserélné el szivesen a szeletét egy masik jatékoséra.

e Barmely el6z6 tipus (kivéve a pontos elosztast) mellé odatehetjiik az erds jel-

z6t, ha mindenkinél szigort egyenl6tlenség teljesiil.

5. Definicio. Legyen {X;, Xy,..., X,,} elosztasa a [0, 1] hazimunkaknak, ahol X

darabot P; jatékosnak kell elvégeznie.

e Ardnyosan igazsigos (vagy egyszertien igazsagos) az elosztas, ha minden i-re

i(X;) < L.
e Pontos az elosztas, hogyha egyenldség teljesiil, azaz u;(X;) = % minden i-re.

o A részesedések szerint igazsdgos esetben adott minden i-re Pi-nek k; > 0 ma-
ximalis terhelése gy, hogy azok Osszege egyet tegyen ki. A résztvevsk akkor
lesznek elégedettek, hogyha legfeljebb k; részét kell a feladatoknak elvégezniiik,

azaz ha minden i-re p;(X;) < k;.

Racionélis esetben ugyanigy bevezethetjiik d;-ket és D-t, mint a 4.

Definicioban.

o Irigységmentes az elosztés, ha p;(X;) < p;(X;) minden 1 < i < j < n parra,

azaz hogyha senki sem végezné el szivesen a masik feladatait a sajatja helyett.

e Barmely el6z6 tipus (kivéve a pontos elosztast) mellé odatehetjiik az erds jel-

z6t, ha mindenkinél szigort egyenl6tlenség teljesiil.

A hétkoznapi értelemben az igazsagos kifejezést elég sok mindenre hasznaljuk,
igy matematikailag nehezen formalizalhat6. A fenti definiciok mellett tovabbi szem-

pontokat is figyelembe vehetiink egy-egy eljaras jellemzésénél.
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1.1.1. Igazmondas

Mivel az eljaras szamara nem ismert a jatékosok altal hasznalt mérték, felismerni
se tudjuk, hogyha egy-egy résztvevé hazudik a kérdések megvélaszolasa sordn. Még
a szakirodalmak kozott sincs egyetértés, hogy az eljarasoknak garantalnia kell-e,
hogy ne torténjenek ilyen esetek azzal, hogy igazmondésra Gsztonoznek. A kovet-
kez$ definicioban két fogalmat vezetiink be az ilyen tulajdonsignak is eleget tevs
megoldasoknak [23| alapjan. A szakdolgozatomban ismertetett példak csak az elss

kritériumnak tesznek eleget.

6. Definici6. Egy eljaras gyengén igazmonddsra 0sztonzd amennyiben, ha egy ja-
tékos helyesen vélaszol minden kérdésre, akkor ez garantalja szaméra a jogos része-
sedését.

Az erdsen igazmonddsra dsztonzd megoldasoknal elvarjuk azt is, hogy hamis véla-
szokkal ne lehessen tobbletre sem szert tenni, azaz a jatékosok dominans stratégiija

mindenképpen az Gszintén véalaszolés legyen.

1.1.2. Szimmetria

A Kklasszikus ,egyik felez, masik valaszt" modszernél a felez6 jatékos biztosan
1/2 értékd tortaval fog tavozni, mig tarsa altalanos értékelsfiggvények esetén ennél
tobbet kap. Igazsagosnak nevezhetjiik igy ezt az eljarast? Hogyan dontjiik el, ki
kapja az el6nyosebb szerepet? Megoldhatnank a feladatot egy érmefeldobéassal is,
viszont ha determinisztikus eljarasokhoz ragaszkodunk olyat kell talalnunk, amely
ugyanugy kezeli a résztveviket. A jatékbeli szerepek vizsgalatanak otletével Manabe

¢és Okamoto [12] allt eld.

7. Definici6. Egy {Xi, Xs,..., X, } particiot visszaado eljaras szimmetrikus, ha

a jatékosok sorszamainak barmely o permutéicidja utdn tjrafuttatva minden i-re

pi(Xi) = b (i) (Xo@))-

Azaz azt szeretnénk elérni, hogy ne szamitson a jatékosok sorrendje, P; jatékos
sorszamat tetszélegesen megvaltoztatva pont ugyanannyi értékid tortat kapjon. Az
segyik felez, méasik valaszt" modszer is kijavithatd, hogy ezt garantalja. Kérjiik meg
Pi-et és P»-t is, hogy jelolje meg, szerinte hol van az alaphalmaz fele, legyenek
¢ és co a kapott valaszok. Ezutan vagjuk el (¢; + ¢3)/2-nél a tortat és mindenki

kapja meg azt a részt, ahova a jelolése esik. Ha ¢; = co, akkor tetszélegesen adjuk
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oda a két részt, tgyis pont ugyanannyit érnek mindkét jatékos szamara. Vilédgos,
hogy itt teljesen mindegy a jatékosok sorszama abban az esetben, ha nem hazudnak
mértékfiiggvényeikrsl. Altalaban is igaz, hogy amennyiben a jatékosoknak minden
koérben ugyanazon az alaphalmazon ugyanazt a miiveletet kell végrehajtaniuk, akkor
szimmetrikus eljarassal van dolgunk. Dontetlen helyzeteket viszont nem szabad a

jatékosok sorszama alapjan feloldanunk, véletlenszertien kell valasztanunk kozottiik.

1.2. Robertson—Webb-modell

Ahhoz, hogy eljarasokrol beszélhessiink, meg kell adnunk, hogy egyaltalan mik
a lehetséges lépések. A futésidét nem a vagasok szaméban szeretnénk mérni, hanem

egy tortadarab kiértékelését is egy lépésnek szeretnénk szamolni.

8. Definicié. A Robertson—Webb-modell miiveletei P; jatékosra, adott x € [0, 1]

esetén a kovetkezo [0, 1]-beli eredményt szolgéaltatjak:
o Vigds(P;, x) azt a legkisebb y € [0, 1]-et adja vissza, amire p;([0,y]) = =,
o Meérés(P;, x) megadja 11;([0, z]) értékeét.

A legegyszertibb, két jatékos kozotti ,egyik felez, mésik valaszt" osztozkodas pél-
déul igy nézne ki a modellben: Az els§ résztvevs Vdgds(Pi, §)-vel elfelezi a tortat
valamilyen x pontnal. Tarsa Mérés(Ps, x) segitségével megtudja az elss szelet érté-

két, ha ez nagyobb félnél, akkor ezt kéri, ellenkez6 esetben a masik darabot.

Megjegyzés. Egy tetszbleges intervallum megmérése, egy mér elkésziilt darabon beliili
valo vagas, illetve egy szelet megfelel§ aranyt kettéosztasa is konstans sok miivelettel
elérhets. Mi elsGsorban a megoldas bonyolultsagat szeretnénk meghatérozni, igy a

tovabbiakban néhol ezeket is egy mitiveletként fogjuk szamontartani.

Az, hogy egy adott probléméra a Robertson—-Webb-modellen beliil nincs meg-
oldas, nem jelenti azt, hogy igazségos elosztas se létezne. Erre mutatok most két
példat, illetve egy-egy lehetséges alternativ modellt, amelyben méar képesek lesziink

kezelni Sket.

Pazarlasmentes elosztas: Egy elosztast pazarldismentesnek hivunk, ha egyik ja-

tékos sem kap olyan tortaszeletet, amely szamara 0-t ér, de van olyan jatékos, aki
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szamara az pozitiv értékkel birna. Jel6lésekkel: minden i, j parra és Z € X;, Z € A-
ra, ha p;(Z) = 0, akkor 41;(Z) = 0. Pazarlasmentes elosztas mindig létezik. Az elosz-
tasok halmaza kompakt, igy vehetjiik rajta a > . | 11;(X;)-t maximalizalo elosztéast
[7]. Ez egyben pazarlasmentes is lesz, hiszen ha lenne P; jatékos szaméra értéktelen,
de més szaméra értékes darabja, akkor ezt atadva néne a maximalizalandé kifejezés.
Viszont a Robertson-Webb-modell keretein beliill nem tudjuk biztositani egy
ilyen elosztas elGallitasat, hiszen véges sok lépés végrehajtasaval csak véges sok in-
tervallummal kapcsolatban kapunk informéciot. Nem tudjuk garantalni, hogy ezek
belsejében nincsen egy értéktelen szakasz, mely pazarlasnak mindstilne [22].
Megoldasként pazarldsmentes vagy Pareto-hatékony elosztasokat emiatt altaléa-
ban szigortan pozitiv mértékekkel vizsgalnak; vagy felteszik, hogy az eljaras ismeri

az értékeldfiiggvényeket (kozvetlen kinyilatkoztatds).

Pontos elosztas: Sajnos pontos elosztasokat sem tudunk a Robertson—Webb-
modellen beliil talalni, annak ellenére, hogy talan ez tiinik a leginkdbb igazsagot

teremtd kritériumnak 1.1. szakasz fogalmai koziil.
1. Tétel. Mdr két személyre sem létezik pontos elosztast elddllito eljards [13].

Bizonyitds. Teljes indukciot alkalmazunk. Kezdetben, mikor még €2 egy darabban
volt, nem volt pontos elosztasunk. A k — 1. 1épés elvégzése utan legfeljebb k darabra
vagtuk a tortat vagy a hazimunkat, {Aj, ..., Ay }-ra. Ahhoz, hogy az eljaras véges
idében befejez6djon, ezeket egy ponton két halmazra kell osztania tgy, hogy azok
mindkeét jatékosnak pontosan 1/2-et érjenek. Feltehetjiik, hogy a k — 1. 1épés utan
egyik darab sem 0 érték, hiszen elképzelhets, hogy ekkor mindkettGjiiknek az, igy
semmisnek tekinthetnénk. Mivel eddig nem alltunk meg, igy a 2* lehetséges particio
koziil egy sem adott pontos elosztast.

Az is feltehets, hogy a kiovetkezd miivelet sordn P, az Ay darabot Ag, és Ag,
szeletekre osztja ketté. Legyen n = mingci 2. k—13 |1/2 = D,cq t2(A;)|. Mivel Py
nem ismeri P, értékel6fiiggvényét, feltehets, hogy Ay ,-et akkordra vagta, hogy
p2(Ag,) = 2 min{n, p2(Ax)}. A most szoba jovo 25t elosztas fele mar eddig is ren-
delkezésiinkre &llt, igy ezek nem megfelelGek. Elég azokat vizsgalnunk, ahol Ay, és
Ay, nem ugyanahhoz a jatékoshoz keriilne. Viszont ekkor az Ay, -t tartalmazo rész-
halmazbol Ay, -t elhagyva a maradék ps szerinti értéke 1/2-t61 legalabb n-val eltérne,
igy ehhez Ay, -et hozzavéve is legalabb n/2 kiilonbség allna fenn a 1/2-t6l. Azaz a k.

lépésben sem tudnank pontos elosztast késziteni. O

10



1. Alapfogalmak

A Robertson-Webb-modell egy sokszor hasznélt alternativija az dgynevezett
mozgokéses eljards, amely segitségével példaul az el6z6 feladat is megoldhato. Itt
miveletek helyett késeket tudunk az alaphalmaz felett végightizni, amelyet a jaté-
kosok bekiabalassal tudnak megallitani és vagasra birni. Megkérjiik P-et hogy az
intervallum bal végpontjatol indulva vegyen két kés kozé pontosan 1/2 értékd tortat.
Ezutan mozgassa a késeket jobbra tgy, hogy kozéjiik es szakasz minden pillanatban
épp felet érjen. A végén természetesen az elsé kés éppen a mésodik kiindulopontja-
ban allna meg. P,-nek ekozben azt a feladatot adjuk, hogy mihelyst a két kés kozotti
darabot 1/2-nek értékeli, allitsa meg a folyamatot. Ilyen pillanat biztosan lesz, hiszen

az értékelstiiggvényekbdl késziils eloszlasfiiggvények folytonossagat feltettiik.
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2. fejezet

Aranyosan igazsagos elosztasok

A kovetkezGkben végigvessziik a klasszikus ardanyosan igazsagos elosztéasi feladat-
ra adott legfontosabb eljardsokat a legelss, Steinhaus tanitvanyaitol szérmazdtol
kezdve [18], Fink eljarasan at [10], Even és Paz tobb szempontbol is legjobb megol-

dast szolgéltatd eredményével bezarolag [8].

2.1. Banach—Knaster-eljaras

Rendezziik sorba az n jatékost és kérjiikk meg Pj-et, hogy vagjon le egy 1/n nagy-
sagu szeletet. Ezt tovabbadjuk P,-nek, hogyha szerinte tébbet ér, mint 1/n, akkor
nyessen le bel6le annyit, hogy épp 1/n legyen. Ez igy megy P,-ig. A megcsonkitott
darabot az a jatékos kapja meg, aki utoljara vagott bel6le, igy szamara ez pont 1/n
értéket képvisel. A tobbi jatékos szerint ez a szelet legfeljebb 1/n értékd, igy 6k is
elégedettek lesznek, hogy a komplementerén kell rekurzivan tovabb osztozkodniuk.

A futasideje O(n?), legfeljebb n(n — 1)/2 vagas és ugyanennyi mérés torténik. A
végén egy ember kivételével mindenki pontosan 1/n értékid tortadarabot fog kapni.
Az eljaras szimmetrikus, hiszen a jatékosok sorrendjétdl fliggetleniil az els szeletet,
a torta bal szélét az a személy fogja megkapni, akire Vdgds(P;,1/n) a legkisebb

értéket veszi fel.

2.2. Fink eljarasa

Az eljarast rekurzivan definialjuk, két fére az ,egyik felez, méasik valaszt" mod-

szert alkalmazzuk. Tegyiik fel, hogy n — 1 jatékosra méar van j6 aranyosan igazsigos
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2. Aranyosan igazsagos elosztasok

elosztasunk. Kérjiikk meg ezt az n — 1 személyt, hogy az eddig neki kiosztott tor-
tat ossza n egyenlG részre. P, ezutdn minden tarsanak felosztasabol valaszt egy-egy
szeletet, igy az egész torta legalabb 1/n részét megszerezve. A t6bbiek sem jarnak
rosszul, hiszen nalunk marad az eddigi legalabb 1/(n—1)-ed rész (n—1)/n-ede, azaz
az egész torta legalabb 1/n-ed része.

Az eljaras futasidGben rosszabb az elgbbingl, hiszen 31" i = n(n—1)(2n—1)/6
vagast igényel, azaz O(n?) idejti. Viszont egyszerti megoldast nyujt a feladat online
valtozatara, amikor sorban érkeznek 14j jatékosok mér egy meglévd osztozkodas ko-
zepén. Megéri késni ennél az osztozkodasnal, hiszen indukciéval konnyen belathato,

hogy P, minden esetben pontosan 1/n tortat kap, mig masoknak tobbre is van esélye.

2.3. Even—Paz-eljaras

Ez is rekurziv eljaras. Minden jatékost megkériink, hogy jelolje meg a torta %
részét, majd ezutan megkeressiik a jelolések koziil az |n/2]-edik legkisebbet és itt
elvagjuk a tortat. Két részfeladatot definidlunk: az elsé [n/2] jeloléshez tartozo jaté-
kos a vagas el6tti részen fog tovabb osztozkodni, a tobbiek pedig a vagas utanin. Igy
az elsé részfeladatban résztvevék mind ugy gondoljak, hogy egy legalabb L"nﬂ érté-
kii tortan kell megosztozniuk sszesen |n/2|-n. Hasonloan a mésodik szeletre jutok
is legalabb akkoranak érzik a szeletiiket, mint amennyi egyiittesen feltétlen jarna
nekik. Ahhoz, hogy az 14j torta Ln—f] részét megjelolhessék, természetesen sziikség
lesz egy Mérés miiveletre.

Egy korben 6sszesen O(n) miivelet torténik, hiszen mindenkinek jelolnie kell, vi-
szont lecsokken az iteraciok szama O(logn)-re, igy a futasidé O(nlogn). Bizonyitott,
hogy ennél gyorsabban a feladat nem megoldhato [24|. A késGbbiekben a jogosult-
sadgokat is tartalmazo feladatnal az arra vonatkozé legjobb elérheté komplexitasrol
sz0l0 tétel bizonyitasa szerepel (4. Tétel), ez annak egy speciélis esete. Tovabbi elény,
hogy az eljaras végén mindenki pontosan egy intervallumot kap kézhez, ez az eddigi
modszereknél nem volt igaz. A szimmetria is fennall, hiszen kezdetben mindenki-
t6l ugyanazt kérdezziik, igy a sorrendjiiktsl fliggetleniil ugyanazon a részprobléman

fogjak folytatni a jatékot.
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3. fejezet

Igazsagossag részesedések szerint

A fejezet els6 részében racionalis kovetelések esetét targyaljuk. Megvizsgaljuk,
hogy jelen ismereteinkkel hogyan tudnank megvaldsitani az elosztast, majd Cseh
Agnes és Fleiner Tamas eljarasaval foglalkozunk részletesebben. A 4. Tételnél meg-
nézziik a szerzéparos bizonyitésat arra vonatkozolag, hogy a feladat bonyolultsdga
O(nlog D). Végiil az irracionalis feladatra is megoldast mutatunk. A fejezet f6ként

[5] alapjan irodott.

3.1. Visszavezetés klonozassal

A d; kovetelési P; jatékost "klonozzuk", azaz d; darab 1 kovetelésii jatékost
készitiink bel6le. A mésolatok ugyanazt az értékeldfiiggvényt hasznaljak. Ezutan
alkalmazhatjuk barmelyik modszert, amelyik egyenl igazsagos elosztast alakit ki D
darab jatékos kozott. Minden jatékosra a méasolatainak tortaszeleteit 6sszeuniozva az
igazsagossagi kritériumot teljesitd particiot kapunk. Even és Paz eljarasa O(D log D)

id6 alatt megoldast szolgéltat.

Megjegyzés. A klonozassal elveszitjiik azt a tulajdonsagot, hogy Osszefiiggéek le-
gyenek a kiosztott darabok. Sajnos ilyen tulajdonségot is biztositdé megoldasra a
késGbbiekben sem szédmithatunk. A kdvetkezdkben vazolunk egy felallast, ahol nincs
olyan igazsagos elosztas, ahol minden jatékos Osszefliggs szeletet kap [15]. Osszuk
fel a [0, 1] intervallumot 2n — 1 egyenld darabra. Py értékelsfiiggvénye minden péros
sorszamu részintervallumon azonosan 0, a tobbi részintervallumot egyenként 1/n-re
értékeli. Minden 1 < ¢ < n esetén P; mértéke 0 a 2i-edik részintervallumon kiviil.

Ha d; > 1/n, akkor legalabb két paratlan indexti részintervallumot kell érintenie
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3. Igazsagossag részesedések szerint

Py szeletének. Azonban ha a tobbi jatékos kovetelése is pozitiv, akkor nem lehet
Osszefliggd €21, hiszen ez esetben tartalmaznia kellene teljes egészében egy péaros in-
dexi részintervallumot is, viszont ekkor az a tarsa, akinek csak itt volt pozitiv a

fiiggvénye, elégedetlen marad.

3.2. Kozel felez6 eljaras

Két személyre: Elgszor értsiik meg, két jatékos kozott hogy miikodik a kozel fe-
lez§ eljaras (tovabbiakban KFE) [13]. Feltehetjiik, hogy dy < d;. Kérjiik meg Py-t,
hogy véagja el a tortat |(d; + dy)/2] ardnyban és a két szeletet megeimkézi, annak
megfelelGen, hogy az 6 mértéke szerint mennyit érnek. Mivel a torta Gsszértékében
a jatékosok egyetértenek, P, az egyik darabot legaldbb annyinak fogja értékelni,
mint amennyit a cimke mond, ezt a darabot & kiveszi és a cimke értékével csok-
ken a kovetelése. Fontos részlet, hogy mindig az a jatékos valaszt, akinek nagyobb
még a jogosultsaga, igy nemnegativ marad a csokkentett d;. Rekurzivan folytatjuk a
megmaradt tortafélen az 0j kovetelésekkel. Az eljaras legfeljebb 2[log(d; + ds)] mi-
veletigény, hiszen minden korben felezddik a fennmaradé, el nem osztott kovetelés

mennyisége.

@P2 : @Pl
P1 Vég /

@P2 03 P, vag

\ barki vaghat
21 (D), 2 vt

®P1 16
®P1 :®P2

13 Py vag OFION
/

@ P, 3 P, vag
\ béarki vaghat
— 2:Wp, ———— Wy, : Dy,
7: @ P, P vag

barki vaghat
4: @P2 - @P1 : @P2

1. 4bra. KFE lehetséges lefutasai di = 8,dy = 5 esetben. A csticsokban a vagési ardnyok
allnak, a bekarikdzott elemek az indexben megjelolt jatékoshoz keriilnek.
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3. Igazsagossag részesedések szerint

n személyre: Tobb jatékosra rekurzivan oldjuk meg az elosztast. Tegytik fel, hogy
az els6 k — 1 személy mér megegyezett a torta dy : dy : - - - : dp_1 ardanyu elosztasan.
P, mindegyik P;,i < k jatékostol a nala 1évé tortadarab dy/(dy + do + -+ + dj_1)
részét fogja a KFE-vel megszerezni, igy elérve a kivant aranyéat.

Az el6z6 1épésszamot szeretnénk altaldnosan is megvizsgalni az n jatékos eseté-
ben. Az i. jatékos sorra keriilésekor i—1 KFE fog lefutni, mind 2[log(d;+da+- - -+d;) ]|
miivelettel legfeljebb. Tehat a miveletigény >, 2(: — 1)[log(dy + d2 + - - - + d;)],
ami feliilr6l becsiilhets n(n — 1)[log(D)]-vel.

Az eljaras mar két személy esetén sem szimmetrikus, hiszen 1/2—1/2 kivetelések

esetén pont az ,egyik felez, masik valaszt" modszert adja.

3.3. Ramsey-felbontassal

Két személyre egyszert megoldasnak tiinik az is, hogy P, D darab egyenl§ részre
vagja a tortat, majd P, kivalaszt ebbdl dy darab szimpatikus szeletet. Viszont igy
a tortdan D — 1 darab vagast ejtiink. Ugyanezt az alapotletet koveti [13]-ban talal-
hato, szdmelméleti eszkozoket alkalmazo eljaras, viszont kevesebb véagéssal. Ehhez

sziikségiink lesz egy definiciora:

9. Definicié. Pozitiv egész a, b-re az a + b P particioja az (a,b) par Ramsey-

felbontdsa, amennyiben barmely L C P esetén:
e vagy létezik S C L, hogy az S-beli elemek Gsszege a,
e vagy létezik S C P\ L, hogy az S-beli elemek 6sszege b.

Kérjiikk meg Pj-et, hogy vagja fel a tortat (dy, ds) szerinti Ramsey-felbontas ara-
nyai alapjan. Ezutdn P, hatarozza meg ezek koziil azt az L részhalmazt, amely
szerinte tobbet ér, mint a rajta 1év6 cimke. Hogyha a cimkékbdl 6sszegként el6 tud-
ja allitani do-t, akkor vegye ki a nekik megfelel6 darabokat, igy elégedett lesz. Ha
ez nem sikeriil, akkor a definicié szerint L komplementerébdl P; el tudja allitani
di-et, ezek lesznek az 6 szeletei. P, szamara ezek mind olyan részek voltak, amelyek
kevesebbet értek, mint kellett volna, igy ¢ a komplementerhalmazzal elégedett lesz.
Latjuk, hogy P; mindkét esetben pontosan a kovetelése mennyiségét kapja, igy nincs

szimmetria.
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3. Igazsagossag részesedések szerint

Példaul a (8,13) egyik Ramsey-felbontasa a {8,5,3,2,1,1,1}. Amennyiben az
L-beli cimkék {8, 3,2, 1}, akkor P, megkapja {8, 3,2} halmazt. Hogyha L {8,2,1,1}
lett volna, akkor P; tudta volna elGallitani 8-at a komplementerbdl {5, 3}-ként.

Kérdés, hogy hogyan taldlunk Ramsey-felbontast, illetve hany elembdl all egy
ilyen. A szamelméleti hattér [13|-ban megtalalhato, most pusztén csak az algoritmust

kozlom (a, b),a < b legrévidebb Ramsey-felbontésénak megtalalasara:
e Tegyiik be a-t P-be.
e Ha a = b— a =1, akkor rakjuk be P-be 1,1 elemeket és készen vagyunk.
e Ellenkezs esetben ismételjiik meg (a,b — a)-ra.

Legalabb log, min{d;,d,} vagéasra van sziikségiink, ahol ¢ = (1 + V/5)/2, igy sajnos
nem ériink el jobb eredményt, mint a KFE-nél. Az ott hasznalt rekurzidval ezt a

modszert is altaldnosithatjuk n személyre.

3.4. Cseh és Fleiner eljarasa

A KFE-hez hasonléan ugyanigy kozel felezni szeretnénk a tortat minden korben,
mikdzben a jatékosokat is megosztjuk a két szelet kozott. Az egyszertiség kedvéért a
tortaszeletekhez tartozo jatékosokat tjraindexeljiik, mégpedig balrél jobbra aszerint,
hogy hol jelélték meg a torta felét. A jeldlések alapjan kivalasztjuk a kozépss jateé-
kost, ¢ az, ahol ha P;-t6] elkezdjiik Osszeadni a koveteléseket, akkor meghaladjuk a
torta | D/2] részét. O emiatt mindkét szeleten tovabb fog jatszani, itt felhasznaljuk

a klonozés alapotletét.

Konkrétabban:

e Minden jatékos megjeloli az €2 torta |D/2| részét, balrol jobbra a jeldlések

szerint Gjraindexeljiik a személyeket.

e Meghatarozzuk a kozéps6 jatékost, Pj-t: j legyen az az index, ahol
LD/2J§d1+d2++d] és LD/QJ >d1+d2+"'—|—dj71. (Vagyj: 1,
ha dy > | D/2].)

e Elvagjuk a tortat P; jelénél Qq-re és dp-re. Pj-t klonozzuk.
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3. Igazsagossag részesedések szerint

o PP, ....P; Q-en fog osztozkodni. A hozzajuk tartozé kovetelések:
dl, dg, R ,djfl, LD/2J — (dl + d2 + -+ dj,1>. MOdOSfEJuk a mértékeket is
pi - [D/)2]/ pi(€)-re.

e Pj,Piiy...,P, Qyn fog osztozkodni (dy + do + --- + d;) — |D/2],
djt1,djto ..., d, kovetelésekkel. Modositjuk a mértékeket ;- [D/2]/11;(£22)-re.

Ugyanaz a helyzet all fenn, mint az Evan—Paz-eljaras soran, kezdetben mindenki-
hez ugyanazt a kérést intézziik. Igy amennyiben nem a jatékosok sorszama segitségé-
vel oldjuk fel az esetlegesen pont ugyanoda keriil6 jelolésekbdl fakadd dontetleneket,

akkor fennall a szimmetria.

(P172)(P233) (PSal) (P471)
| — I I
0 3 4 1
(P1,2) (P, 1) (Py, 1) (Ps,1) (P2,2)
N l Il L l |
| | | I | L 4 |
1K 2 28K 2
(P2, 1)(P1,1) (Py, 1) (Ps,1)
L L. A 11 | |
| 1 1 1l | 1
1K1 1K1

2. abra. Példa az eljarasra. A jatékosok neve melletti érték az aktualis kovetelésiik, a
hullamozott részek a kiosztasra kerilé darabok.

2. Tétel. A fent vdzolt eljards megoldja az egyenldtlen tortavdgdsi feladatot.

Bizonyitds. Leellenérizziik, hogy helyesen generaltuk-e a két részproblémét. Elsére
azt, hogy az (2;-hez rendelt jatékosok ugyanannyinak, a koveteléseik Osszegének
([D/2]) értékelik-e a tortajukat. Ez teljesiil, pont igy allitottuk be a szorzotényezst
a mértékfiiggvények modositasakor. Még azt kell megvizsgalnunk, hogy ha P; jatékos
megkapja d; kovetelését a modositott mértékfiiggvénye szerint, akkor ennek a darab-
nak az értéke az eredeti mértéke szerint is ér-e di-t. Ez igaz, ha p;- | D/2] /(1) < i
fennall. Tehat elég, hogy 1;(Q1) > [ D/2], ami pedig teljesiil, hiszen P; §; egy rész-
halmazat vallotta | D /2] értékiinek és nemnegativ mértékfiiggvényekkel foglalkozunk
csak.

Qq-re is igazak a fenti tulajdonsigok, ebben az esetben az 1j mértékfiiggvény
azért lesz az eredetinél minden lehetséges szeleten kisebb vagy egyenls, mert P,
jatékosok szamara 11;(€) < | D /2] volt a kezdeti jeloléskor, igy X\ 2 = 5 legalabb
[D/2] mértékii. O
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3. Igazsagossag részesedések szerint

A miiveletigény becsléséhez vezessiik be a T'(n, D) jelolést, mely az n jatékos

altali D Osszértékid torta elosztasanak 1épésszama.

3. Tétel. Han > 2, n < D, akkor T'(n,D) < 2(n — 1)[log D] a fenti mddszert

haszndlva.

Bizonyitds. A bizonyitashoz n szerinti teljes indukcioét alkalmazunk, n = 2-re az
eljaréds a KFE-vel egyezik meg azzal a kiilonbséggel, hogy itt csak vagas miiveleteket
végziink, igy a becslés a kezdGesetre helyes. Tegyiik fel, hogy n — 1-ig igaz az allitas
barmely D-re.

T(n,D) <n+ maz1<i<,{T(i, | D/2])+T(n—1i+1,[D/2])}

fennall, hiszen miutan mind az n jatékos bejelolte a torta kozel felét, rekurzivan

meghivjuk kétszer az eljarast. Az indukcios feltevést a fenti becslésbe beirva:

T(n,D) <n+ maxi<i<,{2(i — 1)[log| D/2]] + 2(n —i)[log[D/2]]} <
n 4+ mari<i<n{2( — 1)([log D] — 1) + 2(n — i)([log D] — 1)}.

Az utolsé becslés paros D-re trivialis, paratlan D-re azt hasznaljuk fel, hogy log D

nem lehet egész. Azaz:
flog .D/2]] < log D/2]] = Mog(D +1)/2] = Nlog(D + 1) — 1] = [log(D)] — 1.

Tovabb szamolva:

T(n,D) <n+2(n—1)([logD] —1) < 2(n—1)[log D]. O

3.5. Bonyolultsag

A kovetkezdkben belatjuk, hogy ez az eredmény aszimptotikusan éles is, azaz
nlog D-vel egyenlG alsé korlatot adunk a miiveletigényre. Egy feladatra alsé korlatot
talalni kihivast jelent, hiszen minden lehetséges algoritmust le kell fednie a bizonyita-
sunknak. Egy sokszor hasznos alsokorlat-moédszer az, hogy ellenséges stratégiat defi-
nialunk [11]. Képzeljiik el, hogy az Algoritmus és Ellensége jatszik egymas ellen. Az
Algoritmus célja az, hogy a legkevesebb kérben megoldja a feladatot az elére definialt
miveletei segitségével, ez szamunkra itt a Vdgds és a Mérés. Az Ellenség az ellen-

séges stratégiat kdvetve probalja ezt megakadélyozni, célja elGallitani az Algoritmus
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3. Igazsagossag részesedések szerint

legrosszabb futasidejt inputjat. Azaz jelen helyzetben megszabhatja a jatékosok sza-
mat, kovetelését, illetve hogy milyen értékelsfiiggvényiik legyen. Feltessziik, hogy az
Ellenség barmennyi szamitast elvégezhet a korok kozott, viszont arra nincs rahatés-
sal, hogy az Algoritmus milyen mitveleteket fog kérni. Mivel egy szabalyos lefutas
sordn n és d;-k a kezdetektdl fogva ismertek, igy ezeket a jaték elején meg kell mon-
dania az Algoritmusnak. Viszont a mértékek nem publikusak, igy az Ellenségnek
ezeket nem kell elére lefixalnia, feladata csak annyi, hogy az Algoritmus kéréseire
érvényes valaszt adjon. Ezalatt azt értjiik, hogy a leallas utan az Ellenségnek tudnia
kell olyan, szabalyoknak megfelels értékelstiiggvényeket mutatnia, amellyel az Gsszes

korabbi vélasza konzisztens.

Ellenséges stratégia: Adott P jatékos, u mértékfiiggvénye, illetve egy D értéki
torta. Az a célunk, hogy kis mérett, de p-re nézve pozitiv értéki darabokat tartsunk
fenn. A miiveletekre adott valaszt egy ellenséges stratégia alapjan vélasztjuk meg.
Természetesen a jaték folyamén az eddigi kérdésekre adott valaszok adnak a torta
néhany szeletének értékérsl informéciot. Az eljaras lefolyasa soran mindig beszélhe-
tiink az aktualis morzsakrol, azaz a torta minimaélis alkotoelemeirsl. Pontosabban €2
két tetszdleges pontja akkor, és csak akkor tartozik egy morzsaba, hogyha az eddigi
Osszes mivelet soran mindig azonos szeletben voltak. Kezdetben egy morzsank volt,
maga az egész ). Vegyiik észre, hogy minden pillanatban a morzsak a [0, 1] rész-
intervallumai, a torta egy particiojat adjak. Azt nem jelenthetjiik ki, hogy minden
morzsa értéke ismert, de az igaz, hogy egy morzsa valodi részhalmazanak pontos
értékérdl nincs informécionk.

Olyan ellenséges stratégiat szeretnénk krealni, amely minden p(C) > 0 mor-
zsa hosszat alulrdl korlatozza. S6t annyi engedményt is tesziink, hogy ellenségiink
minden korben az Osszes keletkezS morzsa pontos értékét elarulja. A morzsidk hal-
mazéat jelolje M. Egy 4j miivelet soran az ellenség a miivelet paraméterei és az eddigi
morzsak adatai alapjan hatarozza meg a valaszt. Ezzel egyidében kijeloli az tj mor-
zsékat, mely a kovetkez6 miiveletnél az M particioként fog szolgalni. A valaszadas

szabalyai:

Mérés(P, x): Az eddigi M partici6 annyiban valtozik, hogy egy C = [a, b]
morzsat az x osztopont kétfelé fog vagni. Hogyha x — a > b — z, akkor az Gjonnan

keletkezd két morzsa koziil [a, x| p mértékét u([a, b])-re allitjuk, [z, b]-jét pedig O-ra.
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3. Igazsagossag részesedések szerint

Ellenkezé esetben forditva, azaz mindig a nagyobb Lebesgue-mértéki intervallumhoz
rendeljiik a morzsa teljes értékét. Végiil valaszként a [0, z]-be es6 kisintervallumok

értékének Osszegét adjuk vissza.

Vdagds(P, z): Balrdl jobbra megkeressiik azt a C' = [a, b] morzsat, amelyre
w([0,a]) < x és u([0,b]) > x. (Lehet tobb ilyen is, ha egymés melletti morzsak 0
értékiek, ekkor az elsé ilyet.) A Lebesgue-mértéke szerint osszuk ketté ezt a morzsat
és rendeljiink x — p([0, a), illetve ([0, b]) — = értéket a két félhez. A mivelet ezutan

visszaadja az (a + b)/2-t mint vagési pontot.

1. Lemma. Az ellenséges stratégidt kovetve q miuvelet utan minden pozitiv értékd

tortaszelet legaldbb D /27 Lebesgue-mértéki.

Bizonyitds. Elég belatni, hogy minden pozitiv értékd morzsa legalabb D /21
Lebesgue-mértékd. Kezdetben az egész tortara igaz az allitas. Azt szeretnénk meg-
mutatni, hogy mindkét miiveletiink csak olyan 1j morzsadknak ad pozitiv értéket,
amelyeknek hossza az eddigi morzsa legalabb fele. Mérés miivelet soran a nagyobbik
darabnak adjuk a teljes morzsa értékét, ez a mivelet rendben van. Vdgds soran csak
egy darab morzsat vagunk el, ezt pedig pont a Lebesgue-mértéke szerint feleztiik

meg. Osszességében tehat megmarad a kivant tulajdonsag. O

4. Tétel. Az egyenldtien tortaosztds feladatanak megolddsihoz Q(nlog D) mivelet
sziikséges. [5]

Bizonyitds. Vegylink egy olyan esetet az eredeti probléman, ahol c;n jatékosunk
van con Osszkoveteléssel. Itt ¢, co tetszoleges 0 és 1 kozotti konstansok ugy, hogy
cin egész legyen. Oket szerény jatékosoknak hivjuk, hiszen kovetelésiik visszafogott
a szamukhoz képest. A maradék (1 — ¢;)n jatékosunk mohd, az 6 koveteléseik Gssze-
ge D — con. A legegyszertibb ilyen eset az, ahol n — 1 szerény jatékosunk van 1
koveteléssel, és egy moho jatékosunk D — (n — 1) kéveteléssel. Minden moho jatékos
mértékfiiggvénye legyen a Lebesgue-mérték. A 1. Lemma garantélja, hogy P; jatékos
¢; miivelete utan a P; szaméara pozitiv értéki tortaszeletek legalabb D /2% méret-
ek. Adjuk Gssze a szerény jatékosoknak allokalt tortaszeletek hosszat egy tetszéleges

igazsagos elosztasnal:

cin _D
Z < con.
2qi

=1

21



3. Igazsagossag részesedések szerint

Osszunk le ¢ynD-vel mindkét oldalon:

1 1 Cs

cn 20 aD’
1

majd a baloldalon alkalmazzuk a szdmtani-mértani kozepekre vonatkozé egyenlGt-

, c
Wo-Tilie < 2

ClD

lenséget:

Majd mindkét oldalon logaritmust véve:

cin
1

— Y g <log> —logD,
&1

cn
1 i=1

és atrendezve also becslést kapunk a mitiveletek szaméra:

cin

E ¢; > cin(log D + log C—l) ~ Q(nlog D).
- (&)
=1

Ezzel belattuk, hogy a szerény jatékosok céljainak eléréséhez legalabb Q(nlog D)
miivelet sziikséges a fenti esetre, s6t amennyiben ¢; vagy ¢, ismert, pontosabb becs-

lést is szolgaltattunk. O]

3.6. Irracionalis kovetelések

Emlékeztetd. Mivel a kovetelések ugysem fejezhetSk ki egész szdmokkal, ezért a tor-
tat ajra 1 Osszértékiinek tekintjiik. A keveredés elkeriilése érdekében az i. jatékos

részesedésére a k; jelolést hasznaljuk.

Cseh és Fleiner eljarasat fogjuk tgy modositani, hogy az altaldnos esetre is alkal-
mazhato legyen. Igy véges, de felss korlat nélkiili miveletszama megoldast kapunk.
Elgszor keresiink egy A C Q szeletet ugy, hogy p;(A) > 0 teljesiiljon minden P;
jatékosra, és legyen két jatékosunk, akik nem értenek egyet ennek értékén, azaz
pi(A) < p;(A) valamilyen ¢, j indexekre. Ezutan két részproblémat generalunk A-ra
és Q \ A-ra ugy, hogy lecsokkentjiik k;-t A-n O-ra, de cserébe megnoveljiik 2\ A-n.
Pont forditva k;-t noveljitk A-n és csokkentjiik 2\ A-n. Mindezt tgy tessziik, hogy
az els6 részprobléman csak n — 1 jatékosunk maradjon irracionalis kdvetelésekkel,
a masodikon pedig n, amde racionalisokkal. Ezt azért érhetjiik el, mert a mésodik

darabon a koveteléseket Osszeadva egy kicsit kevesebbet kapunk, mint ahogy a ja-

22



3. Igazsagossag részesedések szerint

tékosok Q) \ A-t értékelik. Ezt a pluszt eloszthatjuk a kiovetelések kozott ugy, hogy
racionélissa kerekitsiik Gket. Az eljarast iterativan folytatva minden keletkezd irra-
cionélis probléméat képesek vagyunk felosztani egy racionalisra és egy eggyel kisebb

irracionélisra.

Konkrétabban: Feltehets, hogy ki < ko < --- < k,. Els6 1épésként Pi-et
megkérjilk, hogy vagjon le egy k; értékd darabot a tortabol, ezt elnevezziik A-nak.
Megkérjiik a tobbieket, hogy értékeljék ki A-t, legyen P; az a jatékos, aki a legma-
gasabbra becsiili a szeletet. Tudjuk, hogy p;(A) > k;. Innen két eset lehetséges:

e Ha p;(A) = ky, akkor 41;,(A) < k; minden jatékosnak. A-t odaadjuk P;-nek és
7, részproblémaként €\ A-t osztjuk szét n — 1 jatékos kozott ugyanazokkal

a kovetelésekkel. Természetesen az értékelsfiiggvényeket modositanunk kell,

1—kq
1—pi(A)

tans, amivel a mértékfiiggvényt szoroztuk kisebb vagy egyenls, mint 1. Igy

- ;-re minden megmaradt jatékosnak. Az eset feltételei miatt a kons-

elérjiik, hogy Ps, Ps, ..., P, ugyantugy 1 — kj-nek értékelje Q \ A-t.

e Ha az el6z6 eset nem all fenn, akkor y;(A) = ki + € valamilyen € > 0O-ra. Két

Toa, Loy részieladatot definidlunk.

a) Zy,-ban a torta legyen A, P kovetelését csokkentsiik O-ra, Pj-ét noveljitk
k; + Eki-re. A tobbiekét nem véltoztatjuk. Hogy mindenki 1-re értékelje a
torta egészét az értékelsfiiggvényeket megszorozzuk 1/p;(A)-val.

b) Zy-ban a torta Q \ A, P kovetelése k; + ki P; kovetelése pedig

1—ky1?
k‘ o kl(kl—‘re)
7 1=(k1te)’

a tobbiek kovetelése nem valtozik. Itt is sziikséges egy kons-

tanssal megszorozni az értékelstiiggvényeket, mégpedig m—val.

2. Lemma. Ha a Z;-beli igazsdgos elosztdshoz hozzdvesszik a Pi-nek adott A sze-

letet, akkor az eredeti feladat eqy igazsdgos elosztdsdt kapjuk.

Bizonyitds. Vilagos, hogy P; elégedett a darabjaval, hiszen p;(A) = k1. Z; minden
jatékosa az ott kapott darabjéval is elégedett az eredeti mértékfiiggvényre nézve,

hiszen az legalabb l_lﬁ—ik(lA) - k; > k;-t ér az eredeti tortabol. O

3. Lemma. Ha minden jatékos Log-n €s Lop-n megkapja a kovetelését, akkor a két

torta uniojan is elégedettek az eredeti problémadt tekintve.
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3. Igazsagossag részesedések szerint

Bizonyitds. Minden jatékosra szamoljuk ki, mennyit ér a két részprobléman a kove-

telésének Osszege az eredeti tortara vetitve:

leio—"( lffkl)'(l_kl):kl’
o kit (kj+ k) - (k4 0) + (b — 205 (1= (ki 4 €) = &5,
o ki, ahol i £ 1,0 # j: ki - (ui(A) + 1 — pi(A)) = k. O

4. Lemma. Ha kissé megnoveljiik Lop-n a kéveteléseket, akkor dtalakithatjuk eqy

raciondlis kévetelésekkel rendelkezd igazsdgos elosztdsi problémduvd.

Bizonyitdas. Vegyiik észre, hogy a koveteléseket Osszeadva Zo,-n szigortuan D-nél ki-

sebb értéket kapunk:

k3 ki(ky +¢€)
i+ —— 4k — ki =
1+1—]€1+ J 1-— ]C1+€ Z
1#£1,i#]

2 k(k1+€)
— k; ki 1
Z iy gy

mivel € > 0-t feltettiik. Igy tehat a kovetelések Gsszege kisebb, mint amire a jatékosok
'\ A-t értékelik. Ezt a kis kiilonbséget szétoszthatjuk a jatékosok kozott tgy, hogy

minden jatékos kovetelése immar racionalis legyen. O

5. Tétel. Barmilyen n jatékosra felirt irraciondlis kéveteléseket tartalmazo igazsdgos
elosztdsi feladat dtalakithato a fent leirt maodszerrel legfeljebb n — 1 darab raciondlis

feladattd, igy megoldhato véges sok mivelettel.

Bizonyitds. Teljes indukciot hasznalunk. ElGszor tehat n = 2-re vegyiink egy irraci-
onalis problémat és vezessiik vissza racionéalissa. P; jeloljon be egy A darabot, ami
ki-et ér neki. Megkérjiik P»o-t, hogy értékelje ki A-t. Ha uo(A) < kq, akkor P, meg-
kapja A-t, P; pedig elégedett lesz a maradék Q \ A-val, mert po(Q\ A) > ko. Ha a
fenti nem teljesiil, akkor pus(A) = ky + € Valamely € > O-ra. Ekkor P, megkapja A-t
és ketten tovabb osztozkodnak Q '\ A-n k, —i— és ko klgiﬁ) kovetelésekkel. A 2.
és 3. Lemmék miatt igaz lesz, hogy a két szelet uniojan igazsagos elosztast kapunk.
Tovabba a 4. Lemma szerint 2\ A a kovetelések Osszege szigortian kisebb, mint

ki + ko, igy felkerekithetjiik Gket racionalis szamokka. Igy végiil csak egy racionalis

koveteléseket tartalmazo kétszemélyes elosztéast kell megoldanunk.
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3. Igazsagossag részesedések szerint

Tegyiik fel, hogy azt mar belattuk, hogy n — 1 jatékossal a tétel allitasa igaz, fel
tudtuk bontani n — 2 racionélis jatékka. Ha adott egy n jatékosra felirt irracionélis
koveteléseket is tartalmazo feladat, akkor a fentiek alapjan at tudjuk alakitani Z;-
re, vagy ZLo,-ra és Lo-re. A 2. és 3. Lemmak alapjén, ha ezeket megoldjuk, akkor
az eredeti problémara is megoldast kapunk. 7; egy irracionalis n — 1 jatékosra felirt
feladat. Ugyanugy Zo, is. Ezeket az indukcios feltétel alapjan legfeljebb n — 2 darab
racionalis elosztas segitségével meg tudjuk oldani. Zy,-ben a 4. Lemmank szerint
a koveteléseket fel tudjuk kerekiteni racionalissa. Igy legrosszabb esetben is n — 1

darab racionalis feladatra at tudjuk alakitani az eredeti elosztasi problémat. O

Megjegyzés. Az irracionalis kovetelések esete nehéz, hiszen nem hasznéalhato a klo-
nozas alapotlete. A fenti megoldasnal korlatot a miiveletszamra a kdvetelések racio-
nalissa kerekitése miatt nem adhatunk, hiszen nem tudjuk, hogy ezek nevezinek mi
lesz a legkisebb kozos nevezGje. A [16]-ban elgfordulo eljaras példaul mas megkoze-
litést hasznal. Nem kerekiti a koveteléseket, viszont sziikség van a torta [ részre vald
osztéasara gy, hogy [ - k; tortrésze valamilyen futés soran kideriils e értéknél kisebb
legyen. Raciondlis esetben D minden e-ra megfelels [ lesz, am irracionalis esetben
itt sem tudunk adni korlatot.

Azoéta tobb, kiillonbozd elven miikods eljaras is megjelent a feladatra, azonban
egyik sem korlatos n-ben és valamely, az irracionalis kovetelésekbdl szarmaztatott

fiiggvényben. Nyitott kérdés, hogy megoldhaté-e az osztozkodés ezzel a feltétellel.
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4. fejezet

Hazimunkak elosztasa

A dolgozat elején definidltuk az igazsagos hazimunka-elosztas feladatat. Itt az
eddigiekkel ellentétben jatékosaink 2-bol minél kevesebb részesedést szeretnének
magukénak tudni. Az altalunk tortara targyalt aranyos, illetve részesedések szerint
igazsagos valtozatokra adott eljarasok egyszertien modosithatoak az 1j felallasra, az
ezekre adott megoldasaimat fogom a késébbiekben vazolni. Tovabba bizonyitast mu-
tatok arra, hogy a részesedések szerint igazsagos hazimunka-elosztas nlog D idénél
hatékonyabban nem valésithaté meg, ez 4j eredmény (7. Tétel).

Altalaban nem igaz, hogy minden tortara vonatkozo eredmény konnyedén atvi-
hetd lenne nemkivanatos alaphalmazra. Vegyiik példaul az irigységmentes elosztaso-
kat. Harom személyre, tortara a Selfridge-Conway-eljaras 5 lépésben megoldast ad.
Am hazimunkas megfeleléjét Oskuinak az el6z6 atalakitasaval mar csak 9 miivelet-
tel sikeriilt megoldania [13]. Altalanosan n személyre feliilrsl korlatos eljarast adnia
az irigységmentes tortezelosztésra el6szor 2016-ban Aziznak és Mackenzie-nek sike-
riilt, viszont ez is n"nnn lépést igényelt [1]. Hazimunkéara vonatkozo parjat nehezen
sikeriilt megtalalni, annak ellenére, hogy a teriilet egyik legkutatottabb nyitott prob-
léméja volt. Végiil két évvel kés6bb Dehghaninak sikeriilt megoldania, am modszere
teljesen mas strukturat kovet [6].

Emellett olyan probléma is akad, ahol nemhogy eljarasokat nem tudunk egysze-
rien atvinni, hanem a megoldhatosag is eltér. A 6. Definicibban beszéltliink méar az
ergsen igazmondéasra 6sztonzés kritériumarol. FEzzel a feltétellel szeretnénk irigység-
mentes eljarast keresni két jatékos kozott. S6t egy olyan engedményt is tesziink, hogy
a jatékosaink csak szakaszonként konstans értékelsfiiggvényeket hasznalhatnak, me-

lyet a jaték elején felfednek szamunkra. Tao megmutatta, hogy ilyen nem létezik
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torta esetén [19], viszont Bei cikke [3] leir egy ilyen tulajdonsagokkal rendelkezs

hézimunka-elosztéast elGallitod eljarast.

4.1. Aranyosan igazsagos elosztasok

Az alabbi tablazat osszefoglalja a tortara bemutatott eljarasok f6bb tulajdonsa-

gait. FEzeket szeretnénk modositani hazimunkakra.

’ H Banach—Knaster ‘ Fink ‘ Even—Paz
Futésids O(n?) O(n?) O(nlogn)
Vagasok legf. w % nlogn
Meérések @ % —n+1 | nlogn
cov kirben eov sze minden 1j korben | "oszd meg és ural-
Alapétlet Hi}:l ¢ Kielé fti}rflk eggyel tobb személy | kodj": felezziik a ja-
Y & kozott osztjuk el tékosokat és a tortat
Szimmetria igen nem igen
csak annak a jaté- L. . csak annak nem, aki-
. . . Pj-en kiviil minden- - e
Esély >1/n-re|| kosnak, aki utoljara | . . nek mindig a jelolé-
) kinek 1
kap tortat sénél vagtunk

1. tablazat. Aranyosan igazsigos eljarasok

e Banach—Knaster: Ugyanigy megkérjiik az els6 jatékost, hogy vagjon le egy

1/n értéki szeletet, viszont ezt a jatékosok egymas kozt tovabbadva nem csok-
kenteni, hanem noévelni fogjak, amennyiben tugy érzik, hogy szdmukra keve-
sebb, mint 1/n-et ér. A szeletet ugyantgy az a személy kapja meg, aki utoljara

valtoztatott a méretén.

Fink: Az eljarast valtoztatas nélkiil felhasznalhatjuk. P,, amikor az n — 1
darab tarsanak n darab egyenld részre osztott szeletébdl valaszt, egyszerten

nem a szamaéara legnagyobb, hanem a legkisebb értékii részt fogja kivenni, igy
1

—n egységnyi munkat kell elvégeznie.

Osszesen legfeljebb n — 1-szer

Even—Paz: Els6 lépésként ugyanigy minden jatékost megkériink, hogy jeldlje
be a feladatok |n/2] részét, a végs6 vagast az [n/2]. vonalnal végezziik el.
A vagas el6tti rész legyen 21, az utana lévé 2y, Ezutan minden jatékost épp
az ellenkez6 szelethez rendeliink, mint amelyikre a vonala esik. Az (2;-et kapo
jatékosok egy olyan halmazt jeloltek meg |n/2| értékiinek, amelynek rész-

halmaza Q;, igy 6k tényleg legfeljebb az |n/2] mértéki részen osztozkodnak

27



4. Hazimunkéak elosztésa

4.2.

tovabb. Az €2 tulajdonosai szerint pedig €2; legalabb |n/2]-t ér, igy 6k ennek
komplementerével tigy gondoljak jol jarnak. A két "félen" ezutan rekurzivan

folytatjuk az osztozkodast.

Igazsagossag részesedések szerint

A klonozas otlete itt is ugyanigy miikddik azzal, hogy az Even—Paz-eljarast

mar sikeriilt atalakitanunk.

KFE: Nincs sziikség modositasra, egyszertien a két "fél" koziil a soron kovet-
kez§ jatékos azt fogja valasztani, amelyik szamara legfeljebb annyit ér, mint

amennyit a cimke mond.

Ugyanez igaz a Ramsey-felbontasnal is, L részhalmaz a cimkénél kevesebbet

éré darabokbol fog allni.

Cseh—Fleiner: Ugyanugy minden jatékos megjeldli az alaphalmaz | D/2]| ré-
szét, balrol jobbra a jelolések szerint Gjraindexeljiik a személyeket. A kozép-
s6 jatékosunk, P; most az a személy lesz, akinél a részesedéseket Osszead-
va elérjiik [D/2]-t, azaz j az az index, ahol [D/2] < dj +dy + --- + d; és
[D/2] > dy+dy+---+d;_;. Elvagjuk Q-t P; jelénél, 6t pedig klonozzuk. Az
Even-Paz eljarashoz hasonléan most is mindenkit pont az ellentétes szelethez

rendeliink, mint ahova a jelolése esik, azaz:

- P, P,,...,P; Qy-n fog osztozkodni. A hozzajuk tartozé terhelések:
di,da,...,dj—1,[D/2] — (dy + d2 + -+ + dj_1). Modositjuk a mértéke-
ket is p; - [D/2]/ i (£22)-re.

— P;,Pit1,..., P, Qy-en fog osztozkodni (dy + do + -+ + d;) — [D/2],
djt1,djta, ..., d, terhelésekkel. Meértékeik valtoznak g, - | D/2]/pi(€4)-

re.

A helyességhez egyszertien ellendrizniink kell, hogy ha a modositott flige-
vénnyel egy jatékos legfeljebb az 10 részesedését kapja az alaphalmazon, akkor
az eredeti feladatban is elégedett lenne-e. Ez igaz, ha p; - [D/2]/11:(Qa) >
fennall. Tehat elég, hogy 1;(Q2) < [D/2], ami pedig teljesiil, hiszen P; 4
egy részhalmazat vallotta | D /2] értékiinek, igy €2y szerinte legfeljebb [D/2]-t

érhet. Hasonl6 felirhato a masik részproblémaba esé jatékosokra is.
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(P1,2) (Py,3) (P3,1) (Py, 1)
| —t I I
0 3K 4 1
(Ps3,1) (Py, 1Y Py, 1) (P2,2) (Py,2)
| 1 | IL L. | |
| | | 1 | A | |
1 2 2&K 92
(P2, 1) P3,1)
=
1K1

3. abra. Példa a modositott eljarasra a 2. abran szerepld felallas szerint.

e Irracionalis eset: Itt is azt szeretnénk kihasznélni, hogy Q2 egy A részhalma-
zat két jatékos nem ugyanannyira becsili. Legyen P; a legkisebb kovetelési
jatékos, P; pedig az a személy, aki a legkevesebbre becsiili a P, altal levagott
kq értékd szeletet. Innen megint adott két eset aszerint, hogy 7 = 1 teljesiil-e.
Ha igen, odaadjuk A-t Pj-nek és Z;-t megoldjuk. Ha ;(A) = dy — € alaki

valamilyen € > O-ra, akkor Z,,-ra és Zy,-re vezetjiik at a feladatot.

’ H I1 ‘ I2a ‘ Igb ‘
alaphalmaz || Q\ A A 0\ A4
2
ki 0 0 k1 + o
k1(k1—e
ky ks Rk | k- S
—F 1
i ) M| g P T

2. tablazat. Részfeladatok irracionalis kovetelések esetén

Egyszert szamoléssal leellenérizhets, hogy ha a jatékosok a részfeladatokon
legfeljebb a részesedésiiknek megfelel6 hazimunkat kapnak, akkor az eredeti

Q-ra, illetve részesedésekre nézve se 1épik at a hatarukat.

Ellentétben a tortas valtozattal Zo,-n a terheléseket Osszeadva szigortian 1-nél
nagyobb értéket kapunk. Ezt a kis kiilonbséget szétoszthatjuk a jatékosok ko-
zOtt gy, hogy részesedéseiket egy kicsit csokkentve minden jatékosé racionélis
legyen. A csokkentéssel csak noveljiik az itteni jatékosok elégedettségét. Teljes
indukcioval megkapjuk, hogy Gsszesen legfeljebb n — 1 racionélis feladatta ala-
kithatjuk az eredeti problémat. Az eljaras tehat véges, azonban feliilrél nem

korlatozhato a sziikséges miiveletek szama.
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4.3. Bonyolultsag

Visszatériink a racionélis esethez és az n jatékosra felirt D értéki hazimunka-
elosztasrol szeretnénk belatni, hogy nlog D miiveletnél kevesebbel nem megoldhato.
Cseh és Fleiner eljarasanak ennyi lépésre van sziiksége, az atalakitott valtozat is
ugyanannyi miiveletet végez, igy kovetkezik, hogy a becslés éles is. A bizonyitas
Farhadi és Hajiaghayi ardnyos hazimunka-elosztéds komplexitasara vonatkozo ered-

ményének [9] kiszélesitése.

4.3.1. Fogalmak

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért a jatékosokat a mértékfiiggvényeikkel
azonositjuk. Igy a p fiiggvénnyel jatszo P jatékosra Vidgds(P, x) és Mérés(P, x)
ebben a szakaszban Vagds(u, x) és Mérés(u, x) lesz. El6szor bevezetiink néhany 1j

fogalmat, illetve ezekhez kapcsoloddan tesziink néhany egyszerd észrevételt.

10. Definicié. Egy A darab sirisége u szerint p(p, A) = u(A)/|A|, ahol |A| az A

darab Lebesgue-mértékét jeloli.

11. Definici6. Adott 0 < 8 < 1 < v szamokra egy p értékelsfiiggvény (5, )-sird,
ha 8 < p(u, I) < v teljesiil minden nemiires I intervallumra. Tovabbé egy mértéket

pozitivnak tekintiink, ha p(u, I) > 0 teljesiil minden I-re.

12. Definici6. Tetszéleges i pozitiv értékeldfiiggvényre p* jelolje a  dudlisdt, ame-

lyet a kovetkezGképpen definidlunk: p*([x,y]) = Vigds(u,y) — Vagds(u, ).
5. Lemma. Pozitiv i dudlisara a kovetkezdk teljestilnek:

o Mérés(u*,y) = Vigds(u,y),

o Vigds(u*,x) = Mérés(p, x).

Azaz minden p*-ra vonatkozo miveletet p segitségével ugyanannyi tddben megudla-

szolhatunk.
Bizonyitds. A duélis mérték definicidja alapjan:

Meérés(u*,y) = p*([0,y]) = Vigds(un,y) — Vigds(u,0).
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4. Hazimunkéak elosztésa

A masodik allitashoz elég belatnunk, hogy p*([0, Mérés(u, x)]) = x, hiszen ekkor a

Vigas miivelet tényleg megfelels pontjat adta vissza a [0, 1] intervallumnak:

([0, Mérés(u, x)]) = Vagds(u, Mérés(u,x)) — Vagds(u,0) =z — 0. O

Megjegyzés. Ha p* p duélisa, akkor p* duélisa p.

Bizonyitds. Jeloljuk fi-val p* dualisat. Ha megmutatjuk, hogy minden [0, z| inter-
vallumon /i és u értéke megegyezik, akkor készen vagyunk. A 12. Definici6 és az 5.

Lemma alapjan:

([0, ) = Vdgas(u", z) = Mérés (1, z) = ([0, 2]). a
Megjegyzés. A Lebesgue-mérték (\) dualisa Onmaga, hiszen M\([z,y]) =
Vagas(\,y) — Vdgas(\, z) =y — x = A([z,y]).

13. Definici6. Legyen D tetszéleges pozitiv egész, u egy mérték. Egy A darab
D-nehéz p-re nézve, ha Lebesgue-mértéke legfeljebb 1/D és p szerinti mértéke leg-
alabb 1/(2D), azaz |A| < 1/D és u(A) > 1/(2D).

Hasonléan A D-kénnyt, ha |A| > 1/(2D) és u(A) < 1/D.

Megjegyzés. Egy darabra egyszerre mindkét tulajdonsag is fennallhat.
6. Lemma. Egy pozitiv (0,2)-strd figgvény dudlisa pozitiv és (1/2,00)-sird.

Bizonyitds. Legyen [z,y] egy nemiires intervallum, be kell latnunk, hogy a stirtsége

Vagds(u.y) — Vagas(u.w) elolje

legalabb 1/2 p* szerint. A definiciok alapjan p(p*, [x,y]) = .

¢ Vagas(p, x)-et, r pedig Vigds(u,y)-t. Ekkor igaz, hogy Mérés(u,l) = =z, illetve
Meérés(p,r) = y. Igy:

Viagas(p,y) — Vdgds(u, ) r—~{ 1

p(u” [2,y]) = T ~ Mérés(u,r) — Mérés(u, ) p(u, [€.1])

Mivel g (0,2)-strd volt, igy p(u, [¢,7]) 0 és 2 kozé esik. Emiatt reciproka legalabb
1/2. O

14. Definici6. Pozitiv g mértékre és I = [a,b] intervallumra a kovetkezSképpen
definialjuk I dudlisat: I* = [Mérés(u, a), Mérés(u,b)].

Egy tetsz6leges diszjunkt Iy, I, ..., I; intervallumokbol allo6 A darab duélisa
Uk 17
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4. Hazimunkéak elosztésa

7. Lemma. Ha A D-konnyi u-re nézve, akkor A* D-nehéz u*-ra.

Bizonyitds. A alljon Iy, I, ..., I, intervallumokbol. Két feltételt kell ellendrizni.
El6szor egy tetszdleges I = [a, b] intervallumra szamoljuk ki a keresett mértékeket,

uténa ezt Osszegezziik mindkét esetben. A Lebesgue-mértékre vonatkozo feltétel:

|I*| = Mérés(u,b) — Mérés(u,a) = p(l)
A% =D _ Tl = u(4) < 1/D.

A p*-ra vonatkozo:

pr (L") = p([Mérés(p, a), Mérés(u,b)]) =
= Vagas(u, Mérés(u, b)) — Vagds(u, Mérés(pu,a)) =b—a = |1
pHAT) =Y wt (1) = ) Ikl = |A] = 1/(2D). O

4.3.2. Ertékfa

Az el6z6, bonyolultsaggal foglalkozo bizonyitas soran azt akartuk elérni, hogy
minden pozitiv értékd darab nagy méretdd maradjon. Mivel mohé jatékosaink a
Lebesgue-mértékkel jatszottak, igy a tobbiek pozitiv értékid darabjainak kicsinek
kellett lenniiik, hogy mindenki elégedetten tavozzon. Igy sikeriilt a felallassal ki-
kényszeriteniink kell6en sok miiveletet. Itt ez a gondolatmenet nem miikédik, hiszen
feliilr6l van korlatozva a jatékosoknak adhaté munkamennyiség. Azt az Gtletet is el
kell vetniink, hogy barmely keletkezé darabot nagy értéktinek allitunk be, hiszen a
Viagds miivelettel a folytonossag miatt jatékosaink barmilyen apro értéki darabot
elsallithatnak. Igy az elébbiekben bevezetett D-nehéz darabokat fogjuk segitségiil
hivni és megmutatni, hogy bizonyos feltételek mellett sok miiveletre van sziikség,
hogy egy eljaras ilyet talaljon. Ehhez definidlunk egy értékfat, illetve megnézziik
néhény tulajdonsigat.

Tegyiik fel, hogy D > 3! és hdromnak hatvanya. Egy harmadfoka fat (minden
cstcsnak harom gyereke van) konstrualunk, melynek D levele van. A bal-, k6zéps6 és
jobboldali gyerekét egy u bels6 cstucsnak [(u), m(u), r(u)-val jeloljik. A faban minden
cstcshoz egy-egy részintervalluma tartozik [0, 1]-nek, erre I,,-ként hivatkozunk ezen-
tal. Jelolje p(u), |u| és p(u) I, értékét, hosszat, illetve strtiségét. A gyokércsicshoz
tartozo intervallum [0, 1], értéke, hossza és strtisége 1. Egy u csucs gyerekeinek inter-

vallumaira teljesiil, hogy I,, = [l(u) U [m(u) U [T(u), és ’[l(u)| = |[m(u)| = |[r(u)’ = %’[u’
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Azaz az egy szinten 1év6 cstcsok intervallumai kiadjak az alaphalmaz egy-egy partici-
6jat, valamint egy k-adik szinten 16v6 csticshoz tartozo intervallum 1/3% hossziisagu.

Az értékek meghatarozasanal tgy szeretnénk eljarni, hogy u harom gyerekének
értékének Osszege megegyezzen a szild értékével. A fa éleihez értékeket rendeliink,
ezeket arra hasznaljuk, hogy megéallapitsuk a cstcsok értékeit. Ehhez Gssze kell szo-

roznunk a gyokértsl a csicsig vezets ut éleinek cimkéit.

15. Definicié. Egy u cstucsot kritikusnak neveziink, ha p(u) - § > 2, ahol f =
26/1n(D).

Egy kritikus cstics gyerekeihez vezets élekre egységesen 1/3-ot irunk, ezek az élek
egyenletesek. A tobbi cstuicsnak lesz egy nehéz éle, amihez [/3-at tarsitunk, illetve
két konnyd éle, melyeknek értéke 1/2 — /6. Mivel D > 3M gy 1/3 < /3 < 1/2
teljesiil, azaz minden nehéz él értéke e két korlat kozott van. Hasonléan a konnyt
¢leké 1/3 és 1/4 kozott.

A leveleken a megadott érték egyenletesen oszlik el, azaz ha u levélcsics, akkor
minden [ € [,-ra |I| = % Igy a fenti fa segitségével barmilyen tetszéleges
intervallum értékét meg tudjuk hatarozni.

Az igy definialt értékfa tényleg additiv mértéket ad a [0, 1] intervallumon, hiszen

barmely csticsbol kiinduld 3 élre irt szam Osszege 1 lesz.

Megjegyzés. Egy kritikus csticsnak és gyerekeinek strtisége megegyezik, hiszen a gye-
rekek értéke és mérete is épp harmada a sziilgjének. Igy a kritikus csicsok gyerekei

is kritikusak lesznek.

16. Definicio. Bevezetjik a h(u),q(u), z(u) jeloléseket egy tetszbleges u cstcshoz

vezet6 ttban a nehéz, konnyt, illetve egyenletes élek szamara.
8. Lemma. Egy u csics striségére fenndll p(u) = MW (3/2 — 5/2)1™).

Bizonyitads.

p(u)  B/3"(1/2 — B/6)1w) (1/3)=@
o) = I, - 1/3h(U)+q(u)+z(u)

= gh(3/2 — B/2)4™ . O

9. Lemma. Egy fent vdzolt értékfa dltal meghatdrozott értékeldfiggvény (0, 2)-sird.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy barmely I intervallum stirtisége 0 és 2 kozé

esik. A fan minden hozzarendelt érték pozitiv, igy a stirtiség is. A masik hatarhoz
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tegyiik fel, hogy van olyan intervallum, melynek stirtisége nagyobb, mint 2. Ekkor
kell lennie a faban olyan levélnek is (u), ahol ez teljestl.

Ha u kritikus, akkor vegyiik az u-hoz vezets utat: uy, uo, ..., ur = u. Legyen u;
az uton az elsd kritikus csucs. Mivel u; a gyokeér, igy t > 1. Ekkor p(u) = p(u;) <
Bp(ue—;). Mivel w1 nem kritikus, igy Sp(us—;) < 2, ellentmondasra jutottunk.

Ha u nem kritikus, akkor p(u) < Sp(u) < 2, tehat megint nem sértheti meg a
feltételt. [

17. Definici6. Egy u nem kritikus cstcs értékes, ha p(u) > 1/2.

A kovetkezd fontos lemma megteremti a kapcsolatot a D-nehéz darab keresés és

az értékfa kozott.

10. Lemma. Ha egy eljdards D-nehéz darabot taldl (0,2)-strd értékeldfiggvényre
T(D) mduvelet alatt, akkor O(T (D)) mivelet segitségével eqy értékes vagy kritikus

csucsot is talalunk a faban.

Bizonyitds. Vegylik a fa altal meghatarozott értékelsfiiggvényt, ami a 9. Lemma mi-
att megfelel§ siirt, igy alkalmazhatjuk ra az eljarasunkat. Legyen A az ezaltal adott
darab. A D-nehéz, azaz |A| < 1/D és p(A) > 1/(2D). Igy p(A) > 1/2. A legfel-
jebb O(T'(D)) intervallum unidja, igy megkereshetjiik egy olyan I részintervalluméat
O(T (D)) id6ben, amelyre p(I) > 1/2. I hossza is legfeljebb 1/D, igy legfeljebb ket-
télevélbe nyulhat bele. Igy ki tudunk koziilikk valasztani egy olyat, amelynek még
mindig 1/2-nél nagyobb a siirtisége. Ez mindenképpen kritikus vagy értékes. ]

Tehat az eredeti feladatot, azaz hogy belassuk, hogy D-nehéz darabot keres-
ni csak log D lépésben lehetséges, sikeriilt atvezetniink egy masikka. Ha belatjuk,
hogy az értékfaban egy értékes vagy kritikus cstcs megtalalasdhoz Q(D) miivelet
sziikséges, akkor készen lesziink a tétel bizonyitasédval. Ebben lesz segitségiinkre a

kovetkezs lemma.
11. Lemma. Bdrmely értékes vagy kritikus levélre h(u) > log(D)/6 — 1.

Bizonyitds. Ha u kritikus, akkor Bp(u) > 2 miatt p(u) > 2/3. Irjuk be az egyenlét-
lenségbe a 8. Lemmaban p(u)-ra kapott képletet:

2/5 < p(u) — ﬁh(u)(g/Q _ 5/2)q(u) < ﬁh(u)
BRFL 5 9 — h(u) > logs2 — 1 = log(D)/6 — 1.
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A maésik eset, hogyha u értékes, ekkor p(u) > 1/2. Mivel a cstcshoz vezets Gt nem
tartalmaz kritikus élt, h(u)+q(u) = log, D. Tegyiik fel, hogy h(u) < log(D)/6. Ekkor
a cstics stirtisége nem lehet tobb mint 5198(P)/6(3 /2 — 3 /2)l08s P~1os(D)/6 Fllenérizhetd,
hogy a fenti kifejezés n-ben monoton ng, igy feliilr6l becsiilhetd végtelenben vett
hatéarértékével, ami kisebb, mint 1/2. Igy u-ra teljesiilnie kell a lemmabeli egyenlét-

lenségnek. O

4.3.3. Ellenséges stratégia

Ahhoz, hogy megmutassuk azt, hogy értékes vagy kritikus cstcsot talalni nehéz
feladat, meg kell vizsgalnunk, milyen kapcsolat all fenn az értékfa, illetve a jatékve-
zetd altal feltett kérdések kozott. Kezdetben a jatékvezeté nem ismeri a jatékosok
értékelGfiiggvényeit, azaz a mi esetiinkben az értékfat. Szamara minden élre irt ér-
ték ismeretlen. A jatékvezets altal kért miveletekre ugy fogunk valaszolni, hogy
néhany élt felfediink dgy, hogy abbdl a valasz egyértelmien kiszamithato legyen.
Azt mondjuk, hogy a fenti folyamat egy adott pillanataban wu cstcs felfedett, hogy-
ha a gyokértdl u-ig vezetd ut soran elsforduld csiicsok (ebbe beleértve magat u-t
is) minden éle ismert. Ekkor az aldbbi informaciok allnak rendelkezésiinkre, ezek

mindegyike egyszertien ellenérizhet6:
12. Lemma. A jdték kézben a kovetkezdk igazak:

e Ha u felfedett, akkor p(u)-t ismerjiik.
e Ha u felfedett, I, = [a,b], akkor u([0,a)), u([0,b]) is kiszdmithato.

o Ha u,v felfedett levelek, x € I,y € I, tetszdleges pontok az intervallumaikbdl,
akkor (10, x]), u([0, y]), u([z,y]) is meghatdrozhato.

o Legyen u felfedett levél, x € I,, o eqy érték, v eqy olyan levél, amely tartal-
mazza azt az y pontot, amelyre p([z,y]) = a. Ekkor u és v legutolsd kizis dse

meghatdrozhato a faban.

Az ellenséges stratégia elsé |(log(D)/6 — 1)/2] 1épésében a kovetkezdket fogjuk

betartani:

e Ha egy cstcsbol kimend él fel van fedve, akkor mind a harom fel van.

e Barmely cstucsbol indulé Gt m mitvelet elvégzése utan legfeljebb 2m nehéz élt

tartalmaz.
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o A felfedett cstcsok egy Osszefiiggéségi komponensbe tartoznak.

Az els6 [(log(D)/6 — 1)/2] miivelet jol definiélt, hiszen mivel D > 3! igy a fenti
érték pozitiv.

A miveletekre az aldbbi modon fogunk valaszolni:

Mérés(értékfa, x): Legyen wu, a 0 pontot tartalmazo levél, wq,ug, ..., ux a
gyokérbdl a levélbe vezetd ut, melyen wu, az els§ felfedetlen csiics. Felfedjiik
w; € {up, upyr, ..., up—1} €leit agy, hogy az u; és u;;; kozoétt mend él konnyt legyen,
tovabba barmely csiicsbol pontosan két kénnyt és egy nehéz él menjen. Ugyanezt
ismételjitk meg x-hez vezets uton. Ekkor az [0, x] intervallum értéke a 12. Lemma

szerint meghatarozhato.

Vagds(értékfa, x): A 0 pont esetében ugyanazt megismételjiik, mint az el6bb.
Legyen y az a pont, amire x(0,y) = z. A 12. Lemma szerint meg tudjuk keresni az
0-t és y-t tartalmazo levelek utolso kozos Gsét, legyen ez a cstics u. Nevezziik u/'-nek
az u-bol y-t tartalmazo levélig mend ut elsé felfedetlen csicsat. Képzeljiik most u/-t
gyokérnek és az igy modosult érték, amit "vagnunk kell" legyen . Ha y > (3/3, akkor
az els6 gyerekhez vezets él legyen nehéz, a masik kettd konnyid. Egyéb esetben az
els6 ketts legyen a konnytd él. Mivel 5/3 < 1/2, igy az az él u/-bdl mely az y-t
tartalmazo levélhez vezet mindkét esetben konnyt lesz. Ezutan u/-bél az tton lefelé

ezt ismételgetjiik, addig mig azt y-t tartalmazo6 levélhez nem ériink.

13. Lemma. Ha eqy eljards képes arra, hogy kritikus vagy értékes levelet taldljon a

faban, akkor a miveletigénye legaldbb log D.

Bizonyitds. A fenti stratégiat kovetve a megmaradé tulajdonségok tényleg teljestil-
nek, ez egyszeriien ellenérizhets. Igy minden ut legfeljebb log(n)/6 — 1 nehéz élet
tartalmaz. Viszont mi a 11. Lemmaban belattuk, hogy barmely értékes vagy kritikus
levélhez vezetS titon tobb mint log(n)/6 — 1 nehéz él van. Igy az eljaras nem tud
biztosan ilyen levelet mutatni. Ezen a ponton minden intervallum sirtsége kisebb
mint 2, igy semelyik felfedett cstics sem kritikus. Vagyis a fenti élcimkézés megfelel
az értékfa szabalyainak, teljesiil, hogy minden cstcsboél két konnyt és egy nehéz él
indul. Mivel a | (log(n)/6—1)/2] 1épés nem volt elegendd, igy a miiveletigény tényleg
Q(logn). O
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4. Hazimunkéak elosztésa

6. Tétel. Ha eqy eljdrds képes arra, hogy tetszdleges (0, 2)-strd p értékeldfigguényre
nézve D-nehéz darabot taldljon, akkor a legrosszabb esetben Q2(log D) mdveletre van

sziiksége.

Bizonyitds. Legyen T(D) a miveletigénye a D-nehéz darabot talalo eljarasnak.
Ekkor O(T'(D)) idében egy kritikus vagy értékes csucsot is meg tudunk adni 10.
Lemma szerint. Ennek a komplexitasa viszont 2(log D), igy T(D) = Q(log D). O

Jatékfelallas: Hatarozzuk meg, milyen esetekre akarjuk bizonyitani azt, hogy
nlog D lépésre sziikségiink van a helyes héazimunka-elosztds megtalalasahoz.

Valasszunk c tetszéleges konstanst (melyre cn egész) és legyen:

e cn darab szerény jatékosunk (1/2,00)-stird értékelsfiiggvényekkel, 1/D kove-

teléssel,

e (1—c)n moho jatékos a Lebesgue mértékkel és dsszesen 257 koveteléssel (nem

szabjuk meg, hogyan osztozkodnak ezen beliil).

A kovetkezd lemma also becslést ad az igazsigos elosztasban szereplé D-konnyt

darabok széméra:

14. Lemma. A fenti feladat barmely igazsiagos X1, Xo, ..., X, elosztdsandl legaldbb

en/3 darab D-kénnyd lesz a tulajdonosa szamdra.

Bizonyitds. Y |X;| =1 és els6 cn jatékosainkra p;(X;) < 1/D feltételek adot-
tak, hiszen igazsidgos elosztasunk van. A mérték stirtisége miatt tovabba fennall
wi(Xs) > | X5l/2, igy | Xi| < 2u:(X;) < 2/D teljesiil. Tegyiik fel, hogy az els6 cn
személy kozott t olyan kiosztott darabunk van, amely kisebb, mint %. A szerény
jatékosok altal megkapott darabok méretének legalabb Z-t el kell érnie ahhoz, hogy
a moho tarsaik Osszesen legfeljebb a részesedéseiknek megfelel6 munkat kapjanak.
Ekkor a Lebesgue-mértékeket feliilrél becsiilve a szerény jatékosokra és osszeadva a

darabokra a kovetkez6t mondhatjuk el:

t +2(cn—t) cn:>t<2cn
2D D D - 3

Azaz a szerény jatékosok legaldbb harmadénak van konnyd darabja, az ¢ szamuk

Q(n), igy az n darab kozott a konnytiek szama is Q(n). O
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4. Hazimunkéak elosztésa

7. Tétel. Barmely igazsagos eqyenld hdazimunka-elosztdst eldallito eljards Q(nlog D)

muveletet igényel a legrosszabb esetet tekintve.

Bizonyitds. Legyen az eljaras komplexitasa T'(n, D). Valasszunk c-t tgy, hogy

ecn < n egész. Vegyink cn darab (0,2)-stird pozitiv értékelsfiiggvényt,
W1, [h2, -« -, fhen-t, valamint a Lebesgue-mértéket fieni1, fhenta, - - -, n-nek és oldjuk
meg az igazsagos elosztést a dudlisukra gy, hogy az elsé cn darab jatékos része-

—Cn

sedése 1/D, a tébbieké pedig dsszesen 2 5. Legyenek a jatékosoknak jaro részek
X1, Xo, ..., X,. Egy-egy pf-ra vonatkozo miveletet O(1) id6ben meg tudunk véla-
szolni p; segitségével is 5. Lemma alapjan. Igy a particiot O(T(n, D)) idében elké-
szithetjiik.

A dualis értékelsfiggvények Pi, P, ..., P, esetén (1/2,00)-strtiek 6. Lemma alap-
jan. Igy a 14. Lemma szerint legalabb cn /3 D-kénnyt darab van X;-k kozott. Vegyiik
minden X;-nek a dualisat, jeloljik Y;-vel. Mivel egy X; legfeljebb O(T'(n)) interval-
lum unioja, igy ezek meghatarozasa is O(T'(n)) lépésben sikertil. Ekkor Y;-k kézott
legalabb ¢n/3 D-nehéz darab van p;-kre nézve (hiszen 7. Lemma alapjan duéalis
fiiggvényre nézve konnyi darab dudlisa nehéz). Ezeket meg is tudjuk talalni gyor-

san, csak meg kell 6ket mérniink. Igy a 6. Tétel miatt T'(n, D) = Q(nlog D), hiszen
eljarast kapunk Q(n) D-nehéz darab megtalalaséra. O
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5. fejezet

Osztozkodas egy megégett tortan

Hogyan tudjuk elosztani a tortankat abban az esetben, hogyha egyes részei éget-
tek, emiatt néhény jatékosnak nemkivanatosak? Vagy épp az otthoni feladatokat,
hogyha egy-egy csaladtag mégis szeret porszivozni vagy mosogatni? Azaz mi torté-
nik, hogyha az 1. Definiciéban a jatékosoknak altaldnos mértéket engediink meg?

Elsére azt gondolnank, a feladat nem nehéz, hiszen elGszor felosztjuk a tortat
olyan részekre, amelyekre jut olyan jatékos, aki pozitivnak tekinti, illetve egy olyan-
ra, amelyet senki sem kedvel. Ez utobbit a hazimunkikra megismert eljarasok egyi-
kével elosztjuk az n jatékos kozott. Az olyan részeket, amelyeket a jatékosok egy
részhalmaza végig nemnegativnak tekintett, pedig az eredeti eljarasok segitségével
osztunk el csak a kedvel6i kozott. A fenti gondolatmenet ott bukik el, hogy az en-
gedélyezett miveletekkel nem tudjuk kideriteni, hogy egy u; mértéke a torta mely
részein negativ, hiszen akir végtelen sok ilyen szakasz is el6fordulhat.

A vegyes alaphalmaz otlete el6szor [4]-ben meriilt fel, &m szerz6i homogén, to-
vabb nem oszthato targyak particiojat vizsgaltdk. Az azdta megjelent cikkek vagy
ugyanezen a modellen dolgoznak, vagy irigységmentes elosztast keresnek az égett
tortdn. A kovetkezSkben attekintjiik, hogy a szakdolgozatban eddig szerepld eljéra-
sok koziil melyek alkalmazhatoak égett torta esetén is, illetve elmagyarézzuk, hol a

probléma azoknal, amelyek nem miikodnek.

Egett torta értéke: ElGszor is meg kell allapodnunk az égett torta dsszértéken,
illetve a részesedéseken. Tovabbra is elvarjuk, hogy a jatékosok megegyezzenek (2
értékén, és mivel a mértékeket at tudjuk skalédzni, igy csak a 0, 1, —1 keriilhet
szoba. A 0 eset érdektelen, hiszen igazsagos elosztéast készithetiink tugy, hogy egy

jatékosnak odaadjuk a torta egészét, igy mindenkit elégedetté téve. A —1 és 1 értékd

39



5. Osztozkodas egy megégett tortan

torta esete nem pont ugyanaz. Pozitiv 0sszérték esetén mindenki legalabb a pozitiv
részesedésének megfelel6 tortat akar kapni, viszont vannak égett szeletek is ott,
ahol a jatékosok mértéke negativ. Negativ Osszérték esetén ugyan elGfordulhatnak
kivanatos részek mindenki szaméra, &m az alaphalmaz igy is Gsszességében negativ
értékd, igy mindenki legalabb a negativ kovetelését szeretné megkapni, azaz feliilrél
korlatozni, hogy mennyi nem kivanatos "égett tortat" kap. A hdzimunkéak elosztasa
ennek a specialis esete, végig negativ mértékekkel.

Mi azt az esetet fogjuk attekinteni, amikor az Osszérték 1, és minden jatékos

kovetelése pozitiv. A mésik nagyon hasonléan miikodik.

Megjegyzés. Elsére érdekesnek tiinhet az az eset is, ahol néhany jatékos —1-nek,
mésok 1-nek értékelik a vegyes alaphalmazt. Viszont ekkor egyszeriien kihagyhat-
juk az osztozkodéasbol a —1-es jatékosokat, hiszen nekik igy nem kell veszteséget

elkényvelniiik, tarsaik pedig tobb részt tudnak szerezni a szamukra értékes tortabol.

5.1. Miikodé eljarasok

e Fink: KezdGesete az ,egyik felez, masik valaszt". Ez tovabbra is rendben van,
hiszen P; mindkét esetben 1/2 értékhez fog jutni, P is elégedett lesz, hiszen
a szaméara jobb szeletet valaszthatja. Ez az indukcié kezdGesete. Mikor mar
n—1-re jo elosztasunk van, akkor az eljaras szerint mindenki felosztja n részre a
sajat eddigi szeletét. P, ezutan kivalaszt mindenkitél egy részt. Természetesen
el6fordulhat, hogy egy P; jatékos n szelete szdmara mind negativ, de ekkor
egyszerten a legkevésbé rossz mellett dont. Igy egy n — 1 tagi dsszeg minden
tagjanak legalabb 1/n részét megszerzi, ezek dsszege is legalabb 1/n-et tesz ki.

A régi jatékosok is elégedettek maradnak.

e KFE: Tovabbra is igaz lesz, hogy mikor P;, i € {1,2} a két "kozel fél" rész ko-
zil valaszt, akkor az egyik darabot legalabb annyira fogja értékelni, amennyit
a cimke mond, hiszen tarsaval egyetértenek az alaphalmaz 6sszértékén. Az elja-
ras soran mindig a cimke értékével csokkentjiik a még fennmarado kovetelése-
ket. Mivel mindig az a jatékos osztja ketté a tortat, akinek kisebb a kovetelése,
elkeriiljiik, hogy ezek 0 ala keriiljenek. Itt nem fog eléfordulni olyan, hogy egy

jatékosnak negativ cimkéji szeletet kell elfogadnia, hiszen a még el nem osz-
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5. Osztozkodas egy megégett tortan

tott égett torta Osszértéke végig pozitiv marad és a cimkékre irt értékek ennek

"kozel felei".

e Ramsey-felbontas: Ugyanazt a cimkés érvelést hasznalhatjuk, mivel a kove-

telések pozitivak, igy a Ramsey-felbontas is jol definialt.

Megjegyzés. A hagyomanyos tortaosztas soran a jatékosok maximaélis nyeresége a
torta Osszértékében korlatozva van. ElGjeles mértékek esetén azonban a szereplSk
tetszGlegesen nagy nyereséget tudnak elkonyvelni. Példaul ,egyik felez, méasik va-
laszt" sorén lehet, hogy P, a szamara felajanlott két fél koziil az egyiket —zx-re, a

masikat x + 1-re értékeli tetszéleges x > O-ra.

5.2. Nem miikodé eljarasok

A fenti modszerekben az volt a kozos, hogy nem tettiink egy B C A értékére
allitast p;(A) alapjan. A tortas és hazimunkas esetben ezt megtehettiik, fennallt a
pi(B) < p;(A) relacio. Viszont elGjeles mértékek esetén ovatosabbnak kell lenniink,

nézziik meg tehat, hol torténik meg ez a tiltott 1épés a tobbi eljarasban.

e Banach—Knaster: Vegyilink csak 3 jatékost. Py bejeloli a szerinte 1/3 részt
a pontban. Tegyiik fel, hogy a [0, a] szakaszt P, kisebbnek talalja, mint 1/3,
igy nem csonkitja tovabb, viszont Pj szerint tobbet ér ennél, ezért b pont-
ban bejeloli a szerinte 1/3 részt. Hogyha feltessziik, hogy a Vigds miivelet az
elsé megfelel6 pontot adja vissza, akkor az igaz, hogy P, szaméara nem okoz
problémat, hogy [0, b]-t Ps-nak allokalja a jatékvezetd, hiszen b < a és az elosz-
lasfiiggvény folytonossaga miatt 14 ([0, b]) < 1/3 fennall. Viszont attol, hogy Ps
[0, a]-t 1/3-nal kisebbnek mondta nem biztos, hogy [0, b]-t annak fogja, hiszen

pa2([b, a]) szakasz tetszélegesen negativ lehet.

Javitds: Ki fogjuk hasznalni, hogy Vdgds a legkisebb jo értéket adja vissza.
Egy-egy kor kezdetén minden jatékosnak meg kell jeldlnie az 1/n részt az
alaphalmazon. Ezutan kivalasztjuk a legelss jelolést, Pp-ét, és neki odaadjuk
az altala lemetszett tortat. Ez a szelet mindenki mas szerint legfeljebb 1/n-et
ér, hiszen ellenkez§ esetben az eloszlasfliiggvény folytonossédga miatt Py jelolése

el6tt is lett volna egy megfelel§ vagasi pont a jatékosok szamara.
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5. Osztozkodas egy megégett tortan

e Even—Paz: Legyen 4 jatékosunk, illetve szdmozzuk at a személyeket gy, hogy
az elsd kor soran a jelolések Py, Py, P3, P, sorrendben legyenek. A szabélyok
szerint el kell vagnunk P, jelénél a tortat és P, és P, ezen az elsG felen fog
osztozkodni a tovabbiakban. Ahhoz, hogy az érvelésiink miikodjon, azt a tu-
lajdonsagot hasznaltuk ki ekkor, hogy mivel P, jele elé esett P, jele, az 1j
tortat P; is legalabb 1/2 értékinek gondolja. Viszont lehet, hogy a két jel

kozotti rész P szaméra rettentGen ellenszenves, igy itt sajnos ez nem all fenn.

e Cseh—Fleiner: Ennek alesete az Evan—Paz-eljaras, hogyha egyenléek a része-

sedések, igy sajnos ez sem miikodik égett tortan.

Bonyolultsag: Mivel az "oszd meg és uralkodj" elven miikods Even—Paz- és Cseh—
Fleiner-eljaras elbukott elGjeles mértékek esetén, igy jelenleg méasok a legjobb elérhe-
t6 1épésszamaink. Aranyos igazsagos eljaras esetén az eddigi O(nlogn) helyett jelen-
leg a javitott Banach-Knasterrel tudunk O(n?) mtiveletszamot elérni. Részesedések
esetén a KFE-t tudjuk alkalmazni O(n? log D) futésidével. Amennyiben D nem sok-
kal nagyobb, mint n, a javitott Banach—Knaster klénozasos verzidja gyorsabb lehet
a maga O(D?) idejével.

A hagyomanyos torta elosztasa a vegyes alaphalmaz egy alesete, igy az ott komp-
lexitésra adott alsd korlatok tovabbra is fennallnak.

Nyitott kérdés, hogy az Even—Paz-eljarast hogyan lehetne kijavitani erre az eset-
re. Hogyha ez megtorténne, valdszintileg ugyanazt a véltoztatast a Cseh—Fleiner-
eljarason is végrehajthatnank. Igy viszont jelenleg nem tudjuk, elérheté-e az &hitott

O(nlogn), illetve O(nlog D) bonyolultsag.
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Osszefoglalas

Véget ért az iinnepség, képesek voltunk elosztani a tortat a vendégek kozott, és
igazsagosan kitakaritani a hézat. Az incidens az odaégett siiteménnyel sem akada-
lyozhatott meg benniinket. Sikeriilt az ardnyos és a részesedéses feladat kivanatos
alaphalmazra ismert eljarasait jellemezniink, megérteniink, majd atalakitanunk.

Kiilon 6riilok, hogy sikeriilt azt is bebizonyitani, hogy az O(nlog D) alsé korlat a
koveteléses hazimunka-feladat esetén is fennall. A bonyolultsagrol szol6 bizonyitasok
azonban mindkét esetben arra a jatékfelallasra épitettek, ahol sok szerény és néhany
nagyon moho jatékosunk van. Nyitott kérdés maradt, hogy mi a miiveletigénye az
olyan eseteknek, ahol a jatékosok kovetelése 1/n-hez kozeli (példaul, ha két jatékos
49 : 51 ardnyban probal osztozkodni). Egy kovetkezs 1épceséfok lehet az irracionéalis
eset komplexitasanak eldontése is.

A jov6ben szeretnék még id6t szanni az elGjeles értékelsfiiggvények tovabbi vizs-
galatara. Igy, hogy az Evan-Paz-eljaras elbukott ebben a kornyezetben, nem tudjuk,
hogy megegyeznek-e a bonyolultsagok.

Szakdolgozatom irdsa kozben meglepett, mennyire szertedgazd téméat sikeriilt
valasztanom, mennyi valtozata lehet egy eredetileg egyszeriinek és kissé komolyta-

lannak tiné feladatnak. Remélem az Olvaso tetszését is elnyerte az enyém mellett.
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