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Eloszo

Eletiink minden szakaszdban el6fordul, hogy fel kell mérniink, megéri-e megcseleked-
niink valamit. Atszaladjak-e az tttesten, hogy ne késsek az egyetemi 6ramrdl, tudvén,
hogy eliithet egy autd, vagy pedig fogadjam el az 5 perces csiszast. Az ilyen fajta dontési
esetekben nem mindig rendelkeziink objektiv, szdmszerisithet6 mértékkel. Nem ez a
helyzet a pénziigyi piacok esetében, ahol az évek folyamén sokféle szamszerisitett mérté-
ket kifejlesztettek mar, melyek segitenek a kockazat felmérésében, s objektiv alapot ad-
hatnak egy dontés meghozataldhoz. Ezen dolgozatban bemutatunk néhdny a gyakorlatban
is hasznélt kockdzati mértéket, kiilonosebb figyelmet szentelve azok koherencidjara.

Az elsd fejezetben definidljuk a kockdzati mértékek fogalmat, mit jelent koherencidjuk,
valamint pénziigyi kontextusba helyezziik a matematikai definicidkat. A méasodik feje-
zetben a kockdéztatott érték nevii kockdzati mértékre koncentralunk, példdkon keresztiil
szemléltetve szubadditivitdsdnak hidnyat. Ezutdn a harmadik fejezetben feltarjuk kap-
csolatat kettd koherens kockazati mértékkel, kozben jobban megismervén ezen kockazati
mértékek tulajdonségait.

Az utolsé két fejezetben nagyobb szerepet kap a varhat6 tobbletveszteség, mely az dj
banki szabdlyozasok szerint a kockaztatott értéket hivatott levaltani. A negyedik fejezet-
ben kétféleképpen is megmutatjuk, hogy a Varhato tobbletveszteség koherens, mindkét
esetben mas oldalat megismerve. Az utolsé fejezetben a kockaztatott érték és a varhatod
tobbletveszteség Osszehasonlitasan kiviil még kisérletet tesziink nagyfoku kozelitést al-

kalmazva egy valos szcendrio veszteségének becslésére.



1.0 Kockazati mértékek és koherencia

Ebben a fejezetben bevezetjiik a kockédzati mértékek fogalmat, feléjiik tanusitott elva-
rdsainkat, valamint a koherens tulajdonsagukat [1] 2. és 3. fejezetét kovetve, kozben fi-

gyelve arra, hogy a pénziigyi vilagbdl érkez6 motivaciokat is megérthessiik.

1.1 Kockazati mértékek

Definidlunk tehat az alabbiakban néhany pénziigyi fogalmat, melyek megértése hozza-

segit a kockdzati mértékek gyakorlati oldaldnak meglatasdhoz.

Definicié 1.1.1. (Pénziigyi instrumentum) Pénziigyi instrumentumnak neveziink minden
olyan szerzodést két fél kozott, melynek pénzben kifejezhetd értéke van. A dolgozat szem-
pontjabol itt olyan eszkozoket értiink, melyek tokével rendelkeznek és kereskedhetdek a
piacokon. PL.: részvények, kotvények, kiilonféle hatdridds tigyletek. Néhdny egyiittesen

kereskedett pénziigyi instrumentumot nevezziik termékkombindcionak.

Definicio 1.1.2. (Tézsdei pozicio) A tézsdei pozicio egy pénziigyi eszkoz vétele vagy eladd-
sa azzal a reménnyel, hogy azt a jovoben iijra kereskedik. Ily modon a befektetd nyereségre

torekszik. A tovdbbiakban csak pozicioként emlitjiik.

Definicié 1.1.3. (Portfolio) Adott befektetd (legyen egyéni vagy intézményi) befektetéseit

a portfolioja tartalmazza. Ezek lehetnek példdul részvények, értékpapirok, stb..

A kockdzatmegosztas egy fajtdjat, ha egy portféliéban tobbfajta pozicidt is tarttunk,
diverzifikdcionak hivjuk. Mivel a befektetéseket egyiitt kezelve més, akar jobb kockazati
értékelést kaphatunk, mintha az egyes befektetések kockazatat kiilon értékelnénk és 6ssze-

adnénk, a befektetok portfolidik diverzifikdldsara vannak 6sztonozve.

Definicio 1.1.4. (Referencia intrumentum) A referencia instrumentum egy olyan kockdzat-

mentes pénziigyi eszkoz, melynek drdt egy adott pénznemben egynek rogzitjiik és r > 0



hozama fix. Régionként és pénziigyi kornyezetenként vdltozik, hogy engedélyezi a feliigye-

l6szerv, hogy lehet-e r kisebb, mint Q.

Természetesen a gyakorlatban nem létezik kockdzatmentes péziigyi instrumentum,
még a legbiztonsagosabbnak tartott diszkont kincstarjegyek esetén fenndll a fizetésképte-
lenség esélye (pl. dllamcsdd miatt). Amikor a referencia instrumentumra hivatkozunk,
akkor ettdl eltekintiink. Pontf6lionk kockazatat tehat oly modon csokkenthetjiik, hogy a
porttolionkhoz olyan t6két adunk hozza, melyet a referenciaeszkozbe fektetiink be..
Tekintsiink tehat egy (Q, I, P) mértékteret, a legyen X egy valdsziniiségi valtozé a véges,
n elemt Q a halmazon. Legyen G az 0sszes Q-n értelmezett valdszinliségi valtozonak a
halmaza. Ezeket pénziigymatematikailag a kovetkezoképpen tudjuk tekinteni: Q legyen
kiilonboz6 pozicidk halmaza, s legyen X egy véletlen valtozd, ami meghatarozza egy bi-
zonyos t jovobeli iddpillanatban a az adott pozicié végleges nettd értékét.  végessége
miatt R"-nel azonosithatjuk G-t és ekkor legyen L, a benne 1év6 nemnegativ, L_ a nem-
pozitiv és L__ a negativ koordinatdjui elemek kupja.

Ha az X valdszintiségi valtozot a egy pozicid arfolyaméanak mozgéasat irja le, akkor pozitiv
értékeit nyereségként, negativ értékeit veszteségként értelmezziik. Példaképp tegyiik fel,
hogy minden nap a t6zsde nyitdsakor eladunk egy bizonyos részvényt. Legyen Z; i € N
a részvény nyitdarfolyama az egyes napokon. Ekkor a nyitéarfolyam mozgdasat leirni hi-
vatott X valészinségi valtozé a kovetkezd: Xy = 0, X; = Z; — Z;_1, ahol i € N*. A dol-
gozatban kés6bb el&forduld X valdszinliségi valtozokra tehat tekinthetiink ilyen médon,
igy konnyebben nyerhetiink pénziigyi értelmet a dolgozatban tobbségiiknben matematikai
modon megfogalmazott dllitasoknak.

Mivel nem minden termékkombindaci6 elérhet6 a piacokon, azok természetébdl €s a felii-
gyel6szervek szabdlyozasaibol adéddan, bevezetjiik az akceptancia halmaz fogalmat, mely
az elérhet6 termékkombindcidkat foglalja magaban. A jelolje az 6sszes regulétor dltal en-
gedélyezett végleges nettd értékek halmazat egy adott fizetGeszkozben kifejezve. Ahhoz,
hogy a kockazati mértékek €s az akceptancia halmazok kozott mélyebb Osszefiiggést fo-

galmazhassunk meg, a kés6bbiekben megkoveteliink néhany tulajdonsagot A-tdl.
eT)L, CA
e T)H)ANL _=0

e T2’y An L = {0} (Ez er6sebb, mint T2).)



e T3) A konvex (Ez tiikrozi a szabalyozészerv konzekvencidjat.)

e T4) A-ra teljesiil a pozitiv homogenitds, azaz YA > O-ra ha B € A, akkor AB € A

Definicié 1.1.5 (Kockazati mérték). p(X) : G — R egy kockdzati mérték. Ha pozitiv,

az adott poziciohoz a kereskedének p (X) mennyiségii tokét kell hozzdadnia, ha negativ,

—p (X) tokét elvonhat beldle.

Most egy olyan kockazati mértéket mutatunk be példaképp, mely megtalalhat6 az Egye-

siilt Allamokbéli Ertékpapir-keresked6k Nemzeti Szovetségének és Az Egyesiilt Allamok
Ertékpapir- és T6zsdefeliigyeletének (SEC) szabalyzataban is, kvetve [1] 12—14. oldalat.
Ennek a kockdzati mértéknek kiszdmitdsakor a portfolidkat értékpapirok listdjaként tekin-
tik és a kockdzatot kvantifikdlva tSkep6tlasi mennyiséget szeretnénk meghatirozni. Az
egyszertiség kedvéért minden portfoliobéli pozicidra feltessziik, hogy lejarati datumuk
azonos, valamint mindegyikre teljesiil, hogy vagy egy adott értékpapirra vonatkozo ”long
call” opcid, vagy “short call” opcié. A mddszerben a kovetkezot tessziik: egy (vonatkozé
eurdpai) short €s egy (eurdpai) long call poziciét parositunk, ezeket jeloljiikk Cy-val és
Ck-val, lehivasi drfolyamuk H és K), az ezekhez tartoz6 standard kockédzat legyen K — H,

ha H < K és ezt a parost S y g-val jeloljiik.

Megjegyzés 1.1.6. A long call opcio megvdsdrldsdval a befektetd jogot vdsdrol arra,
hogy a jovoben egy meghatdrozott lejdrati idopontban az iigyletben meghatdrozott dron
egy bizonyos értékpapirt megvdsdrolhasson. A short call opcio esetében pedig az eladds

Jjogdt vdsdrolja meg.

Most tekintsiik az A portf6liot mely tartalmaz ap darab H lehivasi arfolyamu call
poziciot, ahol H € J{ és I a lehivasi arfolyamok egy véges halmaza. A probléma vissza-
vezethet6sége miatt feltehetd, hogy >, ay = 0. Ha ki szeretnénk szdmolni a portfélionkhoz

sziikséges tokeinjekciot, az aldbbi linedris programozés feldattal taldlkozunk:

Nfoy . Z ngx (H—-K)",

H,K.H+#K

ahol ny g azt jeloli, hogy a portfélié a Cp-Ck parosbdl hany darabot tartalmaz.

VH,K,H # K:ngg 20,A= > nuxSnk
H,K.H+K



Ezzel olyan parokba 4llitasit kaphatjuk meg a portf6lionak, hogy minden par nemnegativ
nettd értékkel jelenik meg benne a k6z0s lejarati ditumra vonatkozdan.
Most tekintsiik a linedris programozas feladat dudlisat, mely felirhat6 a kovetkezd alak-

ban:
infr, Z Tkag,
K

ahol
VKeHng<0ésnyg—nxg>H-K,haH > K.

Alkalmazzuk a dualitas tételt a feladatra, s azt kapjuk, hogy A legkisebb végsd nettd
értéke a kozos lejaratkor nem lehet nagyobb, mint a legalacsonyabb sziikséges tékeinjekcid

mértéke.

Definicié 1.1.7 (Kockazati mérték akceptancia halmazzal). Tekintsiink egy olyan refer-
enciaeszkozben nevezett pénziigyi terméket, melynek r hozama fix, valamint a rogzitett A

akceptancia halmazt. Ekkor legyen ps, : G— R :
par(X) = inf{mlmr + X € A}.

Nem csupan kockazati mértékeket lehet definidlni akceptancia halmazok segitségével,

hanem forditva is megtehetd ez:

Definicié 1.1.8. (Akceptancia halmaz kockdzati mértékkel) Legyen p egy kockdzati mérték,
ekkor
A, ={X € Glp(X) <0}

1.2 Koherencia

Ha meggondoljuk, hogy milyen céllal szeretnénk hasznalni kockazati mértékeket, e-
sziinkbe juthat néhany tulajdonsag, melyet az alkalmazoé elvarna a fogalomtol. Néhény
természetesnek tling tulajdonsidggal definidlom a koherens kockazati mértékeket, melyek
dolgozatomban fontos szerephez fognak jutni. Ezeket a tulajdonsdgok természetesen nem
hagyomanyos értelemben vett axiomdk, de az akceptancia halmazokhoz tartozé tulaj-

donsédgoktdl valo6 kell6 megkiilonboztetés érdekében axiomaként hivatkozunk rajuk.



e (T) axiéma: eltolas invariancia, azaz VX € G, Ya € R

pX+ar)=pX)-a

e (S) axidoma: szubadditivitas, azaz ¥X,,X, € G

p X1+ X3) <p(X1) +p(Xz)

e (PH) axiéma: pozitiv homogenitas, azaz V1 > 0, VX € G

p(AX) = Ap (X)

e (M) axidma: monotonitas, azaz

VX, YeG,ahol X <Y : p(Y) <p(X)

e (R) axioma: relevancia, azaz

VX€G,X<0,X#0:p(X)>0

Megjegyzés 1.2.1. Az (S) axioma tobb entitds szempontjabdl is kulcsfontossdgi informd-
ciot foglal magdban. A kereskedést lefolytato szervezet szdmdra igy kovetheté marad a
poziciok felvevése (hiszen két poziciot igy jobban megéri példdul egy szdamldn felvenni a
kereskedonek). A nagy osszképre is rdavetitheto ez a gondolatmenet, ugyanis a nagyobb,
soksziniibb tevékenységi palettdval rendelkezd cégek szdamdra szdmdra kedvezébben a-
lakulhatnak a tokekalkuldciok egy (S) axiomdt teljesité kockdzati mérték haszndlatdval,
mdsképpen fogalmazva ugyanazzal a tékemennyiséggel tobb iizletet kothetnek, ha nem
dontenek szétaprozodds mellett. Ez a feliigyeld szervek szempontjdbol sem jelentéktelen,

a kevesebb, de nagyobb cég konnyebben dttekinthetd piaci tevékenységet eredményez.

Definicié 1.2.2 (Koherens kockazati mérték). p kockdzati mérték koherens, ha teljesiti

(T), (S), (PH), (M) axiémdkat.

A kovetkezdkben néhdny Osszefiiggést latok be az akceptancia halmazok és az el6bbi

axiomak kozott a jobb megértés érdekében.



Allitas 1.2.3. Ha a B akceptancia halmazra teljesiil T1), T2), T3) és T4), akkor az dltala

indukdlt pg , kockdzati mérték koherens, valamint A,, = B, ahol B a B lezdrtja.

Bizonyitas: T2) miatt létezik minden X-re egy w, aminek a valdszintisége pozitiv, igy
X nem egy lires poziciot hataroz meg, s ezzel egyiitt a konvexitasbol kovetkezik p (X)
végessége.
Ezutdn beldtjuk, hogy az indukalt mértékre teljesiil (T). Tekintsiik az alabbi egyenltlensé-
get:
infipl X+ (a+p)-reB}=inflq|X+q-re B},

ebbdl pedig
prX+a-r)=pX)-a.

Most belatjuk, hogy pg ,-re teljesiil a szubadditivitds. Ha X + m-r € B, Y + nr € B, akkor
a pozitiv homogenitas miatt n (x + r - m) € B, m (Y + r - n) konvxexitas miatt ezek konvex
kombinacidja X + Y + (m + n) - r € B, igy teljesiil a szubadditivitds.

Ezutdn kovetkezzen a pozitiv hogenitds ellenzése. Tegyiik fel, hogy m > pg, (X), ekkor
AX+ A-m-r € B. pg, definicidjabdl és a pozitiv homogenitast kihasznalva kapjuk, hogy
Pa (AX) < A-m. Most azt tegyiik fel, hogy m < pg, (X), ekkor YA > O-ra AX+A-m-r- ¢ B,
ebbdl pedig kovetkezik, hogy pg, (1X) > A - m. Tehat pp, (A1X) = App, (X).

Az axiémak koziil utoljara a monotonitast latjuk be. T1) miatt, ha X < Y és p(X) = m,
akkor Y — X € B, X +m-r € B és a konvexitas miatt (Y —X)+ X + m -r € B, azaz
Y +m-r € B, s ebb6l mar kovetkezik p(Y) < m. Ezzel pedig belattuk, hogy a pg,
kockdzati mérték koherens.

Mivel minden X € B-re pp, < 0, ezért definicio szerint X € A,, . A kordbbiakbdl adddik,

hogy A, zart, ezzel pedig belattuk, hogy A,, = B.

Allitas 1.2.4. Ha o kockdzati mérték koherens, akkor az dltala generdlt akceptancia hal-

maz A, zdrt és teljesiti T1)-T4) tulajdonsdgokat, valamint p = py,, .

Bizonyitas: El6szor belatjuk, hogy minden p koherens kockazati mérték konvex. In-

direkt modon tegyiik fel, hogy p nem konvex. Ekkor

I X+v\ 1
SO +Y) =p(%)2 50X +p(¥),

a pozitiv homogenitast kihasznélva, s ez ellentmond p szubadditivitdsanak, azaz p kon-



vex. A konvexitdsbol kovetkezik a G-n val6 folytonossdga, igy A, = {X € Glp(X) < 0}
zart, konvex kup.
Most ellendrizziik, hogy teljesiil T1) A,-ra. A pozitiv homogenitasbol kovetkezik, hogy
p (0) = 0. A monotonitas miatt YO < X € G-re p(X) <0, azaz X € A,, tehat L, C A,,.
A kovetkezd 1épésben vizsgaljuk a kettes tulajdonsdg meglétét. Legyen most X € L__ =
{X|Vw € Q, X (w) < 0}. Kérdés, hogy p (X) milyen értékeket vehet fel. Legyen p (X) < 0.
A monotonitdsbol kovetkezik, hogy mivel X > 0, ami ellentmond annak, hogy M € L__.
Hap (X) = 0, akkor da > 0, hogy X+ar € L__, amire ha alkalmazzuk az eltolasi axiomat,
akkor @ < 0 ellentmondésba iitkoziink, igy skatulyaelv miatt p (X) > 0. Viszont emiatt
X ¢ A,, azaz megkaptuk a mdsodik axiomat.
A harmas tulajdonsig azonnal kovetkezik p konvexitdsabol, valamint T4) p pozitiv ho-
mogenitasa miatt teljesiil.
Hétra maradt tehat beldtni, hogy a koherens kockazati mérték 4ltal generélt akceptancia
halmaz, és az ezen akceptancia halmaz dltal generdlt kockdzati mérték megegyezik. VX-re
legyen ¢ olyan, hogy pa,,(X) < 6. Ekkor X + 6r € A, azaz p(X + 6r) < 0, az eltolas-
invariancia miatt p (X) < ¢. Tegyiik fel indirekt médon, hogy p (X) > pa,- (X). Ekkor 38,
hogy

Par(X)<B<pX) = pX) <B<pX),

ami ellentmondas. Itt felhasznaltuk, hogy pa,.- (X) < B, akkor €és csak akkor, ha p (X) < 8
definici6 alapjan. Az egyenlGtlenség egyik iranyaval készen vagyunk, most a masik irdnyt
fogjuk belatni.

Most VX legyen p (X) < 6, ekkor p (X +0r) < 0 és X + 6r € A, igy pa,,(X +0r) < 0.
Tegyiik fel indirekten, hogy pa, - (X) > p (X). Ekkor Jy, hogy

ParX)>y>p(X) = y2pa,.,r X)) >,

ami ellentmondas. Felhasznaltuk az el6bb latott ekvivalenciat. Mivel p < py, - < p, ezért
P = pa,.r €s ezt akartuk belatni.

Az utolsé olyan allitas, mely Osszefiiggést fogalmaz meg a koherens kockazati mértékek
¢és az akceptancia halmazok kozott és ebben a munkdban helyet kap, beemeli feltételei
kozé az egy fokkal er6sebb T2’) alaptulajdonsagot, mely A €s L_ metszetének iirességét

fogalmazza meg.
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Allitas 1.2.5. Ha a B halmaz teljesiti T1)-et, T2’)-t, T3)-at és T4)-et, akkor a koherens
kockdzati mérték pg, teljesiti a relevancia axiomadt is. Az dllitds megforditdsa pedig az
aldbbi modon igaz: Ha a p koherens kockdzati mérték teljesiti a relevancia axiomdt, akkor

az dltala generdlt akceptacia halmaz teljesiti T2’ )-t.

Bizonyitas: (= ) Legyen X € G, X < 0,X # 0, ekkor X € L_és X # 0, tehat T2’)
miatt X ¢ B, azaz p,,, (X) > 0.
(&)VX e L_-raés X # 0-ra a relevancia axioma miatt p (X) > 0, igy pedig X ¢ B.
A kockédzatmérés egy prevalens mdédja a szcendriokra alapozott kockdzatmérés, mely

sordn elore meghatarozott szcenariok kimeneteleit vizsgaljuk.

Definicié 1.2.6 (Valészintiségi valtozo tartéja). Legyen X : Q — R egy valdsziniiségi
valtozo az (Q, A, P) valosziniiségi mezon. X tartoja a legkisebb zdrt Ry C R, melyre

P(XERx):l

Definicio 1.2.7. (Szcendrickra (forgatokonyvekre) alapozott kockdzati mérték / Valoszinii-
ségi mértékek csalddja dltal definidlt kockdzati mérték) Legyen Q véges, P Q-n értelmezett
valosziniiségi mértékek nem iires halmaza, valamint legyen r a referencia instrumentum
teljes hozama. Ekkor py egy szcendriokra alapozott kockdzati mérték, ahol

X]lPefP}

pp = sup{Ep [—7
Allitas 1.2.8. A szcendridkra alapozott kockdzati mértékek koherensek. Akkor és csak ak-
kor teljesitik az (R) axiomat, ha az adott csalddba tartozo valosziniiségi vdltozok tartoinak

unidja megegyezik Q-val.

Bizonyitas: El6szor lassuk be, hogy a kockazati mérték koherens. A pozitiv homogeni-
tds, az eltolas invariancia €s a monotonitds mind kovetkeznek a varhat6 érték alaptulaj-

donsdgaibodl. A szubadditivitds beldtdsa kevésbé trividlis, ehhez tekintsiik a kovetkezSket:

X+Y

]UP’ € P} = sup{Ep [—)—:] + Ep [—)—:] P e P} < EP[ X] + Ep [—X]

r r

ol -

a szuprémumra vonatkoz6 haromszogegyenldtlenség miatt.
Most térjiink at az (R) axiéméra vonatkoz allitdsra. Legyen p egy koherens kockdzati
mérték, X pedig egy nempozitiv, de nem a csupa nulla valdsziniliségi valtozé. Ekkor

Yw € Q létezik egy A € RY, amire X (w) > A1, (w) < 0, ahol 1 < 0 s igy a pozitiv
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homogenitds és monotonitds kovetkeztében az (R) axioma a kovetkezdvel ekvivalens
0 < p(X) < p(1;,)). Ez pedig megegyezik azzal, hogy minden szcendri6 legaldbb egy
P € P szupportjdban megtalalhato.

Tekintsiink most egy masik példat. Mig az el6z6 példa nem volt koherens, most egy olyat
konstrudlunk a fenti modon, hogy az el6z06 4llitas miatt koherens lesz.

Szeretnénk alsé becslést kapni egy pénzintézet miikodési kockdzati t6kéjére. Ennek le-
galabb akkordnak kell lennie, mint az intézet szdmadra, illetve az éltal prezentdlt egyes sz-

cendridkra vonatkozéan kalkulélt legnagyobb varhat6 veszteség. A szcendridk a kovetke-

z0k lehetnek a példa kedvééert:

o Tiizeset kovetkezik be a pénzintézet épiiletében. A tliz tobb emeletre is atterjed,

kritikus infrastruktdra sériil.

o Az iizletkotés folytonossaga szempontjabol kritikalis informatikai rendszer 24 6ran

keresztiil nem lizemel, az tizletkotés sziinetel.

e Alkalmazottak egy csoportjardl bebizonyosodik, hogy bennfentes kereskedelemben
vettek részt. Negatvan bolyasoltdk az intézmény értékét €s a szabalyozdszerv birsagot

szab ki.
e Stb..

Legyen S = {sy, s2, ..., 5,,} tehdt azon szcenaridok véges halmaza, melyek a regulator éltal a
pénzintézet részére lettek bocsdjtva, valamint azok, melyek a pénzintézet sajat kockazate-
lemzése soran azonositott. Ezek elemzésének figyelembe vételével kell a tékeszamitasai-
kat elvégezniiik. Legyen Q = wy, w,, ..., w, az s; szcendriok legnagyobb varhato vesztesé-
gei (USD-ben megadva). Most legyen Vi = 1, 2, ..., n-re P; az w;-hez tartoz6 valdszinliségi
tomegfiiggvény, azaz P; (w;) = 1, kiilonben 0. Ha minderre a korabbi definiciét alkalmaz-
zuk, akkor azt kapjuk r = 1 vélasztassal, hogy a koherens kockazati mértékiink a legna-
gyobb eldfordul6 veszteség lesz. Ha a miikddési kockdzati t6ke ezt nem képes fedezni,

legalabb a kettd kiilonbségének megfeleld tokeinjekciot kell alkalmaznia a pénzintézetnek.

Megjegyzés 1.2.9. A rovdbbiakban az r = 1 vdlasztdssal fogunk élni, alkalmazkodva a
szektorban bevett gyakorlathoz. Ennek megfeleloen egy kockdzati mértéknek az X valoszi-
niiségi valtozora vett értékének a kiszamitdasakor nem kell a diszkontdlt % vdltozatdt fi-

gyelembe venni.
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2.0 A kockaztatott érték

Ebben a fejezetben a kockézatott érték kockazati mértékkel (Value at Risk - VaR)
foglalkozunk, kovetve [1] 2. fejezetét. Bemutatjuk, hogy mely elvart tulajdonsagok koziil
melyekkel rendelkezik a kockézatott érték, valamint tobb izben is sajat példakkal demon-

straljuk, hogy milyen hétranyai lehetnek hasznalatdnak.

2.1 A kockaztatott érték és tulajdonsagai
A VaR definidlasdhoz azonban még meg emliteniink egy masik fogalmat, valamint
megjegyezziik, hogy a dolgozatban a jobbrdl folytonos eloszlasfiiggvénnyel dolgozunk.

Definicio 2.1.1 (Kvantilis). Legyen (Q, A, P) egy Kolmogorov-féle valdsziniiségi mezd, X
pedig egy ezen definidlt valosziniiségi vdltozo. Legyen a € 10, 1[. X-nek a-kvantilisa q, ha

az alabbi hdarom tulajdonsdg egyike teljesiil:
e P[IX<q,]>a>P[X < q,]|
e P[X<q,>aésP[X>q,]>1-«
e ha X eloszldsfiiggvénye Fy, akkor Fx (q) > a és Fx (q—) = lim,_,, ., F (x) < a.

Legyen tovdabbd
q, = inf{x|P[X < x] > o},

valamint

g = inf{x[P[X < x] > a}.

Definicié 2.1.2 (Kockaztatott érték - VaR, Value at Risk). Legyen az X valdsziniiségi
vdltozo kockdztatott értéke az a € 10, 1| paraméter és P szerinti eloszlds mellett a valoszinii-

ségi valtozo q;, kvantilisdanak az ellentettje.

VaR, (X) = —inf{x|P[X < x] > a}
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A kockdztatott érték ilyen mdodon valo definidlasa dltal rogton a sziikséges tokeinjekcid
mértékét kapjuk meg kiszamitaskor. Azonban mieldtt komolyabban megismerjiik, gon-
doljuk meg, hogy mit is jelent a definici6. Meghatarozza, hogy 100(1 — «) szdzalékos
valészinséggel mekkora lesz a legnagyobb veszteség, ami az adott valdszintiségi valtozo
altal leirt ért€ékmozgds meghatéaroz, s ennek a veszteségnek az ellentettjét jeloli meg, mint
eldirt tokeeredményt.

Ellendrizziik, hogy mely axiomdék teljesiilnek a kockédzatott értékre a kordbbi listdbol. Az

eltolasinvariancia (8 > 0):
VaR, (X + B) = —inf{x|P[X + B < x] > a} = —inf{x|P[X+ < x - B] > a},
a monotonitas VX, Y € G, ahol X < Y:

VaR,(X) = —inf(x|P[X < x]>a} > —inf{xPIX+ (Y - X) < x] >a} =

= —inf{y|P[Y < y] > a} = VaR, (¥)

mind teljesiilnek rd, valamint hasonléan konnyen megallapithatd, hogy a pozitiv homoge-

nitas is teljesiil a koherens elvarasok koziil.

2.2 Példak a VaR hianyossagaira

Létezik kettd ellenérv ezen kockdzati mérték hasznalata ellen, ezeket tobbféleképpen
1s demonstalom.
Az elsd példa nélkiiloz minden pénziigyi megfontoldst, pusztdn matematikai jellegli. Ve-
gylink 100 darab fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintliségi valtozot, legyenek ezek
X1, ..., X100, ahol X; egy 0.03 vérhat6 értékli Bernoulli-tipusu val6szintiségi valtozd. Ekkor
V1 < i < 100 VaRyy (X;) = 0, s emiatt 3/% VaRyo (X;) = 0. Most szdmoljuk ki a
VaRy o (2}38 Xl-)—t. Mivel Bernoulli-tipusd valdszintiségi valtozok dsszege binomidlis, e-
zértha ¥ = (%% X;), akkor P (¥ = k) = ('°)0.03%0.97'%¥. Most szdmitsuk ki P (¥ > 1)-

et.
100

P(Yzl):l—IP(Y:O):l_( .

)0.300.97‘00—O =0.9524

Emiatt tehat VaRyo (Y) > 1, amibdl rogton latjuk, hogy a VaR,o ebben az esetben nem

szubadditiv. A kovetkezetesség kedvéért szamoljuk ki VaR, ¢ (Y)-t, figyelembe véve, hogy
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Y egy diszkrét valészinliségi valtozo.

100 100 100 _
P(Y >2)= Z P(Y =i) = Z( )0.31'0.97100—’ =0.805
l
=2

i=2

Igy lathatjuk, hogy VaRyo (Y) = 1.

Most kovetve [1] 13 — 15. oldaldn szerepl6 példak strukruardit, tekintsiink kettd tovabbi
példat.

Vegyiink most kettd olyan pénziigyi terméket (derivativat), A-t €s B-t melyeket ugyanazon
rr arfolyami részvény arabol szarmaztatjuk, ahol T az idGpillanatot jeloli. Araik kezdet-
ben legyenek a €s b, a szdmolas kedvért a, b € (300,400), USA dollarban. Arfolyamaik a
rogzitett T idSpontban legyenek S 4 és S 5, ahol 0 < L < U:

500 —a$,hary > U 300-b$,hary > U
Sa=4200—a$, hal<rp; <U €ésSp=4200-b$,hal<rr <U
300-a$,hary <L 500-b%, harr <L

Legyen P(ry > U) = 0.07, P(L<ry <U) = 0.07, P(rpy <L) = 0.84, ami egy teljes
eseményrendszer. Ekkor a 10%-os kockdzatott értéke 2A-nak 600 — 2a < 0, hasonldéan
2B-nek 600 —-2b < 0, azonban A+B-nek 900 —a — b, ami pozitiv, igy megéllipithatd, hogy
nem teljesiil a szubadditivitds a kockdztatott érték esetében.

Az el6z6 kettd példa arra koncentrdlt, hogy a VaR nem szubadditiv, a kdvetkez6ben a
f6 fokusz athelyezddik arra, hogy a VaR nem 0sztonzi hasznaloit azok kockdzataianak
ésszerl allokdcidjara. Legyen Q@ = w;, wy, w3 a lehetséges események halmaza, ahol
P(w;) = 0.9 és P(ws3) = P(w;) = 0.05. Legyen 2 kockazatkertiild értékpapir-kereskeddnk,
mindketts a kovetkezd adott jovSbeli meghatarozott id6pontban realizélt profittal:

X (w;) = 2008, X (wr) = X (w3) = —1008. Ekkor VaRyo (X) = —1008, azaz 100$-o0s
tékeinjekciot kellene végrehajtania mindkét keresked6nek.

Tegyiik fel, hogy a két kereskedd egymds kozott reallokalja a realizélt profitot az alabbi
médon: X (w;) = 2008 = X; (1) = X5 (w1), X (w2) = Xz (w3) = =708, X; (wy) =
X, (w,) = —1308. Ekkor VaRy ¢ (X;) = VaRyo (X5) = —70%. A kockazatkeriils keresked6k
szeretnék a veszteség mértékét minimalizalni, igy az § stratégidjukat a VaR haszndlata
nem segitette el6. Ennek megértéséhez hasonlitsuk 6ssze a téke hozzdadédsa utani pozicid-
kat! Ha mindketten az X + 70$-os profiteloszlassal élnek, legfeljebb 30$-t veszithetnek,

mig a szamukra legrosszabb esetet tekintve a reallokalt profit akar 60$-os veszteséget is
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jelenthet valamelyikiik szdmara.

Azon plauzibilis szcendriok meghatdrozasa, melyeket figyelembe kell venniink a kocka-
zatmérés folyamata sordn, nagy fontossdggal bir. Ez mind a szabdlyozdszerveket, mind

a szabdlyozott piaci szerepl6ket nagy feladat elé éllitja. A reguldtornak az altala meg-
hatdrozott szcenariokat ki kell hirdetnie a szabdlyozasuk ald tartozé intézetek részére,
amelyek a rendelkezésiikre bocsatott szcendriokhoz még hozzacsatolhatnak tovabbiakat
sajat belatasuk és kockazati étviagyuk/tolerancidjuk alapjan. Ezutin pedig a cégeknek az
alkalmazottaik szdmadra is ki kell szabnia szerepiiknek megfeleld kockazati hatarokat. Bar
lehetséges, hogy ezeket a limiteket egyesével nem 1€pik til, el6fordulhat, hogy a pozicidik
unidja athagja, ennek kovetése azonban bonyolult. Részben emiatt volt népszerii a piaci
szereplOk kozott a kockazatott érték haszndlata, ugyanis alkalmazésa kdzben a szubaddi-

tivitas ellendrizhetdségének hidnya nem jatszik kritikus szerepet.
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3.0 A feltételes varhato érték

és a legrosszabb feltételes varakozas

A pénziigyi vilagban a varhat6 nyereség eloszlasa altalaban nehézfarku eloszlas. A
biztositd szektor addzott eredményérdl rendelkezésiinkre all6 adatok is példaul olyan
eloszlast jeleznek, hogy nagyobb valdszinliséggel fordul el, hogy az adott id6szak eredmé-
nye a szorasnal nagyobb mértékben tér el az atlagos eredménytdl. Olyan messzire azonban
nem merészkediink az 1. dbra esetében, hogy ilyen kevés adatpont mellett az eloszlasukrol

magabiztosan megéllapitsuk nehézfarku mivoltat.

3.1 Ketto kockazati mérték és kapcsolatuk a

kockaztatott értékkel

Most bevezetiink kettd kockazati mértéket, melyek tobbek kozott nehézfarku eloszlasok
vizsgalatakor is hasznosnak bizonyulnak. Mindkettd fontos szereppel birt a koherens
kockdzati mértékek elméletének eldrehaladasaban. A fejezetben nem csupan mennyiségi,

hanem mindségi 6sszehasonlitdsukra is kitériink, és tovabbi motivacidval fognak szolgalni

Magyarorszagi biztositok negyedéves Osszesitett
adozott eredménye (millié forint)

35
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25

90
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I I I ]
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Q1 02 03 4 01 a2 Q3 04 Q1 a2 Q3 04 a1 a2
0 2019 2020 2020 2020 2020 2021 202 2022 2022
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1. Abra: Portfolio elemzése
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napjainkban is haszndlt kockédzati mért€kek konstrukcidinak megértéséhez és megismeré-

séhez. A fejezetben [1] 5. fejezetét kovetjiik, valamint sajat példakkal segitjiik a megértést.

Definicié 3.1.1 (Feltételes varhat6 extrém érték - CTE,). Legyen P egy valdsziniiségi
mérték Q-n, valamint legyen a € 10, 1[. Ekkor az X valosziniiségi vdltozo feltételes kockdz-

tatott értéke a kovetkezo:
CTE,(X) = -Ep[X|X < -VaR, (X)].
Tehat a feltételes vérhato extrém ért€k az eloszlas farokrészének a varhato értékét adja
meg.

Definicié 3.1.2 (Legrosszabb feltételes varakozas - WCE,,). Legyen P egy valdsziniiségi
mérték Q-n, valamint legyen a € 10, 1[. Ekkor az X valosziniiségi viltozo legrosszabb

feltételes varakozdsa a kovetkezo:
WCE, (X) = —inf{Ep [X|A] [P (A) > a}

Ebben a dolgozatban kiemelt fontossdgot tulajdonitunk annak, ha kockazati mérték
koherens mivoltanak, igy a WCE|, esetében is kitériink ennek a kovetkezd ténynek a rovid

targyaldsara.
Allitas 3.1.3. A WCE,, kockdzati mérték koherens Ya € 10, 1[-ra.
Bizonyitas:
e WCE,-ra teljesiil az eltoldsinvariancia: VX valdszintiségi valtozora és § € R-ra
WCE, (X +B) = —inf{Ep [X + B|A] P (A) > a} =
= — (inf{Ep [X|A][P(A) > a} + B) =

= —inf{Ep [X|A]IP(A) > a} - B

e WCE,-ra teljesiil a szubadditivitds. Kihaszndlva az infimumra vonatkoz6 forditott
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haromszogegyenl6tlenséget:

WCE, (X + Y) = —inf{E: [X + YIA]IP(A) > a} <
< inf{Ep [-XIA] [P (A) > @} + inf(Es [-Y|A] [P (A) > o} =
= WCE, (X) + WCE, ()

e A pozitiv homogenitds azonnal kovetkezik az infimum és a véarhat6 érték azon tulaj-

donsigabdl, mely szerint nemnegativ szorzoét ki lehet emelni a mivelet elé.

o Legyenek X, Y valdszinliségi valtozok, melyekre X < Y teljesiil. Ekkor:
WCE, (X) = —inf{Ep [X|A] [P (A) > @} > —inf{Ep [Y|A] [P (A) > a} = WCE, (Y)

Ezzel tehat belattuk, hogy WCE,-ra teljesiil a monotonités is, s hogy WCE,

egy koherens kockédzati mérték.
Most lassunk be egy egyenl6tlenséget a két fenti kockdzati mérték kozott!

Allitds 3.1.4. a € 10, 1[-ra és VX valdsziniiségi viltozora
CTE, < WCE,.

Bizonyitas: Vizsgalni fogjuk, hogy Fy (¢} (X)) milyen értéket vehet fel. Mivel definici6

szerint g7 (X) = inf{x|[X < x] > a}, és Fx (x) = P[X < x], ezért
Fx(q: (X)) =P[X <q, (X)) =P[X <inf{x|[X < x] > a}] > a.

Igy két esetet kiilonboztethetiink meg, aszerint, hogy az egyenlGséget és a szigord egyenlGt-
lenséget.

1. eset: Tegyiik fel, hogy Fy (¢} (X)) > @. Vegyiik a kovetkez6 halmazt: A = {w|X (w) <
q: (X)}. A feltétel miatt P[A] > . Ekkor

CTE,(X) = -Ep [X|X < =VaR, (X)] = —Ep [X|X < inf{x[P[X < x] > a}] =
= —Ep [X|A] < sup{-Ez [X|A]} = —inf{Ep [X|A]} <
< —inf{Ep [X|A]|P [A] > a} = WCE, (X).
Most tekintsiik azt az esetet, amikor Fy (¢! (X)) = a. Az eloszlasfiiggvény jobbrol folyto-
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nossagabol és abbdl, hogy az a-szintl jobboldali kvantilils egy infimum, kovetkezik, hogy

Fx (¢} (X) + €) > a. A korabbiakhoz hasonldan legyen A, = {w|X (w) < ¢} (X) + €}.

WCE, (X) = —inf{Ep [-X|A] [P (A) > a} > —inf{Ep [-X|A] P (Ae) > @} =
E[Y - 14, ]

= —inf{Ep [-X|A]} = - PA]

Az eloszlasfiiggvény jobboldali folytonossdga miatt lim._ [Ac] = Fy (¢} (X)), valamint
e-nal a 0-hoz tartva A, = Aj. Vegyiik tehat az egyenl6tlenségsorozat jobb oldaldnak
hatarértékét, ez —Ep [X]|A¢] = CTE, (X). Ezzel pedig mindkett6 lehetséges esetre belattuk
az egyenl6tlenséget.

Sokdig a legelterjedtebb kvantilis alapu kokdzati mérték a kockaztatott ért€k volt. Feltéve
azt, hogy egy adott intézet a kordbban emlitett okok miatt koherens kockdzatmérést sze-
retett volna inkabb alkalmazni, vizsgalhatjuk annak lehet6ségeit, hogy tudhatott ennek az
elképzelésnek eleget tenni, mely hasonl6 kockazati mértékek tudnak koherensen viselkedni,

s milyen feltételek mellett.

Lemma 3.1.5. Legyen P valosziniiségi mértékek egy csalddja, mely a kordbban ldtott
modon meghatdrozza a p koherens kockdzati mértéket, valamint legyen a € 10, 1[. Ekkor

p = VaR, akkor és csak akkor, ha Y B halmazra, melyre P[B] > a és Ye > 0-ra 4Q € P
ugy, hogy Q[B] > 1 - €.

Bizonyitas:
ElGszor a sziikségességet latjuk be. Eljiink az X = —15 ahol P[B] > « vilasztassal, errdl

fogjuk belétni, hogy teljesiti az allitdsban szerepld Q halmaztdl elvart tulajdonsagokat.

VaR, (-1p) = —inf{x|P[-15 < x] > a} = —inf{x|P[1p > x] > a}

kihaszndlva 1z indikdtor mivoltat, valamint a B esemény valdsziniiségét, kapjuk, hogy
VaR, (—1p) = 1. A feltétel szerint p > VaR,, ezt kihaszndlva, kapjuk tehéat, hogy p (—1p) >
1. Mivel py = sup{Ep [-X]|P € P}, a szuprémum tulajdonsagaibol adddik, hogy VB hal-
mazra, melyre P[B] > @, 3Q € P ugy, hogy Q[B] > 1 —e.

Tekintsiik most az elégségességet! Legyen —k = VaR, (X), ekkor a kockazatott érték
kvantilis tulajdonsagabdl kovetkezik, hogy P[X < k] > «a, valamint P[X < k + 0] > «.

20



Eljiink egy olyan Q € P valasztasaval, melyre teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:
QX <k+d]=1-0.

Atalakitds utén:

Q[-X>-k—-0]>1-0.

Tudjuk, hogy ahol =X > (—k — 9), ott Q[X] > 1 — 9, ahol —X < (—k — 6), ott Q legfeljebb
0. Ekkor:
E[-X]>2(-k-0)(1=-06)—-6—-X > (=k—-0)(1 —0)—d|X|

Tartsunk 6-val 0-hoz, melybdl p (X) > -k & p (X) > VaR,, ezt kellett belatnunk.

Vegyiink el egy olyan szituaciot, hogy egy pénzintézet egyszerre tobb szabalyozdszervv
felligyelete alatt 4ll. Mind azzal az elvérassal €l, az intézet egy koherens kockazati mérték
egyike dltal megkotve legyen képes miikodni. Azonban a pénzintézet nem csupan megfe-
lelni szeretne, hanem mindemellett még koltséghatékony miikddést is szem el6tt tartana
piaci érdekekbdl. Erre az elgondoldasra nyujt egy éltaldnosabb megoldast a kovetkez6

allitas.
Allitas 3.1.6. VX valosziniiségi viltozora ds Ya € 10, 1[-ra

VaR, (X) = inf{p (X) |0 koherens és p > VaR,}

Bizonyitas: Ismét legyen —k = VaR, (X). Definici6 szerint ekkor P[X < k] > «a és
Vo > O-ra P[X <k] > a. Cél, hogy konstrudljunk V6 > O-ra egy olyan p koherens
kockézati mértéket, mely VX-re p (X) € 8 (VaRC, X) + 3, g)

Vegyiink egy olyan B halmazt, melyre P[B] > a. Ekkor az elébbiek miatt P [B N {X >}] >

0. Definidjuk tehat a kovetkez$ valdszindiségi valtozokat: hp := P[BBQ&*;}(}], Qp := hp - P.

Mindezek segitségével legyen
p = sup{Ez [-X][P € {QP [B] > a}).

Errdl belatjuk, hogy teljesiti az allitasban szerepld feltételeket, azaz egyszerre nagyobb-

egyenld €s kisebbegyenl6 a VaR,-nal. Kordbbi dllitasunk szerint p koherens. Minden al-
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kalmas B halmazra Qg [B] = 1, igy a lemma miatt p > VaR,. Azonban
p(X) =supEy, [-X] < —k = VaR,,
Ep

ezzel pedig az 4llitast belattuk.

Lattuk kordbban, hogy a kockaztatott érték nem koherens. Erdemes megjegyezni, hogy

ha feltessziik, hogy a € (O, %), akkor a kockaztatott érték koherens moédon viselkedik
standard normalis eloszldsu valdsziniiségi valtozok esetében.

Most be szeretnénk bizonyitani, hogy bar szerepel a feltételes varhat6 extrém érték defini-
cigjaban a kockaztatott érték, a kockaztatott érték koheherens mivoltdhoz elégséges felté-

teleknél gyengébb feltételek teljesiilésekor is koherensen viselkedik.

Allitas 3.1.7. Legyen Q egy n elemii véges eseményter, melyen P legyen a klasszikus valo-
sziniiség, tovdabbd legyen a € 10, 1[. Ha az X valosziniiségi valtozora teljesiil, hogy

Ywi, wr € Q (w) # wy) esetén X (wy) # X (wy), akkor CTE, (X) = WCE, (X).

Bizonyitas: Legyenek ¢ = —VaR, (X), B = {X < g} és X lehetséges értékei: x| < ... <
x,. Vlasszuk K-t gy, hogy £ < < &1,
Be fogjuk latni, hogy —VaR, = g} (Y) = ¢ = x4+1. Yu > g valés szdmra a VaR,, definicidja

szerint
#{ilx; < u}

n

> .

Most kihaszndlva, hogy #{i|x; < u} € N
#ilx, <u}>a-n, és#{ilx, <u} >k+1

Elve az u = x;, vilasztassal, akkor egyenl8ség fog allni, igy belattuk a fenti egyenlGségso-
rozatot.

Ekkor Y (B) = {xy, ..., ;41 }, valamint

X1+ oo+ Xp4

TVaR, = ~Ez [XIX < ~VaR, (X)] = ~=—"—~

Most legyen C # B egy olyan halmaz, amely tartalmaz legaldbb k + 1 darab kiilonb6z6
eseményt. Ekkor —Y (C) elemeit 0sszeadva szigorian kisebb dsszeget fogunk kapni, mint

(k+1)-TVaR,. Hasznaljuk az el6z6 tételt, s arra utunk, hogy az érvényes feltételekkel
CTE, = WCE, (X).
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Mivel a legrosszabb feltételes varhatd érték koherens, ezért az allitas feltételeinek tel-
jesiilésekor a feltételes kockaztatott érték is koherens.

A matematika alapszakos hallgatok korében gyakran felmeriil egy-egy 1j fogalom beveze-
tésekor, hogy mire lehet az j6, mi olyan tulajdonsdggal rendelkezhet, hogy megérje a
tablara vésni. A legrosszabb feltételes varakozas esetében eldszor feltlinhet a definiciéban
szerepld infimum, mely a gyakorlati szamoldsokban nem praktikus. Ezen feliil pedig nem
elonyos, hogy a WCE feltételezi, hogy teljesen ismerjiik az adott szituacioban relevans
valdsziniiségi teret, mig a gyakorlatban aligha ez az igazsdg. Mindezek mellett azon-
ban elméleti jelentdséggel bir, hogy a WCE, a legkisebb koherens kockédzati mérték,
mely domindlja az @ paraméterhez tartozé kockaztatott értéket. Ezt 1atjuk be a kovetkezd

allitasban.

Allitas 3.1.8. Legyen Q egy n elemii véges eseménytér, melyen P legyen a klasszikus

valosziniiség, tovabbd legyen a € 10, 1[. Legyen p egy koherens kockdzati mérték, melynek
adott valosziniiségi valtozon felvett értékét meghatdrozza a valdsziniiségi valtozo eloszldsa.
Ha p domindlja az a-paraméterii kockdzatott értéket, akkor domindlja az ugyanilyan

szinthez tartozo legrosszabb feltételes vdrakozdst is.

Bizonyitas: Legyen X egy tetszOleges valoszinlségi valtozo, s legyen az ehhez az X-
hez tartoz6 —VaR, (X) = gq. Legyen A = {w|X (w) < g}. Ekkor az el6z6 bizonyitashoz
hasonléan |A| = p > n - @, valamint A = {wy,...,w,}, ahol V1 < i < p — 1-re X (w;) <
X (wis1)-

Most tekintsiik X egy mddositottjat:

X(wy)+..+ X(a)p)

Vi < p-re legyen X (w;) = = E[X|X < ¢], kiilonben X (w;)

. Tekintsiink a o-ra gy, hogy az azon permutédcidcsoport egy eleme, mely csak az els6 p
természetes szamon hat. Eljiink az aldbbi jellésekkel: X7 (w;) = X (wo)), ahol ha i > p,
akkor X7 (w;) = X (w;). Ekkor azt vehetjiik észre, hogy X = # Do X7,

Feltettiik, hogy p egy adott valdszinliségi valtozéhoz rendelt értékét csak a valdszindiségi
valtoz6 eloszldsa hatarozza meg, emiatt p (X?) = p(X). Kordbban lattuk, hogy ha egy

kockazati mérték koherens, akkor konvex. Ezeket kihasznalva:

p(X) =p[l%ZX") =p(X)

o
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Kihasznalva az utolsé feltételét az allitasnak, a kockaztatott értékkel valo alsé becsléssel
kapjuk, hogy p (Y) > VaR, (Y) Mivel VaR, (Y) = E[-XIX < g, ezért Vi < p-re X (w;) <
X (wp), hiszen dgy tettiik sorrenbe az w;-ket, hogy X (a)p) nagyobbegyenld legyen, mint
a néla kisebb indexekhez tartozd X-értékek. Mindezeket felhasznédlva kaphatjuk az alabbi

egyenldtlenségsorozatot:

E[-XIX < g] = VaR, (X) < p(X) < p(pi! Z Yf’) <p(X)

o

Most vegyiik az X valOsziniiségi valtozok olyan siiri halmazat QQ-n, amelyre fennall
az el6z6 allitast kihasznélva, hogy E[-X|X < ¢] = TVaR,(X) = WCE, (X). A kapott
Osszefiiggést pedig hozzicsatolva az egyenl6tlenségsorozatunkhoz kapjuk, hogy p (X) >

WCE,. Ezt szerettiik volna belatni.

3.2 Kiszamitas véges esetben és példak

A kovetkezd példdban ravilagitunk arra, hogy amennyiben nem teljesiilnek az el6z6
allitas feltételei, csakugyan el6fordulhat, hogy a CT E,, nem koherensen viselkedik. Legyen
Q = wy, Wy, w3, wy, mindre teljesiil, hogy P (w) = %. Mondjunk ellent a fenti allitdsnak
olyan médon, hogy a meghatarozott valdszintiségi valtozdink egy értéket tobb helyen is
felvegyenek.

-1, hai=1 -1, hai=2
Legyen X; (w;) = , €8 Xo (w)) = .
0, kiilonben 0, kiilonben

Tekintsiik a 0.5-es konfidencia szintet. Ekkor
1
Vargs (X)) = Varys (Xz) = Z, azonban Vargsz (X; + Xp) = 1.
Ebbdl pedig

CTEO.3 (Xl) = CTE().3 (Xz) = -, és CTE()_S (Xl + Xz) =1.

W =

Megkaptuk tehdt, hogy a feltételes varhat6 extrém érték nem minden esetben viselkedik
koherensen.
Most fékuszaljunk az eddig megismert kockdzati mérték definicionk konkrét esetekben

valo kiszamitasara!
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Allitas 3.2.1. Legyen |Q] = n < oo, @ € 10,1[, X — R olyan, hogy X értékkészlete
X| < .. < Xp, valamint P(X = x;) = pi és Yy pi = 1. Ha Zf:ll pi < a< Zf-;lpi, akkor

némi szdmolds utdn:

e A diszkrét eset miatt VaR, (X) = —inf{x|P (X < x) > a} = —min{x|P (X < x) > a}.
Veggyiik észre, hogy VaR, # —x;_1, ugyanis P(X < —x;) < a. Mivel P(X < x)
monoton nd, ezért VaR, > —x;_;. Ezzel a megszoritdssal a VaR minimumtolaj-
donsagat észben tartva a kovetkezd vizsgalando érték x;. Valdban, x; a legkisebb X

érték, melyre P (X < x) > a teljesiil, azaz VaR, = —x;.

27 7z

e Eszrevessziik, hogy a feltétel és az el6z6 pont miatt elég lesz k-ig szumméznunk.

CTE,(X) = -EX|X < -VaR, (X)) =

k
Zz’:l Xipi

=BE(-XIX <x) = E(=XIX € {x1, .. ) = ——;
D=1 Pi

A fenti esetben legrosszabb feltételes varakozast, kiszamolasa nehéz feladat. Ekkor

WCE, ) = —inf(E: [XAP(A) > 0) = - min 2P
[eNP(Sier pi)>e Duiel Pj

Errdl a feladatrdl pedig a fenti megszoritasok mellett megéllapthatjuk, hogy N P-teljes
feladat. ([2])
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4.0 Varhato tobbletveszteség

A kordbban bevezetett kockédzati mértékek ismertett hidnyossdgait és gyengeségeit a
2008-as valsag 6ta egyre szigoribb szabdlyozdszervek is felismerték. Ennek kovetkeztében
a Bazeli Bankfeliigyeleti Bizottsag feliigyeleti keretrendszerének legfrissebb ujitasai, a
Basel I1I-as szabdlyozas mér a varhat6 tobbletveszteséget hatarozza meg, mint irdnyado
kockdzati mértéket ([4]). A fejezetben a {6 fokusz a varhato tobbletveszteség megkiilonboz-

tetd, koherens tulajdonsigara fogunk fokuszalni, kdvetve [3] 2. és 3. fejezetét.

Definicié 4.0.1 (Varhato tobbletveszteség - Expected Shortfall, ES). Legyen a € 10, 1[ és
Q egy tetszbleges eseménytér, ekkor legyen ES , : G = RUoo az X : Q — R valdsziniiségi

vdltozo vdrhato tobbletvesztesége:
1 1
ES,(X)=— f VaR,(X)dq
a Jo

A kordbbi meggondolashoz hasonldan tekintsiik a varhatd tobbletveszteséget a dis-

zkrét esetben:

k-1

o k-1
ES,(X)= é f VaR, (X)ds = —é [Z Xipi + [a - p,-) xk]
0 -

i=1 i=1

Mostantdl kezdve nem tessziik fel, hogy Q2 elemszama véges.

4.1 Diszkrét approximalhatosag

Tétel 4.1.1 (A varhaté tobbletveszteség szubadditivitasa). Legyen P egy valdsziniiségi
mérték Q-n, legyen X, Y : Q — R tetszoleges valosziniiségi viltozok és a € 10, 1. Ekkor

az a konfidencia-szinthez tartozo vdarhato tobbletveszteség szubadditiv, azaz

ES,(X+Y)<ES,(X)+ES,(Y).
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Az tételnek tobb bizonyitdsa 1étezik, most kettd bizonyitdst mutatunk meg, mindkettd
tobb lemmara fog épiilni.
Maguk a bizonyitasok csak arra az esetre fognak kiterjedni, ha X, Y € L™ = {f (x) | inf{C >
0: |f(x)] < C majdnem minden x-re} < oco}. Hitra marad tehat az az éltaldnosabb eset,

amikor X, Y-r6l csak annyi infromdci6 all rendelkezésre, hogy mérhetdek.
Lemma 4.1.2. Tegyiik fel, hogy a tétel teljesiil VX, Y € L. Ekkor teljesiil VX,Y € L°.

Lemma bizonyitasa: i) Roviden gondoljuk meg azt az esetet, amikor E [X,] = +o0.
Ekkor a mérhet6ség miatt E[-X_] < +oo, s X varhat6 értéke is +oo. Ekkor konnyen
adodik, hogy a tételben szerepld egyenltlenség mindkét oldala +oo, s trividlisan teljestil.
Anal6g a —co esetre.

ii) Most legyenek X, Y € L!, alul korldtos valdszintiségi valtozok. Ekkor a varhat6 tobblet-
veszteség eltolds-invariancidja miatt feltehetd, hogy X,Y > 0. Legyen k € N*, X; =

min{X, k}, Y, = min{Y, k}, valamint Z; = X, + Y. Ekkor X}, Y}, Z; € L®, amibdl
ES(I (Zk) < ES(I (Xk) + ES(Z (Yk) < ES(Z (X) + ES(Y (Y) .

Vegyiik észre, hogy Z; = min{X + Y, X + k, Y + k,2k} > min{X + Y, 2k}. Mindezekbdl

kapjuk az alabbi egyenl6tlenség-sorozatot:

1 104
ESQ(X+Y)2ESQ(Zk):——f VaR,(Z;)dq >
@ Jo

1 r 1
> - f VaR, (min{X + Y, 2k}) dq = - f min{VaR, (X +Y), k}dq
0 0

Tartsunk k-val a +o00-be, s ekkor felhaszndlva a monoton konvergencia tételt a jobb oldal
ES , (X + Y)-hez fog tartani. A rend6r-elv miatt pedig limy_,+oo ES, (Z) = ES, (X +7Y),
azaz a fenti egyenlGtlenség-sorozatban k-val a végtelenbe tartva a tételt kapjuk L!-re.
Analdg kapjuk a feliilrdl korlatos esetet.

Végiil alkalmazzuk az i)-ben és a ii)-ben kapottakat! Legyen X,Y € L°, s legyen X =
min{X, ~VaR, (X)}, hasonléan ¥. Ekkor X + ¥ > X + ¥, valamint ES , (X) = ES, (X),

analog Y-ra. Felhasznalva I)-t és ii)-t:
ES,(x+Y)<ES,(X+7Y) < ES,(X)+ES,(Y)=ES,(x)+ES,(Y).

Ezzel pedig belattuk a lemmat, igy a tovdbbiakban csakugyan elegendd lesz az L™ esettel
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foglalkozni.

Lemma 4.1.3 (Eloszlasi transzformélt). VX valdsziniiségi valtozora AUy ~ U [0, 1] valo-
sziniiségi vdltozd, melyre X = Fy' (Ux) majdnem mindeniitt, ahol F~' az dltaldnositott

eloszldsfiigg- vény: F~' = inf{x e R : F (x) > u, u € 10, 1[} (/5])
Eloszlasi transzformalt lemma bizonyitasa: Legyen V ~ U [0, 1] egy X-t61
fliggetlen valdszinliségi véltozo. Legyen Uy a kovetkezd:

Ux=FX,V)=FxX-)+VIFxX)-Fx(X-)=PX <x)+VP(X =x)

ahol Vx € R Fx (x—) = lim,_,,_o (), valamint F (X, V)

Legyen a € 0, 1[ és legyen ¢q, az als6-« kvantilisa X-nek. Ekkor

Uyx < a akkor és csak akkor,ha (X, V) € A = {(X, 1) : P(X < x) + AP (X = x)}.
Most végezziink esetszétvalasztast!

i) P(X = g;') > 0. Ekkor
A={X<q,(XU{X=q,(X),P(X<q,(X)+VP(X=g;'")<a)

Ezt tovabb alakitva, valamint az egyenlGség két oldalan P-t alkalmazva:

a-P(X <gq;") )
P(X =q;") ]_

P[F(X,V)<a]l =P(X < q, (X)) +P(X =q,')P

~P(X<q!
:IP(X<q;(X))+P(X:q;‘)aP(X(:;_?; ) =

i) P(X = ¢;') = 0. Ekkor
PIF(X,V)<a]l=P(X<q))=P(X<q]) =c.
Ezzel belattuk, hogy Ux ~ U [0, 1]. Definiciébdl adéddan:
F'X)<U<F'(X)

Most legyen u € [F (x), F (x+)), erre az u-ra pedig tejesiil, hogy F~! (1) = x, azaz beldttuk
azt is, hogy az Uy éltalanositott inverze megegyezik X-szel majdnem mindentitt.

Tétel 1. Bizonyitas:
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Egy olyan bizonyitast mutatunk els6re, amely diszkrét approximécidkra épiil.

Definici6 4.1.4 (n-diszkrét valdszintiségi valtozo). Egy I-dimenzios valosziniiségi vektor-
vdltozo valamilyen n € N-ra n-diszkrét, ha az értékkészlete legfeljlebb n vektorbol dll, s

ezeket ';‘ valosziniiséggel veszi fel, ahol k € N*.

Megjegyzés 4.1.5. ha a k-dimenzios X = (X;) valdsziniiségi vektorvdltozo n-diszkrét,
akkor az X; valosziniiségi vdltozok is azok, azonban az dllitas megforditdsa nem mindig

igaz.

A bizonyités els6 felében belatjuk, hogy a tétel igaz kétdimenzids n-diszkrét valdszini-
ségi vektorvaltozokra, majd pedig ilyenekkel kozelitiink tetszéleges valdszintiségi vek-

torvaltozokat.

Lemma 4.1.6 (Szubadditivitds 2-dimenziés n-diszkrét valdszintiségi vektorvéltozdkra).
Legyen (X, Y) 2-dimenzios valosziniiségi vektorvdltozo. Ekkor Va € 10, 1] esetén ES, <

ES,(X)+ ES, (Y).

Megjegyzés 4.1.7. Ha az dllitdsban szerepelne a extra feltétel, hogy AX;, X, i # j, melyre
X; = X, akkor a bizonyitds lényegében megegyezne, a TVaR és a WCE kapcsolatdrol
sz0l0 tétel bizonyitdsdval. Néhdny dtalakitds utdn fel is fogjuk haszndlni ezt az dsszefiig-

gést.

Lemma bizonyitasa

m

e i) Tegyiik fel, hogy m,n természetes szamok, @ = = €s (m;n) = 1. Legyen n a
legkisebb természetes szam, amire (X, Y) n-diszkrét. Particiénéljuk Q-t az Q;
(i =1,2,...,n) particiokba ugy, hogy Q;-n (X, Y) az (x;, y;) értéket veszi fel. Ekkor ha
az Uj eseményektérnek a Q;-k 4ltal alkotott halmazt tekintjiik, a feltételeink mege-
gyeznek egy korabbi tételiinkkel, ami meghatdrozta, hogy ebben az esetben a CTE,
koherens €s megegyezik a fenti szamitdsok alapjdn a vérhato tobbletveszteséggel

ugyanazon « mellett, azaz ES , szubadditiv ebben az esetben.

e ii) Most legyen @ = { egy racionalis szam, ugy, hogy 0 < a < b és tovabb nem

egyszer(sithetd. Legyen m € N*, vegylik a = 72-t €s ekkor X bm-diszkrét lesz, azaz

i)-t felhaszndlva kapjuk a szubadditivitds teljesiilését.

e iii) ES, definici6jabiil, kovetkezik, hogy mint « — R leképezés, folytonos. Az

atviteli elvbdl kovetkezik az 4llitas tetszoleges
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Lemma 4.1.8. Vegyiink X, Xs, ... € L™ valdsziniiségi vdltozokat, melyek k — +oco mellett
sztochasztikusan konvergdlnak X-hez. Ekkor Ya € 10, 1[-ra az a konfidencia szinten vett

vdrhato tobbletveszteségiik is konvergdl egymdshoz.

Lemma bizonyitasa Elegends lenne belatni, hogy az allitds a varhat6 tobbletveszteség
helyett a kockaztatott értékre is teljesiil. Ekkor kihasznalva, hogy az ES, a VaR-nak egy
integralja, ez€ért a monoton konvergencia tétel miatt teljesiilne az allitds. A VaR nem
mas, mint a kvantilis fiiggvény ellentette, annak az inverze pedig az eloszlasfiiggvény.
[7] 0.1-es szamu 4llitdsara hivatkozva pedig lathatjuk, hogy ha az eloszlasfiiggvények
konvergélnak egymdshoz, akkor a VaR értékek is. Ez pedig teljesiil hiszen maguk a
val6észindiségi valtozok konvergalnak egymashoz sztochasztikusan.

Most pedig ratérhetiink az utolsé lemmankra, melyre sziikségiink lesz a szubadditivitas

ezen modon torténd bizonyitasakor.

Lemma 4.1.9 (Szubadditivités kiilon-kiilon n-diszkrét valdszinliségi véltozokra). Legyen
X és Y két n-diszkrét valosziniiségi vdltozo, valamint a € 10, 1[. Ekkor ES, (X +Y) <

ES,(X)+ES, ().

Bizonyitas: Felthetd, hogy X, Y < 0, ugyanis a varhato tobbletveszteség eltolas-invari-
ans, valamint mindkett6 valdszinliségi valtoz6 korlatos az n-diszkrét tulajdonsaguk miatt.
Ekkor legyen (X, Y) értékkészlete {(x1,y1), ..., (X, Ym)}, ahol szintén az n-diszkrét tulaj-
donsdgbdl kovetkezik, hogy m < n?.

Célunk az lesz, hogy alkalmazhassuk az n-diszkrét két-dimenzids valoszintiségi valtozok
szubadditivitdsardl sz616 lemmat.

LegyenA; = {(X,Y) = (x;,y)}, i = 1,...,m. Mivel Q elemszama végtelen, ezért taldlhatunk
VA;-re olyan racionélis val6szintiségi Bi.‘ €, k = 1,2, ... halmazokat, hogy B} C Bl.2 c...C

Bt ésP(A)—P (Bf‘) < 1. Legyen most

X, = Zm:Xle, Y, = Z Yl k=12,..

i=1 i=1

Az egyenlbtlenségbdl azonnal kovetkezik, hogy ha k — oo, akkor X; — X és hasonloképp
Yk — Y.

Vegyiik észre, hogy (X;, Y;) valosziniiségi tomegfiiggvénye Yk € N*-ra racionalis értéket
vesz fel, azaz IAm;, € N*, amire (X}, Y}) my-diszkrét. Felhasznalva kordbbi lemmankat az

varhato tobbletveszteség n-diszkrét valdszinliségi vektorvaltozdkra vonatkozé szubaddi-
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/////

ES e Xp+ Y ) <ES,(Xp)+ES,(Y) <ES,(X)+ES,(Y)

Ezzel pedig a lemmat belattuk.

1.Bizonyitas befejezése: Legyen X, = F}' (Uy) és Yy = F,' (W), ahol Uk(szzl[XJ, Wi =

k . ,
% és Uy, Uy az X-hez és Y-hoz tartozé eloszlasi transzformaltak. Ekkor 0 < 2¥Uy < 2k

egy valoszintiséggel, azaz |25Uy] € {0, 1, ..., 2F — 1}. Tehat egy val6sziniiséggel

P(Ui = %. ahol y € {0, 1,...,2% = 1}) = %. Ebbé] kovetkezik, hogy X, és ¥ 2¢-diszkrétek.
Ahogy U; — Uy és Uy — Vx sztochasztikusan, ha k — oo, ugy tart X; — X és ¥; —
Y sztochasztikusan. Ekkor a 4.10-es lemmat falhsznélva X;-ra és Y;-ra beldttuk, hogy a

varhat6 tobletveszteség szubadditiv.

Kovetkezmény 4.1.9.1. Innen pedig konnyen ldthato, hogy a koherencidhoz sziikséges
tobbi tulajdondg konyen teljesiil, azaz a vdarhato tobbletvveszteség egy koherens kockdzati

mérték.

4.2 Optimalizacios tulajdonsagok

Annak érdekében, hogy a szdéban forgd kockazati mérték tobb tulajonsigat is megis-
merhessiik, egy masodik bizonyitdst is megadunk az olvasé szdmara, mely valamelyest
kevesebb valoszinliségelméleti ismeretet igényel, azonban anndl to6bb szdmolast.

2. Bizonyitds: Az els6 lemma egy ekvivalens 4tirdst ad szdmunkra L'-ben, mellyel a

késdbbiekben konnyebb lesz szdmolni, valamint konnyebben lehet vele interpretdlni a

varhaté tobbletveszteséget.

Lemma 4.2.1. Yo € ]0,1[, X € L!

ES,(x)=VaR, - éE [(X + VaR, (X))_]
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Bizonyitas:

1 104
ES.(X) =~ f ~F%' (9)dq =
0

1 [0

- @1 [ @+ F @)da -
1 104

=@ -1 [ @B @)da -
1 _

= VaR, (X) - ~F [(Fx' (Ux) + VaR, (%)) | =

= VaR, - éE [(X + VaR, (X))_1,

felhasznalva az eloszlasi transzformaltrdl sz616 lemmat.

Megjegyzés 4.2.2. A lemmdbdl azonnal kiovetkezik az aldbbi egyenlétlenség:
ES,(X) < VaR,(X),

azaz a vdrhato tobbletveszteség ugyanazon portfolio esetén legaldabb annyi toke hozzdadd-
sdt koveteli meg, mint az ugyanazon konfidencia-szinthez tartozo kockdztatott érték, azaz

elobbi egy konzervativabb kockdzatméréshez vezet - ugyanolyan a mellett.

Megjegyzés 4.2.3. A gyakorlatban tobbszor felmeriild dllitds, hogy a vdarhato téobbletvesz-
teség alkalmas a valosziniiségi vdltozo eloszldsdnak farokrészében taldlhato kockdzat
felmérésére, ennek az kijelentésnek a fenti lemma egy alkalmas, preciz matematikai ald-

tdmasztdsa, illetve megfogalmazdsa.

Lemma4.24. VX e L',a €]0,1[
aES,(X)=E [XI{X<—VaRQ(X)}] + VaR, (X) (@ =P (X < =VaR,))
Lemma bizonyitasa:

Q’ES(, (X) = G’VCIRQ (X) - E [(X + V(,ZR[, (X) I{X<VaRQ(X)})]

=E [XI{X<—VaRa(X)}] + VaRa (X) (a — P(X < —VCIRQ))
Lemma 4.2.5. Legyen a € 10, 1[, X € L™. Ekkor
. 1
VaR, (X) € argmin{t — —E [(X +1)_]
€R (04
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Lemma bizonyitasa: Legyen f : R — R,

f(t):t—lE[(XH)_]:
a

1 —1
:t—af (Fx (X)) dx,¥t e R.

Legyen ty = VaR, (X), valamint ¢; > #,. Ekkor
—10

1
Ft) = Ft0) = (1 - 1o) - af Fydx >

-

1
> (t — 1) + 5(0’)01 — 1) =0.

kihasznaltuk, hogy x € (—t;, —t;), valamint minden ilyen x-re Fy (x) > @, azaz 1 - Fx (x) <

1 — a. Most legyen f, < ty. Analég:

—to

1
FE)= ft0) = (0= 10) + f Fdx>

-t

1
> (f —1o) + p (@) (-1 +19) = 0.

Ezzel tehat belattuk a lemmat.

Kovetkezmény 4.2.5.1. Legyen X € L™ és a € 10, 1[. Ekkor
) 1
ES,(X)emin{r— -E[(X+1)_].
teR a

A 4.12-es lemma szerint a kifejezésnek minimumhelye van ty = VaR, (X)-ban, a kiértékelé-

se pedig ty-ban megegyezik az ES , (X)-szel a 4.11-es lemma szerint.

2. Bizonyitas befejezése: Legyen tehit t; = VaR, (X), valamint t, = VaR, (Y). A

4.11-es lemma szerint:

ES, (X) 4 ES, (1) = 1y + 15~ ~BIX +1).] - éE (Y +1).1.
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Hasznéljuk ki, hogy —(x +y)_ < —(x)_ — (y)_, Vx,y € R!

ESe(X)+ES,(Y) =t +1 — éE [(X+ 1)+ (Y +1)]
> 1 +tz—$E[(X+ Y+1+1)]
> min{t — c_le [(X+Y+0)_]}

teR

=ES,(X+7Y),

felhaszndlva a 4.13-as lemmat. Ezzel pedig ismét belattuk, hogy a varhat6 tobbletveszte-

ség szubadditiv.
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5.0 ES vagy VaR: osszehasonlitas,

gyakorlati alkalmazasok

Ebben a fejezetben megcélozzuk a két, fejezetcimben szerepl6 kockazati mértékrdl ed-
dig megszerzett ismereteink kvalitativ és kvantitativ 0sszehasonlitasét, valamint tovabbi,
gyakorlatban is fontos szempontokat emlitiink, melyek tovabbi Osszevetés alapjaul szol-
galhatnak. Kovetni fogjuk [6] egyes fejezetét, valamint egy kozelitéses metddusokat fel-

hasznalo sajat alkalmazdst is bemutatunk.

5.1 Osszehasonlitas és utolagos ellenorzés

7

Tekintettel arra, hogy az el6z0 fejezet nagy részét a varhat6 tobbletveszteség koheren-
cidjanak szenteltiik, legelsd Osszehasonlitasi pontunk, mely taldn a reguldtori szempontbdl
is els6 szami volt, az az, hogy a VaR nem koherens, ellentétben a varhat6 tobbletveszte-
séggel. Fontos megemliteniink még tovdbbd, hogy a varhat6 tobbletveszteség konzer-
vativabb kockdazati mértéknek szamit, hiszen legaldbb akkora, mint az azonos paraméterd
kockdztatott érték.

Amikor letelik azon id6szak, melyre meghataroztuk a VaRr, illetve ES predikionkat, a
szabalyozodszervek megkovetelik a pénzintézetektdl, hogy utdlagos ellendrzéseket (un.
backtestinget) folytassanak annak érdekében, hogy a kalkuldcioknak megfeleld limiteket
betartva tevékenykedtek-e az adott idészakban. Mindemellett a szabalyozdszerveket segiti
a az utdlagos ellendrzés abban is, hogy a szabdlyozott intézeteken beliili kockdzati mod-
elleket elfogadja, vagy épp ellenkezdleg, kisziirje azokat, melyek aldbecsiilték a fennallé
kockézatot. Tekintsiink mindkét kockazati mértékre egy-egy példat, miképp lehet rajtuk a
backtestinget elvégezni.

A kockaztatott érték esetében egy egészen intuitiv modja létezik az utdlagos ellendrzésnek.

Emlékezziink, hogy a VaR azt hivatott meghatarozni, hogy 100a%-os valdszinliséggel
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mekkora lesz a legnagyobb veszteségnek az ellenttje, melynél nagyobb Osszeget nem fo-
gunk elvesziteni. Feltételezziik, hogy az adott idSperiddusra vonatkozéan napi rendszer-
ességgel rogzitett josolt és valds kozéparfolyamokkal rendelkeziink, melyekbdl kiszamit-
hatjuk a napi vételre és masnapi eladdsra vonatkozo profitunkat. Ekkor megszamolhatjuk
a josolt adatokkal generdlt adatok kockazatott értékére vonatozd tényleges tullépések
szamat, melyet elosztva az adathalmazunk elemszdmaval megkaphatjuk azok szdzalékos
aranyat. Amennyiben ez a szdm kisebb, mint @, a modelliink megfeleléen mikodott.

A varhaté tobbletveszteség ellen sz616 egyik érv sokdig tgy, szolt, hogy az a VaR-ral el-
lentétben nem végezhetd rajta utélagos ellen6rzés. Bér a varhato tobbletveszteség csaku-
gyan nem olyan intuitiv médon ellenérizhet6 utélag, mint a VaR, azonban ma mar tobb
modszer is 1étezik erre. Ezekbdl az alabbiakban bemutatunk egyet ebben a dolgozatban.
Feltessziik, hogy T napon keresztiil X, irja a t-edik napon egy bank profitjat, melynek
valddi eloszldsa egy valos F, eloszlasfiiggvény éltal van meghatarozva. Feltessziik tovabba
a szamitasaink egyszer(sitése céljabol, hogy X,-k fiiggetlenek, viszont azt nem, hogy
azonos eloszlasuak, 1évén némely napokon fesziilt piaci koriilmények folyédsoljdk be a
bank profitjat, némelyeken pedig korantsem beszélhetiink ilyenrdl. Feltessziik, hogy ezek
az eloszlasok folytonosak €s szigordan monoton ndnek.

Legyen egy modelliink, mely megprébélja elére megjosolni az F-ket, ezek legyenek
anal6g médon a P, eloszlasfiiggvények. A T nap eltelte utdn szeretnénk ellendrizni, hogy

a predikciok pontosak voltak-e. Legyenek a P,-k segitségével kalkulalt kockdzati mértékek:

Varg’t =-P ' (a)

1 Y
ES!, =—— f P (¢)dq
a Jo

Most legyen I = (X, + VaR,, (X) < 0), az indikdtora annak, hogy egy VaR, (X)-tillépés

tortént, és ahol X ~ P. Tekintsiik tovabba a feltétel nélkiili extrém értéket:

X,IF
ES at (X)) = -E .
a

Legyen a probastatisztika a kovetkez6:
Z XtIF
TaES ,,
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A fenti feltételekkel definialjuk a kovetkezd statisztikai probat:

Hy: VteR P = Fl
H,: VYteRESY >ES?

a,l — a,t

Vi€ R VaR, > VaR?,

Ekkor
1. By, [Z]1 =0
2. By, [Z]1 <0

Feltehetjiik, hogy koltséghatékony miikddésre torekedés miatt a forditott irdnyd egyenlot-
lenség esetét az egyenlGség esetére redukalhatjuk. Ha az 1. pontban meghatérozottak tel-

jesiilnek, akkor

X, IF
EHO[ ;f ] =-ESE, (X)=-ESt, (),
melybdl
Ey [Z] = E X7 +1[=0
i T oESP (X) e

Most térjiink 4t arra az esetre, amikor a 2. pontban szerel6 egyenl6tlenségek teljesiilnek.
VaR?, < VaRY -b3l azonnal ad6dik hogy I < I Eltoldsbéli invariancia miatt fetehetjiik,
hogy VaR?, > 0. Tehdt amikor I = 1, akkor X, < 0. Mindezek segitségével kapjuk, hogy
X1 < X,IF. Ebbil:

E|XI'| <E[XI| = -aES], < -aES!

a,t — a,t’

melybdl
F

X0
En, [Z(X)] = Eg, [— +1

< 0.
aES(’Z, X)

Ennek a statisztikai probanak az elvégzésével tehdt utélagosan ellendrizhetdek a varhatd

tobbletveszteségre adott predikciok.

5.2 Alkalmazasok

Térjiink vissza most a mar korabban emlitett szcenari6 alapu, historikus kockazatmé-

réshez. Vegyiink egy kozepes méretli bankot, melynek a sikeressége egyiitt mozog a pi-
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accal, valamelyest sikertelen stratégiai miatt. Legyen ez a stratégia az, hogy S&P 500
indexbdl szarmaztatott derivativakba fektet be az intézmény, igy profitjat modellezhetjiik
példaul a JPMorgan Equity Index Fund-A arfolyamdnak mozgésdval, melybdl a bank
egyszerre 1.000.000 darabot birtokol.

Legyen az adott szcenarionk a kovetkezd: a bank altal hasznélt, kereskedéséhez kritikus,
harmadik fél altal biztositott alkalmazasok ledllnak egy napra, azaz arra az id9szakra a
bank megsziinik aktiv piaci szerepl6nek lenni. Megjegyezziik, hogy csupan néhany masik
bank érintett, igy a piaci volumenek nem véaltoznak meg lényegesen azon a napon. Tegyiik
fel, hogy mindez a 2022-ben tortént, s a periddusban a banknak legfeljebb 1.000.000
darab fent emlitett termékbe fektetett be, valamint a relevans regulétor (pl. az Amerikai
Ko6zponti Jegybank) 1 millié dollarra biinteti a pénzintézetet miikodési kockdzati mu-

lasztasai miatt.

Megjegyzés 5.2.1. Az egyszeriisités és a konnyebb szemléltethetdség kedvéért tettiik fel
a kizdrolagos stratégidt, valamint tekintettiink el az egyértelmiien felmeriild likviditdsi
kockdzattol. Azonban vdlasztasunk miatt legaldbb a portfolio kelld mértékii diverzifikdltsd-

ga miatt nem kell aggodnunk.

Legyenek tehdt a lehetséges becslések a kovetkezdk, ahol a VaR-t a nyitdéarfolyamok

tapasztalai eloszlasfiiggvényének segitségével kozelitjiik:

Ly = (1.000.000$ x —VaRo; — 1.000.000$) = —3.330.0008,
L, = (1.000.000$ x —ES ;1 — 1.000.000$) = —6.976.66683,
L, = (1.000.0008$ x —ES (5 — 1.000.000$) = —26.666.666$

Az utébbi predikcié a hatdsdgok altal javasolt 0.01 paraméteri VaR és 0.05 paraméteri
ES normaleloszlas esetén vald ekvivalencidjanak tapasztali vizsgadlatdnak kedvéért. Az
alabbi abran megtekinthetjiik a napi nyereségnek a nyitdarfolyamok altal becsiilt tapaszta-
lati eloszlasat 2022-re, bejelolve rajta az egyes kiszamolt kockazati mértékek ellentettjeit.
Ezutan vessiink egy pillantdst a VaR és az ES idobeli valtozasédra. Kiszdmitjuk a fenti
modokon 2022-re az elmult 12 hénap adataibdl VaR-t és ES-t. Az piaci gyakorlatnak
megfeleléen az elmult 12 hénapot 250 nappal szamitjuk. A kockdzati mértékek valtoza-
sat az alabbi abrdkon kovethetjiik. A 2021-hez képest sokkal volatilisebb 2022 a kockazat

novekedésével vonhaté parhuzamba.
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A 2022-es nyitéarfolyamok napi eltérésének tapasztalati eloszlasfuggvénye
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Osszefoglalas

A dolgozatban irasa kozben sikeriilt megérteniink, hogy mik azok a kockédzati mértékek,
mit hivatottak meghatarozni: dontések objektiv, szdmszer{sitett alapjaul szolgalnak. Beve-
zettiik a kockaztatott ért€ket, a gyakorlatban legeltejedtebb kockazati mértéket és a vele
definialt feltételes extrém értéket is, példdkon keresztiil megfigyelve hianyossikagaikat.
Megismertiik, hogy ebben a kontextusban mit jelent a koherencia, valamint koherens
mértékeink koziil sz6 esett a legrosszabb feltételes varakozasrdl és részletesebben a var-
hat6 tobbletveszteségrdl, mely egy Uj alternativa a kockaztatott értékre.

Bemutattuk az utélagos ellendrzés motivaciojat, valamint a kockaztatott érték és varhatd
tobbletveszteség esetén utmutatdst adtunk a megvaldsitasukra. Végiil pedig oriilok, hogy
historikus adatatokra alapozva egy lehetséges szcendri6 veszteségére is kozelitést tudtunk
adni a fenti kockédzati mértékek segitségével.

A tovédbbiakban tervezek tobbet megtudni arrél, hogy folytonos eloszlasok esetén mi
a piaci gyakorlata a targyalt kockédzati mértékek kiszamitdsdnak, valamint hogy egyes
kereskedési stratégidk hogyan modosulnak egy kockaztatott értékben vagy varhato tobblet-

veszteségben meghatdrozott kockdzati limit bevezetése esetén.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkodszonni konzulensemnek, Araté Mikldsnak az egész éves munkdjat.
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tett tovabbtanuldsi szdndékaimban is, mindkett6ért halds vagyok.
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