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Koszonetnyilvanitas

Els6é sorban koszonetemet szeretném kifejezni témavezetémnek, Raésonyi
Miklésnak, aki bevezetett a pénziigyi matematika vilagaba. Hatalmas jéindulataval
és tirelmével mindig segitett, amikor elakadtam, és a szamomra nehéz fogalmakat
is érthetéen magyarazta el. Az altala nyijtott tamogatas és az id6, amit ram szant,
nélkilozhetetlen volt ahhoz, hogy a dolgozat a jelenlegi forméjaban megvaldsulhas-
son.

Koszonom a csaldadomnak és barataimnak, hogy a tanulminyaim sordn végig
tamogattak és batoritottak engem, amikor sziikségem volt ra. Halas vagyok, hogy
mindig készségesen meghallgattdk a matematikéaval kapcsolatos probléméimat és

gondolataimat.



1. fejezet

Bevezetés

A frakciondlis Brown-mozgés kiilonb6z6 Hurst paraméterekkel H € (0,1) mar
régota foglalkoztatta a pénziigyi matematikusokat. Viszont egy idedlis kereskedési
modellben, ahol a piaci tokéletlenségek figyelmen kiviil vannak hagyva, a frakcio-
nalis Brown-mozgas nem szolgaltat elfogadhaté modellt, mivel potencidlis arbitrazs
lehetoségeket eredményez (H #* % esetén). Ennek kovetkeztében egy ideig nem al-
kalmaztak ezt a modellt pénziigyi folyamatok elemzésére. Azonban szamos kutatas
eredménye megmutatta, hogy amennyiben piaci surlédas figyelhetoé meg, az arbitrazs
hatasa eltlinik és a frakcionalis Brown-mozgas egy alkalmas jelolt lesz az arfolyamat
leirdsara. Ebben a dolgozatban azt vizsgaljuk, hogy az arfolyamat memoridja hogyan
befolyasolja az optimalis befektetést, abban az esetben, ha a pénziigyi folyamat a
frakciondlis Brown-mozgast koveti.

El6szor bemutatunk két Brown-mozgasbdl szarmaztatott modellt, amelyek a
pénziigyi matematika fejlédésében fontos szerepet jatszottak (Bachelier, Black-
Scholes), valamint ismertetjiik a frakciondlis Brown-mozgas tulajdonsagait.

Ezt kovetoen felvazoljuk a likviditasi problémat, illetve megmutatjuk, hogy mi-
lyen arhatasok lehetnek egy piaci kornyezetben, amelyek a piaci surlodasok figye-
lembe vételét indokoljak.

Ezutédn ratériink a dolgozat f6 eredményére, ahol az azonnali arhatast piaco-
kon azt az esetet tekintjik, amikor az arfolyamat a diszkrét idejli, hosszu és pozitiv
toan elérhetd profit novekedésének a nagysagrendbeli gyorsasaga O (T%H), ahol
H a Hurst paraméter, ami a folyamat kovariancia strukturajat befolyasolja, o > 1

pedig a piaci surlodasért felelés paraméter. Tehat a profit akkor né gyorsabban, ha



1. Bevezetés

az arfolyamat trajektoridja simébb (H nd) és ha a piaci strlédas kevésbé biinteti a
nagy kereskedési sebességet (o csokken). Ezen kivill megadjuk az aszimptotikusan
optimalis stratégiat, amivel ez a profit névekedés elérhet6. Az eredményeink ab-
ban az értelemben aszimptotikusak, hogy hossza idétavlatban érvényesek. Azonban
érdemes megfigyelni, hogy ilyen hosszu tava kereskedések tényleg el6fordulnak a
gyakorlatban, példaul nagyfrekvenciaju kereskedés esetében, ahol a kereskedés mil-
liszekundumonként zajlik és a kereskedési id6 hossza néhany éra.
Osszehasonlitasképpen bemutatjuk a diszkrét idejii, negativ memoriaji (H < %)
esetben elért eredményeket, amelyek 2021-ben lettek elvégezve, lasd [1]. gy arra
vonatkozo megfigyeléseket tehetiink, hogy hogyan valtozik az optimalis befektetési
Végiil megemlitiink néhany nyitott kérdést a feladattal kapcsolatban, amelyek-

nek a megvalaszolasara tovabbi kutatasokra van sziikség.



2. fejezet

Alapfogalmak

Ebben a fejezetben ismertetem azokat a gazdasagi és matematikai fogalmakat,

amelyek a szakdolgozat megértéséhez sziikségesek.

2.1. Gazdasagi fogalmak

2.1. Definicid. Portfolionak nevezziik eqy kereskedd pénziigyi befektetéseinek dsszes-

SEgEt.

2.2. Definicié. Arbitrazsnak nevezzik az olyan lehetdségek kihaszndldsdt, mellyel

kockazatmentesen nyilik lehetdségink profit elérésére.

2.3. Definicié. Piaci surloddsnak nevezziik a kereskedés sordan fellépd piaci kérnye-

zet dltal okozott plusz kéltségeket (pl. tranzakcios kéltség, likviditasi koltség).

2.4. Definicié. Volatilitasnak nevezziik azt a mérdszamot, amely azt hatdrozza meg,

hogy egy adott arfolyamat mennyire oszcilldl.

2.5. Definicié. Derivativaknak nevezziik az olyan pénzigyi szerzodéseket, amelyek

eqy mogottes eszkoz értékén alapulnak.

2.6. Definicié. Opcionak nevezziik az olyan derivativat, amely jogot biztosit a bir-
tokosdnak, hogy eqy madgottes eszkozt elore meghatdrozott dron eqy bizonyos idében
vasdaroljon vagy adjon el. Eqy europai opciot csak a lejdrati ddtumon, mig eqy ame-

rikai opciot a lejarati datumig bdrmikor ki lehet valtani.



2. Alapfogalmak

2.2. Sztochasztikus folyamatok

2.7. Definicié. Az (X})iez valdszintiségi vdltozok sztochasztikus folyamatot alkot-
nak, ha ezeknek minden véges Xy, , Xy,, ..., Xy, csaladjara meg van adva az egyiittes

eloszlasfigguény.
2.8. Definicib. Az (X,)iez sztochasztikus folyamat kovariancia-figgvénye:

r(t,s) == cov(Xy, Xs) (2.1)

2.9. Definicié. Az (Xy)iez sztochasztikus folyamat erésen staciondrius, ha minden
neN t, €Z,....t, € Z és h € Z esetén (Xy,,...,Xy,) egyiittesen ugyanolyan

eloszldsi, mint a h-val vald eltoltja (X o,y X, 1n)-

2.10. Definicib. Az (X,)iez sztochasztikus folyamat gyengén staciondrius, ha E[X]
nem figg t-t6l (azaz konstans), illetve a kovariancia-figguény r(t,s) értéke csak a

t — s eltéréstdl fiigg.

Gyengén stacionarius sztochasztikus folyamat kovariancia-fliggvénye tehat egy-
valtozos: r(t,s) = r(t — s). Vagyis gyengén staciondrius sztochasztikus folyamat
kovariancia-fuggvénye r(h) := cov(Xyip, X¢) médon szamolhaté. A kés6bbiekben

ha valamirol azt allitjuk, hogy stacionarius, akkor gyengén stacionariusnak értjiik.

2.11. Definicié. Egy (Xi)iez staciondrius folyamatra az r(k) kovariancia-
fiigguénnyel elldatva azt mondjuk, hogy:
Rovid memoridji, ha

Z|r )| < oo és Zr(/{:) >0 (2.2)

kEZ keZ

c /e

D Ir(k)] = oo (2:3)

kEZ

« /e

COV(X[+]€, Xl) = T(/{Z) >0 Vv ]{?,l S/ (24)

Negativ memoridji, ha

Z|7’ )| < oo és Zr(k:) =0 (2.5)

kEZ keZ



2. Alapfogalmak

Szemléltetésképpen egy Venn-diagramon abrazoljuk, hogy a kiilonbozd sta-
cionarius folyamatokat memoriajuk szerint csoportositva milyen tartalmazasok

figyelhet6ek meg.

Stacionarius folyamatok

////////

« /e

R

« s

////////

2.12. Definicib. Az (X;)ez sztochasztikus folyamatot Gauss-folyamatnak nevezziik,
ha barmely véges szdmu peremeloszlasa egyiittesen normdlis eloszldsi, azaz minden

neN, ty €Z,...,t, € Z esetén (Xy,,...,Xy,) egyittesen normdlis eloszldsi.

A normalis eloszlast valoszintiségi valtozoknak van egy fontos specialis tulajdon-
saguk, amit most bizonyitas nélkiil kimondunk. Ezt a késébbiekben sokszor fogjuk

alkalmazni.

2.13. Allitas. Legyen az X valdszintiségi vdltozé normdlis eloszldsi, ekkor a kivet-

kezd tulajdonsdg teljesil valamilyen C > 0 konstans esetén:

E|X|P = Co? (2.6)

ahol o az X szorasdt jeloli.



2. Alapfogalmak

2.3. Brown-mozgas

A Brown-mozgéas a pénziigyi matematika egyik legfontosabb kifejezése, amely-
bdl olyan sztochasztikus folyamatok szarmaztathatoak, amelyek idedlis kereskedési
kornyezetben adnak helyes modellt arfolyamatok leirasara. Ebben a fejezetben két
ilyen modellt ismertetiink, amelyek a pénziigyi matematika fejlodése szempontjabol

torténelmileg is jelentosek.

2.14. Definicié. A B(t,w) sztochasztikus folyamatot Brown-mozgdsnak hivjuk, ha

eleget tesz a kovetkezo feltételeknek:

1. B(t,w) majdnem minden trajektoridja a 0-bol indul, azaz

Plw: B(0,w) =0) =1

2. Minden0 < s < t esetén a B(t)— B(s) valdsziniségi valtozd normdlis eloszldsi,

0 vdrhato értékid ést — s szorasnégyzeti paraméterekkel.

3. B(t,w) novekményei figgetlenek, tehdt minden 0 < t; < ty < ... < t, esetén
a B(ty), B(te) — B(t1), ..., B(t,) — B(t,_1) valdsziniiségi vdltozok figgetlenek.

4. B(t,w) majdnem minden trajektoridja folytonos figgvény, vagyis

P(w : B(-,w) folytonos) =1

2.3.1. Bachelier modell

Louis Bachelier neve a pénziigyi matematika megsziiletéséhez kotodik, mivel 6
volt az, aki a Brown-mozgas matematikai tulajdonsagait részvényarfolyamok model-
amely még Einstein munkéssagat is 6t évvel megelézte. Modelljében a kdévetkezo-

képpen irja le az arfolyamatot:

Itt o a volatilitast, B; a Brown-mozgast, u € R az arfolyamat drift-jét jeloli.

Az arfolyamat drift-jén azt a tendenciat értjiikk, amilyen irdnyba a folyamat
az id6vel halad, fiiggetleniil a rendszerben el6forduld ingadozasoktél vagy zajok-
tol. Diszkrét ideji folyamatokndl ezt az értéket példaul linedris regresszidval lehet

megbecsiilni.



2. Alapfogalmak

A Bachelier modell j6l miikodik alacsony volatilitdsi arfolyamatok leirdsara,
azonban hatranya példaul az allando volatilitas feltételezése. Ez a modell utat nyitott
kifinomultabb modellek kidolgozasara, mint példaul a Black-Scholes modell, amelyet
az 1970-es években fejlesztettek ki, és jelenleg a legszélesebb korben hasznélt modell

eurdpai opciok arazasara.

2.3.2. Black-Scholes modell

A Black-Scholes modell egyike azoknak az arfolyamat modelleknek, amely a
Brown-mozgésbdl szarmaztathatd. Ez a modell azt feltételezi, hogy a piac egy koc-
kézatos (pl. részvény) és egy kockdzatmentes (pl. kotvény) eszkozbdl all, amelyek az
alabbi folyamatokat kévetik. Jeloljiikk Ky-vel a kockazatmentes, S;-vel a kockézatos

eszkoz arfolyamatat.

K,=¢" (2.8)

Sp =S - e7Brrut

Itt r a kockdzatmentes kamatlabat, o a volatilitast, B; a Brown-mozgast, u € R az
arfolyamat drift-jét jeloli.

Ebben a modellben feltessziik, hogy r, o és u konstans paraméterek. A piacrél
pedig azt feltételezziik, hogy arbitrazsmentes, idealisztikus, azaz nincsenek piaci
surlodasok, és a kockazatos és a kockazatmentes eszkozzel is barmekkora értékben
lehet kereskedni.

A modell hasznalatakor a fo elv az opcid fedezése a kockazatos eszkdz olyan
aranyban torténo eladasaval és vételével, amellyel a kereskedésiinket kockazatmen-
tessé tehetjiik. Ez a fajta kereskedés ad alapot bonyolultabb fedezeti stratégiaknak,
amelyet a befektetési bankok széles korben hasznalnak. Black és Scholes megmu-
tattak, hogy létezik olyan kockazatmentes kereskedési stratégia, amely nem fiigg a
kockazatos eszkoz jovobeli aratol. Ez a stratégia egy parcidlis differencidlegyenlethez
vezetett, amelynek a megoldasat a Black-Scholes formula adja, amely a kockazatos

eszkozhoz tartozé (eurdpai) opcid arfolyamatéat hatdrozza meg.



2. Alapfogalmak

2.4. Frakcionalis Brown-mozgas

A frakcionalis Brown-mozgas a Brown-mozgas egy altalanositasa, a két fo-
lyamat kozotti kiilonbség, hogy elébbi esetében a névekmények nem fiiggetlenek.
Mandelbrot volt az elso, aki ezt a fajta sztochasztikus folyamatot arfolyamatok mo-
dellezésére hasznalta, 1dsd [2]. Ez a modell az el6bbi két modellel ellentétben abban
az esetben alkalmazhato, ha piaci surlédasok figyelheték meg a kereskedési kornye-

zetben.

2.15. Definicié. Hurst paraméternek mnevezziik a frakcionalis Brown-mozgas

kovariancia-fligguényét befolyasolo paraméterét.

2.16. Definicié. A (Bf) H € (0,1) Hurst paraméterrel elldtott sztochaszti-

te[0,00)
kus folyamatot frakciondlis Brown-mozgdsnak nevezzik, amely egy folytonos, nulla

varhato értéki Gauss-folyamat az alabbi kovariancia-figguénnyel elldtva:

B tQH +U2H _ ’t _ u’QH

cov (Bf, Bf) 5 ,

tu>0 (2.10)

Ugyan a frakciondlis Brown-mozgas egy folytonos idejli sztochasztikus folyamat,
azonban mi a késObbiekben ennek a diszkretizalt valtozatat, vagyis a (BtH ) teN fo-
lyamatot fogjuk tekinteni.

Az imént definidlt kovariancia-fiiggvénybol konnyen levezetheté a frakciondlis
Brown-mozgés novekményeinek kovariancia-fiiggvényére is egy becslés a kovetkezo-

képpen:
COV (Bg-l - Bt];la B{—I - B(I):I)
= cov (B/i;,B{") — cov (B}, B{")

(t + 1)2H + 12H _ Z5211 tQH + 12H _ (t _ 1)2H

- 2 2 (2.11)
_ (t + 1)21{ — o2t (t — 1)2H N (tzH)”
2 2

= H(2H — 1)t*""?
A frakcionalis Brown-mozgas névekményei stacionarius folyamatot alkotnak, igy
a kovariancia-fiiggvény csak a névekmények tavolsagatol fiigg. Ezek alapjan kiilon-
b6z6 Hurst paraméterek esetén a frakcionalis Brown-mozgas a kovetkezé tulajdon-

sagokkal rendelkezik:

10



2. Alapfogalmak

1. H > 3 esetén a folyamat névekményei pozitivan korreldltak

N =

2. H < 3 esetén a folyamat névekményei negativan korrelaltak

N

3. H = % esetén a folyamat a hagyoméanyos Brown-mozgas fiiggetlen névekmé-

nyekkel

2.5. Analizisbeli fogalmak

2.17. Definicib. Szuperlinedrisnak nevezzik a g(x) figguényt, ha tetszdleges linedris
f(x) figguény esetén
lim L&) g (2.12)

500 g(1)
A bizonyitasok soran tobbszor is fogunk integralokkal becsiilni végtelen sorokat,

ezekre mondunk most ki két allitast, bizonyitas nélkiil.

2.18. Allitas. Legyen f(x) monoton nové, pozitiv figgvény, a,b egészek. Ekkor a

kovetkezo egyenlotlenségek teljesilnek:

b+1

b b

[ s <Y< [ e (2.13)
a—1 k—a a

2.19. Allitas. Legyen f(z) monoton csékkend, pozitiv fiigguény, a,b egészek. Ekkor

a kovetkezo egyenlotlenségek teljestilnek:

b+1

b

floyde <> f(k) < /b f(x)da (2.14)
a Py a—1

Most mar minden sziikséges eléismeretiink megvan ahhoz, hogy ratérhesstink a
dolgozat f6 problémaira. A kovetkezo fejezetben ismertetjik a realisztikus piaco-
kon fellépo likviditasi problémakat és arhatasokat, amik megindokoljak, hogy miért
szitkséges a piaci surlodasokat figyelembe venni, illetve felvazoljuk a piaci modellt,
amelyben dolgozni fogunk és definidljuk a megengedett befektetési stratégiakra sziik-

séges feltételeket.
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3. fejezet

Piaci kornyezet

3.1. Likviditasi probléma

A likviditds nehézsége egy jelentOs piaci surlédas, amely a pénziigyi piacok gor-
diilékeny miikodését befolydsolja. Likviditasi probléméanak nevezziik azt a jelenséget,
amikor egy eszkozt nehezen, vagy egyaltalan nem tudunk eladni vagy megvasarol-
ni azonnal egy korrekt dron a vasarlok vagy eladék hidnya miatt. Akkor neveziink
egy eszkozt likvidnek, ha azt konnyl megvasarolni és eladni. Likvid eszkézok példa-
ul a kiillonbo6z6 valuték, illetve a nagy cégek részvényei (mint a Google vagy Apple
részvények). Més részrol illikvid eszkozok az ingatlanok, vagy a maganvéllalkozasok.

A likviditasi probléméat elsodlegesen a kereslet és kinalat kozotti egyensuly fel-
borulasa okozza. Ha a piacon tobb eladd, mint vasarlé van, az eszkoz ara lecsokken.
Ez a hatas egy negativ ismétlodést hoz létre, ahol az eszkoz ardanak csokkenése to-
vabbi eladasokhoz és tovabbi arcsokkenéshez vezet. Hasonloképpen, ha tobb a vevo,
mint az eladd, akkor az eszkéz ara gyorsan emelkedik, ami egy eszkozar-buborékot
eredményez, vagyis az eszkoz tulértékeltté valik.

A kereslet és kinalat kiegyenstulyozatlansagan til sok mas tényezo6 is okozhat lik-
viditasi problémakat. Példaul a piaci bizonytalansag és a volatilitas visszatarthatja
a vasarlokat és az eladokat a piacra 1épéstdl, ami a likviditas csokkenéséhez vezet.
Tovabba az eszkozzel kapcsolatos elégtelen informacio, példaul annak valédi érté-
ke vagy kockazatai szintén megnehezitik a vevok vagy eladok megtalaldsat, ezzel
csOkkentve a likviditast.

A likviditasi probléma jelentés hatéssal lehet a piaci szereplokre. A befektetdk

szamara az illikviditas novelheti a veszteségek kockazatat, mivel kedvezotlen ar-

12



3. Piaci kornyezet

mozgasok esetén nehéz lehet gyorsan kilépni egy poziciobol. A kereskedOk szamara
a likviditas hidnya csokkentheti stratégidaik jovedelmezdségét, mivel eléfordulhat,
hogy nem tudjak a kereskedéseiket a kivant aron vagy mennyiségben végrehajtani.

A likviditasi probléma megoldasara a piaci szereplok gyakran kiilonféle straté-
gidkat alkalmaznak. A diverzifikacié az egyik ilyen stratégia, ahol a kereskeddk a
befektetéseiket kiillonboz6 eszkozok és piacok kozott osztjak el annak érdekében,
hogy csokkentsék likviditasi kockazatukat. A likviditasi probléma kezelésének egy
masik médja az 4j pénzigyi eszkozok, példaul derivativak bevezetése. A derivati-
vak hasznalataval a befektetok fedezhetik kockazataikat és 1j likviditasi forrasokhoz
juthatnak hozza. Példaul egy hataridés iigylet lehetévé teszi a befekteté szamaéra,
hogy egy jovobeli idépontban elére meghatarozott aron vasaroljon vagy adjon el
egy eszkozt. A hataridos tgyletek hasznélataval a befekteték rogzithetik egy eszkoz
arat és csokkenthetik a volatilitasnak valo kitettségiiket, ezaltal javitva a piacon a
likviditast.

A likviditas egyik legfontosabb mérdszama a ,bid-ask spread”, ami a legjobb
ajanlat és a legjobb eladasi ar kiilonbsége. A likvid piacokon ez az érték pontosan

megfelel a likviditas koltségének.

3.2. Piaci arhatasok

Azt a hatast, amikor a keresked6k a tranzakcidikkal befolyasoljak az arfolyamat
mozgasat, arhatasnak nevezziik. Ebben a szakaszban ennek harom tipusat ismertet-

jik, amelyeknek a fellépése szorosan Osszefiigg az illikviditas jelenségével.

3.2.1. Atmeneti arhatas

Atmeneti drhatdsnak nevezziik egy eszkoz dranak a valodi értékétdl valé dtmene-
ti eltérését a piaci szereplok kereskedési tevékenységének hatasa miatt. Rovid tava
hatasrol van sz6, azaz rovid ideig tart, amig az eszkoz ara visszatér a valodi ér-
tékéhez. Ez a hatds a kereslet és kinalat kiegyensilyozatlansaga miatt 1éphet fel.
Példaul egy nagy vételi megbizas egy korlatozott likviditassal rendelkez6 piacon at-
menetileg megnovelheti egy eszkoz arat, mivel a rendelkezésre all6 kinalatot gyorsan
felvasaroljék, ezzel hianyt okozva az eszkozbdl, ami az ar megnovekedéséhez vezet.

Hasonléképpen, egy korlatozott likviditast piacon egy nagy eladasi megbizas atme-
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3. Piaci kornyezet

netileg csokkentheti egy eszkoz arat, mivel a piacon tobblet keletkezik az eszkdzbol.
Egy nagyobb likviditasu piacon az atmeneti arhatas dltalaban kisebb, mivel az egyé-

ni tranzakciok a kereslet és kindlat egyensulyat csak nehezen tudjak felboritani.

3.2.2. Tartos arhatas

Tartos arhatas alatt azt a hatast értjiikk, ami hosszu tavon befolyasolja egy esz-
koz arfolyamatat. Ez tipikusan tranzakciok sorozatanak az eredménye, amikor a
keresked6k kozott konszenzus van egy eszkoz eladasardl vagy vételérol. Az atmeneti
arhatastol eltéroen a tartos arhatas megvaltoztathatja az eszkoz valodi értékét, amit

az alabbi abraval szemléltetiink is.

|l Tartés arhatas

J

Ar

}. A . s 3
Kereskedés Atmeneti arhatas

[e[¢]

3.2.3. Azonnali arhatas

A harmadik arhatas tipus az azonnali arhatas, amely egy eszkoz arfolyamatat
azonnal befolyasolja. Ez a hatas altalaban egy megbizas végrehajtasa miatt kovetke-
zik be, az okozott hatas nagysiga szamos tényezotol fiigghet, azonban altalanossag-
ban elmondhatd, hogy a megbizasok végrehajtasanak sebessége és nagysaga a két
legfontosabb paraméter. Ez azt jelenti, hogy egy nagy vételi megbizas megemeli egy

eszkoz arat, mig egy nagy eladasi megbizas lenyomja azt.
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3. Piaci kornyezet

Osszefoglalva, realisztikus piacokon a likviditasi probléma, illetve a kiilonbozé
arhatasok ugynevezett piaci surlodast eredményeznek. A matematikai modelliink
felallitasakor az azonalli arhatast vessziik figyelembe, aminek a definialasat a kovet-

kez6 szakaszban tessziikk meg.

3.3. Piaci modell

Tekintsiik azt a pénziigyi piacot, ahol a kockazatos eszkoz ara az Sy, t € N
folyamatot koveti. A kockdzatmentes eszkoz ara valtozatlan.

Legyen (92, F, P) az Si-re vonatkoztatott természetes filtracidval ellatott valo-
szinfiségi mértéktér. E[X] jelentse az X valds értékii valdsziniiségi valtoz6 varhato
értékét (amennyiben az 1étezik).

Ahhoz, hogy a modelliink realisztikus legyen figyelembe kell venniink a piaci
surlodasokat. A mi esetiinkben ez azt jelenti, hogy a piacon jelen van egy szuperli-
nearis azonnali arhatéds, ahol a portfoliénk értékébdl levonasra keriil minden egyes
kereskedési id6pillanatban a kereskedési sebesség egy bizonyos hatvanyaval aranyos
mennyiség. Ezt a bizonyos hatvanyt a késébbiekben a-val jeloljik és a szakiroda-
lomban az értékét jellemzéen o = g, vagy a = 2-nek valasztjak.

Adott T" € N esetén a T idépontig befejez6do6 teljesithetd stratégidk osztalyat
ugy definialjuk, hogy

S(T) :={¢ = (¢y)]_, : ¢ valds értékii, a filtraciora mérhetd folyamat} (3.1)

¢ azt jelenti, hogy a kereskedd a t.-ik idopillanatban mekkora mennyiségben
adott el, vagy vasarolt az adott eszkdzbol. Ha analég médon szeretnénk fogalmazni
a folytonos idébeli modellel, akkor ¢; a t.-ik idopillanatbeli kereskedési sebességet
hatarozza meg.

Tegytik fel, hogy a kereskedés megkezdésekor nem rendelkeziink semekkora rész-
ben a kockazatos eszkozzel. Ekkor azt, hogy a t.-ik idopillanatban mekkora mennyi-

ségben rendelkeziink a kockazatos eszkozzel igy szamolhatjuk ki, hogy

t—1
P, = ZO Ou (3.2)

Surlodédsmentes kereskedés esetén azt is tudjuk, hogy a T+ 1.-ik idépillanatban
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3. Piaci kornyezet

a készpénziink mennyisége egyenl6

T+1

amennyiben a kezd¢ poziciénk 0 volt.
Végezziik el a kovetkezo algebrai atalakitasokat, ahhoz hogy egy hasonld 6ssze-
fiiggést kapjunk a befekteto adott idépillanatbeli készpénz mennyiségére abban az

esetben, ha piaci surlodas is megfigyelheto:

T+1
Z (I)u<Su - Sufl)
uz;’+l T+1
== Z (I)uSu - Z q)usufl
T+1 u—1 T+1
= ZS ZQ% —ZSU 1Z¢k
= u—1 T+1
k=0
T u—1 u
:ZSu Or — su2¢k+smzdbk
u=0 k=0 u=0
T u—1 u
_ Z S, bp — m) + Sri1 Z O,
u=0 k=0 k=0 k=0
T T
=— Z Su¢u + 5741 Z Di
u=0 k=0

Feltessziik, hogy a surlédas arhatasa a kereskedési sebesség egy szuperlinearis
hatvanyfiggvénye, igy az elobb levezetett képletet kiegészitjiik a surlodas hatasat

leir6 tényezovel:

T T T
= 6uSu+ 811> du— D Al (3.5)
u=0 u=0 u=0

itt feltessziik, hogy @ > 1 és A > 0.
Fontos megjegyezni, hogy csak azokat a portfolidkat szeretnénk figyelembe ven-
ni, ahol a kereskedési idoszak végén az Osszes kockazatos eszkoziinket eladjuk, igy

a kereskedés soran szerzett profitunkat készpénz formajaban tudjuk realizdlni. A
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3. Piaci kornyezet

matematikai megfogalmazashoz igy a kévetkez6 halmazt kell definidlnunk:

G(T) = {Cb €S(T) : @y = Z¢u = 0} (3.6)

Amennyiben ¢ € G(T), és feltessziik, hogy 0 kezd6t6kével indulunk, tgy a kész-
pénzben meglevé pozicionk a T'+1.-ik idépillanatban a kovetkezoképpen hatarozhatéd

meg: i .
XT(¢) = Z ¢uSu - Z >\|¢u|a (37)
u=0 u=0

Fontos még azt a kikotést megtenntiink, hogy a készpénzben meglevo poziciénk
varhato értéke semikor se vehesse fel a —oo értéket, ehhez a portfolick kovetkezo

halmazat kell definidlnunk minden 7" € N-re

A(T) = {0 € G(T) : E[(Xr(¢))_] < oo} (3.8)

ahol z_ := max{—z,0} minden = € R-re. Ez tehdt azoknak a stratégidknak a
halmaza, amelyek nulla kezd6tokébdl indulnak, és a kereskedési idoszak végén az
Osszes befektetésiinket készpénzben realizaljuk, aminek a varhaté értéke szigortian
nagyobb, mint —oo.

Most definialjunk egy fiiggvényt, ami meghatarozza, hogy egy adott T+1 idopon-
tig mi a lehetséges stratégidk koziil elérhet6 profit varhaté értékének a szuprémuma,
vagyis az optimalis stratégiaval varhatéan elérheté legnagyobb nyereség.

u(T) = sup E[Xr(¢)] (3.9)
P A(T)
A célunk a késObbiekben az, hogy megadjunk egy olyan ¢ befektetési stratégiat,

amely legaldbb aszimptotikusan, ahogy T'— oo eléri u(T') névekedési szintjét.
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4. fejezet

Aszimptotikusan optimalis

befektetés

Eloszor fogalmazzunk meg az arfolyamatra és a névekmények tulajdonsagaira

feltételezéseket.

4.1. Feltevés. Legyen az S;,t € N folyamat nulla vdarhaté értékd Gauss-folyamat,

amelynek a novekményei staciondriusak ugy, hogy

cov(Sy, — S, 5:) >0, 0<t<u (4.1)

Definidljuk a novekmények kovariancia-figguényét a kovetkezoképpen:

T’(k) = COV(Sl — So, Sk+1 — Sk), keN (42)

Tegyrik fel, hogy a kovariancia-fiigguény a kévetkezo feltételeknek megfelel:

r(0) =1, Jk*72 < (k) < LET2 k> 1 (4.3)

ahol Ji,Jy >0 és H € (1,1).

taroznak meg. A diszkrét idejii frakciondlis Brown-mozgas H > % Hurst-paraméterrel

eleget tesz ezeknek, ldisd [3].

A kovetkezo tétel a dolgozat {6 eredménye, amely explicit formédban megadja az
aszimptotikusan optimalis stratégiat, valamint meghatarozza a varhatéan elérheto

profit novekedésének nagysagat.
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4. Aszimptotikusan optimalis befektetés

4.3. Tétel. Legyen A > 0, a > 1 és az arfolyamatra legyenek igazak az eldbb
megfogalmazott feltételek. Ekkor, ha X\ elég kicsi, akkor a

(1) vdrhatéan elérhetd maximdlis profitra a kévetkezd teljesiil:

T
lim sup u§a> < 00 (4.4)
T—oo Ta-1t1

(ii) az optimdlis befektetési stratégia:

sgn(Sy)|S|= 7, 0<t<2\T/4]
ST 0) =S =g e/ Y 6., 2(T/4) <t <4|T/4] (4.5)
0, kiilonben

Emellett a stratégia mellett teljesiil, hogy

ioning EXr (0T )

T—o0 T%+1

>0 (4.6)

ez azt jelenti, hogy a ¢(T,«) stratégia esetén a profit novekedésének gyorsasiga

O(Ta-11Y),

A fenti stratégia arra az intuiciéra épiil, hogy az olyan piacon, ahol sirlédés
figyelheté meg nem lehet tetszoleges sebességgel vasarolni vagy eladni, mivel a sir-
l6das szuperlinedris arhatéasa miatt ezek olyan veszteségeket okozhatnanak, amelyek
egy egyébként nyereséges befektetést is tonkretehetnek. A mi stratégiank ugy mu-
kodik, hogy a kereskedés elso felében attél fliggben vesziink vagy adunk el, hogy a
kezdeti (Sy = 0) értékhez képest az ar pozitiv vagy negativ értékii és anndl gyorsab-
ban kereskediink, minél nagyobb az arkiilonbozet a kezdeti értékhez képest pozitiv
vagy negativ irdnyban. A kereskedés masodik felében a strlédds arhatasa miatt
allando sebességgel adjuk el az eszkozoket, amiket a kereskedés elsé felében megva-

séroltunk.
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5. fejezet
Bizonyitasok

El6szor hatarozzuk meg a portfoliok varhatdéan elérheté maximalis nyereségét.
Tehat az X7(d) = Yot du(—Su) — 320 Mdu|® értékére kell felss becslést adnunk.
Ehhez tekintsiik a sup,cp(xy — G(x)) optimalizdlasi feladatot, ahol G(z) := A|z|®,
x € R.

5.1. Allitéas.

a—1

G*(y) = sup(zy — G(x)) = aTeATalyaT, yeR (5.1)

FASIN

Bizonyitds. Ott lesz az xy — G(x) figgvénynek lokalis széls6értéke az x valtozd

szerint, ahol az x-szerinti parcidlis derivaltja 0-val egyezik meg.

y — ax® 1 x>0

o (ey = Ma|*) = {y (o 2 <0 (52)

Mivel mindkét esetben a derivalt nullaval egyezik meg, igy a kovetkezd Osszefliggés
kaphato:

AT @ T=a [y| =T = |z (5.3)
Tudjuk, hogy lim, 1. 2y — Az|* = —o0, mert az |z|* a kifejezésben a domindlo
tényez6 és A > 0. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy az x valtozo szerinti lokalis szélso-
érték jelen esetben az abszolit maximumértéknek felel meg. Helyettesitsiik be tehat

a megkapott Osszefiiggéseket.
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5. Bizonyitasok

1 1 1 N N .
lzy| — M| = AT a e |y|a 1|y — Mm% |y|a

1 a 1 1
s )\1—11 a—1 l—« ]_ _ —
ly|e—Ta ( a) (5.4)

= 2L ey
(67

Ezzel az allitast belattuk, hiszen a funkciondl maximalis értékét pontosan meg-

hataroztuk. [
Legyen x := ¢y, y := —S,. Ekkor a G* definici6ja szerint minden ¢ € G(T))
esetén,
T T
X7(¢) <Y GH(=8,) =C Y _|Su|aT (5.5)
u=0 u=0

valamilyen C' > 0 konstans esetén és mivel az S, Gauss-folyamat, igy

T
EXr(¢) < C Y E|S, |+ CZM (Var(S,))2@-D (5.6)

Ahhoz, hogy tovabbi becsléseket tudjunk adni, a Var(S,) értékét felilrsl kell
becsiilniink minden n € N, n > 1 esetén. Ezt a novekmények stacionarius tulajdon-

sagat kihasznalva tessziik meg.

Var(S,) = cov(S,, S,) = cov() S — S;- 1,25 Si 1)

j=1
n -1
= nVar(Sl — So) + 2 Z Z COV(S]' — ijl, Sz — Sifl)
i=2 j=1
n -1
= nVar(S; — So) +QZZCOV — S0, Si—j+1 — Si—j) (5.7)
=2 j=1
n -1
= nr(0) —I—2ZZT(@—])
i=2 j=1
n -1
< nr(0) + 2J; (i — )22
=2 j=1
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5. Bizonyitasok

n i—1
§n+2JQZ/ w12 du,
i=2 Y0

=2

§n+2J2/ Y
1

2H — 1
2J2+1 2H 2H
< —— =: J.
=oH_1" 31

(i— 1>2H—1
2H —1

2H -1
dv =n

2J5 (n* — 1)

T oHEH -1

Mas részrél a Var(S,,) értékére als6 becslést is adhatunk.

Var(S,,) = cov(S,, Sp) = COV(Z S

j=1

n i—1

= nVar(S; — Sp) + 2 Z Z cov(S;
i=2 j=1

n i—1

= nVar(S; — Sp) + 2 Z Z cov(Sy

i=2 j=1

=2
2J;
>
~—9H —1
20
2H —1
Jp
2H(2H — 1)

n
2H-1
/ ’
1

(2 1)

= Sjo1, ) Si = i)
i=1
- Sj—la S — Si—l)

— S0, Si—jy1 — Sij)

(5.8)

ha n elég nagy. Az alsé becslés azt mutatja, hogy Var(S,) értéke legalabb n2?H

nagysagrendben né, vagyis Var(S,) > Jyn*? valamilyen J; > 0 konstans esetén.
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5. Bizonyitasok

Most mér az EXr(¢) értékét tovabb tudjuk felilrdl becsiilni a kovetkez6képpen.

T
EXr(¢) < CM = Z(Jgqu)ﬁ

u=0

— M o JT Zua
(5.9)

Hao

o T+1
< C']W%1 J32(0‘71> / wo—-1 du
0

Ha
ey (T + 1)
=COM_o J{© 0
a—1 + 1

Ebbdl az kévetkezik, hogy a varhatéan elérheté maximalis profit O <T%> gyorsa-
sdggal n6. Ez bizonyitja (i)-et, vagyis

y SUPye a1y EX1(0)
im sup

Hao
T—o00 T(afl)—"_l

< 00 (5.10)

teljestilését.
A (ii) rész bizonyitasahoz valasszuk a ¢, 1= ¢4(T, ) stratégiat. Ekkor figyeljik
meg, hogy X7(¢) a kovetkezd tagokra bomlik:

S|

MW

Xr(p) = |S, |71 —Z)\\S |31 (5.11)
u=0
T 2 % 1 T 2 z 1 i
XT: T a gn(Ss)|Ss|a=1 — XT:I)‘ T Osgn(SS)|SS|&_1
T = w=T1 s=

2

A fenti kifejezésben jeloljiik a tagokat sorrendben haladva I1(7T), Io(T), I3(T), 14(T)-
vel. Tehat
Xr(¢) = —1(T) = I(T) + I;(T) — 1u(T)
Tekintsiik el6szor az Io(T), I14(T) tagokat és vegyiik észre, hogy amennyiben

a > 1, akkor az |z|* figgvény konvex, igy alkalmazhatjuk a Jensen-egyenlétlenséget.

Ekkor

T T
2 2

EL(T) < EL(T) = AE |} [Su[=T | =AY _E|S,[=1 (5.12)

Az I3(T) tag varhat6 értékének meghatdrozasahoz a Gauss-eloszlasi valdszini-

ségi valtozok egy specidlis tulajdonsagat kell kihasznalnunk. Nevezetesen, hogy az
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5. Bizonyitasok

Sy, u > s esetén felbonthatd, mint S, = p(u, s)Ss + W, ahol W, ¢ fliggetlen S,-t6l

cov(Suy,Ss)
Var(Ss)

és nulla varhaté értéki, p(u,s) =

T
2

T
EL(T) = 2 3 3B [Susen(S)]S./77]
:%Jr

1 s=0

E [p(u,s)Sssgn(Ss)|Ss|ﬁ] Vv E {Wu,ssgn(ssnssﬁ (5.13)
B |plu,5)|, |+ ]

Mivel E [Wu,ssgn(ss)ws\ﬁ] — E[W,,|E [sgn(ssﬂssﬁ —0.
Ahhoz, hogy tovabbi becsléseket tudjunk adni el0szor rogzitett v > 1 esetén meg
kell hataroznunk az Sy — 5; és S; kovarianciajat, ahol k,l € N és k > vl, vagyis a k

és az [ idopillanatok kelléen tavol vannak egymastol.

COV(Sk — Sl, Sl>

l k
= COV (Z Sz — Si—17 Z Sj - Sj_1>
=1

j=l41
Ik
= Z cov(S; — Si—1,S; — Sj-1)
i=1 j=l+1
Ik
- Z cov(S1 — So, Sj—it1 — Sj-i)
i=1 j=l+1
P (5.14)
=1 j=I+1
Ik
SRS Y (i
=1 j=l+1
l k+1—i
> Z/ W22 gy,
= Sy
7 I
1 N2H—1 N\2H—1
— kE+1-— —(l+1-
77 2 (k1= (=0

Mivel ((k+1—14)*"7t — (141 —4)*~!) novekszik i-ben a konkavitds miatt, igy
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5. Bizonyitasok

1 = 1-ben minimalis. Ezért

l

N (X T (R
> 2HJ1 1l (K21 21y (5.15)
> Jy(v! — 1)l2H —. J.2H

- 2H -1

Tudjuk a névekményekre valo feltevés alapjan, hogy cov(S,, Ss) > Var(Ss), vagy-

T T

is p(u,s) > 1 minden s € [O, 5], u € [g,T} esetén. Most egy jobb becslést adunk

3

T T 3

p(u, s) értékére abban az esetben, ha u € [%,T}, s € [Z’ 5}, v=3.

cov(Sy, Ss)
= cov(S, — Ss, Ss) + Var(Ss)
> J5s* + Var(S;)

T

2H
> J5 (Z) + Var(Ss)

= ;—ETZH + Var(S,) =: ¢ (H)T*" 4 Var(S,)

(5.16)

Most mér tovabb tudjuk becsiilni p(u, s) értékét abban az esetben, ha u € [%, T],

s€ i3l
cov(Su, Ss)
Var(Ss)
- c1(H)T*H + Var(S,)
- Var(S;)
c(H)T*H
> 14 2T
el (H)T?H

5 (5"

2

plu, s) =

(5.17)

Ezzel minden rendelkezéstinkre 4ll ahhoz, hogy az El3 értékére egy alsd becslést
adjunk. Ehhez az I3 kifejezésben szereplé szummaékat szét kell szedniink tobb részre,

hogy a fentebb levezetett becsléseinket fel tudjuk hasznalni. Elészor is

9 L T 5 T z
=D [p(u,s)|55|afl] >= 3 YE [yss|afl} (5.18)
u:%«#l s=0 u:%J’,l s=0
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5. Bizonyitasok

tovabba,
s T s T
92 1 2 o 9 1 2 o
=Y Y E [p(u, s)|SS|a—1] > > >E [|Ss|a—1} (5.19)
u:%—&-l 5=0 u:%—i—l 5=0
Most tudjuk kihaszndalni az u € [%, T}, s € [%, %} esetére kidolgozott becsléseinket,
miszerint
T 3 T Z
2 _o 2(1 + CQ(H)) o
23 Y Elplus)lS ] 2 S ST S B ISR (5:20)
uz%—i—l s:%-i-l u:%—f—l s:%—i—l

A kovetkezo 1épésben az El3 — E1; kifejezés értékére adunk alsé becslést, hiszen

ekkor az EXr(¢) értékét is alulrél fogjuk tudni becsiilni.

El; — FI
2 XL s .
25 Sepunisi] - S efs]
uz%—i—lszo s=0
T r 3T r
>2 % 4 E[[SMLMQ Z 2 E [|5,[7*7]
<o s 7
u:%—i—l s=0 u:%—i—l s=0
T z z
2(1 4 c2(H)) o o
TR SO S I I o L
u=3L 11 s=T11 s=0
2eo(H) < & o1
=2 Y X B[Isd (5:21)
u:%—i-ls:%—&-l
s T
2e0(H) 7 < L Ha
i T 4 M%Jf( l)sa—l
s:%—i—l
()M = 7 (5,
> o /sa—lds
2 T
4
co(H)M 2 J; " (T)aal“ (T)f‘?“]
= Hao -\
2(5+1) 2 4
> ATa-1t!
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5. Bizonyitasok

valamilyen A > 0 konstans esetén. Ekkor

El; — FL S

H
Tozfal +1

Ebbol mar kovetkezik, hogy

E[XT(¢(T, Oé))] _ EIg — EIl — EIQ — EI4

Tasp+t Tas+l
Hao
INKTo-111
>A- T —A-2K
Ta-1Tl

valamilyen K > 0 konstans esetén. Emiatt

i EX(0(T. )

T—00 Tﬁ-ﬁ-l

>0

a—1

(5.22)

(5.23)

(5.24)

elég kicsi \ esetén. Vagyis ezzel belattuk a (ii) allitast abban az esetben, ha T' 4-

el oszthaté. Amennyiben T tetszOleges egész szam, akkor a szamolasok ugyanugy

elvégezhetoek, kis valtoztatasokkal az egyenletekben, miszerint a szummazasi hata-

roknal a megfelel6 egész értékeket kell venni.
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6. fejezet
Negativ memoriaju eset

Osszehasonlitasképpen ebben a fejezetben bizonyitds nélkiil ismertetjiik a [1] cikk
dell és a megengedett stratégiakra vonatkozo feltételek megegyeznek a 3. fejezetben

leirtakkal.

6.1. Feltevés. Legyen a (Z;) eqy valos értékid, nulla varhato értéki staciond-

teZ
rius Gauss-folyamat, amely az drfolyamat novekményeit jelenti. Jelolje az r(t) :=
cov(Zo, Zy), t € Z a novekmények kovariancia-figguényét. Tegyik fel, hogy létezik

To > 0 és Ji, Jo < 0 dgy, hogy minden t > Ty esetén

Jltx S T(t) S Jgtx (61)

ahol x € (—2,—1). Tovdbbd,

> r(t)=0 (6.2)

tez
Definidljuk az drfolyamatot a kovetkezoképpen: Sg = 0 és Sy = S;1+ Z;, t > 1

esetén.

R,

chasztikus folyamat, lasd [3]. Ha (Z;),c, egy H < 5 Hurst paraméterti frakcionalis
Brown-mozgas névekményei, akkor a (6.1) feltétel x := 2H — 2 esetén teljestil.

A kovetkezo tétel a cikk f6 eredménye, explicit formaban megadjak az aszimp-
totikusan optimalis stratégiat és meghatarozzak a varhatéan elérhetd profit noveke-

désének nagysagat.
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6.2. Tétel. Legyenek igazak az drfolyamatra az eldbb megfogalmazott feltételek.
Ekkor, ha X\ elég kicsi, akkor a
(1) vdrhatéan elérhetd mazximdlis profitra a kévetkezd teljesiil:

u(T)

lim su < 00 6.3
WU ) (6.3)

(ii) az optimdlis befektetési stratégia:

— sgn(S,)|S,| =T, 0<t<3|T/6
ST, ) == =50t o/ ™ 6., B|T/6) <t <6[T/6] (6.4)
0, kiilonben

Emellett a stratégia mellett teljestil, hogy

g EX(0(T. )

i P En R (0:)

A fenti stratégia arra az intuiciéra épiil, hogy az olyan piacon, ahol surlodas
figyelheté meg nem lehet tetszdleges sebességgel vasarolni vagy eladni, mivel a sir-
l6das szuperlinearis arhatasa miatt ezek olyan veszteségeket okozhatnanak, amelyek
egy egyébként nyereséges befektetést is tonkretehetnek. Ez a stratégia igy miikodik,
hogy ellentétesen kereskediink az arvaltozashoz képest, vagyis akkor vesziink, ha az
ar negativ a kezdeti arhoz képest és akkor adunk el, ha pozitiv. Annal gyorsabban
kereskediink, minél nagyobb az arkiilonbozet a kezdeti értékhez képest pozitiv vagy
negativ iranyban. A kereskedés méasodik felében a sirlodéas arhatdsa miatt allando
sebességgel adjuk el az eszkozoket, amiket a kereskedés els6 felében megvasaroltunk.
si stratégidban annyi a kiilonbség, hogy a kereskedés els¢ felében éppen ellenkezo

esetben kell eladni vagy venni a kezdeti értékhez képesti arkiilonbozetet tekintve.
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7. fejezet
Kitekintés

A bizonyitasok soran egy kulcsfontossdagi 1épés volt a Gauss-eloszlast valdszint-
ségi valtozok egy specidlis tulajdonsaganak a kihasznaldsa, miszerint az Sy, u > s

esetén felbonthatd, mint S, = p(u, s)Ss + Wy, ahol W, ¢ fiiggetlen S,-t6l és nulla

cov(Su,Ss)

Var(5,) - Ez a 1épés diszkrét és folytonos esetben is egy

varhat6 értéki, p(u,s) =
kritikus pontja volt a bizonyitasnak, lasd [4]. Felmeriil a kérdés, hogy mit lehet mon-
dani abban az esetben, ha a folyamat nem Gauss. Van mas folyamat is, ahol ez a
projekcié miikodhet? Egy lehetséges megkozelités lehetne azt megvizsgalni, hogy mi
torténik abban az esetben, ha az S(t) folyamat Gauss-folyamatoknak egy tgyneve-
zett keveréke. Ez alatt azt értjiik, hogy tekintsitk a Gy(t),...,G,(t) nulla varhaté
értékil, oy,...,0, szorasa, figgetlen Gauss-folyamatokat. Legyen m € {1,...,n}
valdszintliségi valtozd, amely fiiggetlen minden mastél. Ekkor S(t) := G ().

A matematikai modelliinkben a piaci arhatasok koziill mi azt az esetet vizsgal-
tuk, amikor azonnali arhatas figyelheté meg. Egy érdekes kérdés lenne azt az esetet
megvizsgalni, amikor atmeneti arhatds van jelen a piacon. Ennek az arhatasnak egy
lehetséges matematikai modellezését a kovetkezo cikkben dolgozték ki: [5]. Tovabbi
kutatasi lehetoséget vet fel annak a megvalaszolasa, hogy ebben az esetben mi lenne
a varhatoan elérhet6 profit névekedésének a nagysagrendbeli gyorsasiaga és mi lenne
az ehhez szitkséges optimédlis befektetési stratégia.

Azt az esetet is meg lehetne vizsgalni, hogy mi torténik ha masik hasznossagi
fiiggvényt szeretnénk maximalizalni, vagyis a supge 4¢r) E (u[X1(0)]) értéket szeret-
nénk meghatarozni valamilyen u fiiggvény esetén. Ezt a feladatot Peter Bank és

Moritz Vof példaul u(x) := —e~**, a > 0 esetében oldottdk meg, lasd [5].
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