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Bevezetés

Szakdolgozatomban néhany topologikus illetve variacios modszert mutatok be dif-
ferencidlegyenletek megoldhatésaganak bizonyitasdhoz. A modszerek a matemati-
ka tobb Agara is épitenek: differencidlegyenletek mellett a dolgozat szinte egészé-
ben felhasznélom a klasszikus analizis, funkcionalanalizis, és az algebrai topologia
eredményeit is. A dolgozat két részre oszthato: az els6ben klasszikusnak mondhato
modszerek szerepelnek, a méasodikban a bifurkacidelmélet eszkozei, melyek hangsi-
lyosabb szerepet kapnak. A két rész hasonldan épiil fel, elGszor elméleti eredmények
talalhatoak, majd differencélegyenleteket is magaban foglalé feladatokon keresztiil
mutatom be alkalmazasukat. Az itt bemutatott gyakorlati alkalmazésok mind fizi-
kai motivaciéval birnak, a megfelel§ fejezetekben egy rovid Gsszefoglaloban fejtem
ki milyen probléma vezet el egy-egy differencidlegyenlethez. Az elsG rész f6 elméle-
ti eredménye a Leray-Schauder alternativa tétel, melyet felhasznalva megmutatom,
hogy egy fém rad melegitésekor beédlld hGegyenstulyi allapotot le lehet irni egy ko-
zonséges differencidlegyenlet segitségével. A masodik rész legfontosabb eszkoze a
Krasnoselskii-Rabinowitz tétel. Alkalmazasa soran bebizonyitom egy differencial-
egyenlet csalad megoldhatosagat bizonyos feltételek mellett, majd a dolgozat utolsé
fejezetében egy csaladbol valasztott egyenlet megoldasan haladok végig. A téma le-
het6 legszéleskoriibb kifejtése érdekében némely olyan eredmény bizonyitas nélkiil
szerepel, amely nem tartozik a szorosan a dolgozat téméjahoz.



1. fejezet

Klasszikus modszerek

Néhéany elméleti eredményt mutatok be, amelyek segitségével bizonyithato differenci-
alegyenletek megoldhatosdga. Némely tételt vagy allitast nem bizonyitok a tomorebb
dolgozat érdekében, a bizonyitasok megtalalhatok az [1] forrasban.

1.1. Tétel (Cauchy-Peano egzisztencia tétel). f:R? — R folytonos az (zo, yo) €
R? pont egy kirnyezetében. Ekkor létezik eqy o > 0 €s kévetkez6 egyenletnek is létezik
megolddsa:

y=Fy)  yl@o) =y
az [vo — o, xo + o intervallumon.

1.2. Definicié. Legyen X metrikus tér, jelolje C(X) az X-en értelmezett valds ér-
tékd folytonos figguények halmazdt. A C C(X) ekvifolytonos az x € X pontban, ha
minden € > 0 esetén létezik 6, > 0, amire minden olyan x,y € X, d(x,y) < d,-re
lu(z) —u(y)| < € minden u € A.

Ismert, hogy véges dimenzios normalt terekben a korlatos és zart halmazok egy-
beesnek a kompakt halmazokkal. Végtelen dimenzioban ez altaldban nem igaz. Az
alabbi tétel jellemzést ad a kompakt halmazokra a folytonos fiiggvények C'(X) nor-
malt terében, amelyet a maximum norméval latunk el.

1.3. Tétel (Ascoli-Arzela). X kompakt metrikus tér. Ho A C C(X) ekvifolytonos
és korldatos, akkor A relativ kompakt.

Az alabbi definicié a dolgozat egészében fontos szerepet jatszik:

1.4. Definicié. Legyenek X,Y normdlt terek, az f - X — 'Y fiigguényt teljesen foly-
tonosnak nevezzik, ha minden S C X korldtos halmaz esetén f(S) relativ kompakt.

1.5. Definicié. Legyenek X,Y normdlt terek, az f : X — 'Y fiigguényt kompaktnak
nevezziik, ha f(X) relativ kompakt.



1.6. Definici6. Legyen k természetes szam. Ekkor C*[a,b] jeldli a k-szor folytono-
san differencidlhato valds értékd figguények terét.

1.7. Tétel. A j: C*a,b] — C¥[a,b] bedgyazds teljesen folytonos.

1.8. Definici6. Legyen X normdlt tér, F' = {xy,xs,...,x,} X egy véges elemszd-
mu részhalmaza. F konvexr burka:

con(F) = {thxj ity > O,th =1}
j=1 Jj=1

1.9. Tétel (Schauder projekcios lemma). Legyen K az X normdlt tér kompakt
részhalmaza, d a norma dltal indukdlt metrika. Adott € > 0 esetén létezik egy véges F
részhalmaza X-nek és eqy P : K — con(F') Schauder projekcionak nevezett leképezés,
amelyre d(P(z),x) < € minden x € K.

Bizonyitas: Az F' = x4, ...,z,, halmaz legyen a K egy véges e-haloja. Minden ¢ =
1,...,m esetén legyen ¢; : R — R, ¢;(x) = € — d(x,z;) ha x € B(x;;¢€) és ¢;(z) =0
kiilonben. Legyen

¢(r) = Z ()

P(z) = ; %xl

A P leképezés folytonos, hiszen ¢;(z)-ek is folytonosak. Szamoljuk ki egy tetszdleges
pont tavolsagat a projekcio képétsl:

UPa).0) = 11Y S = 3 Sl =

hiszen ¢;(x) =0, ha ||z, — z|| > €.



1.10. Tétel (Schauder fixpont tétel). Legyen C egy zdirt, konver részhalmaza
egqy normdalt térnek, és f: C — C kompakt leképezés. Ekkor f-nek létezik fizpontja.

A kovetkezd tétel a schauder fixponttétel egyszert kovetkezménye, ugyanis egy
kompakt halmazon értelmezett folytonos fiiggvény teljesen folytonos is.

1.11. Tétel (Altalanositott Brouwer fixpont tétel). Egy normdlt tér kompakt,
konvex részhalmazan értelmezett folytonos fligguénynek létezik fixpontja.

1.12. Definicio. Legyen X tetszdleges normdlt tér. Az f : X — X leképezés kielégiti
a Leray-Schauder peremfeltételt, ha létezik egy r > 0 valds szdm, hogy ||x|| = r-bdl
kovetkezik f(x) # Az minden X\ > 1-re.

1.13. Tétel (Leray-Schauder alternativa). Legyen f : X — X teljesen folyto-
nos leképezés, X normdlt tér és f teljesiti a Leray-Schauder peremfeltételt. Ekkor
f-nek létezik fixpontja.

Bizonyitas: A Schauder fixpont tétel altal megkévetelt konvex halmaz legyen C' =
B, ={z € X : ||z|| < r} és jelolje f|B, : B, — X az f fiiggvény megszoritasat
B,-re, ekkor f|B, kompakt. f nem feltétleniil képezi B,-t sajat magara, ezért egy
retrakcio segitségével fogok egy fiiggvénykompoziciot definialni. Legyen p : X — B,
a retrakcio, ami:

pla) = e ba ] 2 7
és az identikus fiiggvény a B, részhalmazon.

Felhasznédlva a most definialt leképezést legyen f* = pf : B, — B,. f teljesen
folytonossaga miatt f(B,) benne van egy kompakt halmazban, jelolje ezt K. p-t
folytonos fiiggvényként értelmeztem, ezért f*(B,) C p(K) és igy f* is kompakt
leképezés. Ezéltal teljesiilnek a Schauder fixpont tétel feltételei, amibdl kovetkezik,
hogy létezik x € B,, amire f*(x) = x. Most belatom, hogy erre az x pontra teljesiil
f(z) € B,, amibdl mar kivetkezik, hogy x a keresett fixpont, mert f*(z) = p(f(x)) =
f(z). A Leray-Schauder peremfeltételt fogom felhasznalni f(x) € B, bizonyitasahoz.
Ha fennallna f(x) ¢ B,, akkor igaz lenne || f(x)|| > r, amib6l kovetkezik:

v = (@) = p(f()) = 7 F (@)
Az el6bbi egyenléségbdl adodik:

el = s f@)ll = 7
Az egyenl@séget masképp felirva:

flz) = W@l — gy
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ahol A > 1, mert ||f(z)|| > r. Ez pedig a Leray-Schauder peremfeltétel miatt
ellentmondashoz vezet, amivel belattam, hogy f(x) = x.

Ez az eredmény azért alternativa tétel, mert allitasa szerint az f(z) = Az, A > 1
egyenletnek van megoldasa tetszélegesen nagy ||z||-ra, vagy pedig f(x) = z-nek van
megoldésa.



2. fejezet

A klasszikus moédszerek egy
alkalmazasa

Egy fém rad melegitésének matematikai modelljét fogom bemutatni. Elek néhéany
megszoritassal: felteszem, hogy a rid anyaga homogén, kezdetben a rid hémeérsékle-
te megegyezik a kornyezetével és a hémérséklet valtozatlan marad a két végpontban
a folyamat soran. A melegités soran a rad elér egy egyenstlyi allapotot, amikor nem
valtozik mér a rad hémérséklete, bar az egyes pontokban kiilonb6z6 lehet. Azzal a fel-
tevéssel élek, hogy a hGegyensilyi allapot leirhato egy kézonséges differencidlegyen-
lettel. Nem torekszem arra, hogy megkeressek egy explicit alakot: csupan belatom
a kordbbi elméleti eredmények segitségével, hogy létezik megoldas, ami mar koze-
lithet6 numerikus modszerekkel. A modellben a rudat a [0,1] intervallummal fogom
reprezentélni, igy a rad egy pontja megadhato egy s € [0, 1] szammal. A hémérsékle-
tet egy y = y(s,t) kétvaltozos fiiggvénnyel fogom nyomon kovetni, s jeloli a rad egy
pontjat, ¢t pedig az idépontot. A most bevezetett jel6lésekkel a kovetkezs két meg-
szoritast tettem fel korabban: y(s,0) = 0 minden s-re és y(0,t) = y(1,¢) = 0 minden
t-re. Azt is feltettem, hogy egy id6 utan mar nem valtozik meg a rid h&mérséklete,
azaz létezik egy ¢y € R, amire minden t1,ty > to-ra y(s,t1) = y(s,ta) Vs € [0, 1]. Fizi-
kabol és a parcidlis differencidlegyenletek elméletébdl kovetkezik, hogy az y fliggvény
kielégit egy kozonséges differencialegyenletet:

(ky’)” + q(s, y) =0

Ahol k adja meg a rid anyagénak hévezets képességét. g alakja is ismert: ¢(s,y) =
R(s)y + S(s), ahol R(s) <0 és S(s) > 0 minden s-re.

Az eddigiek ismeretében ratérhetiink a differencialegyenlet tisztan matematikai
vizsgalatara. Altalaban a hovezetési egyiitthaté nem fiigg y-t6l, de ebben az eset-
ben nemlinearis hévezetésrsl van sz6, amikor is az egyiitthaté hémérsékletfiiggs.



Felhasznélva, hogy k kizarolag y-tol fiigg és alkalmazva a lancszabalyt az elGbbi
differencidlegyenletre, adodik:

ky" + K (y)* +q(s,y) =0
Atrendezve y”-t és behelyettesitve g-t:

y'=—+[K'(Y)+ Ry + S| = f(s,y.)

A kovetkez§ cél az f vizsgalata y maximumaban, azaz abban a pontban, ahol a
rad hémérséklete eléri a maximumat. Ez nyilvanvaléan egyik végpont sem lehet és y
derivaltja elttinik ebben a pontban. Altalanosabb formaban folytatom f vizsgalatat,
egy haromvéltozos f(s, u, p) alakot tekintek. Ha y eléri maximumét, akkor a fiiggvény

f(s,u,0) = —1[Ry + 5]
alakt. Ha |u| elég nagy, akkor
w(Ru+ S) = Ru®>+ Su < 0

mert |u|? > |u] és R(s) < 0 Vs. A k fiiggvény pozitiv, hiszen a hévezets képesség
nem lehet 0 vagy negativ, ezért létezik egy M pozitiv szam, amire ha |u| > M, akkor
uf(s,u,0) > 0.

Az egyenlet altalanos alakja igy néz k:

f(s,u,p) = =55 (K (Wp® + a(s, u)].
Alkalmazva a haromszog egyenlGtlenséget:

| f(s,u,p)| < |

Az f viselkedését par sorral kordbban mér leirtam az |u| > M esetben. Most
a —M < u < M eset kovetkezik. Az eddig mondottak alapjan a k(u) és k' (u)
fiig gvények folytonosak és korlatosak a [—M, M| intervallumon, valamint k(u) > 0

k' (u)(, 2 (s,u)
k(w) Ip? + |qk( |

u)

ugyanitt. A ¢(s,u) folytonos ezen az intervallumon, ezért korlatos is.

Ezért léteznek A és B pozitiv szamok, melyekre:
k' (u) (s,u)

minden 0 < s <1és —M <u < M. Amibdl kévetkezik, hogy
|f(s,u,p)| < Ap* + B

minden p-re és az el6bbi intervallumokon s-re és u-ra. Ezzel elérkeztem egy ismert
egyenlet megfogalmazasahoz. Keressiik azt az y : [0,1] — R fliggvényt, ami kielégiti
az alabbi egyenletet



ahol f = f(s,u,p) : [0,1] x R x R — R folytonos fiiggvény, ami rendelkezik az
alabbi két tulajdonsaggal:

1. létezik M > 0, amire |u| > M-b6l kévetkezik uf (s, u,0) > 0

2. létezik A, B > 0, amire ha 0 < s <1 és |u| < M, akkor |f(s,u,p)| < Ap* + B
minden p-re.

Az imént leirt egyenlet a mésodrendd nemlinearis Dirichlet peremértékfeladat. A
fejezet kovetkez6 részében bemutatom hogyan lehet topologikus eszkozokkel bizonyi-
tani a feladat megoldhatosagéat. Az egyenlet bal oldalan 1é6v6 méasodik derivaltra mint
operatorra fogok tekinteni, jelolje L azt az operatort, ami egy [0, 1] intervallumon
értelmezett fiiggvényhez a masodik derivaltjat rendeli, pontosabban:

L:C?0,1] — C[0,1],Lv ="

A definici6t csak olyan v fliggvényekre mondtam ki, melyek mésodik derivalt-
ja folytonos. Ha L olyan izomorfizmus lenne, amelynek 1étezne folytonos inverze,
akkor a differencialegyenlet y = L7!f(s,y,y') alakba irhat6 lenne. Jelolje T a
T(v) = L7 f(s,y,y') operatort. A feladat ezzel T egy fixpontjanak megkeresésé-
re redukalodna. Az eddigi feltételeket figyelembe véve L-nek nem feltétleniil létezik
inverze, de ha létezik is és talalunk egy fixpontot, még ez sem elegendd, ugyanis eld-
fordulhat, hogy y fixpont nem teljesiti a Dirichlet peremfeltételt, ezért egy sziikebb
fiiggvényosztallyal dolgozom tovabb.

2.1. Definici6. C2[0,1] = {f € C?[0,1]| f teljesiti a Dirichlet peremfeltételt}

Az L operétor értelmezési tartomanya mostantol legyen C2, és azt allitom, hogy
ezen az értelmezési tartomanyon L-nek méar létezik egy L™ : C[0,1] — C2[0,1]
folytonos inverze. Az inverzet egy G : [0,1] x [0, 1] — R Green fiigguény segitségével
fogom definialni:

Gis.1) (t—1)s, ha 0<s<t<l1
s,t) =
t(s—1), ha 0<t<s<1

Adott v € C0, 1] legyen

LY(t) = [ G(s,t)v(s)ds

0
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A fiiggvényt mas formaba atirva

w(t) = L7'(t) = (t — 1) [ sv(s)ds —i—tftl(s — 1)v(s)ds

azonnal latszik, hogy w(0) = w(1) = 0, igy a Dirichlet feltételt kielégiti.
Masrészt

w'(t) = fg sv(s)ds + ftl(s — 1wv(s)ds

ezért w”(t) = v(t). A Green fiiggvények részletes targyalasa megtalalhato az [5]
forrasban.

Az egyenlet vizsgélatat a jobboldalaval folytatom. Felteszem, hogy u’ egy foly-
tonos fiiggvény és legyen

F(u)(s) = f(s,u(s),u(s)) (Vs € [0,1])

Az imént definialt F : C'[0,1] — C0, 1] operator az f-re vonatkozd Nemitski
operator. Az [ fiiggvény folytonossdgabol kovetkezik F' folytonossaga. Most méar
majdnem készen allok a feladatot egy operétor fixpontkeresésévé redukalni, hiszen L-
nek létezik inverze, csupan az operatorok értelmezési tartoményainak dsszehangolasa
maradt hatra. Az F operitor értelmezése tartomanya a C'[0, 1] linearis tér, viszont
az egyenlet megoldhatosagéhoz egy CZ[0, 1]-beli fiiggvényre van sziikség, ezért még
egy j : CZ[0,1] — C'(0,1] beagyazasra is sziikség van a kompozicioban, amivel
készen is allok a T' operator értelmezésére:

T:020,1] & 0,1 & ¢fo,1] L5 20, 1]

Most két allitast sziikséges belatni a Leray-Schauder alternativa tétel (1.13 tétel)
alkalmazasahoz:

(i) T teljesen folytonos

(i) T kielégiti a Leray-Schauder peremfeltételt

Sziikség van még egy norma értelmezésére, egy u € C?[0,1] fiiggvény norma-
jat fogom definialni, ahol a || - || norma jel a maximum norméat jeloli a folytonos
fiiggvények terében.

2.2. Definicio. ||ulls = [|u]| + [|v/]] + ||u"]|

11



Az els6 allitast az Arzela-Ascoli tétel (1.3 tétel) segitségével fogom belatni. A
tételben szerepl normalt tér ebben az esetben X = C2[0,1]. Az 1.5 tétel szerint
a C?0,1] — C0, 1] beagyazas teljesen folytonos, ebbdl nyilvanvaloan kovetkezik,
hogy j : C2[0,1] — C'[0,1] is teljesen folytonos, és ezzel belattam, hogy T =
L71Fj teljesen folytonos. Mar csak a masodik feltétel ellenérzése maradt hatra,
azt sziikséges megmutatni, hogy létezik r > 0 valos szam, amire ha v € CZ[0,1],
||lu||o = r, akkor T'(u) # Au minden A > 1. Azt fogom belatni, hogy ha T'(u) = A\u
valamilyen A\ > 1-re, akkor ||ulls < r, ebbdl mar kovetkezik, hogy ha ||u|ls > 7,
akkor T'(u) # Au minden X\ > 1. Tegyiik fel, hogy u € CZ[0,1], amire \u = T'(u) =
L7'Fj(u), ami ekvivalens L(u) = 3 Fj(u)-val valamilyen A > l-re. Ez felirhat6 egy
peremértékfeladatként: keressiink egy y € C?[0, 1]-et, amire

y' = fa(s,y,9)
y(0) =y(1) =0

ahol

sy, v) =5f(s,9,9)

valamilyen A > 1-re. Azt fogom belatni, hogy ha az egyenletnek létezik egy y
megoldasa, akkor sziikkségképpen ||y|lo < 7 egy r valos szamra, amit szintén meg
fogok hatarozni.

2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f = f(s,u,p):[0,1] x Rx R = R folyotonos fiiggvény
az aldbbi két tulajdonsdggal: (1) létezik eqy M pozitiv szam, amire, ha |u| > M,
akkor wf(s,u,0) > 0 és (2) létezik A, B > 0, amire ha 0 < s <1 és |u| < M, akkor
|f(s,u,p)| < Ap®> + B minden p-re. Ekkor létezik v > 0, amire ha y : [0,1] — R
megolddsa a

y' = fa(s,y,9)
y(0) =y(1) =0

egyenletnek, ahol fr(s,y,y’) = %f(s,y,y’) valamilyen X\ > 1-re, akkor ||y||2 < r.

Bizonyitas: Keresek My, M, My harom valos szamot, amelyek fliggetlenek \-tol,
és ha y egy megoldas, akkor ||y|| < Mo, ||V'|| < M és ||y”|| < Ms. Ebben az esetben
az. r = My + My + M j6 valasztas. Megmutatom, hogy a tételben emlitett (1) tu-
lajdonsag miatt az My = M valasztas megfeleld. |y(s)| nem veheti fel a maximumat
s = 0-ban vagy s = 1-ben a peremfeltételek miatt. Jelolje s a maximumpontot. Az
%yz(s) fliggvénynek szintén van maximuma az sg pontban, ezért a masodik derivaltja
a pontban nempozitiv. Ha y megoldéisa a differencidlegyenletnek, akkor
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L (2205)] = (¥ (50))% + y(0)y" (s0) = y(50) (50, Y(50), 0)

S0

amibdl kovetkezik, hogy uf(so, u,0) < 0, u = y(so). Az (1) feltételbdl kovetkezik,
hogy |u| < B, ezért |y(so)| < M, és igy ||y|| < M. A bizonyitast M; keresésével
folytatom. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot véges sok részintervallumra, agy hogy ha
[, v] egy részintervallum, amire ha ¢y egy konstans sehol sem nulla szignumfiiggvény
[, v]-n, akkory'(u),y'(v) koziil legalabb az egyik nulla. Négy esetet kiilonboztethe-
tiink meg annak fliggvényében, hogy v/(s) > 0 vagy v'(s) < 0 (u,v)-n, és y'(u) =0
vagy ¢ (v) = 0. Mind a négy esetben meg lehet mutatni, hogy

[y (s)] < My =/ Z (et —1)

és a bizonyitas mind a négy esetben hasonlé. A dolgozatban egy esetet fogok
bizonyitani: y'(s) > 0 (u,v)-n és y'(v) = 0.

y(s)

ly(s)] < M, a tételben szerepls (2) allitas és A > 1 miatt

[y (s)| = [fa(s,u(s), ¥/ (s)] < A(y'(s))* + B
amibdgl azonnal kovetkezik
—y"(s) < A(y/(s))*+ B
Atrendezve
_ Y(s)
Awes < 1

Feltettem, hogy ¢/(s) > 0, ezért —2Ay'(s) < 0, ezért az egyenlGtlenséget meg-
szorozva —2Ay'(s)-sel:
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240/t
Avenms = 24V ()

Mindkét oldalt integralva:

I7 24y (0)y"() da > [V —2Ay/(0)do

Ay (0)2+B 0')

amit kiszamitva:

v

In(A(y'(0))* + B

y'(v) = 0 miatt
In(B) — In(A(y'(s)? + B) > —2A(y(v) — y(s))
és igy
(AR ) < 2A(y(v) — y(s)) < 4AM

mert |y(s)| < M-bdl kévetkezik y(v) — y(s)) < 2M. Megoldva ezt az egyenlét-
lenséget kapom meg M, értékét.

Atrendezve:
/()] < (/B (M —1)

A bizonyitas utolso, legkdnnyebb része kovetkezik: szoritsuk meg az f = f(s, u, p)
fliggvényt a kévetkezd kompakt halmazra

0<s<1, —My<u< My, —M <p<M

Ekkor létezik My > 0, amire |f(s,u,p)| < M. Felhasznalva, hogy |y(s)| < My
és |y/(s)] < M; minden s-re:

9" ()] = [/a(s,y(s), ¥ ()] < | (s,5(5), 4/ (s))| < Ma

amivel belattam, hogy teljesiilnek a Leray-Schauder alternativa tétel feltételei.

A Leray-Schauder alternativa tételbsl (1.11 tétel) kovetkezik, hogy a T opera-
tornak létezik fixpontja, amit azt jelenti, hogy a Dirichlet peremértékfeladat meg-
oldhaté:

2.4. Tétel.
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ahol f = f(s,u,p) : [0,1] x R x R — R folytonos figgvény, ami rendelkezik az
aldabbi két tulajdonsdggal:

1. létezik M > 0, amire |u| > M-bdl kévetkezik uf(s,u,0) > 0

2. létezik A, B > 0, amire ha 0 < s <1 és |u| < M, akkor |f(s,u,p)| < Ap* + B
minden p-re.

Dirichlet peremértékfeladatnak létezik megolddsa.

Erre az eredményre épitve mar kozelithet§ a megoldas valamely numerikus mod-
szerrel, és igy az eredetileg kitiizott feladat, a hGegyensilyi allapotot leiré fiiggvény
megkaphat6 egy bizonyos pontossaggal.
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3. fejezet

Fokszam

Most ratérek a dolgozat mésodik szakaszara. Ebben a fejezetben olyan eszkozdket
értelmezek, amelyek kés6bb, a bifurkacios modszerek ismertetésekor valnak sziiksé-
gessé. Két fokszam fogalmat fogom bevezetni, az elsé egy véges dimenzids terek kozt
hato leképezés esetén érvényes, a masodik pedig tetszdleges Banach terek kozt hatod
fliggvényre értelmezhets, ezért két szakaszra bontom a fejezetet. A véges dimenzios
esetben definialt fokszamot csupan arra hasznalom, hogy a végtelen dimenziés eset-
ben a véges dimenziosra épitkezve mondjam ki a definiciot. A definicidokat az algebrai
topologiat felhasznalva mondom ki. A késébbi fejezetekben csupan a fokszamok jol-
definialtsagat és bizonyos tulajdonsagait hasznalom ki, az algebrai topologia nem
keriil targyalasra. A matematika ezen aga nagyban kiilonbozik a dolgozat téméja-
tol, ezért a lehets legrovidebben vezetem be a feltétleniil sziikséges fogalmakat, a
téma részletes targyalasa megtalalhato az [1] és [2] forrasokban.

3.1. Brouwer fokszam

Jelolje Fy az origot, Ej, j = 1,...,n pedig a j-edik egységvektort az n dimenzios
térben.

3.1. Definici6 (Standard g-szimplex).

q q
Aq = {ZtJEJ : Zt] = 1,tj > 0}
Jj=0 j=0
3.2. Definicié.

q q
B =108 =102 00 =0)
j=0 J=0
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3.3. Definicio. i* : A,y — A} i*(E;

J

) _ Ej ha j <k
Ejt1, ha j>k
Majd terjessziik ki linearisan a leképezést az egységvektorokrdl az egész térre.

Ezzel kaptunk egy leképezést, amely az eggyel alacsonyabb dimenziés standard g-
szimplexet, a (q + 1)-szimplex egy oldalara képezi.

3.4. Definicié. Legyen X topologikus tér, S,(X) a g-adik szinguldris ldnccsoport,
amely az dsszes Ay — X folytonos leképezést tartalmazza. Sy(X) elemeic =)  a,04
alaki formdlis sorok, ahol a, egész szdmok, és minden S, (X)-beli elemre csak véges
sok a, nemnulla.

3.5. Definicié. Adott o, : A, = X esetén legyen:

q

O4(0a) = Y _(=1)"(0hi*) € Sy1(X)

k=0
Felhasznalva, hogy 0,110, = 0 értelmezhets egy faktorcsoport:

3.6. Definicié. X q¢-adik homoldgia csoportja:

Kerdy
Hq(X) =

- ImOg41

3.7. Definicié. Legyen f : X — Y topologikus terek kizti folytonos leképezés.
c= Zaaaa € 5,(X)
. Ekkor legyen

fre = aa(foa) € Sy(Y)

«

Az f, homomorfizmust felhasznalva értelmezziink egy H,(X) és H,(Y') ekviva-
lenciaosztalyai kozott haté homomorfizmust:

3.8. Definicio. Legyen f. : Hy(X) — Hy(Y) az a leképezés, amely egy c elem
ekvivalenciaosztdlydt fyc ekvivalenciosztdlydhoz rendeli.

Most még egy fontos definicié kovetkezik, amely homologia csoportok kiszamita-
sahoz sziikséges. Ezutan bizonyitas nélkiil kimondok tételeket, amelyek segitségével
méar definidlhaté a Brouwer fokszam.

3.9. Definicid. (X, A) topologikus pdr, ha X topologikus tér és A C X.
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Ekkor S,(A) részcsoportja S,(X)-nek, ezért értelmezhets az S,(X, A) faktor-
csoport. A 0, leképezés S, (X, A)-t S,—1(X, A)-ba viszi, igy a kivetkezs definicié is
értelmes:

3.10. Definici6é ((X, A) g-adik homolégia csoportja).

_ Kerdy:Sq(X,A)—Sq-1(X,A)
Hq(X’ A) - Imaqf1:§q+1(X,A)~>§q(X,A)

3.11. Megjegyzés. A = () esetben H,(X, ) azonosithaté H,(X)-szel.

Topologikus parok kozotti f : (X, A) — (Y, B) leképezéseket csak olyan esetben
vizsgalunk, amikor f(A) C B. Ilyen parok esetén is értelmesek az elébb definialt
fogalmak, végiil ugyanigy el lehet jutni egy joldefinialt f, : H, (X, A) — H,(Y, B)
homomorfizmus értelmezéséhez.

3.12. Definici6é. U C R" nyilt halmaz eqy A részhalmaza megengedett, ha A kom-
pakt és ANOU =

3.13. Tétel. Legyen (X, A) topologikus pdr. Ekkor minden q > 0-ra létezik egy
0yt Hy(X, A) — H,_1(A) homomorfizmus gy, hogy

o Hy(A) 5 H(X) 2 Hy(X, A) 2 Hy ((A) — .. — Hy(X, A) = 0

eqy homomorfizmusok és csoportok eqzakt sorozata, azaz a fenti sorozatban minden
homomorfizmus képe megegyezik a soron kiévetkezd jobboldali homomorfizmus mag-
javal.

3.14. Tétel (Kivagas). (X, A) topologikus pdr, U C X,U C int(A). Ekkor a be-
dgyazds dltal indukdlt H(X — U, A —U) — Hy(X,A) homomorfizmus valdjdban
1zomorfizmus minden q-ra.

3.15. Tétel. H,(S") =7Z minden n € N

3.16. Definici6 (Brouwer fokszam). A H,(R",R™ —0) csoport végtelen ciklikus
minden n € N-re. Vilasszuk ki a csoportok eqy-egy generdtordt minden n esetén,
jelélje ezt v,. Legyen U C R™ nyilt, f : U — R" folytonos leképezés, F = f~1(0)
megengedett és tekintsink S™-re mint R™ U co-re. (S™,S™ — F') egzakt sorozatdiban
létezik eqy

k, : H,(S") — H,(S", 8" — F)

homomorfizmus.
A kivdgds miatt
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ji (U U=F)— (S", S" — F)

1zomorfizmus.

H,(S™) végtelen ciklikus csoport izomorf Z-vel. Vilasszuk ki a csoport egyik ge-
nerdtordat és jeloljik p,-nel. Most mdr meghatdrozhatjuk H,(U,U — F') egy elemét:

thr, = G Fe(pin)
Definicio szerint [ az U — F halmazt R™ — 0-ba képezi, igy létezik egy
fe: Hy(U,U — F) — H,(R™, R™ —0).

homomorfizmus.

Jelslje deg(f, U) a Brouwer fokszamot, amely a kovetkezd egész szam:

folp,) = deg(f, U)vn
ahol v, € H,(R",R™ —0) a kordbban vdlasztott generdtor.

Brouwer fokszam egyik legfontosabb tulajdonsiga kévetkezik:

3.17. Tétel. Ha deg(f,U) # 0, akkor létezik x € U, amire f(z) = 0.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy f(x) # 0 minden = € U. Ebbdl kovetkezik,
hogy F =0, ezért H,(S",S" — F) =0, igy u, = 0 és f.(u,) = 0.

3.2. Leray-Schauder foksziam

A kovetkez§ 1épés egy olyan fokszam értelmezése, amely tetszéleges X normalt tér-
re érvényes. A definiciot késsbb F : U — X alakt kompakt fiiggvényre mondom
ki, ahol U nyilt részhalmaza egy norméalt térnek. A Brouwer fokszam egy fiiggvény
zérushelyeir6l nytjt informaciot, és a Leray-Schauder fokszamot a Brouwerre épitve
vezetem be. Itt [ — g alaku leképezéseket fogok vizsgalni fixpontok keresése érdeké-
ben.

3.18. Definicié. Legyen C az U egy részhalmaza, ekkor r(C) = inf{||x — f(x))|| :
z e C}

3.19. Lemma. Ha f : U — X kompakt leképezés és C zdrt részhalmaza U-nak,
amire f(x) # x minden x € C, akkor r(C') > 0.
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3.20. Lemma. Legyen X normdlt tér, K egy kompakt részhalmaza. Adott € > 0
esetén létezik eqy véges dimenzios X, altere X-nek, amely a K halmaz véges e-hdldja
dltal kifeszitett tér és felhaszndlva a Schauder projekcids lemmdt (1.9 tétel) egy P, :
K — X, leképezés, amire ||P.(x) — x|| < € minden x € K.

3.21. Lemma. Tegyiik fel, hogy f(x) # x minden v € OU. Ha € < 5, akkor ||z —
P.f(z)|| > § minden x € OU.

Ezzel készen allok a fejezet legfontosabb fogalméanak értelmezésére: a Leray-
Schauder fokszamot fogom bevezetni. Ezt a fokszamot az el6z6hoz hasonld kontex-
tusban fogom definidlni, de ebben az esetben tetsz6leges normalt téren értelmezett
lesz.

3.22. Definicié. X normdlt tér, U C X nyilt halmaz, f : U — X kompakt leké-
pezés, f-nek nincs fizpontja OU-n. Legyen € > 0 olyan kicsi, hogy az elézd lemma
teljesiiljon és gy ||v — P.f(x)|| > 5. Jeloljon I : X — X és I. : X. — X iden-
tikus leképezéseket, U. = U N X.. A lemma miatt ||(I. — fo)(x) — 0] > § minden
r € AU, amibdl kovetkezik, hogy (I. — fo)~*(0) megengedett, ezzel minden felté-
tel adott a Brouwwer-fokszam definicidjihoz. Jeldlje deg(I — f,U) a Leray-Schauder

fokszdmot, értéke legyen
deg([ - fﬁ U) = deg(]E - fﬁa Ue)

3.23. Tétel. A Leray-Schauder fokszam definicidja fiiggetlen az €, X, és P. : K —
X, vdlasztdsdtdl, feltéve, hogy € < 3.

Felsorolom még a most definialt fokszam azon tulajdonsigait, amelyeket kihasz-
nalok a bifurkécios tételek bizonyitasaban.

3.24. Tétel (Altalanos homotépia tulajdonsag). T = [t1,t,] egy zdrt interval-
luma R-nek. X normdlt tér, W egy nyilt részhalmaza X x T-nek. Ha H : W — X
kompakt leképezés, amire hy(x) # x minden © € OWy-re és minden t € T-re, akkor
deg(I — hy, Wy) fiiggetlen t € T wvdlasztdsdtol.

3.25. Tétel (Kivagas). Legyen W az U egy nyilt részhalmaza, amely tartalmazza
f:U — X dsszes fizpontjat. Akkor

deg(I — f,U) = deg(I — fI[W, W)

3.26. Tétel (Additivitas). Ha az f : U — X leképezésre definidlt a deg(I — f,U)
és Uy, Uy diszjunkt, nyilt részhalmazai U-nak, melyekre f(x) # x minden v € U —
(Uy UUs,), akkor

deg(] — f, U) = deg([ — fl, Ul) -+ deg([ — fg, UQ)
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ahol f; jeloli f megszoritasdt U;-re.

Most ratérek a fejezet utols6 témakorére: a fokszam kiszédmitasara. A tétel pre-
ciz levezetése tullépne a dolgozat keretein, ezért csupan kimondom, hivatkozva egy
forrasra ahol megtaldlhato a bizonyitas.

3.27. Definicié. Legyen T € K(X) kompakt operdtor. Jelélje N, (I —T)" nullterét,
ahol n természetes szam.

3.28. Definicio. T € K(X) esetén jelolje R,, a Ran(I —T)" operdtor képterét.
3.29. Lemma. Tetszdleges T kompakt operdtor esetén N, altér véges dimenzids.

3.30. Tétel. Minden T € K(X) esetén létezik eqy p egész szam, amire R, # R,i1
minden n < p-ra és R, = R, minden n > p-ra.

3.31. Definicié. Adott T € K(X), A nemnulla valds szdm, legyen p az eldzd tétel-
beli természetes szam az 3T operdtorra alkalmazva. Ekkor N,(\) jelélje (I — 3T)°
nullterét.

3.32. Definici6. A € o(T) multiplicitdisa N,(\) dimenzidja.
3.33. Definicié. Legyen p € R nemnulla, l% € o(T), ekkor legyen
H(p)={ €a(T): Au>0 és |\ > |;_1L|}

Egy kompakt operdtor spektruma kompakt halmaz és torlédasi pontja csak a 0
lehet, amibdl kovetkezik, hogy H(u) véges, ezért értelmes a kovetkezs definicio:

3.34. Definicid. [(u) legyen H(p) elemei multiplicitdsainak dsszege.

3.35. Tétel. Legyen T € K(X), u # 0 valds szam, amire i ¢ o(T). Ekkor minden
n > 0-ra

deg(I — uT, B,) = (—1)""

Ezzel a tétellel elérkeztiink a fejezet utolso és egyben egyik legfontosabb részéhez.
Az eredmény birtokdban kiszamithato egy I — pT" alaka kompakt operator foksza-
ma a spektruma ismeretében egy gémbon, ami felhasznélhato differencidlegyenletek
megoldhatosdganak megmutatasara.
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4. fejezet

Krasnoselskii-Rabinowitz bifurkacios
tétel

Ebben a fejezetben mutatom be a dolgozat legfontosabb elméleti eredményét. A bi-
furkacioelmélet alapfogalmait fogom bevezetni, és a fejezet végén egy olyan tételt
mondok ki, amely eszkozként hasznalhato differencidlegyenlet csaladok megoldha-
tosdganak vizsgalatdhoz. Ehhez azonban 1j fogalmak értelmezésére van sziikség,
el6szor a differencidlhatésag hagyomanyos fogalméat bévitem ki:

4.1. Definicié. Legyen X eqy Banach tér, f : X — X leképezés. f Frechet differen-
cidlhaté 0-ban, ha létezik T € L(X), amire HliHrnO W = 0.

x||—
4.2. Megjegyzés. A definici6 R = X esetén megegyezik a differencialhatésag 0
pontbeli klasszikus definicidjaval.

4.3. Tétel. Ha f: X — X teljesen folytonos, amire f(0) = 0 és Frechet differen-
cidglhato 0-ban, akkor T : X — X kompakt linedris operdtor.

Bizonyitas: Indirekt tegyiik fel, hogy T' ¢ K(X) és belatjuk, hogy f nem teljesen
folytonos. A feltevés szerint van egy korlatos B részhalmaz X-ben, amire T'(B)
nem relativ kompakt. Ekkor létezik egy B-beli {x;} sorozat, amire {T'z;}-nek nem
létezik X-beli konvergens részsorozata. A sorozat konstanssal vald szorzésa nem
befolyasolja a konvergenciat, igy feltehetjiik, hogy ||x;|| < 1 Vi-re. X teljessége
miatt {Tx;} nem lehet Cauchy, igy 1étezik egy § > 0 amire |[{T'z;} —{Tz,}|| > 0,7 #
J esetén véges sok kivételtdl eltekintve, amely tagokat el is hagyhatjuk a sorozatbol.
A Frechet differencialhatosag miatt /(@) —Te|]

&l

kicsi, igy létezik egy olyan n > 0, amire ha |[z|| < n, akkor ||f(z) — Tz|| < 3||z]|.

tetszdlegesen kicsi lehet, ha ||z|| elég

Most azt fogjuk megmutatni hogy { f(nx;)} nem Cauchy. Az {nz;} sorozat korlatos,
pontosabban ||nz;|| < n, i # j esetén:

f () = f(nzj)[| = [[(Tnz; — Toa;) + (f (i) — Thas)
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+ (= f(nz;) + Tn;)||
> || Ty — Tnasl| — [1f (i) — Tl
= |[f (nz) = T
> 06 — §lInai|| = §lIna;|| = nd =250 =%
Tehat f(nx;) nem Cauchy sorozat. [J
A kovetkezs lemma és tétel bizonyitasa megtalalhato az [1] konyv 22. fejezetében,
a rovidség kedvéeért itt csak kimondom Gket.

4.4. Lemma. Ha X Banach tér, T € L(X) olyan folytonos operdtor, amire (I —T)
requldris, akkor létezik a > 0, amire:

||z — Tz|| > a||z|]] VreX

4.5. Tétel. Tegyiik fel hogy f : X — X teljesen folytonos leképezés az X Banach
téren, f(0) =0 és f Frechet differencidlhato 0-ban, Frechet derivdltja T € K(X). Ha
(I =T) € L(X) reguldris, akkor létezik n > 0, amire

deg(I — f,B,) =deg(I — T, B,).

A bifurkicioelmélet targyalasa sordn G : R x X — X alaka leképezésekkel fo-
gunk talalkozni, ahol X Banach tér. Az R x X sajat maga is Banach tér a

)l = A+l (A 2) e R x X)

norméval.
Most kiterjesztem a Frechet differencidlhatésag fogalmat olyan G fiiggvényekre,
melyekre G(A,0) = 0:

4.6. Definicié. G : R x X — X Frechet-differencidlhato 0-ban, ha létezik T €
L(X), hogy adott € > 0-ra és [No, \1] C R-re létezik 6 > 0, hogy ||z|| < 9-bdl
kévetkezik

IGAD ATzl ¢ a7 € [\, Mi])

[l
4.7. Megjegyzés.

(i) Az el6z6 definicioban egy T' operator kozeliti G-t minden A értékre. 70 = 0-
bol kovetkezik, hogy G csak akkor lehet Frechet differencidlhaté 0O-ban, ha
G(A,0) =

i) f: X — X f(z) = G(1,z) esetén visszakapjuk a T operatort mint az f 0-beli
derivaltjanak fogalmat az el6z6 definicio szerint.

(iii) Ha G teljesen folytonos, akkor R x X egy korlatos részhalmazit X egy relativ
kompakt részhalmazaba képezi, ezért a T" operator kompakt.
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G(A,z) = z alakt egyenletek megoldasainak halmazat fogjuk vizsgalni. Végig
feltessziik, hogy G Frechet differencialhatod 0-ban, ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
G(A,0) = 0. A {(A\,0)} alaka megoldasok a trivilas megoldasai az egyenletnek, a
(A, z),z # 0 alakt megoldésok az érdekesek, és ilyeneket fogunk keresni. Legyen S
a nemtrivialis megoldasok halmaza, azaz

S={(\z):G\,z)=x,2 # 0}

4.8. Definici6. p € R bifurkdcids pontja G(\,x) = x megolddsai halmazdnak, ha
(1,0) €S

Most azt vizsgalom meg milyen valos szamok lehetnek bifurkicios pontok.

4.9. Tétel. Legyen G : R x X — X teljesen folytonos és Frechet differencidlhato
0-ban, derivdltja XT'. Ha i nem sajdtértéke a T kompakt operdtornak, akkor létezik
e,n > 0, amire G(\,x) # x minden (\,x)-re, amire |\ — pu| < € és 0 < ||z|| < n.
Specidlisan, p nem bifurkdcids pontja a G(\, x) = x-nek.

Bizonyitas: = ¢ o(T), ezért létezik a (%I —T)'és (I — uT)~t. Legyen

1
w

1

€E = ———m——————
3[[(T=pT) = H[I|T]
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A definiciobol adodik, hogy e < |u|. Valasszuk n-t olyan kicsinek, hogy teljesiiljon

IG2)—ATz]| 1
(|l = 3l(I=pT)~ |

minden (A, x)-re, amire |A — p| < € és ||z|| < n. Indirekt tegyiik fel, hogy mégis
letezik egy (A, x), amire |A — pu| < € és ||z]| <, de G(\, x) = z. Ekkor:
||| < (I = pT)~H| - |z — pT'al|
= (I = puT)7 |- |G\, @) — pTa|]
= ||( =) Y| G\ 2) = ATz) + (A = p)T]
< || = pD) Y- NG @) = ATz|[ + |(1 = )| (A= pl - IT]] - [|2]]
< B )1 = )Y e 17| - [ll| = 2]
Esigy x =01

4.10. Kovetkezmény. Ha G : R x X — X teljesen folytonos és Frechet differenci-
alhato 0-ban, akkor a bifurkicids pontok részhalmaza R-ben diszkrét.

Bizonyitas: Jeldlje AT' G derivaltjat. Ha p # 0 bifurkiciés pont, akkor 4.9 tétel
miatt z% € o(T). A kompakt operatorok f6tétele miatt a T spektruma véges halmaz
vagy pedig egy 0-hoz konvergéld korladtos sorozat.

4.11. Tétel. Legyen X Banach tér és G : R x X — X teljesen folytonos és Frechet
differencidlhato 0-ban, derwvdltja NT. Tegyik fel, hogy p # 0 wvalds szdm, amire
i € o(T) pdratlan multiplicitdssal. Akkor u bifurkdcids pontja a G(\, x) = x megol-
ddsainak.

4.12. Tétel. Legyen G : R x X — X teljesen folytonos és Frechet differencidlhato
0-ban, derivdltja NT', és legyen /lx € o(T) olyan, amire p bifurkdcios pontja (\,x) = x
megoldasainak. Teqyiik fel, hogy nem létezik eqy olyan zdrt, dsszefliggd C részhalmaza
S-nek, amely tartalmazza (u,0)-t és vagy (i) C nem korldtos R x X-ben vagy (ii)
C tartalmaz egy (p*,0) bifurkdcids pontot, gy hogy p # w*. Ekkor létezik egy nyilt
és korldtos O részhalmaza R x X -nek, ami tartalmazza (u,0)-t és (a) 00 NS =0,
valamint (b) létezik egy € > 0, amire (A, 0) € O-bol kivetkezik [N — p| < § és p az
egyetlen bifurkdcids pont [ — €, 1+ €.

4.13. Tétel. Legyen G : R x X — X teljesen folytonos és Frechet differencidlhato
a 0-ban T derivdlttal és legyen /% € o(T) olyan valds szam, amire p bifurkdcids
pontja G(\, x) = x-nek. Tegyiik fel, hogy nem létezik eqy olyan zdrt és dsszefiiggs C
részhalmaza S-nek, amely tartalmazza (p,0)-t 4gy, hogy

1. C nem korldtos R x X-ben vagy

2. C tartalmaz egy olyan (1*0) pontot, hogy u* # p bifurkdcids pont.
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Akkor létezik O korldtos és nyilt részhalmaza R x X -nek, ami tartalmazza (1, 0)-t
és a) 00 NS =0, valamint b) akkor létezik ¢ > 0, amire (X, 0) € O-bdl kivetkezik,
hogy |\ — p| < § és p az egyetlen bifurkdcids pont [ — €, pu + €]-ban.

4.14. Tétel (Krasnoselskii-Rabinowitz). Legyen X egy Banach tér és G : R x
X — X teljesen folyotonos, 0-ban Frechet differencidlhato \T' derivdlttal. Tegyiik
fel, hogy 1 egy valds szam, amire i € o(T) pdratlan multiplicitdssal. Akkor létezik
egy mazimdlis zdrt dsszefliggd részhalmaza C), € S-nek, ami tartalmazza (ju,0)-t és
vagy C,, nem korldtos R x X-ben vagy pedig C,, tartalmaz egy olyan (1*,0) pontot,
hogy p* # p bifurkdcios pont.

Bizonyitas: Indirekt felteszem, hogy nem létezik ilyen C), és megmutatom, hogy ez
ellentmondéashoz vezet. A p bifurkicids pont, ezért teljesiilnek az el6z6 tétel feltéte-
lei, igy 1étezik egy olyan O korlatos és nyilt halmaz, amely p-n kiviil nem tartalmaz
egy bifurkacios pontot sem és 90 NS = (). Minden A € R esetén legyen

Oy={zeX:(\z)eO}.

Yo(A), Bip

1 R
/J A

Ezek az O, halmazok kozponti szerepet jatszanak a bizonyitasban. Ha A elég
messze van ju-t6l, akkor Oy = 0. Ha (\,0) € O, akkor valasszuk p(\) > 0-t olyan-
nak, amire ||(\,0) — (X, 2)|| > p(A\) minden (X, 2') € O. (\,0) € O, \ # u esetén
legyen p(\) olyan kicsi, hogy ||(\,0) — (X, 2')|| > p(\) minden (X, z') € S-re.
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Legyen Gy : X — X, igy G(\,z) = x akkor és csak akkor, ha (I — G,)(z) = 0.
Tetsz6leges r > 0 esetén legyen

B, ={reX:|z| <r}.

Minden A # pu esetén G, megszoritasa az Oy — Ep(,\) halmazra kompakt leképe-
zés. Tovabba I — G'y-nak nincsenek nullhelyei O, — Fp(,\) hataran, ezért a nullhelyei

kompakt halmazt alkotnak O, — Fp(,\) belsejében. Minden feltétel teljesiil a Leray-

Schauder fokszam értelmezéséhez ezen a halmazon: deg(! — G\, Ox — B(»). Legyen
p(A) olyan kicsi, hogy A # p, (A, 0) € O esetén

deg(I — G, Byny) = deg(I — AT, B,y)

teljesiiljon.

Most azt fogom belatni, hogy minden A\ # u esetén

deg(I — G,0x — Byy) =0

Ha A\ elég tavol van u-t6l, akkor a fokszam nyilvanvaloan 0, hiszen O, az iires
halmaz. A\; és Ay legyen két valos szam, amikre (\;,0) ¢ O és a két szam vagy
egyszerre nagyobb mint u vagy egyszerre kisebb. Jelolje A azt a zart intervallumot
melynek végpontjai A\;,i = 1,2. Ekkor a W = O N (A x X) nyilt A x X-ben. A € A-
bol kovetkezik, hogy O, — Ep(,\) = 0,, majd alkalmazva a 3.24 tételt kapjuk, hogy
deg(I — G, 05 — By) fiiggetlen A\ € A valasztasatol. Ezzel belattam az allitast,
abban az esetben, amikor (A, 0) ¢ O. Most olyan esetre latom be, amikor (A, 0) € O
és (A2,0) ¢ O, valamint g nincs benne a A intervallumban. Ezen felil Ay legyen olyan
kozel pi-hoz, hogy ne legyen bifurkacios pont A-ban. Ekkor 1étezik p > 0, amire kisebb
mint p(A1) és p(A;), amire

(AxB,)nS =1

Ujra alkalmazni fogom az fokszam &altalanos homotépia tulajdonsagat, vagyis a
3.24 tételt, ezuttal a

W=0n(Ax(X~-B,)

halmazra.

Ebbdl kivetkezik, hogy deg(I — Gy, Oz — B,) = 0. Ugyanakkor I — G,-nak
nem lehetnek zérushelyei B-n, ezért a Leray-Schauder fokszam kivagés tulajdonsaga
miatt (3.25 tétel)
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deg(I — Gx,0x — Byy) =0

minden \ # p-re.

Most készen allok megmutatni, hogy az indirekt feltevés ellentmondashoz vezet.
Legyenek 7 és £ olyan valos szamok, melyekre n < pés & > pés (n,0), (€,0) halmazok
O-ban vannak. Ujra a Leray-Schauder fokszam éaltalanos homotépia tulajdonsagat
fogom hasznalni, eziattal a W = O N ([n,£] x X) halmazra:

deg(I — G,,0,) = deg(I — G¢, O¢)
Most az additivitast felhasznéalva adodik:
deg(I — G,,0,) = deg(I — Gy, O,y — B,y)) + deg(I — Gy, Byy)
=0+ deg(] — Gﬁ’ BP(U))
Hasonloan:
deg(l — G, O¢) = deg(I — G, Bye))
A két el6z6 egyenl6ségbdl adodik
deg(I — Gy, Byy)) = deg(I — G, Bye))
Alkalmazva a 4.5 tételt:

deg([ — 77T, BP(W)) = deg(] — fT, Bp(g))

Most hasznélom fel, hogy i paratlan multiplicitasa és hogy a H(n), H() hal-
mazok koziil pontosan az egyik tartalmazza. Alkalmazva a 3.35 tételt a fokszamsza-
mitasrol:

deg(I =0T, Byyy) = (=1)P0 # (=1)P© = deg(I — €T, Bye))

Ami ellentmondas, hiszen korabban azt tettem fel, hogy a fokszamok egyenlGek.
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5. fejezet

Nemlinearis Sturm-Liouville elmélet

Most a Krasnoselskii-Rabinowitz bifurkacios tétel egy alkalmazasat fogom bemutat-
ni. El6szor az Euler-kihajlas fogalmét vezetem be, amely matematikai leirasa egy
differencidlegyenlettel adhaté meg, ami a nemlinearis Sturm-Liouville egyenletek
csaladjahoz tartozik. A fejezet végén a bifurkacios tételt alkalmazom a nemlinearis
Sturm-Liouville egyenletek altalanos alakjara, majd ezt az eredményt hasznalom fel
a kdovetkezd, utolso fejezetben a kihajlas egyenletének megoldasara.

Az Euler kihajlas egy fizikai probléma leirasa: egy fiigg6leges oszlop tetejére va-
lamilyen stlyt helyeziink, a stly er6t fejt ki az oszlopra, igy az meghajlik. A fligg6-
leges oszlopot az x tengelyen fogjuk reprezentalni, a [0, 7] intervallumra szoritkozva.
A modellben a 0 pont fixen marad és egy P eré hat a masik végpontra, (m,0)-ra.
Feltessziik, hogy a nyomas hatésara a jobboldali végpont sem mozdul el, illetve a
minden [0, 7]-beli pont csak vertikalis iranyban mozoghat, a harmadik dimenzi6 ira-
nyaba nincs mozgés. Minden s € [0, 7| esetén jelolje y(s) az s-beli pont vertikalis
elmozdulasat. Feltessziik még, hogy az oszlop kihajlasat leir6 gorbe sima, ami ebben
az esetben azt jelenti, hogy minden pontban differencialhato. Jelolje ¢(s) az y gorbe
s pontbeli meredekségét.

Fizikdbol tudjuk, hogy az Euler-Bernoulli térvény szerint

Py(s) = —M¢'(s)

Ahol 90t hajlitasi merevség konstans, amelyet kisérletezéssel lehet megkapni egy
adott oszlop esetén. P és 9N is konstansok, igy legyen

A=L

A most bevezetett jeloléssel az Euler-Bernoulli térvény:

—¢'(s) = Ay(s)
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Ay(s)
As

érték y'(s) = sin(¢(s)). Derivaljuk az Euler-Bernoulli térvényt és helyettesitsiik be

s kis megvaltozasa, As esetén a sin(¢(s)) figgvényt kozeliti, igy a hatar-

az el6bbi eredményt:
—¢" = Ny = Asing

Osszefoglalva az eddigicket az Euler elhajlas ezzel a kozonséges differencidlegyen-
lettel irhato le:
Keressiik azt a ¢ = ¢(s) : [0, 7] — R fliggvényt és A szamot, ami kielégiti:

—¢" = Asing
¢'(0) = ¢'(m) =0
A maésodik feltétel a Neumann peremfeltétel. Az ilyen alaku differencidlegyenlet
neve sajdatérték feladat, hasonldéan a linearis egyenlethez. Most definidlom az atala-
nos Sturm-Liouville egyenleteket:
Legyen p,q : [0,7] — R, ahol p differencialhato és p(s) > 0 Vs € [0,7]. A fiiggve-
nyek segitségével definidljuk az L : C?[0, 7] — C|0, 7] operétort :

L= ('Y + qu

Sziikség van még az F : [0, 7] X R® — R alaku fiiggvények Frechet differencidl-
hatosdganak fogalmara:
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5.1. Definici6. F : [o,7] x R3 — R Frechet differencidlhaté ha létezik a : R —
R,a(s) > 0 leképezés, amire adott € > 0 és [A\g, \1] esetén létezik 6 > 0, amire

VE +n? < d-ra:

‘F(87£7W=A_Aa‘(s)§‘
T e
Minden A € [Ag, A1]. A korabbi Frechet differencidlhatosig G : R x X — X

alaku fiiggvényekre volt érvényes, ahol X Banach tér. X Legyen C'[0, 7] egy altere,
és legyen @ : R x X — C10, 7]

(N u)(s) = F(s,u(s),u'(s),N).

Legyen E : C[0,7] — X beagyazas, igy G = E® : Rx X — X. Ha T €
L(X)-et Tu = Eau-ként definialjuk, akkor G a korabbi értelemben definialt Frechet
differencialhatosagat kapjuk vissza 0-ban, amikor is AT" a derivaltja.

Most készen allunk a nemlinearis Sturm-Liouville sajatérték feladat értelmezésé-
hez. Adott Lu = —(pu')'+qu operator és egy F' (nemlinearis) Frechet differencialhato
fiiggvény esetén talaljunk egy teljesen folytonos u : [0,7] — R fliggvényt és egy A
valos szamot, amely kielégiti az

Lu = F(s,u,u’, \)
GQU(O) + boU/(O) =0
aru(m) + b/ (m) =0,

egyenletet, ahol ag, ay, by, by valos szdmok, melyekre:

(ag + b5)(ai + b7) # 0.

Az altalanos Sturm-Liouville feladat peremfeltételét szeparalt peremfeltételnek
fogom nevezni és (szPF)-fel roviditem. A konstans p(s) = 1 és ¢(s) = 0 esetben
kapjuk az Euler kihajlas egyenletét. Az egyenlet most

F(s,u(s),u'(s), A) = Asinu(s).

alakt. Belatom, hogy F Frechet differencidlhato. Legyen [Ag, \1] tetszéleges in-
tervallum és legyen € > 0. Az 5.1 pontban kimondott definiciét fogom kozvetleniil
ellendrizni.

lim 508 —
£—0 §

ezért létezik 6 > 0, amire
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g = |- 1) <

minden [£] < d-ra és A € [A\g, A1]. Definicio szerint az a fiiggény a(s) = 1 minden
s-re.
Jelolje CZ[0, 1] a C?[0, 7] alterét, amelyben olyan C?[0, 7]-beli u fiiggvények vannak,
amelyekre agu(0)+bou/(0) = 0 és ayu(m)+byu/(m) = 0 teljesiil adott a; és b; értékekre.

Most tegyiik fel, hogy az egyenlet peremfeltételei olyanok, melyekre L : CZ[0, 1] —
C'[0, w]-nek létezik inverze. Ezekkel a feltételekkel az Lu = F(s,u,u’,\) egy megol-
dasat megkapjatjuk u = L1 F(s,u,u/,\) egy fixpontjanak megkeresésével. Legyen
:Rx X — C[0,7] :

O\, u)(s) = F(s,u(s), u'(s),\).

Tgy az egyenlet u = L~'®(\, u) alakba frhato. Dom(®) = Rx X, de C2[0,7] X =
C}0, 7] altere, igy létezik j bedgyazas, amely C2[0, w]-t X-be viszi. Definidljuk G :
R x X — X-t fliggvények kompoziciojaként:

G:Rx X% 00,7 25 20,7 L clo,n] = X

A G(\, u) = u egyenlet egy megoldasabol megkaphatjuk a Sturm-Liouville egyen-
let egy megoldésat.

5.2. Tétel. G = jL71®: R x X — X teljesen folytonos.

Bizonyitas:

I w)ll = A+ [lully = [A] + sup fu(s)] + sup |u'(s)]

0<s<wm

Legyen Z C R x X egy korlatos részhalmaz. Igy létezik M € R, amire ||(\, u)|| <
M minden (\,u) € Z. Specidlisan, (A\,u) € Z-re A € [-M,M] és |u(s)] < M,
|/ (s)| < M minden s € [0, 7]. Tekintsiik a kovetkez6 kompakt halmazt:

Q = [0,71] x [=M, M] x [~M, M] x [~ M, M]

Jelolje ¢ az F fliggvény maximumaét ezen a @Q-n. Ha (A, u) € Z, akkor (s, u(s),u/'(s),\) €
Q és igy

[@(A, u)(s)| = |F (s, u(s),u'(s), )| <
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minden s € [0, 7]-re, amibdl kévetkezik, hogy ||F'(A, u)|| < 1, ezért ®(Z) korlatos
részhalmaza C0, 7]-nek. Ezzel belattam, hogy @ korlatos leképezés. L szintén kor-
latos, mert ez egy folytonos linearis operator. Ebb6l mar kovetkezik, hogy L™1®(7)
is korlatos CZ[0,7]. A klasszikus modszerekrél szolo fejezetben szerepelt egy tétel,
amely szerint C2[0, 7| beagyazasa C'[0, 7r]-be teljesen folytonos leképezés, igy a le-
képezés megszoritasa j : C3[0, m| — CL[0, ]-re is teljesen folytonos. Ezzel belattam,
hogy tetszSleges Z korlatos G(Z) = j(L~'®(Z)) halmaz képe relativ kompakt rész-
halmaza X-nek. [

A Krasnoselskii-Rabinowitz tétel alkalmazisahoz a T = L~ 'a spektrumat sziik-
séges megvizsgalnunk. Ha p € R sajatértéke a T operatornak, akkor Tu = pu, és
igy L™ 'au = pu. Atirva v = i—vel; Lu = vau. Igy a feladat, egy u sajatvektor
megkeresése az alabbi egyenletben:

—(pu') + qu = vau
(szPF)

Ez a klasszikus Sturm-Liouville peremértékfeladat, a nemlinearis Lu = F' egyen-
let linearizalt alakja. Az egyenlet a kovetkezs differencidlegyenlettel irhato le:

—pu” — p'u' + (¢ — va)u = 0 (DE)

ahol p,q,a : [0, 7] — R leképezések, v konstants.
Igy most egy kozonséges masodrendii linearis differencidlegyenletet kaptunk.
A (DE) egyenlet megoldésai

U = C1U1 + CoUs

alakuak, ahol ¢1,co € R, ug,uy : [0, 7] — R lineérisan fiiggetlenek a kovetkezd
értelemben:

A W(uy,uz) : [0,7] — R Wronski determinans
w(s) = Wiu, up)(s) = ua(s)us(s) — ua(s)u(s)
w(s) # 0 minden s € [0, 7]
Ebbdl kovetkezik, hogy (DE) megoldéasainak vektortere legfeljebb kétdimenzios.
Az eredeti egyenletiink Lu — vau = 0 alakba is irhaté, amelyet elosztva v-vel

kapjuk a puLu — au = 0 alakot. L™ '-et alkalmazva erre: (u — T)u = 0, amibél
(I — iT)u = 0. Az el6bbi tételbdl kovetkezik, hogy

dimINy(pu) = dim(N(ul —T)) < 2.
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5.3. Lemma. Ha u a T = L 'a egy sajdtértéke, ahol L' az Lu = —(pu') + qu
inverze, az (szPF) peremfeltétel mellett, akkor dim(N(ul —T)) = 1.

Bizonyitas:
p T egy sajatértéke, igy dim(N(ul — T)) > 1. Belatom, hogy (szPF)-t feltéve

w(s) = W(uy,usz)(s) elttinik s = 0-ban, és igy dim(N(ul —T)) < 2. Hai = 1,2-re
a differencidlegyenlet u; megoldasai kielégitik (szPF)-t, akkor

aoui(O) + boUé(O) =0
Ha ao = 0, akkor nyilvanvalo, hogy w(0) = 0. Ha ay # 0, akkor
b
ui(0) = g2u;(0)

és igy

w(0) = 22u (0)us(0) — w4 (0) 22 us(0) = 0

5.4. Tétel. T = L~'a minden p sajdtértéke egyszeres multiplicitdsi.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy N(ul —T)? # N(ul — T); akkor létezik
w € N(ul —T)> = N(ul —T)

amire (ul —T)w =x € N(ul —T), x # 0. A : C?0,7] — C[0, 7] legyen

Au = Lu — vau = —(pu') + qu — iau
Most Au = 0 akkor és cask akkor 0, ha uw € N(ul —T), igy:
Lpl —T)w =Lz = iax
amibdl
uwAw = /%ax
u,v € C[0, x| skalarszorzata, (u,v) legyen:
(u,v) = [ u(s)v(s)ds
Most megmutatom, hogy
(Au,v) = (u, Av)
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Minden u,v € C?[0, 71]-re, amely kielégiti (szPF)-t

(Au,v) — (u, Av) = foﬂ Au(s)v(s ) u(s)Av(s)ds
= Jo [=(p(s)¥/(5)) + q(s)u(s) — va(s)u(s)
—u(s)[— p(S) ( )) q(s)v(s) —va(s)v(s)
=—flp Yv(s) — (p(s)v'(s)) u(s)]ds

A kapott eredmenyt parc1ahsan mtegralva.

(Au,v) = (u, Av) = =(p(s)u'(s)v(s) = p(s)v'(s)u(s))

L) ()0 (5) — (p(s)!(3))ud (s)]ds

5.5. Tétel. Legyen
Lu = F(s,u,u’,\) (szPF)

egy nemlinedris Sturm-Liouville sajdtérték feladat, ahol Lu = —(pu')" + qu in-
vertdlhatd az (szPF) feltételeit kielégitve. Ha A sajatértéke az egyenlet linearizdlt
alakjanak, azaz

Lu = Mau (szPF)

akkor \ eqy bifurkdcids pontja a nemlinedris eqyenletnek és létezik eqy zdrt, dssze-
fiiggd Cy halmaza a megolddsoknak, amely tartalmazza (X, 0)-t és vagy Cy nem kor-
ldtos részhalmaza R x X -nek vagy C) tartalmaz egy (\*,0) pontot, igy hogy \* # A
bifurkdcios pont.
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6. fejezet

Euler kihajlas

Az Euler kihajlast leir6 egyenlet:

—u" = Asinu
uw'(0) =u/(m) =0

A Neumann peremfeltételt elsirva az Lu = —u”, L : CZ[0, 7] — C[0, 7] operé-
tornak nem létezik inverze. Ezért némileg valtoztatunk az egyenlet alakjan: egy elég
kis € > 0-t valasztva legyen L. : C2[0, 7] — C|0, 7]

Lou=—u"—eu

Az igy kapott L. operatornak mar van inverze. Legyen L-' : C[0, 7] — C3[0, 7]

Ahol G, a Green fliggvény:

Gls.t) = Wlfm)cos(\/g(t —m))cos(y/es), ha 0<s<t<m
mcos(ﬁt)cos(\/g(s —m), ha 0<t<s<m
Igy most y = L-'v-t irhatjuk a kovetkezs alakban:

y(t) = Zesin(y/em)[cos(v/e)(t — 1)) [y cos(v/es)v(s)ds
+cos(v/et) [ cos(y/e(s — m))v(s)ds]

Az el6z6 allitas bizonyitasa megtalalhato a [3] konyvben.
Derivalva:
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Y (t) = e [sin(Ve(t — ) fy cos(y/es)v(s)ds
+sin(y/et) [ cos(y/e(s — m))v(s)ds]

Az el6z6 fejezet Krasnoselskii-Rabinowitz tételre épité eredményét most alkal-
mazhatjuk, hiszen 3/ (0) = ¢/(7) = 0 és ' (t) = —ey(t) — v(t).
Igy most a modositott Euler kihajlas egyenlete:

—u" —eu = M\u

u'(0) =u'(m) =0

Atrendezéssel kapjuk a kovetkezs differencidlegyenletet:

—u" = (A +€)u

A kozonséges masodrendd differencidlegyenlet altalanos megoldéasa:

u(s) = c1sin(vV' A + €s) + cacos(V A + €s).

Derivalva u-t:

u'(s) = c1 VA + €cos(VA + €s) — cav/ A + esin(v/ A + €s)

A Neumann feltételek miatt u/'(0) = 0-bol kovetkezik, hogy ¢ = 0 és v/(7) =0
miatt nemnulla megoldas csak akkor létezik, ha sin(v/A + er) = 0. Ebbdl kovetke-
zik, hogy teljesiilnie kell a v\ + er = k7 egyenldségnek, melyet négyzetre emelve
kapjuk a A+ e = k2 alakot. Osszefoglalva az eddigi eredményeket, az egyenlet Gsszes
sajatértéke A + € = k%, és az Osszes sajatfiiggvény ug(s) = cos(ks) alakt minden
e > O-ra.

6.1. Megjegyzés.
(i) Az ui(s) sajatfiiggvények zérushelyei a [0, 7] intervallumban vannak:

2% 2k ok

és pontosan k darab zérushely van.

ii) Még egy tényt érdemes rogziteni:
g eg g
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up(5p) = —ksin(ksy) = £k #0

A Krasnoselskii-Rabinowitz tétel nemlinearis Sturm-Liouville egyenletre vonat-
kozo alakja szerint az L. = Asinu differencidlegyenlet nemtrividlis megoldasai a
i. = k bifurkacios pontokbol dgaznak ki, és a tételbsl még azt is tudjuk, hogy vagy
C}. nem korlatos vagy pedig tartalmaz egy masik Ay bifurkacios pontot. Megmuta-
tom, hogy a mésodik alternativa nem fordulhat el6 ebben az esetben, azaz C} nem
kothet Ossze két bifurkaciés pontot.

6.2. Definicié. Egy u sajdtfiigguény nullhelye eqyszerd, ha u'-nak nem nullhelye.
6.3. Tétel. A linedris Sturm-Liouville sajdtértékfeladat
—(pu') 4+ qu = Aau (szPF)

0 <A\ < Ay < .oo < g < ... sajatértékeinek halmaza nem korldtos és minden k
esetén a A egy numnulla uy(s) sajdtfiggvényének pontosan k nullhelye van a (0,7)
intervallumon €s az dsszes nullhely eqyszeri.

6.4. Megjegyzés. A tétel par kovetkezménye a kozonséges differencidlegyenletek
elméletébdl adodik. Kozismert eredmény, hogy egy kezdeti feltétellel rendelkezé li-
nearis méasodrendi egyenletnek létezik egyértelmii megoldésa. Ha a

—(pu')" + qu = Aau

differencidlegyenletnek létezne egy nemegyszert s nullhelye, akkor u kielégitené
az u(sg) = 0,u'(sg) = 0 kezdeti feltételt. A konstans 0 fiiggvény megoldésa a kezdeti
érték feladatnak és a megoldas egyértelmiiségébdl mar kovetkezik, hogy u = 0. Ezért
uy, 0ssszes nullhelye egyszerd. Ha ug-nak végtelen sok nullhelye lenne, akkor ezek egy
sp € [0, 7] nullhelyhez konvergalnanak, ebben az esetben azonban u}(so) = 0 lenne,
ezért ez egy nemegyszerd nullhely lenne, ami ellentmondés, vagyis a sajatfiiggve-
nyeknek véges sok nullhelyiik van.

Most azt fogom belatni, hogy a nemlinearis Sturm-Liouville sajatértékfeladat
megoldédsai ugyaniigy viselkednek, mint a lineéris egyenletéi. Az X = C}[0, 7]-beli
fiiggvényeket vizsgalunk a C' normaval:

6.5. Definici6. ||ul|; = [Ju|| + ||/]]

6.6. Definicié. S, = {u € X : u — nak k darab zérushelye van (0,7)-n, és az
0sszes zérushely eqyszeri}
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Az Si-beli fliggvényeknek lehet zérushelyiik O0-ban vagy m-ben, de ezeken a he-
lyeken is megkoveteljiik, hogy egyszeriiek legyenek.

6.7. Lemma. Az Sy halmaz nyilt X -ben.

Bizonyitas: Legyen ¢; = min{|u/(s;)|,u € Sk} Legyenek J; C [0,7] diszjunkt,
nyflt halmazok, amelyekre igaz, hogy minden j-re és minden s € J; vagy v/(s) > <
és u monoton nové a halmazon vagy u'(s) < =* és u monoton csékkend. Tordljiik
ki a J; halmazt a [0,7]-bdl, igy u nem tinik el ezen a halmazon. Jelolje e |u]
minimumat ezen a halmazon. Legyen ¢ kisebb mint 5 és kisebb mint <. Belatjuk,
hogy ha v € X, ||u — v||; < ¢, akkor v € Sj. |u(s) — v(s)| < e-bdl kovetkezik, hogy
v(s)-nek nem lehet nullhelye J;-n kiviil, valamint u(s) és v(s) egyszerre pozitiv és
negativ. |u/(s)—v'(s)'| < e miatt u(s) és v(s) egyszerre pozitiv vagy negativ. Tovabba
|u/(s) — v'(s)| < € miatt v és u egyszerre monoton névé vagy monoton cstkkend az
intervallumon. Az u fiiggvény minden (0, 7)-beli zérushelyénél elGjelet valt, amibdl
koévetkezik, hogy ugyanez igaz v-re is, ezért v-nek pontosan egy zérushelye van a
megfelel6 J; halmazokon. Most beldtom, hogy ha wu-nak létezik zérushelye s = 0-
ban, akkor v-nek is. u € Sk-bol és u(0) = 0-bol kovetkezik, hogy u/(0) # 0, mert az
Osszes zérushely egyszerd. u € X miatt

aou(0) 4+ b/ (0) =0

ahol a2+ b2 # 0. A peremfeltételek miatt by = 0 és ag # 0. Ha v(0) # 0 fennéllna,
akkor

aov(0) + bov'(0) = agv(0) # 0

is igaz lenne, ami ellentmond annak, hogy v € X. Abban a J; halmazban ame-
lyik tartalmazza a 0 pontot nem lehet egy masik zérushely, mert v monoton 0 egy
kérnyezetében. Hasonloan adodik, hogy v(w) = 0 akkor és csak akkor, ha u(w) = 0,
ezért v-nek pontosan k zérushelye van (0, 7)-n, igy v € Si. O

6.8. Lemma. Legyen u € X, u € 0S). Ekkor u-nak létezik nemegyszeri nullhelye.

6.9. Lemma. Ha (\,u) megolddsa a nemlinedris Sturm-Liouville egyenletnek és u-
nak létezik nemegyszeri zérushelye, akkor uw a konstans 0 fiigguény.

6.10. Lemma. Legyen L invertdlhatd a peremfeltételek mellett. Ekkor a (A, 0) €
R x X bifurkdcids pontnak létezik eqy Ny kirnyezete, amelyre ha (A, u) € SN Ny, és
u # 0 akkor u € Sk.

6.11. Tétel. Legyen
Lu = F(s,u,u’,\) (szPF)
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A nemlinedris Sturm-Liouville sajdtértékfeladat, ahol Lu = —(pu')' 4+ qu invertdl-
hatd, és eleget tesz a peremfeltételeknek. Jeldlje { i} a linearizdlt feladat sajdtértékeit

Lu = Aau (szPF)

és a nemnulla sajtfiggvényeknek pontosan k nullhelye van (0,7)-ben. Ha Cy a
nemlinedris egyenlet nemtrividlis megolddsainak egy dga amely tartalmazza (Mg, 0)-
t, akkor (\,u) € Ck, u # 0-bdl kévetkezik, hogy u € S, azaz u-nak pontosan k
zérushelye van (0,m)-in és az dsszes zérushely egyszerd és igy Cy nem korldtos.

Bizonyitas: A 6.10 lemma miatt C és R x .S, metszete nemiires. Indirekt felteszem,
hogy nem minden nemnulla u van benne Si-ban (A, u) € Cy esetén. Az S halmaz
nyilt X-ben és C} kompaktsaga miatt 1éteznie kell egy (A", u*) € C} elemnek, ahol
u* € 0Sk. A 6.8 és 6.9 lemma miatt u* = 0 és igy sziikségképpen \* bifurkacios
pont. Ekkor viszont a 4.9 tétel miatt a bifurkacios pontoknak a linearizalt egyenlet
sajatértékeinek kell lenniiik, ezért létezik egy m egész szam, amire \* = \,. A
6.10 lemmé&bol kovetkezik, hogy a (A\*,0)-nak létezik egy N, kornyezete, ahol az
osszes Np,-beli (A, u),u # 0 megoldas esetén u € S,, benne van R x S,,-ben, ahol
m # k. Ugyanakkor (A\*,u*) € R x 0S5k miatt N,,-nek metszenie kellene R x Si-t,
ami ellentmondas. Ezzel belattam, hogy (A, u) € Cy és u # 0-bol kovetkezik, hogy
u € Sk. C), nem kothet Ossze két bifurkaciés pontot, hiszen u-nak nem lehet egyszerre
k és m # k zérushelye (0, 7). Végiil a Krasnoselskii-Rabinowitz tétel miatt egyik Cy
halmaz sem korlatos.

6.12. Tétel. Minden k = 1,2, ..., egészre a k? bifurkdcios pontja az Euler kihajldst
leird egyenletnek és a (k*,0)-t tartalmazé Cy nemirividlis megolddsokat tartalmazd
dg nemkorldtos részhalmaza R x X-nek és ha (A\,u) € Ck, u # 0, akkor u € Sy.

6.13. Lemma. Ha (\,u) € Cy minden k > 1, akkor
llully < m(m+1)A.

6.14. Tétel. Ha A > k? > 1, akkor minden j < k esetén létezik eqy (N, u;) megol-
ddasa az Fuler kihajlisnak

—u" = Asinu
uw'(0) =u(m) =0

és erre a A\-ra u;-nek pontosan j zérushelye van (0,7)-n, és az dsszes zérushely
eqyszerd.

Bizonyitas: Belatom, hogy minden C} ag tartalmaz egy (A, u) megoldast minden
A > k? esetén. A 6.12 tétel szerint u-nak pontosan k zérushelye van, igy ebbdl méar
kovetkezik a tétel. ElGszor belatom, hogy ha (A u) € Cy és u nem a konstans nulla
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fiiggvény, akkor A > 0. A differencidlegyenletbél azonnal adédik, hogy A = 0 esetén
u”(s) = 0 minden s-re, igy u' konstans fiiggvény. Az v/(0) = 0 peremfeltétel miatt u-
nak konstant fiiggvénynek kell lennie, ami ellentmond a 6.12 tételnek. C} Gsszefiiggsd
halmaz, ezért részhalmaza (0,00) x X-nek, amibdl kovetkezik, hogy A > 0. Tegyiik
fel, hogy létezik b > 0, amire (A, u) € Cy-bol kovetkezik A < b. A 6.13 lemma miatt
(A, u) € Cy-bol kovetkezik A € [0,0] és ||u]| < (7 + 1)b, ami miatt C}, korlatos és
ez ellentmond a 6.12 tételnek. [

Ezzel az utolso tétellel valaszt adtam az el6z6 fejezetben részletesen bemutatott
probléma megoldasara P > k29 esetén: az oszlop k kiilonb6zé moédon hajolhat meg.
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