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Bevezetés

A szakdolgozat célja és felépitése

Szakdolgozatomban a prioritasos sor, vagy mas néven kupac adatstruktirak elméle-
tével és gyakorlati megvalodsitasaval foglalkozom. Az 1. fejezetben a kupacok kiilénb6zé
verzi6it mutatom be, és miiveleteinek 1épésszamat elemzem. Az r-kupacnak harom kilon-
bo6z6 javitasat is kidolgoztam, melyek szintén ebben a fejezetben keriilnek bemutatésra. A
miiveletek 1épésszama mellett tovabbé Dijkstra [1] és Prim [2] algoritmusdnak 1épésszamét
is vizsgalom.

A 2. fejezetben a kordabban bemutatott adatstruktirak implementécidival végzek tesz-
teléseket C++ programozasi nyelven. A tesztelés sordn a kupacok Dijkstra-algoritmusbeli
alkalmazéasanak hatékonysdgat mérem, kiillonbo6z6 grafokon. Az elméleti 1épésszamokat a
gyakorlati futasidékkel 6sszevetve a kupacok viselkedését részletesen vizsgaltam, ezzel nem
csak arra kaptunk valaszt, hogy mely esetekben mely kupac a leggyorsabb, hanem arra is,
hogy miért.

Végiil a 3. fejezetben Osszegzem a mérési eredményeket, és altaluk egy heurisztikat
adok arra, hogy mikor milyen kupacot valasszunk a Dijkstra-algoritmushoz, hogy a lehet6
legjobb futasidoket érjiik el.

Alkalmazasok

Miel6tt ratérnék a kupacok elméletének targyalasara, fontosnak tartom, hogy a gyakor-
lati alkalmazasokrdl is ejtsek néhany szét. A fent emlitett két algoritmuson kiviil szamos
mas teriileten is j6l hasznalhat6 ez az adatstruktira.

o Huffman-kédolas [3]: A kddolés soran a fa megalkotasahoz hasznalhatunk kupacokat.
A mindenkori gyokerek lesznek a kupac elemei, a gyOkerekhez tartozé relativ gya-
korisdgok pedig a kulcsok. Ekkor két Mintorléssel megkapjuk a két legkisebb értékii
gyOkeret, majd az 04j gyOkeret, melynek a korabbi két torolt elem lesz a két gyereke,
Beszurjuk a kupacba.

o DES (Discrete-event simulation) modell: a folyamatosan miikoédé rendszereknek,
mint amilyen egy operacios rendszer is, egy modellje a Diszkrét Esemény Szimu-
laci6é. Ebben a modellben minden végrehajtandé eseménynek van egy prioritasa, és



mindig az éppen legnagyobb prioritast eseményt hajtjuk végre. Ekkor az eseménye-
ket tarolhatjuk egy kupacban, ahol a hozzajuk tartozé prioritasok a kulcsok.

Rendezési algoritmusok [4]: A Kupacok rendezési algoritmusok megvaldsitdsara is
alkalmasak. A rendezendd elemeket beszirjuk a kupacba, majd Mintorléseket haj-
tunk végre, amig a kupac ki nem friil. Ezzel az elemeket kulcsuk szerint névekvd
sorrendben kapjuk vissza. Az ilyen tipusi rendezést kupacos rendezésnek nevezziik.

ROAM (Real-time optimally adapting mesh) [5]: Ez a szdmit6gépes grafikiban hasz-
nalt haromszogelési algoritmus, ami két kupacon alapul. A miikddési elve az, hogy
minden megjelenitett haromszoghoz fenntartunk egy prioritast, ami azt jelzi, hogy
mennyire sziikséges a jelenleginél részletesebben megjeleniteni az adott feliiletet. Eb-
ben az esetben a kupac elemei a haromszogek lesznek. Amikor javitani szeretnénk a
megjelenitett kép mindségén, Maxtorlést hajtunk végre a kupacban, igy megkapva,
hogy melyik hdromszoget célszerii tobb kisebb haromszogre bontani.

QoS (Quality of Service): Az internetes forgalomiranyiték is prioritdssal latjédk el
a tovdbbitandd csomagokat. Ennek célja, hogy néhany szolgaltatds (mint példaul
a VolIP, vagy IPTV), ahol fontos a minél alacsonyabb késleltetés, elényt élvezzen
a tobbivel szemben. A router kupac hasznélatdval meghatdrozhatja, hogy melyik
csomagot tovabbitsa kovetkezonek, illetve melyik az, amelyik még varhat.



1. fejezet

Kupacok

Ebben a fejezetben a kupac absztrakt adatstruktiranak néhany megvaldsitasaval fog-
lalkozom. Ezekben minden tarolt elemhez tartozik egy kulcs, azaz prioritas is. Egy kupac-
nak legalabb a kovetkezd miiveleteket kell tdmogatnia:

e Beszurds: Egy Gj elem hozzdadéasa a kupachoz, a hozza tartozé prioritassal.
o Mintérlés vagy Maxtorilés: A legkisebb vagy legnagyobb prioritast elemnek a torlése.

o Kulcs-csokkentés vagy Kulcs-névelés: Egy adott elem prioritasat valtoztatja meg.

Megvalésithaté kupacmiiveletek tovabba az Egyesités, amivel kett6 vagy tobb kupacot
tudunk egyesiteni, a Torlés, amivel egy tetszoleges elem torélhet6 egy ra mutatd pointer
segitségével, és a Minolvasds, amivel a legkisebb elem kulcsat kaphatjuk meg, anélkiil,
hogy tordlnénk azt. Fzek a gyakorlatban kevésbé fontos miveletek, igy elemzésiiket nem
érintem.

Lehetséges, hogy egy kupacnak miivelete a Min- és Maxtorlés is, ezeket hivjuk kétoldala
prioritasos sornak. Dolgozatomnak nem célja ezek bemutatasa, mivel a legtobb alkalma-
zasban, koztiik Dijkstra és Prim algoritmusdban elég, ha egy kupac az egyik miivelettel
rendelkezik. A Kétoldala prioritdsos sorok a gyakorlatban nem is olyan hatékonyak, mint
az egyoldali valtozataik. Lehetséges tovabba, hogy egy kupac a Kulcs-csokkentés és Kulcs-
novelés miiveletet egyszerre tamogatja. Ez néhdny kupac megvaldsitas esetén kénnyedén
kivitelezhetd, de az altalam aldbb targyalt alkalmazasokban erre sincs sziikség.

A kupacok felhasznalasi moédjai koziil Dijkstranak illetve Primnek az algoritmusat
valasztottam ki, ezeknek a 1épésszamait elemzem. Egy n csicst és m éli graf esetén, ha
szomszédsagi matrixban taroljuk, akkor mindkét algoritmus egyarant O(n?) lépést kovetel.
Els6sorban ezt szeretnénk javitani gy, hogy a grafot éllistaban taroljuk, és mellé kupacot
haszndlunk. Mindkét algoritmusban legfeljebb n db Beszaras és Mintorlés, illetve m db
Kulcs-csokkentés miiveletre van sziikség. Néhany kupacnal a miiveletek amortizacios idejét
vizsgdlom. Ezt a moddszert elészor Tarjan hasznalta 1985-ben [6]. Ehhez definidlni kell
a potencidlfiiggvényt, ami megtalalhaté az emlitett cikkben. Ez a fejezet Kirdly Zoltan
jegyzete [7] alapjan késziilt.



Binéris kupac

Ahhoz, hogy [épésszamokrdl beszélhessiink, sziikség van egy szamitdsi modellre. Ez
esetiinkben a word RAM modell [8], melyben egy sz6 hossza w, azaz a memoridba legfeljebb
w bites szamok férnek. Feltételezziik, hogy az aldbbi adatok elférnek egy széban:

e a csucsok szama, w > logn,
e az élek szama, w > logm,

o egy tetszoleges 1t hossza, w > log((n — 1)C), ahol C a legnagyobb élkoltséget
jelenti.

Ekkor a kiévetkezd miiveleteket tudjuk elvégezni a szavakon konstans idében. Aritme-
tikai miiveletek (4, —, -, /), 6sszehasonlitasok (<, <,=,>,>) és bitmiiveletek (aritmetikai
és logikai eltoldas, AND, OR, XOR).

1.1. Binaris kupac

FEzt az adatstruktarat elészor J.W.J. Williams mutatta be 1964-ben a kupacrendezési
algoritmus részeként [4].

Definicid. Egy fa kupacrendezett, ha:

e van egy kitiintetett gyokér;
e a csucsaiban rekordok vannak, minden rekordnak van egy kitiintetett kulcs mezGje;

e a gyokéren kivill minden csicsra igaz, hogy a benne szereplé rekord kulcsa nem
kisebb, mint a sziildje kulcsa.

1.1.1. Eszrevétel. A definicidbdl kivetkezik, hogy a minimdlis kulcsd rekord a gyokérben
taldlhatd. Az is igaz, hogy eqy kupacrendezett fanak minden gydkeres részfdja is kupacren-
dezett.

Definicido. Egy gyokeres fa erdsen kiegyensilyozott, ha legfeljebb az alsé szint telitetlen,
az 0sszes tObbi szinten maximalis szami csiics van, és az alsé szinten a csticsok balra zarva

helyezkednek el.



Binaris kupac

1.1. abra. Binaris kupac

Definicié. A (bindris) kupac egy olyan fa, amelyben:
e minden csiicsnak legfeljebb 2 gyereke van,
e kupacrendezett,
e erOsen kiegyensulyozott.

A fenti két definiciobdl kovetkezik, hogy egy n csicsot tartalmazé kupac mélysége
|logn].

A kupac megvalésitasihoz szitkség lesz két tombre, legyenek ezek A és B, és egy C
szotarra. Az A tombben taroljuk a kulcsokat, melynek els§ eleme a gyokér, azaz A(1)
a gyokér kulcsat tartalmazza. Az i. cstics bal gyermekének kulcsa A(2i)-ben, mig jobb
gyermekének kulcsa A(2i+ 1)-ben talalhaté. Igy a j. cstics sziiléje a |j/2]. Ezen feliil
hasznalunk egy VEGE pointert is, mely a kupac aktudlis elemszamat adja meg.

A B tombben az i. csticshoz tartozoé rekord azonositéjat tartjuk, a C' szétarban pedig
a rekord azonosit6jahoz az A és B tombbeli helye (indexe) tartozik.

A tovabbiakban egy kupac alatt a kulcsokat tartalmazé tombot értjiik. A miivelete-
ket erre adjuk meg, a mésik tomb kezelése ehhez hasonlé. A szétarat is értelemszertien
frissiteniink kell, amikor egy elem tombbeli helye megvéltozik. A kupacnak a kovetkezd
miiveletei vannak:

o Ujkupac(A,n): Egy 1j kupacot hoz létre, azaz egy n méretii tombot. Itt n az egy
idében a kupacban szereplé elemek maximédlis szama. Lépésszama O(1).

o DBesziras(A, elem): Egy 1j elemet sztr be a kupacba. Az 14j elemet a tomb kovetkezo
ires helyére szurja be, ezdltal az er6sen kiegyenstulyozottsag megmarad, de a kupac-
rendezettség elromolhat. Ennek korrigéldsara sziikség van egy Felbillegtet(A, i) belsd
miiveletre, ami az . elemet addig ,uisztatja felfelé” kicserélve a sziil6jével, amig a
kupacrendezettség helyre nem &ll. Mivel a fa mélysége |logn |, igy ennyi dsszehason-
litésra illetve cserére lehet sziikség. Tehét ennek a miiveletnek a 1épésszama O(logn).



d-edfoku kupac

o Mintorlés(A): Kitorli a minimalis kulesti elemet a kupacbdl, és visszaadja a nevét és
kulcsat. Ezt ugy teszi, hogy a gytkérben szerepld elemet kicseréli a tomb utolsé nem
iires elemével, majd a VEGE pointert csokkenti. Ezzel az er6sen kiegyensulyozottsag
most sem romolhat el, ellenben a kupacrendezettség igen. Itt egy Lebillegtet(A, 1)
bels6 miiveletre van sziikség, amit meghivunk a gyokérre, és az . csticsban szerepld
rekordot most lefelé usztatjuk, mindig a kisebb kulcst gyerekével kicserélve, egészen
addig, amig a kupacrendezettség helyre nem all. A Felbillegtetéssel ellentétben itt
ki kell valasztanunk a ketté koziil a kisebb gyermeket, igy két Osszehasonlitast is
végezniink kell szintenként. Ez legfeljebb 2 - logn 6sszehasonlitds és O(logn) 1épés.

o Kulcs-csokkentés(A, elem, A): A megadott elem kulcsat csokkenti A > 0 értékkel. A
kupacrendezettség fenntartasihoz a kulcs-csokkentett elemet fel kell billegtetni, igy
ennek a miveletnek a lépésszama is O(logn).

Ha ezt hasznaljuk a Dijkstra-, illetve Prim-algoritmus megvaldsitasahoz, akkor 6sszesen
n db Beszurasra, n db Mintorlésre, és m darab Kulcs-csokkkentésre lesz sziikség. Igy a
binéris kupaccal a teljes futdsi id6 mindkét algoritmus esetén O(m - logn).

1.2. d-edfoktu kupac

A bindris kupacnak koézvetlen altalanositdsa a d-edfokd kupac, melyet Johnson irt le
el6szor [9].

Definicié. Egy gyokeres fa d-edfoki kupac, ha:
e minden cstcsanak legfeljebb d gyereke van,
o kupacrendezett,
e erOsen kiegyensulyozott.

A kulcsokat itt is egy tombben taroljuk a bindris kupachoz hasonléan, 4m a tomb
indexelését most az egyszeriiség kedvéért 0-tol kezdjik. Tehat a gyokér a 0. csics. Az i.
csics gyermekei a d-i+1,d-i+2,...,d-i+d, az i. cstcs szil6je pedig az | (i — 1)/d]
indexii cstucs. A miiveletek 1épésszamai a kdvetkezOképpen alakulnak:

A Beszuras illetve Kulcs-csokkentés 1épésszama a Felbillegtetés belsé mivelettol fiig-
gott. Mivel a fa mélysége [log,n |, igy ezeknek a miiveleteknek a 1épésszama O(log,n).

A Mintorlés esetében a Lebillegtetést kell elemezniink. Itt d gyerek koziil kell a legkisebb
kulcsut kivalasztani, majd megnézni, hogy ennek a kulcsa kisebb-e, mint a sziil6é. Ez d
darab Osszehasonlités szintenként, a fa mélysége |log,n |, igy ez dsszesen O(d-log,; n) 1épés.

1.2.1. Eszrevétel. Tekintsiik a d = 4 esetet, és hasonlitsuk dssze a bindris kupaccal. Mig
utobbiban a Felbillegtetésnél az dsszehasonlitdsok szama logn, addig a negyedfokundl ez
logyn = (logn)/2, tehdt jobb. A Lebillegtetés esetén a bindris kupac 2 -logn dsszehason-
litdst végez, a negyedfoki pedig 4 -logyn = 2 - logn-et, azaz ugyanannyit. Igy elmondtatd,
hogy a negyedfoki kupac egyértelmiien jobb, mint a mdsodfoki.



Vodros kupac

1.2.2. Eszrevétel. Vessik most dssze a harmadfoki kupacot a negyedfokival. A leg-
rosszabb esetben n+m darab Felbillegtetés torténik, és n darab Lebillegtetés. A harmadfoki

kupacndl a Felbillegtetés sordn 8% mig Lebillegtetésnél 3 - llggg dsszehasonlitds torténik.

og 3’
Ahhoz, hogy megkapjuk, mikor lesz t6bb dsszehasonlitdas a d = 3 esetben, mint a d = 4-ben,

a kovetkezo egyenlotlenséget kell megoldanunk:

logn logn logn
=R .3. 2 Lo .21
(m+n) log3+n 1Og3>(m+n) 5 +n-2logn
m _ blog3 —8
—>——~ 0,18
n 2 —log3 ’

Ez azt jelenti, hogy a harmadfoki kupaccal megvalésitott Dijkstra-algoritmus legrosszabb
esetben tobb Osszehasonlitdst tesz, mint ha negyedfokit haszndlndnk.

d-edfoku kupac esetén Dijkstra és Prim algoritmusanak 1épésszama O(n-d-log;n+m-
log, n). Felmeriil a kérdés, hogy mely d vilasztasa esetén lesz ez a legkisebb. Egy kéttagi
Osszeg aszimptotikusan a nagyobb taggal egyenld. Az els6 tag d > 3 esetén szigortian
novo, a mésodik tag pedig szigorian csokkend, tehat a nagyobbik akkor a legkisebb, ha
egyenloek.

n-d-loggn =m-log;n

i="
n (1.1)
o [lE] mam s
o 4, kiilénben

Azért érdemes ezt a d* értéket valasztani, mert egyrészt egész szdmot szeretnénk,
masrészt pedig az 1.2.1 és 1.2.2 észrevételek alapjan érdemes masodfokt vagy harmadfoki
helyett negyedfokt kupacot hasznélni. Igy a 1épésszam O(m - logg. n).

1.3. Vodros kupac

Amennyiben a kulcsok nem til nagy egész szamok, tudunk jobb kupacot is csinalni.
Tegyiik fel, hogy a kulcsok a [0, C] intervallumbdl kikeriil6 egész szamok. Ekkor felvesziink
C + 1 v6drdt, minden lehetséges kuleshoz egyet. A vodroket a gyakorlatban kétszeresen
lancolt listaval valssitjuk meg. Igy a miiveletek:

o Besziuras(A,elem): A miiveletet meghivva, az 0j elemet beletessziik a kulcsdnak meg-
felel6 vodorbe, azaz ha a kulcsa 7, hozzaflizziik az i. listank elejére. Ennek 1épésszama

0(1).

o Kulcs-csokkentés(A, elem, A): A megadott elemet kifiizziik, csokkentjiik a kulcsét,
és belerakjuk az 1j vodorbe. Mivel kétszeresen lancolt listank van, ez is O(1) 1épés
alatt végrehajthatd, ha hivaskor rdmutatunk az elemre.



r-kupac

o Mintorlés(A): Elszor meg kell taldlnunk a legkisebb kulcsi nem tires vodrot, ami
akar C 1épés is lehet. Ebbol a vodorbdl az els6 elemet kitordlni, és adatait visszaadni
mar megy konstans idoben, igy Osszességében ennek a miiveletnek a lépésszama

0(0).

Ez a kupac j6l miikodik a Prim-algoritmusra: ha az élstilyok a [0,C] intervallumbdl
kertilnek ki, a lépésszama O(m + n - C). A Dijkstra-algoritmusndl mar nem ilyen j6 a
helyzet. Bar az élsulyok nem til nagyok, attél még a kulcsok akar (n — 1) - C' nagysdgtuak
is lehetnek, igy a lépésszama O(m +n? - C).

Definicié. Egy kupacot monoton kupacnak neveziink, amennyiben:
o a Mintorlések soran visszaadott kulcsok monoton névé sorrendben kovetik egymast,

e ha az utolsé Mintorléssel kapott kulcs dpin, Ugy az Osszes aktudlis kulcs eleme a
[dmin, dmin + C] tartomanynak, valamilyen C' konstansra.

Dial [10] 6tlete alapjan, amennyiben a Mintorléssel kapott kulcsok monoton névé sor-
rendben kévetik egymadst, gy érdemes megjegyezni az aktudlis vodor sorszamat, amibél
toroltiink, és nem mindig el6lrdl kezdeni a keresést. Jelolje K a maximalis kulcsértéket,
ekkor n darab Mintorlés 6sszideje O(nK) helyett O(n + K).

A Dijkstra-algoritmus a monoton kupacoknél leirt masodik tulajdonsigot is teljesiti,
amit Dial a kévetkezOképpen hasznalt ki. C' := max{c(e)}, azaz a legdréagdbb él koltsége.
Ekkor K < (n—1) - C. Az el6z6 otlettel egyiitt a vodroket modulo C' + 1 tekintjiik, és
mindig az az elsé, amib8l éppen a Mintorléssel szedtiink ki elemet. Igy n darab Mintérlés
osszideje O(nC).

1.4. r-kupac

Az r- vagy radix-kupac egy monoton kupac, mely csak akkor hasznalhatd, ha a kulcsok
egész szamok, viszont ezekben az esetekben hatékonyabb a korabban targyalt, d-edfoku
és vodros kupacokndl, ha C' elég kicsi. Ezt a kupacot el6szoér 1990-ben publikilta Ahuja,
Mehlhorn, Orlin és Tarjan [11].

Itt is vodroket fogunk késziteni, de most nem minden kulcshoz egy vodrot, hanem a
kulcsok lehetséges értékeit intervallumokra bontjuk, és minden intervallumhoz fog tartozni
egy vodor. Ezen intervallumok hossza exponencialisan novekszik. Egy vodor megvaldsitasa
tovabbra is egy kétszeresen lancolt listaval torténik.

Legyen ¢ := [log(C + 1)] + 2. Vodroket készitiink, By, Ba, ... B, névvel. Az i. vodorbe
azokat az elemeket rakjuk, amiknek a kulcsa eleme a range(B;)-nek.

range(B;) = [uj—1 + 1, u;]. Kezdetben:

-1, ha:=20
wpi=<¢2"1 -1, haO<i<ec
n-C, hai=c



r-kupac

A kés6bbiekben ezen u; értékeket valtoztatni fogjuk, de fenntartjuk, hogy |range(B)| =
1 és |range(B;)| < 2072, ha i = 2,3,...,c — 1. Tovdbb4 az u; sorozat monoton névé lesz,
de nem szigorian, {gy eléfordulhat, hogy range(B;) = () valamilyen i-re.

A kupacmiiveletek amortizacids elemzéséhez definidlnunk kell egy P potencidlt.

P = Z b(v), ahol b(v) a v-t tartalmazé vodor sorszama. (1.2)
vEkupac

Tovabba vezessiik be az alabbi jeloléseket:

o TT jelolje egy miivelet tényleges idejét, azaz, hogy az algoritmus hany 1épést tesz a
miivelet végrehajtiasa kozben. Feltételezziik, hogy egy 1épés alatt képesek vagyunk
egy vodorbol kivenni egy elemet, megvizsgalni, hogy az egy adott vodorbe valé-e, és
ha igen, akkor bele is rakni.

o A potencidlvaltozas legyen AP := Ppiivelet utén — Prmtivelet elstt -

o Egy miivelet amortizaciés ideje pedig definicié szerint Al :=T1 + AP.
Miiveletek:

Beszuras(A, v): Hatulrél indulva megkeressiik azt a vodrot, amelyikbe a beszirand6 v
valé, és hozzaflizziik a lista elejére.

° TI:C—b(U)+1
o AP =10b(v)
o Al=c+1=0(logC)

Kules-csokkentés(A, v, A): v kulesét csokkentjiik A-val, majd a vodrokon balra végig-
lépkedve megkeressiik azt, amibe az Gj kulcs alapjan valo.

o« T] = brégi(v) - bﬁj (U) +1
e AP = bﬁj (U) - brégi(v)
o« Al =1

Mintorlés(A): Amennyiben az els6 vodorben (Bj-ben) van elem, kivesziink egyet, és
visszaadjuk. Kiilonben a dolgunk kicsit bonyolultabb, de ebben rejlik a kupac hatékony-
saga. Megkeressiik az els§ nem iires vodrot, ezen belill is egy minimélis kulcsi elemet. A
vodor indexét jelolje 7, az elemet v, kulesét pedig dimin. Atcimkézziik u;-ket dgy, hogy a dmin
az els6 vodorbe kertiljon, és tovabbra is teljesiiljon, hogy a vodrok mérete exponencidlisan
né, és [range(B;)| < 2072
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dmin; hai=1
U; = .
’ min{u; 1 + 272, u;}, hai=23,...,j—1

egyébként maradjon valtozatlan.

Ezzel range(B;) = ), igy minden elemét atrakjuk a jé vodérbe, hasonléan a Kulcs-
csOkkentéshez, egyesével balra lépkedve. Ahhoz, hogy az aldbbi amortizacids elemzés meg-
allja a helyét, most egy lépésben kétszer annyi elemi miiveletet hajtunk végre. Ezzel a
Kulcs-csokkentés és Mintorlés amortizacios ideje is javul. A részletes elemzés megtalalha-
t6 Kirdly Zoltan [7] jegyzetében.

e TI=1-2j+|Bj|+1+ X (j—bg(u)))
u€Bj,u#v

« AP=—j— > (j—bg(u)
u€Bj,u#v
« AIK1

Mivel a Dijkstra-algoritmusban n Beszarast és Mintorlést, illetve m Kulcs-csokkentést
végziink, a lépésszam r-kupaccal O(m + n - log C).

1.4.1. Az r-kupac javitasai
1. javitas

A Besztirds miivelet tényleges ideje O(c)-rél O(log ¢)-re javithaté. Jelolje K a besziran-
dé elem kulesat. Ha u._1og . < K, akkor tigy ahogy eddig, hatulrél megkeressiik a megfeleld
vodrot és az elemet beszurjuk. Igy legfeljebb log ¢ vodrét vizsgalunk. Ha Ue—loge > K, ak-
kor pedig az elsé ¢ — log ¢ vodorben felezd kereséssel keressitk meg az elem helyét. Igy
legrosszabb esetben 2 + log c 1épést tesziink, mig az amortizaciés idé ¢ + 1 marad.

2. javitas

A legkisebb nem iires vodor megtaldlasanak tényleges ideje is leviheté O(1)-re. Az
egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a vodroket 0-t6l ¢ — 1-ig indexeljiik. Legyen x :=
f;é x; - 2' egy c bites szadm, ahol z; = 0, ha az i. vodor iires, és x; = 1 ha nem. Ezt
a kupacmiiveletek meghivasakor O(1) extra lépéssel tudjuk frissiteni. Amikor a legkisebb
indexti nem {ires vodrot keressiik, a legkisebb -t kell megtalalnunk, amire z; = 1. Ezt
a log(z AND NOT (x — 1)) miivelettel kaphatjuk meg. Fredman és Willard [12] eredmé-
nye alapjan a word RAM modellben egy szam kettes alapi logaritmusanak egészrészét is
megkaphatjuk O(1) lépésben, igy a fenti miiveletnek a kiszamitdsa valoban konstans sok

1épés.
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3. javitas

A Beszuras tényleges ideje O(1)-re javithatd, de ehhez a kupac felépitését alapjaiban
kell megvaltoztatni. Ugyanigy ¢ vodrot készitiink, és a kulcsok bindris felirdsaval dol-
gozunk. Mivel a legnagyobb kulcs, ami a kupacba kertilhet (n — 1)C, ezért a kulcsokat
k := [log((n—1)C'+1)] bitesnek tekintjiik. Ha valamelyik kulcs ennél kevesebb szdmjegy-
bél 4ll, akkor a révidebbek elejére 0-kat frunk. Igy egy kules K = Zf:_ol K; 2%, a legutébb
torolt elem kulcesa pedig dpmin = f;ol(dmin)i - 2% alakban irhaté fel.

Most nem tartunk fent u; korlatokat, de ugyantgy igaz lesz, hogy egy nagyobb indexi
vodorben nagyobb elemek vannak. Teljesiil tovabbd, hogy |range(By)| = 1, illetve vagy
range(B;) = 2¢, vagy pedig range(B;) = (). Egy K kulcst elem helye:

0, ha K = dmin
i, hal<i<c—2, Ki1# (dnn)i-1¢és Kj = (dnin); Vj>1i
c—1, kiilénben.

Ezt a tulajdonsagot fenntartjuk minden elemre, mikdzben d,i, valtozik. Egy elem helye
meghatérozhaté O(1) lépésben az 1.3 képlettel:

min{c — 1, [log((K XOR dmin) +1)]} (1.3)

Miiveletek:

Itt is az 1.2 képletben bevezetett potencialt hasznaljuk. Feltessziik, hogy egy 1épésbe
belefér az, hogy egy vodorbol kivegyiink egy elemet, az 1.3 képlettel meghatarozzuk, hogy
melyik vodorbe vald, és belerakjuk.

Besztras(A, v): Megkeressiik a megfelel6 vodrot (1.3), és az elejére beftlizziik v-t.
o« TI=1

o AP =10b(v)

o Al =b(v)+1=0(logC)

Kules-csokkentés(A, v, A): v kulesat csokkentjiitk A-val, majd meghatarozzuk a vodrot
amibe val6. Ha ez nem az a vodor, amiben benne van, akkor atrakjuk.

o TT=1
e AP = bﬁj (U) - brégi(v)
o Al =1+ bﬁj(?)) - brégi(v) <1

Mintorlés(A): Eldszor megkeressiik az els6 nem tires vodrot, amit a korabban bemu-
tatott javitds szerint megtehetiink O(1)-ben, igy feltehetjiik, hogy ez 6nmagaban belefér
egy lépésbe. Ha ez a 0 indexii vodor, akkor az elsé elemét toroljiik. Kiilonben keresiink
benne egy minimalis kulcst elemet, amit térliink és frissitjiik dmin-t, végiil a vodor minden
elemét atrakjuk az 0j helyére, a kovetkezo 1.4.1 allitas miatt mas elemeket pedig nem kell
atrakni.
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1.4.1. Allitas. Ha Mintorléskor a j. vodorbdl toroltink, akkor az i > j védrokben lévé
elemeket nem kell dtrakni.

Bizonyitds. A kordbbi minimumot jelolje dmin, az Gjat pedig d ;. Mivel d. ;. a j. vodorbol

keriilt ki, ezért a k — 1,...,j bitekben megegyezik dmin-nel. Igy minden i > j vodérben
16v6 elemre elmondhatd, hogy ha K;_1 # (dmin)i—1, de minden [ > i esetén K; = (dpin)i,
akkor ez a d;, megvaltoztatasa utan is igaz lesz. O

Most pedig nézziik meg a Mintorlés miivelet amortizaciés idejét.

« TI=1+|B
« AP=—j— > (j—bg(u)
u€ Bj,u#v
e AI=14+|Bj|—j— > (J—bg(u) <0 (Az 1.4.3 éllitast hasznalva.)

u€Bj,u#v

1.4.2. Allitas. A c—1. védorre igaz, hogy a benne 1évé elemek kulesai az i > ¢—2 bitekben
megegyeznek.

Bizonyitds. Monoton kupac esetén egy beszirt elem kulcsa a [diin, dmin+C] tartoménybol
keriil ki. Mivel C egy ¢ — 2 bites szam, ezért minden K kulcsra a K 1Ki_o... K. o
szam vagy megegyezik a (dmin)k—1(dmin)k—2 - - - (dmin)c—2 szdmmal, azaz a K kulcsi elem
a 0,...,c— 2 vodrok valamelyikébe keriil, vagy pedig

Kk—lKk—Q v chQ = (dmin)k—l(dmin)k—2 cee (dmin)cfZ + 1,
tehat az elem a ¢ — 1. vodorbe kerul. O

1.4.3. Allitas. A Mintorlés miwelet meghivisakor ha a j > 0 védérbél torlink, akkor a
vodor kiiril, és minden elem kisebb vodorbe keriil.

Bizonyitds. A legutdbb torolt elem kulcsat jeldlje dimin, @ mostani Mintorlés utaniét pedig
! ins tOVAbDA tegytik fel, hogy j < ¢—2. Ekkor egy K kulcsii elem azért volt a j. vodorben,
mert (dmin)j—1 # Kj—1, de minden i > j-re (dmin); = K;. Ez csak gy lehetséges, ha
(dmin)j—1 = 0 és Kj_1 = 1, hiszen kiiléonben K < dpmin lenne. Mintorléskor az 4j d,;, a
j. vodor elemei koziil keriil ki, ami azt jelenti, hogy (dly,)j—1 = Kj—1 = 1. Igy minden
i>7j—1esetén K; = (d;,)i, tehdt a K kulesi elem valamely j-nél kisebb vodorbe kertiil
at.
Ha j = ¢ — 1, akkor pedig az 1.4.2 allitast hasznélva tudjuk, hogy egy K kulcstu elem
esetén d. . és K megegyeznek a k—1,...,c—2 bitekben. Igy a K kulcst elem egy i < c—1

vodorbe kertil at. O
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Fibonacci-kupac

0 N 0 N 28
1 ] 1 ]
0 AEEEC
3 N 28| 30| —128| —31 3 N
4 ] 4 ]
5 N 37| —135 5 N 37| 135
1.2. abra. Mintorlés el6tt 1.3. abra. Mintorlés utan
dmin = 27. dmin = 28.

Példa. Legyen C = 10, ekkor ¢ = 6 vodor van. Tegytik fel, hogy az algoritmus futdsa
kozben az 1.2 abran lathato helyzetben van a kupac. Helytakarékossag céljabol csak a
kulcsokat tiintettem fel, tizes szdmrendszerben abrazolva.

Egy Mintorlés miiveletet szeretnénk elvégezni. Ehhez megkeressiik az els6 nem iires
vodrot, ez esetben ez a 3., és benne egy legkisebb kulcst elemet, ami a 28 = 111002.
Ezutan dpin-t megvaltoztatjuk, és egy ilyen kulcst elemet torlink.

Végiil a 3. vodor elemeit szét kell osztani a kisebb vodrok kozott. Tekintsik az a =
30 = 111109 kulcsot. A fent leirtak szerint ez a 2. vodorbe keriil, hiszen a; # (din)1, de
minden i > 1-re a; = (dmin);- Hasonl6 a helyzet a 31-gyel is. Az 5. vodor elemei ugyanott
maradnak, hiszen példaul a b := 37 = 100101y esetén tovabbra is a bs a legnagyobb
helyiértékli szamjegy, amiben dp,i,-t0l eltér.

1.5. Fibonacci-kupac

A Fibonacci-kupacot Fredman és Tarjan alkottdk meg 1987-ben [13]. A vodros repre-
zentacié helyett ismét fiban, pontosabban fikban taroljuk a kupac elemeit. A fak kupac-
rendezettek, de a kordbbiakkal ellentétben nem erdsen kiegyenstulyozottak, és egy cstcs
gyerekeinek a szdméra sem adunk explicit fels6 korlatot. Az aldbb részletezett tulajdon-
sagokbol viszont kovetkezni fog, hogy egy csucsnak legfeljebb log, n ~ 1,44 -logn gyereke

lehet. Az el6z6 két kupaccal ellentétben itt a kulcsok ismét tetszéleges valds szamok lehet-
nek.

Térolas:
o A kupacot egy H pointerrel azonositjuk, mely egy minimaélis kulcsi gyokérre mutat,

e egy csucshoz 4 pointert tartunk fent: sziild, bal testvér, jobb testvér és gyerek, utébbi
egy tetszoleges gyerekre mutat,
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o a testvérek, illetve a fak gyokerei ciklikusan két irdnyban vannak korbelancolva a
testvér pointerek segitségével,

o minden cstcshoz tartozik két tovabbi érték: r(v) a v cstics rangja, azaz a gyerekeinek
szama, és m(v) € {0,1} jelols-bit.

Egy csics megjelolt, azaz m(v) = 1, ha v-nek leviagtuk egy gyerekét, és nem gyokér,
kiilonben m(v) = 0. Minden cstics kezdetben jeloletlen, a gyokerek mindig azok. A ku-
pacmiiveleteknek ismét az amortizacios idejét tekintjiik, amihez vezessiik be a kévetkezo
potencidlt.

P := (gyokerek szama) + 2 - (jelolt csicsok szama)

Miveletek:

o Besztras(H,elem): A gyokerek kozé beszurjuk az 4j elemet, mint egy csticsu fa, és
ha ennek kulcsa kisebb, mint az eddigi minimum, akkor H-t frissitjiikk. Amortizacios
ideje O(1).

o Mintorlés(H): Els6 1épésként megjegyezziik a H cstcsot, a végén ezt fogjuk vissza-
adni. Ezutan H-t toroljik, és a helyére beflizziik a gyerekeinek listajat, a benne
szereplo cstcsok sziilé-pointereit null pointerre allitjuk, és levessziik réluk a jellést.
Majd amig létezik két azonos rangi gyokér, egyesitjiik a két gyokér fajat a kovetke-
z6képpen: ha u és v két azonos rangu gyokér, és K(u) < K(v), akkor v-t bekotjik u
ald, és u rangjat noveljiik egyel. Amikor mar minden gyokér rangja kiillonb6z6, végig-
megyiink a gyokér listan, és H-t a minimalis kulcst gyokérre allitjuk. Amortizacios
ideje O(logn).

o Kulcs-csokkentés(H, elem, A): Az elemet kivagjuk a fabol, majd hozzéflizzik a gyo-
kér listahoz, és a kulesat A-val csokkentjiik, tovabba ha meg volt jelolve, jeldletlenné
tessziik. Ekkor azt is ellendrizni kell, hogy a kulcsa kisebb lett-e, mint H kulcsa, ha
igen, akkor H-t erre a csiicsra allitjuk. Ezutan az elem korabbi sziil6jét megjeloljiik,
illetve ha a sziil6 méar meg volt jeldlve, ugy 6t is kivagjuk, és hozzaflizziik a gyokér lis-
tahoz, szintén jeloletlenné téve. Ezt addig folytatjuk a sziilokon felfelé haladva, amig
elériink egy még jeldletlen sziil0hoz, amit aztdn megjelolink, vagy egy gyokérhez. A
miivelet amortizaciés ideje O(1).

Igy a Dijkstra- és Prim-algoritmus 1épésszéma Fibonacci-kupaccal O(nlogn+ m). Ez
mindkét algoritmus esetén az elérhet6 legjobb ido, hiszen megvalésithato veliik a rendezés
a kovetkez6képpen. Adott n szdm, amihez egy n + 1 cstcsu csillaggrafot konstrualunk
ugy, hogy graf éleire az adott értékeket irjuk. Ekkor mindkét algoritmusban a Mintorlé-
sekkel visszakapott kulcsokat sorban letarolva az eredeti n szamot kapjuk vissza novekvo
sorrendben.

Megjegyzés. 2012-ben Brodal, Lagogiannis és Tarjan bemutattdk a Szigord Fibonacci-
kupacot [14]. Ebben a Mintorlés miivelet 1épésszama legrosszabb esetben O(logn), a Be-
szuras és Kules-csokkentés miivelet 1épésszama pedig legrosszabb esetben O(1).
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1.6. Parosités kupac

A Fibonacci-kupac elméletben gyors, de gyakorlatban csak ritkdn, mivel egy-egy mii-
velet megvaldsitasa sok elemi 1épésbdl all. Alternativa lehet a gyakorlatban gyorsabb pé-
rosités kupac, melyet Fredman és Tarjan alkotott meg 1986-ban [15]. Forrasként a fejezet
elején emlitett [7] jegyzeten feliil Stako és Vitter [16] cikkét is hasznaltam.

Az itt bemutatott ,,lusta” valtozat miiveleteinek amortizacios ideje semmilyen potencial
mellett nem érhetik el a Fibonacci-kupacndl feltiintetett id6ket [17]. Bizonyithatd, hogy
a P = Y log(#v leszérmazottjai) potencidllal mindhdrom miivelet amortizaciés ideje
O(logn). A 2009-ben bemutatott rangparosités verziéval [18] ugyanazok az amortizacids
idok érheték el, mint a Fibonacci-kupacban, megtartva azt az elényt, hogy a gyakorlatban
is gyors.

Definicié. Egy kupacot pdrositos kupacnak neveziink, amennyiben:
e egy binaris fa,
e a gyokér csticsnak, amit H-val azonositunk nincs jobb gyereke,

o félig kupacrendezett, azaz minden v csucsra teljesiil, hogy K (v) < K(u), v bal gye-
rekének minden u leszadrmazottjara.

A kupacon kiviil sziikségilink lesz egy segédteriiletre, ahol tobb parosités kupacot tu-
dunk tarolni. A Beszirds(H,v) miivelet soran a beszirandé csics erre a segédteriiletre
keriil, mint egy csticst parositos kupac. Ez elvégezheté O(1) 1épés alatt.

A Kulcs-csokkentés(H, v, A) miiveletnél a v cstcs kulesat lecsokkentjitk A-val, majd
kivagjuk a fabdl a bal részfajaval egyiitt, és a Beszurashoz hasonléan a segédteriilethez
adjuk az igy kapott v gyOkerii fat. A jobb részfajanak sziildje v kordabbi sziléje lesz.
Lépésszéama O(1).

u

. 0
()
ARAY AN

1.4. dbra. Link miivelet, ha K(u) < K(v)
A Mintorléshez elszor definidlnunk kell a Link(u, v) miiveletet, ami az u és v gyokerti

kupacokat egyesiti az 1.4 dbran lathaté médon. A Linkeléssel kapott fa is parosités kupac
lesz.
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A munka nagyrészét a Mintorlés(H) miivelet meghivasakor végezziik el. Elészor a
segédteriileten taldlhatd fakat egyesitjiik gy, hogy parosédval Linkeljiik Oket keletkezési
sorrendben. Annak a kupacnak a gydkerét, ami el6szor keriilt a segédteriiletre, jelolje vy, a
mésodikét vy, és igy tovabb. Ekkor a (v1,v2), (v3,v4), . .. csticsokat Linkeljitk egyméssal, és
az igy keletkezett j gyokeret is hozzdadjuk a segédteriilethez, az utolsé Linkelendd faként.

Amikor a segédteriileten mar csak egy kupac maradt, akkor 6sszeLinkeljiikk H-val, igy
egy parosités kupacot és egy iires segédteriiletet kapunk. A kupacban a minimaélis kulcsi
csucs H, ezt levagjuk, és a Mintorlés végén visszaadjuk.

Ezutan az 4j gyokértdl jobbra lefelé haladva minden élet elvagunk, igy sok kisebb
parositos kupacunk keletkezik. Ezekbdl két fazisban csindlunk egy kupacot. Eldszor a
segédtertilet javitdsahoz hasonléan elindulunk keletkezési sorrendben (azaz fentrél lefelé)
ezeken a kupacokon és parosaval Linkeljiik 6ket, de most csak egyszer. A masodik fazisban
az igy kapott fak koziil a két utolsot Linkeljik, és ezt addig ismételjiik, amig a végén csak
egy fa marad, ezzel helyreallitva a kupacot.
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2. fejezet

Tesztelés C++ nyelven

Ebben a fejezetben a C++ programozasi nyelven megvaldsitott kupacokat és ezek visel-
kedését hasonlitom 6ssze, mérési eredmények alapjan. Az 6sszehasonlitas alapjat Dijkstra
algoritmusa adja. Egy adott graf esetén binaris kupacot hasznalva futtattam az algo-
ritmust és lementettem a kupacmiveleteket, illetve a paramétereiket amikkel meghivtuk
Oket. Ezutdn mar nem kellett a Dijkstra-algoritmust futtatni, csupan a mentett mive-
leteken keresztiil szimulaltam a futasat kiillonb6z6 kupacokat hasznalva. Ezzel a tesztek
futtatdasa gyorsabb volt, hiszen példaul a Dijkstra-algoritmusbeli 6sszehasonlitasokat nem
kellett minden alkalommal elvégezni.

A Teszteléshez hasznilt hardware:

o Processzor: Intel(R) Core(TM) i7-10510U CPU @ 1.80GHz 2.30 GHz
e Memoria: 16GB DDR4 RAM, 2133MHz

o Videdkartya: Intel(R) UHD Graphics és Nvidia GeForce GTX 1050 with Max-Q
Design

o Alaplap: ASUSTek COMPUTER INC. UX563FD 1.0

Az operaciésrendszer Microsoft Windows 11 Home (verziészam: 10.0.22624 build 22624).
Ezen keresztiil a Windows Subsystem for Linux program 1.2.5.0 verzidjat hasznélva Ubun-
tu 20.04.5 LTS rendszeren végeztem a méréseket. Azért ezt a megoldast valasztottam,
mert a d-edfoku kupacoknak és a Fibonacci-kupacnak a LEMON konyvtarban megva-
l6sitott verzidjat hasznaltam, amit egy linux disztribiciéra egyszertibb volt telepiteni.
A LEMON a https://lemon.cs.elte.hu oldalon érheté el, az altalam haszndlt ver-
zi6szam: lemon-main-a278d16bd2d0. A C++ kédok forditdsahoz a g++-9 (verzidszam:
9.4.0-1ubuntul 20.04.1) forditéprogramot hasznaltam. A mérésekhez és a tesztesetek ge-
neraldsdhoz hasznalt programok, tovabba a mérések és a generalt tesztek elérhetéek a
https://github.com/beer-sky/BSc-Szakdolgozat.git cimen.
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Véletlenszertien generalt grafok

2.1. Véletlenszeriien generalt grafok

2.1.1. Kis élsulyn grafok

Kilonb6z6 cstcsszamok mellett elészor m = 10n élszammal generdltam iranyitatlan,
osszefiiggd véletlen grafokat egyenletes eloszlassal, az Erdés—Rényi modellt hasznédlva [19].
Adott n és m paraméterek mellett 10 grafot generdltam, melyek éleit a [1,1000] tarto-
manybdl silyoztam, szintén véletlenszeriien, egyenletes eloszlassal. A tovabbiakban a vod-
ros kupacnak a Dial-féle megvalositasat hasznédltam, és az egyszeriiség kedvéért az eredeti
radix-kupacra ro-kupacként hivatkozok, a javitasokra pedig rendre ri-, ro-, és r3-kupac
néven.

Egy grafbdl generdlt miiveletsoron 100-szor futtattam a tesztelést, és ennek a 100 fu-
tasidének a minimumaéat vettem, ezzel mérsékelve a szamitégép altal futtatott hattérfolya-
matok torzitisat. Igy a kordbban generalt 10 graf alapjan 10 minimumot kaptam, amiket
atlagoltam. Az eredmények a 2.1 tdblazatban talalhatok, milliszekundumban mérve.

n Binaris d=4 d =10 Parosités Fibonacci Vodros . /R/adn,( .
(javitas nélkil)
2000 1,35 1,12 1,16 1,16 2,09 0,66 1,36
4000 2,80 2,33 2,47 3,17 4,57 1,30 2,67
6000 4,29 3,63 3,87 4,86 7,09 1,95 4,04
8000 5,90 4,97 5,18 6,64 9,70 2,56 5,24
10000 7,36 6,19 6,43 8,59 12,57 3,08 6,50
20000 15,46 12,91 13,55 18,47 27,01 6,27 13,39
40000 32,97 27,27 28,56 39,67 58,36 12,65 27,46
60000 51,87 42,54 44,42 60,71 89,99 19,50 42,05
80000 70,72 57,42 60,16 84,99 123,81 25,99 57,08
100000 91,00 73,64 77,09 121,07 158,23 33,97 71,82

2.1. tabldzat. A szimuldciok futdsideje milliszekundumban mérve.

Ilyen kis élszam esetén a Kulcs-csokkentés miivelet 1épésszamanak a javitdsatél nem
varunk sok gyorsitdst, hiszen legrosszabb esetben is O(n) Kulcs-csokkentés torténik. Azt
azonban lathatjuk, hogy a legjobban a vodros kupac teljesitett, igy vizsgdljuk meg ezt
részletesebben.

Vodros kupac

Tekintsiik a kupacmiiveletek atlagos futasidejét, ami a 2.1 dbran lathaté. Az elemzés
szerint a Kulcs-csokkentés és Beszuras miiveletek 1épésszama O(1). A Beszuras futdsideje
a gyakorlatban konstans, de a Kulcs-csokkentésnél azt latjuk, hogy nagyobb cstiicsszam-
nal tobb ideig tart egy Kulcs-csokkentés, mint alacsony csicsszam esetén. Ez nem mond
ellent az O(1)-es lépésszamnak, és tobb dolog is magyarazhatja. Példaul amikor kevesebb
memoériat hasznalunk, akkor a processzor jobban tud optimalizalni, vagy éppen nagyobb
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2.1. dbra. A vodros kupacmiiveletek atlagos futdsideje.

cstucsszamnal tobb 1épést tesziink, mint alacsony csiicsszamnal, de egyik esetben sem tob-
bet, mint a megéllapitott O(1)-hez tartozé konstans.

Amikor a kivett elem a vodor egyetlen eleme, akkor a kivétel soran 5 adattag miivelet
helyett csak 4-et kell elvégezni. Hasonléan, amikor egy elemet {ires vodorbe rakunk bele,
akkor hat helyett csak Otszor végziink adattagon miiveletet. n = 2000 csiics esetén az
esetek 56%-aban kell kevesebb adattaggal dolgozni amikor kivessziik a csticsot és 15%-
aban amikor betesziink. Ezek az ardnyok nm = 100000 cstcsnal 3%-ra, és kozel 0%-ra
modosulnak, ami magyarazza a lassulas egy részét.

A Beszuras miivelet lassabb a Kulcs-csokkentésnél. Ekkor ugyan vodorbdl nem kell
kivenni elemet, de példanyositani kell egy objektumot, és ezt hozzaflizni egy std::vector-
hoz, ami a mérési eredmények alapjan tébb id6t vesz igénybe. Ezutan itt is bele kell
tenni az elemet egy vodorbe, ez n = 2000 csticsndl még az esetek felében tires vodor, de
n = 100000 csticsndl mar csak a 2%-dban.

A harmadik miivelet, a Mintorlés esetében a legkisebb kulcsi vodor megtalaldsa nem
minden alkalommal C' 1épés, mint a legrosszabb esetben lenne. n = 2000 esetén a 10
tesztelés soran Mintorléssel kapott atlagos legnagyobb kulcs 798, mig n = 100000 esetén
1190. Ez azt jelenti, hogy nagyobb csicsszamnal t6bbszor fordul el6, hogy ugyanabbdl a
vodorbdl torliink. 2000 csicsnél egy elem torlésénéhez atlagosan 0,4 vodrot kell elore 1épni,
mig 100000 cstcsnal csak 0,01-et, ami megmagyarazza, hogy a csucsszam nodvekedésével
atlagosan miért egyre gyorsabb egy Mintorlés.

Ezt egy kicsit arnyalja a Kulcs-csokkentésnél is targyalt jelenség, hiszen amikor a vo-
dornek az utolsé elemét vessziik ki, 6t helyett csak négyszer végziink miiveletet adattagon.
n = 2000 esetén a Mintorlések 21%-dban, mig n = 100000 esetén csupan az 1%-dban
kell csak négy miiveletet végezni. Ez a lassulas elhanyagolhaté mértékii a nemiires vodor
keresésénél tapasztalt gyorsuldshoz képest.
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2.1.2. Ritka grafok

Lathattuk, hogy ha az élsilyok kisebbek, mint egy nem til nagy konstans, akkor a vod-
ros kupacnal nincs jobb. Most az éleket az [1, 2n] intervallumbdl silyozzuk, az élszam pedig
legyen m := nlogn. Az ezekbdl generalt miiveleteken a mért futasidék a 2.2 tablazatban
lathaték. A radix-kupacok koziil a leggyorsabb megvaldsitds szerepel.

n Binaris d=4 d=1logn Parosités Fibonacci Vodros Rad}x,
(3. javitas)

2000 1,13 0,95 1,07 1,48 2,15 0,62 1,14
4000 2,39 2,01 2,34 3,20 4,58 1,30 2,42
6000 3,82 3,52 3,81 5,07 7,15 1,96 3,69
8000 5,12 4,45 5,16 6,98 9,91 2,57 5,16
10000 6,67 5,73 6,96 9,03 12,91 3,38 6,44
20000 14,31 12,25 15,17 19,72 27,61 7,10 13,98
40000 30,72 26,09 33,03 43,08 60,38 15,00 36,48
60000 47,55 40,71 51,07 66,90 93,75 23,02 48,03
80000 66,43 56,44 71,46 93,53 131,24 32,42 63,02
100000 89,95 71,06 95,02 118,61 165,71 40,33 80,14

2.2. tablazat. A szimuldcidk futésideje milliszekundumban mérve.

d-edfokti kupacok

Lathato, hogy a negyedfoki kupac gyorsabb a binarisnal, A logn fokd viszont, ami
az elemzés szerint az optimadlis m/n foku, csak kis cstcsszamnal gyorsabb. Ahhoz, hogy
megértsiik miért, vizsgaljuk az egyes kupacmiveletek 6sszidejének aranyat. A Beszuras és
Kulcs-csokkentés ideje a logn fokti kupacot haszndlva a negyedfoktunak nagyjabdl a 83%-
a, illetve 64%-a. A Mintorlés miivelet n = 2000 csticsnal a 108%-a, n = 100000 csiicsnél
pedig a 134%-a. Tehat a kupacmiiveletek a varakozasnak megfeleléen javulnak. Az azonban
érdekes, hogy példaul egy Beszurds atlagos futdsidejének ardnya 83% marad, de a két
kupac mélységének az ardnya 58%-rdl 50%-ra véltozik. Kés6bb kidertil, hogy ez azzal van
osszefiiggésben, hogy egy Beszurasndl (és Kules-csokkentésnél) atlagosan kevés szintet kell
Felbillegtetni, igy ilyen kis valtozas a kupacok mélységének aranyaban a futasidében is
elhanyagolhatéan kevés valtozast eredményez.

A 2.2 abra azt mutatja, hogy az algoritmus mivel mennyi id6t tolt a teljes futdsidé-
hoéz képest, ha a negyedfokiu kupacot hasznaljuk. Az, hogy az érétékek kicsit kevesebb,
mint 100%-ra osszegzédnek, annak koszonhetd, hogy a vezérlési szerkezetek kiilon nem
mérhetSk. Igy a maradék id8 az eldgazésok és ciklusok végrehajtdsaval telik.

Meglep6 lehet, hogy a futds soran tobb idot tolt az algoritmus Mintorléssel, amibdl
n darab van, mint Kulcs-csokkentéssel, amibol legrosszabb esetben m. Ez magyarazattal
szolgal arra, hogy miért lassabb a logn fokd, hiszen pont a Mintorlés miivelet az, amihez
tobb 1épésre van sziikség nagyobb fokszdmnal. A véletlen grafok esetén a [20] cikk szerint
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2.2. abra. Negyedfoktu kupacmiiveletek aranya az 6sszid6hoz képest.

a Kulcs-csokkentések varhaté darabszdma O(min{m,nlog(22)}), ami O(n - loglogn). A
mérések ezt megerdsitik, nagyjabél nln(g+) darab Kulcs-csékkentés torténik.

Szintén a [20] cikkben adjak meg a Kulcs-csokkentések varhaté darabszdmara kapott
fels6 becslés alapjan a kupac optimaélis fokszamat, d* := Un(%”)J, ha 277" > 8. Ez esetlink-
ben n = 2000 és n = 100000 csucsszamnal is d* = 3, de az 1.2.2 megjegyzésben lattuk,
hogy a harmadfokt kupac helyett mindig érdemesebb negyedfokut hasznélni.

A mérésekbdl az is kideriil, hogy a negyedfoki kupacnal a Kulcs-csokkentés miiveletek
Osszideje a Beszurasnal is kevesebb, pedig elébbibdl tobb van. Ennek oka, hogy random
grafon dolgozunk, igy egy Beszuras soran a negyedfokd kupacban atlagosan 0,4 szintet
billegtetiink fel egy csiicsot, mig egy Kulcs-csékkentés alkalmaval 0,32 szintet. Ezen feliil
a Beszurasnal tobb adminisztrativ 1épést kell elvégezni, ami egy 1j elem hozzaadasdval
jar. Mintorléskor pedig 2000 cstiicsnal atlagosan 4,42, mig 100000 csticsndl 7,25 szintet
billegtetiink le, ami megmagyarazza, hogy a Mintorlések futdsidejének ardanya miért no a
cstcsszam novelésével.

Fibonacci- és parosités kupac

A Fibonacci-kupacnal azt tapasztalhatjuk, hogy ez jéval lassabb, mint barmelyik ma-
sik verzi6. Ennek oka a Mintorlés miivelet, amelynek amortizéciés ideje O(logn), de a
hozza tartoz6 konstans szorzo sokkal nagyobb, mint példaul a d-edfoki kupacok esetén. A
parosités kupac mar jobban teljesitett, de még mindig lassabb, mint a korabban vizsgalt
adatstruktirak.

A Besziras miivelet mindkét kupacban O(1) 1épés, és az implementaciéban a hozzdjuk
tartozo konstans szorzo is megkozelitoleg megegyezik, ami a 2.3 dbran jol latszik. A Kulcs-
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2.3. dbra. A pérosités és a Fibonacci-kupac miiveleteinek atlagos futasideje.

csOkkentés tényleges ideje a pérosités kupacban O(1), a Fibonacci-kupacban pedig az
amortizaciés ideje O(1). A mérések azt mutatjdk, hogy a gyakorlatban mindkét kupacot
hasznélva nagyjabol ugyanannyi id6 a Kulcs-csokkentés is.

A parosités kupac nagy elénye a Fibonaccival szemben a Mintorlés, aminek futésideje
az utébbiban 4tlagosan mdsfélszer lassabb. Es mivel ez a miivelet teszi ki a Fibonacci-
kupac futdsidejének 85 — 87%-4t, ezt gyorsitva tgy, hogy a Besziras és Kules-csokkentés
nem lassult, sokat javitottunk a teljes futasidén.

Vodros kupac

Tovabblépve a vodros kupacra ldthatjuk, hogy mindkoziil ez teljesit a legjobban. A
Beszurés és Kulcs-csokkentés miiveletek 1épésszama O(1), de a Mintorlés miiveleté O(C).
Mivel most C' = 2n, ez n = 100000 cstcsnal a bindris kupachoz viszonyitva (amiben egy
Mintorlés 1épésszama O(logn)) 4 nagysagrenddel t6bb.

A 2.4 dbran lathatd mérési eredmény ennek fényében elsére meglepd. A Beszirds mi-
veletnél példaul elmarad a cstcsszam novekedésével vart gyorsulds. Ezt az magyardzza,
hogy a mérések alapjan olyan random graf esetén, ahol m = nlogn, a binaris kupacban
2000 csucsnal atlagosan 0,93, mig 100000 csicsnal 0, 97 szintet billegtetiink fel, azaz nem
lassul lényegesen.

Binaris kupacot hasznalva a Kulcs-csokkentésnél atlagosan 0,85 szintet billegtetiink
fel. igy azt, hogy ez nagy cstcsszamndl ardnyaiban miért lassabb, a vodros kupacnal kell
keresni. Egy Felbillegtetés a gyakorlatban nagyjabdl annyi mivelet elvégzését jelenti, mint
a vodros kupacban egy Kules-csokkentés, ahol O(1) 1épés megtaldlni, hogy egy Kulcs-
csokkentett elem melyik vodorbe keriil. Ezt az is aldtdmasztja, hogy kis csticsszamnal
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nagyjabdl ugyanannyi id6 ez a miivelet mindkét kupacot hasznalva.
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2.4. abra. Vodros és binaris kupacmiiveletek futasidejének aranya.
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2.5. dbra. A vodros kupacmiiveletek atlagos futdsideje.

Vizsgaljuk azt, hogy a vodros kupacban mennyi ideig tart egy-egy mivelet atlagos fu-
tasideje. Ezek az adatok a 2.5 abran lathatok. Azt latjuk, hogy alacsonyabb csticsszamnal
kevesebb ideig tart egy Kulcs-csokkentés elvégzése, hasonléan a kis élsilyu grafoknal 1a-
tottakhoz. 2000 cstics esetén a Kulcs-csokkentések 82%-anal fordul elé, hogy tires vodorbol
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vesziink ki elemet, és 49%-anal, hogy tires vodorbe tessziik bele, mig 100000 csiicsnal ezek
a szamok 78% és 43%, tehat a lassuldsra most nem ez a magyarazat.

A Mintorlés egy kicsit lassul, ahogyan a csticsszam nd, ellentétben a kis élsilyozassal.
Mivel most a maximdélis élsily a csticsszammal egyiitt skalazodik, ezért a Mintorléssel
megkapott legnagyobb tévolsdgok is nagyobbak lesznek, ha a csticsszam nagyobb. Igy
tobb vodrot kell el6re 1épni, amig megtalaljuk a kévetkezét, ami nem tires.

r-kupac és javitasai

A 2.6 abran az lathato, hogy az r-kupac javitasainak futdsideje hogyan viszonyul az
ro-kupachoz. Az els6 két bemutatott javitas a futdasidon nem javitott, de nem is allithaté
biztosan, hogy rontott. Az dbran lathaté nagyjabol 5%-os kiilonbség a futasidében a mé-
rések természetes ingadozasabdl is fakadhat. A kupacmiiveletek dtlagos futasidejét nézve
sem latunk egyértelmii kiilonbséget a két javitas, és az eredeti kozott.
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2.6. abra. r-kupac javitasainak osszideje az eredetihez képest.

A harmadik javitasnal mar kicsit jobb a helyzet. Itt az implementéacional nem a lo-
garitmus mitveletet hasznaltam a korabbi az 1.3 képletben, hanem a programozasi nyelv
altal biztositott miiveletet, amely képes a gyakorlatban gyorsabban kiszamitani azt, hogy
melyik a legnagyobb helyiértékii bit, aminek értéke 1. Ez mar a kupacmiiveletek futasideje
szempontjabol is érdekesebb.

A 2.7 dbran az lathatd, hogy a Beszuras és Mintorlés miiveleten gyorsitottunk, de a
Kulcs-csokkentés joval lassabb lett. Nagyobb csiicsszamndl ez az ardny javul, hiszen az
eredeti implementaciéban ennek a miiveletnek csak az amortizéciés ideje O(1), mig jelen
esetben a tényleges ideje is. A lassulas oka az, hogy az eredeti implementacidban, és az elsé
két javitasban Kulcs-csokkentések felénél fordul az el6, hogy az elem ugyanabban a vodor-
ben marad. Ezt megmérve a harmadik javitasra, amikor a Kulcs-csokkentés legrosszabb
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esetben O(1) 1épés, azt tapasztaljuk, hogy szinte minden esetben 1j vodorbe kell rakni az
elemet.
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2.7. dbra. Az r3-kupac miiveleteinek futdsidejének ardnya az ro-kupachoz képest.
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2.8. dbra. Vodros kupacmiiveletek 0sszidejének aranya az rz-kupacéhoz képest.

Végiil hasonlitsuk Ossze a vodros és az rg-kupacot. A 2.2 tdblazatban szerepld futas-
idokbél kideriil, hogy n = 100000 csticsnal a vodros kupac kétszer olyan gyors, mint az
r3-kupac. A 2.8 dbran a két kupac miiveleteinek 6sszidejének az ardnya lathaté.

A Beszaras nagyjabdl ugyanannyi id6é a két kupacban. A Kulcs-csdkkentésnél sincs
nagy kilonbség, de a vodros kupac kicsit jobban teljesit, n = 2000 csticsnal még 20%-kal
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gyorsabb, de n = 100000-nél mar csak 10%-kal. Ennek oka, hogy egy Kulcs-csokkentés
atlagos futasideje kis cstcsszamnal még gyorsabb a vodros kupac esetén, ahogyan ez a 2.5
abran is lathattuk.

A nagy kiilonbséget azonban a Mintorlés okozza. Ennek atlagos futasideje a vodros
kupacot hasznalva n = 2000 csticsndl 113ns, mig n = 100000 cstcs esetén 120ns. Ezzel
szemben az r3-kupacban 2000 cstcsnal 362ns, és 100000 cstcs esetén 524ns.

Nagyobb élstlyok

A kulcsmanipuléciés kupacoknal, azaz a vodros és r-kupacnél érdemes azt is vizsgalni,
ha az élsiilyok nagyobbak. A meglévé grafokon az élstulyokat a 100-szorosara valtoztattam,
igy ezek most a [100,200n] tartomanybdl keriilnek ki 100-as lépéskozzel.
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2.9. abra. Kulesmanipulécios kupacok futésidejének valtozasa, ha C' = 2n helyett 200n.

A 2.9 dbran az lathatd, hogy hogyan aranylik a [100,200n] intervallumbdl vett silyo-
zason mért futdsidé az [1,2n]-en mérthez képest. A vodros kupac 6tszor lassabb lett, ezzel
a leglassabb kupacca valva. Miiveleteinek atlagos futasidejét a 2.10 abra tartalmazza.

A Mintoérlés jéval lassabb, mint a C' = 2n esetben, ahol 110 - 120ns volt. Ennek
oka, hogy most minden alkalommal, amikor az els6¢ vOdor tres, és a kovetkezO nemiires
vodrot keressiik, legalabb 100-at kell el6re 1épni. A Beszuras és Kulcs-csokkentés futasideje
kis csticsszamnal hasonld volt, mint a C = 2n estben, de n = 20000-t6] néni kezdett.
Ugyan O(1) a lépésszama ennek a két miiveletnek, de ha a gyakorlatban til nagy méretii
tombokon dolgozunk, a processzor mar nem tudja hatékonyan kezelni a cache-ben, igy az
O(1)-hez tartozé konstans szorzé megnd. Hogy mi szamit tul nagynak, az a processzor
konkrét tipusatol figg.

A radix kupacok sokat lassultak, amikor a maximalis C' = 1000 élsilyt felemeltiik
C = 2n-re, de a C = 200n-re valtoztatidsa méar nem befolyasolta a futdasidéket. A lassulas
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2.10. abra. Vodros kupacmiiveletek atlagos futasideje, C' = 200n.

oka szintén a Mintorlés miivelet, hiszen nagyobb tartomanybdl véletlenszertien silyozva
t6bbszor fordul eld, hogy a minimumot nagyobb vodorbél toroljiik. A 2.11 dbran latha-
t6, hogy melyik vodorbol hanyszor torliink minimumot, az ro kupacot hasznélva. Azt is
megfigyelhetjiik, hogy a harmadik javitdsban a Mintorlés miivelet nem csak gyorsabb a
tobbinél, de nagyobb élkoltségek mellett kevésbé is lassul.
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2.11. abra. Az rs-kupacban Mintorlés soran tritett vodrok darabszama logaritmikus ska-
lan, n = 100000.
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2.1.3. Kozépsiri grafok

Vizsgaljuk a Dijkstra-algoritmus altal generalt miiveletsor lefutasat az el6zoekhez ha-
sonlé grafokon, de most m := n?? élszammal ahol az élsilyok szintén az [1,2n] interval-
lumbdl keriilnek ki. A kiilonb6z6 kupacok hasznédlatdval mért futdsiddket a 2.3 tabldzat
tartalmazza. A radix-kupacbdl a leggyorsabb megvalésitas szerepel a tablazatban.

n Bindris d=4 d=1I(2y/n) d=+/n Pérosités Fibonacci Vodros (3.1?23528)
2000 128 1,15 1,18 1,80 1,66 2.28 0.78 1,23
1000 281 2,50 2,51 1,68 3,58 5.0 1,69 2,56
6000 443 3,84 1,02 831 5.72 7.03 254 1,06
8000 6,05 5,19 5,07 12,57 7.02 10,94 3,47 5,38
10000 8,01 6,82 7.62 17,28 10,17 14,24 151 7.00
20000 16,92 14,21 16,05 47,19 22,28 30,81 9,93 15,18
40000 37,04 30,99 38.15 120.85 43,65 67,48 21,77 32.75
60000 58,01 48,04 56,89 234,36 76,14 105,15 34,53 50,56
80000 81,01 66,98 68,97 359,97 105,50 146,22 48,33 69,86
100000 103,48 85,05 88,34 501,24 134,98 186,90 60,94 88,89

2.3. tablazat. Fut4sidSk milliszekundumban mérve, m = n/2.

d-edfokti kupacok

A tablazatbdl kideriil, hogy random graf esetén a legrosszabb esetben optimélis d*
foka kupac (itt d* = [/n]), amit az 1.1 egyenletben hatdroztunk meg, sokkal lassabb is
lehet, mint a binaris. A két kupac miiveleteinek ardnya a 2.12 dbran lathat6. Ugyan a
Beszurés és Kules-csokkentés miiveletek gyorsabbak a /n-edfokiiban, a Mintorlés sokszor
lassabb. A Bindris kupacot hasznalva a futdsid6é 50%-at teszi ki a Mintorlés, csticsszamtol
fiiggetlentil. Ehhez képest a y/n-edfokt kupacban a 80 — 90%-at.

Az m = nlogn esethez hasonléan, mivel véletlenszertien generdlt grafon dolgozunk,
a Kulcs-csdkkentések vérhaté darabszama O(min{m,nlog(22)}) = O(nlogn). Példéul
100000 csticsnal 500000 Kules-csokkentés torténik, ezért nem éri meg ilyen nagy foku
kupacot hasznalni ebben az esetben sem.

A kulcs-csokkentések varhaté darabszamara kapott fels becslés alapjén, a [20] cikk
szerint az optimalis kupac foka d* = |In(22)| = [In(2y/n)]. Ez n = 2000 csdcs esetén a
negyedfokid, n = 100000 csicsnél pedig mar a hatodfokt lenne. A 2.3 tablazatban lathaté
mérési eredmények alapjan azonban ezutobbi egy kicsit lassabb a negyedfokinal.

Erdemes még megvizsgalni a negyedfokd kupacot haszndlva a kupacmiiveletek 6ssz-
idejének aranyat, ami a 2.13 abran lathaté. Vessiik Ossze ezt a 2.2 abraval, amely szintén
a kupacmiiveletek aranyat tartalmazza, de az m = nlogn esetben.

Az elsé szembetiind dolog, hogy a ritka grafok alapjan generdlt tesztekben a Kulcs-
csokkentések a futdsidének mindossze 15%-at tették ki, de az m = n3/2 élszdm esetén
ez az ardny 20%-r6l 30%-ra né, ahogy a csicsszamot 2000-rél 100000-re noveljik. Ez
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2.12. 4bra. Binéaris és y/n-edfokt kupacmiiveletek futdsidejének ardnya, m = n3/2.
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2.13. abra. Negyedfoku kupacmiiveletek 6sszidejének aranya az teljes futdsidéhoz képest,
_ .3/2
m = n°/=.

nem meglepd, hiszen most varhatéan O(nloglogn) helyett O(nlogn) Kulcs-csokkentés
torténik.

A Kulcs-csokkentések mar a futasidé nagyobb részét teszik ki, mint a Beszirasok, ellen-
tétben a ritka grafokkal, de a Beszirasok ardnya az 6sszid6hoz képest ugyanugy csokken. A
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Felbillegtetett szintek atlagos szama szinte megegyezik a ritka grafoknal mért szamokkal.
Egy Beszuras soran atlagosan 0,43, mig egy Kulcs-csokkentés soran 0,29 szintet Billeg-
tetiink fel. A Futasidé nagyrészét most is a Mintorlés teszi ki, amiben n = 2000 csticsnal
atlagosan 4,46 szintet, n = 100000 cstcsnal pedig 7,28 szintet kell Lebillegtetni. Ezek a
szamok is megegyeznek az m = nlogn élszamnal mért értékekkel.
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2.14. abra. Fibonacci-kupacmiiveletek atlagos idejének aranya a ritka grafokhoz képest.

Fibonacci- és parosités kupac

A 2.3 tablazatbdl az is lathaté, hogy a péarositos és a Fibonacci-kupacok tovabbra sem
gyorsabbak a tobbi kupacnal (kivétel a d = /n). Mindkét kupac esetében a Beszirés
és Mintorlés kupacmiivelet atlagos futdsidejét elemezve majdnem ugyanazokat az ered-
ményeket kapjuk, mint a ritka grafok esetén. A 2.14 dbran a Fibonacci kupacmiiveletek
aranya lathato a ritka grafokhoz viszonyitva. A Kulcs-csékkentések egy kicsit valtoznak,
n = 100000 cstcsnal a péarosités kupacban 8%-kal, mig a Fibonacci-kupacban 10%-kal
gyorsabbak a stirti grafok alapjan generalt tesztelésekben, mint az m = nlogn élszam
esetén. Ennek oka, hogy amikor két Mintorlés kozott tobbszor csokkentjilk ugyanannak
az elemnek a kulcsat, csak eloszor kell kivagni azt a fabdl. Késébb mar a gyokér listaban,
illetve a segédteriileten taldlhaté elem Kulcs-cstkkentése gyorsabban elvégezheto.

Kulcsmanipulaciés kupacok

A vodros és radix-kupacoknél a Beszuras és Kulcs-csokkentés miiveletek atlagos futés-
ideje ugyanannyi a kozépsiiri, és a ritka grafnal, ahogyan az az elemzés alapjan varhaté
volt. Nézziik a Mintorlést el6szor a vodros kupac esetében, ami a 2.15 abran lathatd. Most
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egy Mintorlés atlagos ideje a csticsszam noévelésével nem né ahogy korabban, hanem csok-
ken. Ennek oka, hogy egy ritka graf alapjan generalt miiveletsorban egy Mintorlés soran
csuicsszamtél fiiggetleniil atlagosan 1,47 vodrot kell elére 1épni, mire megtaldljuk az els6t,
ami nem iires. Ha az élszam m = n/2, akkor 2000 cstcsnal még tlagosan 0,4 vodrot
lépiink elore, de 100000 csticsnal mar csak 0, 08-at.

120 1 /_ﬁ
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2.15. dbra. Egy Mintorlés atlagos futasideje vodrds kupacot hasznalva.

Ahogyan az a 2.16 abran lathato, az ro-kupacban a Mintorlés futdsideje ugyan mind-
két esetben né, de a siirli grafbdl generalt teszten egy Mintorlés atlagosan jéval gyorsabb.
Ennek oka hasonld, mint a vodrés kupacndl. Mivel tobb véletlenszeriien sulyozott él van,
a legrovidebb utak is révidebbek lesznek. Ez azt jelenti, hogy tobb olyan csics van, amik
hasonléan tavol vannak a kiindul6 csticstol. fgy amikor Mintérlést hajtunk végre, sokszor
a minimumot kisebb kulcsokat tartalmazé vodorben talaljuk meg, és azokat a vodroket,
amik nagy kulcsi elemeket tartalmaznak, gyakran Kulcs-csokkentés soran iiritjiik ki. Ezt
alatamasztja a 2.17 abra, amelyen azt szemléltettem, hogy melyik vodorbol hanyszor tor-
liink ritka, illetve stiri graf esetén, ha n = 100000.

A radix-kupacot a javitdsaival dsszevetve ismét azt lathatjuk, hogy alig van kiilénbség a
futasidében, és ez aldl a harmadik javitas sem kivétel. Ezutobbi esetben a miiveletek futas-
idejének ardnyai hasonlitanak a 2.7 4bran latotthoz, de most a Kulcs-csokkentés 130%-rol
115%-ra csokken, ahogyan a csicsszam né. Mivel a Kulcs-csokkentés a teljes futasidének
csak a 20%-4t teszi ki, ezért ez a futdsidén nem észreveheté javulds.
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2.16. dbra. Egy Mintorlés atlagos futasideje az ro-kupacot hasznélva.
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2.17. abra. Mintorlés soran iritett vodrok ro-kupacot hasznalva, logaritmikus skaldn, n =
100000.

Nagyobb élsilyok

Ismét vizsgaljuk a kulcsmanipuldciés kupacokat gy, hogy az élstulyokat felszorozzuk
100-zal. A 2.18 abran lathat6, hogyan aranylik a C' = 200n maximaélis élstlyu grafbdl
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generalt teszteset a C' = 2n-hez képest vodros kupacot hasznédlva (m = n3/ 2). Ahhoz hogy
jobban megértsiik a grafikont, hasonlitsuk 6ssze a miiveletek futasidejének aranyat is, amik
a 2.19 abran talalhatok.
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2.18. abra. Vodros kupac futasidejének aranya a C' = 2n-hez képest, ha C' = 200n.
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2.19. dbra. Vodros kupacmiiveletek futasidejének valtozasa a C' = 2n-hez képest, ha C' =
200n.

Kis csticsszdm esetén a Beszuras és Kulcs-csokkentés miiveletek ugyanannyi ideig tar-
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tanak a kis és nagy élsulyok esetén is, és a ritka grafokon mért eredményekhez hasonléan
lassulnak. A Mintorlések futdsideje ellenben javul a csticsszam novelésével. Ezt az magya-
razza, hogy a C' = 2n esetben 2000 csiicsnal még atlagosan 0,4 vodrdt 1épiink eldre, de
100000 cstcsndl mar csak 0,08-at. Ez gy lehet, hogy sokszor torliink ugyanabbdl a vo-
dorbdl, és minél nagyobb a csicsszam, ardnyaiban annal tébbszor fordul ez elé. C' = 200n
esetén minden alkalommal, amikor az aktudlis els6 vodor iires, nem egy, hanem 100 1épést
kell tenni. Mivel kis csticsszamnal ez gyakrabban fordul el6, ezért ott ez nagyobb lassulédst
eredményez.

A 2.18 abran n = 20000-nél kezd6d6 noévekedést két dolog egyiittes hatdsa befolyasolja.
Az egyik, hogy a Mintorlés 2000 cstcs esetén még a futdsidé 62%-at teszi ki, de 100000
csticsnal mar csak a 17%-4t. A mésik pedig, hogy a Besziras és Kulces-csokkentés miiveletek
n = 20000 cstcsszam felett kezdenek lassulni a C' = 2n esethez képest, igy ezek a teljes
futasidét is nagy mértékben novelik.
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2.20. abra. r3-kupacmiiveletek futasidejének ardnya a vodrés kupachoz képest.

A radix-kupacok esetében ugyanazt a megallapitast tehetjiikk, mint korabban, a ritka
grafoknal; a futasidét nem befolydsolta az, hogy az élsilyokat felszoroztuk 100-zal. A 2.20
4bran az lathaté, hogy az m = n3/2 esetben leggyorsabb r-kupac miiveletei, (ami a 3.
javitas) hogyan aranylanak a vodros kupac miiveleteinek dtlagos idejéhez, illetve a teljes
futdsidék aranya.

A Beszuras kis csucsszamnal mindkét kupac esetén ugyanannyi ido, és a Kules-csékkentés
is csak 15%-kal lassabb a radix kupacban. Nagy cstcsszdmnal a vodros kupacnak ezen mii-
veletei lassulni kezdenek, igy az r3-kupac ezekhez képest gyorsul. A Mintorlés az r3-kupac
esetén 100000 cstcsnal 27%-kal lassabb, mint 2000 cstcsnal, a vodros kupacot hasznédlva
pedig 67%-kal gyorsabb. Igy ennek a mfiveletnek az 4tlagos futésideje nagy csticsszdm
esetén joval lassabb az el6bbi kupacban.
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Lathatjuk azt is, hogy a teljes futasidé 2000 és 4000 cstcsndl még a radix kupacban
jobb, aztan 60000 cstcsig a vodros kupac a gyorsabb. A 2.21 dbra segit megérteni, hogy
miért, amelyen az lathatd, hogy a futdsidonek mekkora részét teszik ki az egyes miiveletek
az rg-kupacot hasznalva. A Kulcs-csokkentés csak nagyobb csticsszamnal lesz hangsulyo-
sabb a Mintérlésnél, ahogyan a vodrés kupacnél is. Igy az, hogy ez a mfivelet a radix
kupacnal gyorsabb, elég ahhoz, hogy ellensiilyozza a Mintorlés lassulasat.
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2.21. abra. Az rs-kupacmiiveletek 6sszidejének ardnya a teljes futdsidohoz képest.
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2.2. Worst-case grafok

Mivel az 1. fejezetben az aszimptotikus elemzések soran a legrosszabb esetet vizsgaltuk,
érdemes olyan grafokon is tesztelni, melyben a Dijkstra-algoritmus maximalis szamua Kulcs-
csOkkentés miiveletet végez, pontosan m — n + l-et. Ehhez a LEDA programcsomagot
bemutaté konyvben [21] leirt médszert vettem alapul. Osszefoglalva:

o Az (i,i+1), 0 < i< n—1 élek koltsége ¢ := 100. Ez tetsz6leges més érték is lehetne.

e A maradék m—(n—1) éla (0,2),(0,3),...,(0,n—1),(1,3),(1,4),...,(1,n—1),(2,4), ...
élek lesznek. Ezek koltsége c; j, ahol

(n—1i)c+1, ha ez az utols6 él
Cij = Cijr1+ 1, ha j<n-—1
Citlg43tc+1, haj=n-—1

o A fenti stlyozas hasznalata mellett még azt is meg kell kovetelniink, hogy az i. cstcs
éllistajaban szereplé élek sorrendje (i, + 2),...,(i,n — 1), (i,7 + 1) legyen.

Az eredeti médszerben az utolso élnek ¢ + 1 koltséget adnak, de ez csak akkor miko-
dik, ha ¢ = 0. Ez a konfiguracié nem csak azt garantdlja, hogy maximélis szamt Kulcs-
csOkkentést végziink, hanem azt is, hogy egy Kulcs-cstkkentéskor mindig a korabban leg-
dragébb élbol valik az 14j legolesébb él. Ugyanakkor az 0sszes Besziras az algoritmus elején
torténik, hiszen a 0. csiicsbél minden mas csics lathatd, amennyiben m > 2n — 2.

2.2.1. cn éli grafok

A fent bemutatott médszerrel 10 kiilonb6z6 csicsszamu grafot generaltam, m = 10n él-
szammal. A random grafokhoz hasonléan itt is egy bindris kupacot hasznaltam a Dijkstra-
algoritmus lefuttatasahoz, és a kupacmiiveleteket lementettem. Minden miiveletsoron 100-
szor futtattam a méréseket és ezek minimumat vettem. Az igy kapott eredmények a 2.4
tablazatban taldlhaték, milliszekundumban mérve. A Radix-kupacnak tovabbra is a leg-
gyorsabb megvalésitdsa szerepel a tablazatban.

Mivel az élszam O(n) ezért a Kulcs-csokkentések darabszdma is ennyi. Ennek ellenére
latszik a tablazatbol, hogy a legrosszabb esetben ennek a miiveletnek a javitdsa még igy
is 1ényeges javulast eredményez.

2.2.2. Ritka grafok

A cn élszamndl a gyakorlatban fontosabb esetek a ritka, azaz m = nlogn élszamu
grafok alapjan generdlt miveletsorozatok, tekintsiilk most azokat. A mérési eredmények
a 2.5 tablazatban szerepelnek. A Radix kupacnak a leggyorsabb verzidja szerepel.

37



Worst-case grafok Ritka grafok

n Binaris d=4 d=10 Péarosités Fibonacci Vodros . ,R,adD,{ .
(javitds nélkil)
2000 5,10 3,47 2,90 1,62 2,63 3,12 1,08
4000 11,32 7,44 6,24 3,27 5,35 6,25 2,19
6000 18,01 11,93 9,62 4,94 8,13 9,33 3,31
8000 24,48 15,97 12,92 6,58 10,82 12,52 4,50
10000 31,71 20,59 16,69 8,45 13,67 16,05 6,30
20000 69,98 43,58 36,61 16,84 28,15 32,22 12,84
40000 150,17 94,33 79,58 34,65 57,45 64,71 25,86
60000 238,67 147,41 123,17 50,91 85,88 97,39 35,32
80000 319,71 200,25 166,75 69,68 117,40 143,40 51,94
100000 409,59 253,68 210,60 86,00 145,30 192,37 58,31

2.4. tablazat. A szimulacidk futdsideje milliszekundumban mérve, m = 10n.

n Bindris d=4 d—logn Parosités Fibonacci Vodres . 120X

(javitds nélkiil)
2000 577 3,74 3,08 1,93 2,96 3,15 1,02
4000 13,27 8,96 7,25 1,07 6,23 6,51 2,12
6000 21,84 13,94 11,61 6,45 9,85 10,07 3,26
8000 31,18 19,69 16,07 9,00 1359 13,68 1,52
10000 40,04 26,33 21,02 11,54 1737 17,27 6,41
20000 95,32 59,52 46,58 24,87 38,00 36,26 14,07
40000 219,02 13545 101,18 54,26 80,06 74,53 29,46
60000 354,41 21647 160,29 84,28 127,63 114,01 41,17
80000 495,70 301,84 223,61 117,55 178,40 157,01 63,80
73,34

100000 645,16 390,59 295,23 148,81 223,33 197,56

2.5. tablazat. A szimulacidok futasideje milliszekundumban mérve, m = nlogn.

d-edfokt kupacok

Az elemzésnek megfeleléen a binaris kupac a leglassabb. Mivel most minden Kulcs-
csokkentésnél a legnagyobb kulcsbdl lesz a legkisebb, ezért minden Kulcs-cstkkentés al-
kalméval a Felbillegtetések darabszéma is log,(kupac aktualis mérete).

A 2.22 dbran lathat6 a binaris és negyedfoki kupacmiiveletek 6sszidejének aranya. A
Mintorlés soran elméletben ugyanannyi lépést tesz az algoritmus, a gyakorlatban a negyed-
foku mégis gyorsabb. Ez azért van, mert Lebillegtetéskor n-szer két elembdl kivalasztani
a minimumot lassabb, mint n/2-sz6r négy elembdl. A processzor a cache hatékony kihasz-
nalasaval, gyorsabban tud egymas utani tombelemekkel dolgozni, mint t6bb, egymaéastol
a tombben tavol elhelyezkedd elemmel. Ez a cache locality tulajdonsig, aminek részletes
targyaldsa a d-edfokd kupacok vonatkozasiaban megtalalhat6 a [22] cikkben.

A Beszuras és Kulcs-csokkentés miiveleteknél feleannyi 0sszehasonlitas torténik a Fel-
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billegtetések soran, de van O(1) 1épés, amit mindkett6ben el kell végezni, igy a gyakorlat-
ban elért gyorsulas nem kétszeres.
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2.22. abra. Negyedfokt és binaris kupacmiiveletek 6sszidejének aranya.

A random generalt grafokndl latottakkal ellentétben a d-edfokd kupacok koziil az el-
méletben is optimalis log n fokt a leggyorsabb. a 2.23 abran a bindris és log n fokt kupacok
miiveleteinek ardnya lathaté az 6sszidejiikhoz képest. Megfigyelhetjiik, hogy még a logn-
foki kupacndl is a futasidé nagyrészét a Kulcs-csokkentés teszi ki, de ebben az esetben
mar a Mintorlés sem elhanyagolhaté idé.

Fibonacci- és parosités kupac

A pérositos és a Fibonacci-kupacban a Kulcs-csokkentés miivelet futdsidején javitot-
tunk a Mintorlés karara. Ez azért fontos, mert a worst-case grafokbdl generalt teszteken
a bindris kupacot hasznalva a futdsidé 80 — 85%-at toltjik Kulcs-csokkentéssel, igy ennek
a javitasa nagy hatassal van a kupac teljesitményére.

A Fibonacci-kupacot hasznalva a Kulcs-csokkentések sordan lentrol felfelé haladva az
Osszes cstucsot kivagjuk a fakbdl, és egyesével a gyokér listahoz flizzik, igy ennek a M-
veletnek az atlagos futdsideje fiiggetlen a csicsszamtél. Emiatt a Mintorléskor is csak
eltavolitunk a gyokér-listdbol egy elemet, és egycsicsu fakat egyesitiink. Igy ez a miivelet
gyorsabb a worst-case grafok esetén, mint a random grafokndl. A miveletek futdsideje
a 2.24 abran lathato.

A Worst-case grafokndl 2000 csiicsnal a futdsidének 40%-at, 100000 csticsnal pedig
44%-4t teszik ki a Kules-csokkentések, a Mintorlések pedig csticsszamtol fiiggetlentil 36%-
at. A 2.1 tablazattal 6sszevetve az eredményeket azt is lathatjuk, hogy példaul n = 100000
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2.23. abra. Kupacmiveletek aranya az 6sszid6hoz képest, d = logn és d = 2 esetén.
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2.24. abra. Fibonacci-kupac miiveleteinek atlagos ideje random és worst-case grafokban,
m = nlogn.

csiicsnal 5, 7-szer annyi Kulcs-csokkentés tortént, mint a véletlen generdlt grafoknal, a
Mintorlés gyorsuldsa miatt a teljes futdsidé mégis csak 34%-kal tobb.

A parosités kupacban is hasonlé a helyzet, a Mintorlés kezdetekor a segédteriileten
csak egy csuicsu fak vannak. Ekkor a kupac gyokerének a kulcsa a legkisebb, mert mindig
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a Legnagyobb kulcsot csokkentettiik gy, hogy a legkisebb legyen, és miutdn minden cstcs
a segédteriiletre keriilt, a gyokeret is Kulcs-csokkentjik. A segédterileten talalhaté fak
Linkelése utan az igy kapott fat a gyokér ala kotjik (hiszen a gyokér kulcsa kisebb, mint
a kapott fa gyokerének a kulcsa), majd a gyokeret toroljik.

Mivel a segédteriilet Linkelésével kapott fa gyokerének nincs jobb gyereke, ezért a
kupac gyokerének torlése utan nem lesz sziikség tovabbi Linkelésre. A random grafnél egy
Mintorlés atlagos ideje a csticsszam novekedésével 576 ns-rél 871 ns-ra romlik, a worst-case
grafnal pedig 344 ns-rél 540 ns-ra.

Vodros kupac

A vodros kupac most csak a d-edfokt és Fibonacci-kupacokndl gyorsabb. A 2.25 abran
a kupacmiveletek atlagos futasidejét hasonlitottam Ossze a random generalt grafokbol
késziilt szimuldciékon mért idékkel (m = nlogn,C = 2n). A Beszirds miivelet nagyjabél
ugyanannyi id6 a random és a worst-case grafoknal is. Ez elsére meglep6 annak fényében,
hogy amikor a maximalis élsily C' = 200n volt, a Besztiras nagy csticsszamnal lassabb volt
(2.10 abra). Most a maximaélis élsily nagyjabol 110n, mégsem lassul ez a miivelet. Ennek
oka, hogy most az 6sszes Besziras az algoritmus futdsanak az elején torténik, egymas utan,
réaddsul egymast kovetd vodrokbe szirjuk be az elemeket. Igy a [22] cikkben is targyalt
cache locality tulajdonsag miatt nem okoz lassulast a tomb nagy mérete.
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2.25. dbra. A vodros kupacmiiveletek atlagos futdsidejének arinya a random grathoz vi-
szonyitva.

Egy Kulcs-csokkentés miivelet atlagos futasideje méar kis csticsszamnal is kevesebb, mint
a random grafoknal, de ahogyan a cstcsszamot noveljik, a kiilonbség is egyre nagyobb
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lesz. Ennek oka, hogy a Kulcs-csokkentések soran most mindig egyelemii v6dorbdl vesziik
ki, és tres vodorbe rakunk be elemet, igy mindig a leheto legkevesebb adattagot kell
modositanunk. A worst-case grafoknal a Kulcs-csokkentések ideje nem is nd, ahogyan a
csucsszamot noveljik, mindig 45ns marad.

A Mintorlés soran most minden alkalommal 100 vodrot kell elére 1épni, hogy megta-
laljuk az els6 nem iireset. Ez jéval tobb, mint a random esetben, igy nem meglepd, hogy
egy Mintorlés atlagos futasideje ennyivel lassabb most, mint a random grafoknal.

r-kupac és javitasai

Az ro-kupac teljesitett a legjobban ezen a graftipuson. Az eredeti és az els6 két javitas
kozott a korabbi tapasztalatoknak megfeleléen alig volt kiilonbség, ez a 2.26 abran is
latszik. A javitds nélkiili implementaciéban n = 2000 csiicsnél a futdsidé 45%-at teszi ki a
Mintorlés és a Kules-csokkentés is, ezek az ardnyok n = 100000 cstcs esetén mar 35%-ra,
és 50%-ra mdédosulnak.
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2.26. abra. Az r-kupac javitasainak Osszideje az eredetihez képest.

Az els6 javitas, amivel a Beszuras 1épésszama legrosszabb esetben is O(log n) most nem
javithat, hiszen az elején besziurunk minden cstcsot nagy kulccsal, ez a javitas pedig azon
alapult, hogy ha kis sorszamu vodorbe valé egy tjonnan beszurt kulcs, azt gyorsabban
megtalaljuk.

A maésodik javitdas elméletben lehet gyorsabb, hiszen ebben a Mintorlés soran a nem-
tires vodor keresésének a lépésszamat javitottuk O(1)-re. Mivel most minden Mintorléskor
a kovetkezo legkisebb elem kulcsa 100-zal nagyobb, mint a legutébb tordlt elemé, ezért
minden alkalommal 6 vodrot kell megvizsgalni, amig megtaldljuk a kovetkez6 nem {ireset.
Ez a gyakorlatban egy Mintorlés atlagos idejében nagyjabdl 5% javuldst jelent az eredeti

42



Worst-case grafok Ritka grafok

megvaldsitashoz képest. Emellett az elsé nem tires vodor O(1)-ben torténd megkereséséhez
a masik két miivelet soran is egy-egy extra miveletet kell elvégezni, ami a Beszurast atla-
gosan 1%-kal, a Kulcs-csokkentést pedig 2%-kal lassitja. Fontos megjegyezni, hogy ezek a
szdmok olyan kicsik (nem t6bb, mint 5%), hogy akar a mérések természetes ingadozasabol
is fakadhatnak.

A harmadik javitas joval lassabb, hiszen ahogy korabban is lathattuk, a Beszuras és
Mintorlés miiveletek gyorsabbak lettek, de a Kulcs-csokkentés karara. Az itt mért ered-
mények a 2.27 dbran szerepelnek.
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2.27. dbra. Az r-kupac harmadik javitdsa az eredetihez képest.
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2.2.3. Kozépsiiri grafok

Tekintsiik most ismét a worst-case teszteseteket, de m = n3/2 élszammal. A kiilonb6z6

kupacok hasznalataval mért futasidéket a 2.6 tablazat tartalmazza.

n Bindris d=4 d=/n Pérosités Fibonacci Vodros (javigzdrll}glkﬁl)
2000 21,38 13,57 8,69 7,76 10,41 6,42 2,59
4000 66,86 40,33 25,73 22,16 28,82 16,58 6,73
6000 128,84 76,81 46,35 40,82 53,20 29,08 11,97
8000 203,59 124,68 70,37 63,38 83,06 44,09 18,37
10000 293,42 177,68 102,48 89,46 117,12 60,50 24,74
20000 885,22 526,53 316,95 257,47 330,68 163,66 67,38
40000  2691,79 1586,61 817,06 732,03 933,30 450,09 185,77
60000  5109,10 3001,20 1470,14 1345,54 1715,54 813,57 339,11
80000  8103,68 4758,69 2221,14  2077,97 2644,46 124280 518,14
100000 11673,71 6731,48 3213,93 2910,44 3751,52  1728,66 713,65

2.6. tablazat. A szimulacidok futdsideje milliszekundumban mérve, m = nlogn.

d-edfoki kupacok
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2.28. dbra. \/n foku és Binaris kupacok miiveleteinek ardnya.

A bindris kupacban a futdsidének 96%-4t, mig a negyedfokiban a 93%-at teszi ki a
Kulcs-csokkentés. A d-edfoki kupacok koziil optimélis y/n foki kupacban, amiben ezt és
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a Beszurast gyorsitottuk mar csak 86%-at. A /n foku és Binéris kupacmiiveletek osszide-
jének aranya a 2.28 abran lathato.

v/n foki kupacot haszndlva 2000 csicsndl 2, 7-szer gyorsabb a Kules-csokkentés, mint a
binaris kupacban, 100000 csticsnal pedig 4-szer. A fent emlitettek szerint ez adja a futasidé
nagyrészét, ezért példdul 100000 csticsnél a /n foku kupac 3, 6-szor olyan gyors, mint a
bindris. A mérésekbdl az is kideriilt, hogy egy Kulcs-csokkentés dtlagos futasideje a /n
fokt kupacot hasznélva a gyakorlatban 88ns. Ez nem meglepd, hiszen a kupac mélysége
hérom, 2000 és 100000 csticsndl is.

Eppen ezért a Besziras ideje is konstansnak mondhaté, de itt a az atlagos futdsidSk
ingadozésa kicsit nagyobb volt a cstiicsszam valtozésaval, a legnagyobb és legkisebb mért
eredmény kozotti kiillonbség 10%.

A Mintorlés miivelet jéval lassabb a /n fokd kupacban, hiszen itt minden szinten /n
elembdl kell kivalasztani a minimumot, és nem csak kett6bol. Binaris kupacot hasznalva
2000 cstcsnal a futdsidének 3%-at tette ki a Mintorlés, 100000 csiicsnél pedig kevesebb,
mint 1%-4t. \/n foki kupacot haszndlva ezek a szdmok 15% és 12%, ami mér nem elha-
nyagolhatd, de a Kulcs-csokkentés gyorsitasaval 1ényegesen tébbet nyeriink, igy nem baj
ha a Mintorlés ennyivel lassabb.

Fibonacci- és parosités kupac

A Fibonacci-kupac most is gyorsabb a mésod- és negyedfoku kupacokndl, akarcsak a
ritka grafoknél, de a y/n foki gyorsabb néla. Hasonlitsuk hat Ossze ezzel. A 2.29 &bran
lathat6 a Fibonacci-kupac miiveleteinek futdasidejének ardnya a 1/n fokd kupachoz képest.
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2.29. abra. Fibonacci és y/n foki kupacok miiveleteinek ardnya.

A Kulcs-csokkentés és Besziras miiveletek ardnya konstans volt, mert ezeknek a mi-
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veleteknek az atlagos ideje a Fibonacci-kupacban is cstcsszamtél fiiggetlen. A Mintorlés
esetében lathatjuk, hogy ez a kupac joval rosszabbul teljesitett, mint a /n fokd. Mivel
a Fibonacci-kupacban a futdsidé 46%-at teszi ki a Mintorlés, és 50 — 54%-4t a Kulcs-
csokkentés, ezért az, hogy a Mintorlés ilyen lasst (2.30 dbra), azt eredményezi, hogy még
a y/n foka kupac is gyorsabb a Fibonacci-kupacnél.
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2.30. abra. A pérositos és a Fibonacci-kupac miiveleteinek atlagos futasideje.

Hasonlitsuk 6ssze ismét a Fibonacci- és a parosités kupacot. A kupacmiiveletek atlagos
ideje a 2.30 dbran lathaté mindkét kupac esetében. A Beszurasok ideje szinte megegyezik a
két kupacban, ahogyan ezt vartuk. A Kulcs-csokkentés a Fibonacci-kupacot hasznéalva ki-
csit lassabb, mint a parosités kupacban, nem gy, mint a véletlen generalt grafok esetében.
Ennek oka, hogy a Parosités kupacban kettével kevesebb adattagot kell karbantartani az
kupacban téarolt elemekhez. Az utolsé miivelet, a Mintorlés majdnem kétszer olyan gyors a
parosités kupacban, mint a Fibonacciban, emiatt a teljes futdsidd is 25%-kal gyorsabb az
elébbiben. Igy ezen a miiveletsorozaton a parosités kupac a leggyorsabb, tetszéleges kules
értékekhez hasznéalhaté kupac.

Kulcsmanipulaciés kupacok

A grafokban, amelybdl a teszteléshez hasznalt miiveletsort eléallitottuk, a maximalis
élsulyok szinte megegyeznek az m = nlogn élszamu grafoknal kapottakkal, adtlagosan
113n. A vodros kupac most ismét kiemelkeden teljesitett, a parosités kupacndl is jobb
futasidéket ért el. A hdrom kupacmiivelet atlagos futasideje megegyezik a 2.2.2 fejezetben
targyalt, ritka grafoknal mért idékkel. Ezek a 2.31 abran lathatok.

Mivel most tobb Kulcs-csokkentés torténik, mint a ritka grafbol generalt miiveleteknél,
ezért itt tobbet nyeriink a vodros kupac haszndlatival, hiszen ebben a leggyorsabb ez
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a miivelet. Ez 6nmagédban még nem eredményezi, hogy n = 100000 csticsnal 1, 68-szor
gyorsabb legyen, mint a parosités kupac. Sziikség van hozzad arra is, hogy a Mintorlés
toredéke a 2.30 abran lathaté futdasidének.
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2.31. abra. Vodros kupacmiiveletek atlagos ideje.

Az ro-kupac teljesitett a legjobban ezen a tesztelésen. Az elsé két javitdsnal a futdsidok
ismét 2 — 3%-kal lassabbak. Az rs-kupac ismét joval lassabb, hiszen a Kules-csokkentés
miivelet tobb ideig tart benne, mint a javitas nélkiili verziéban. n = 2000 cstcs esetén az
ro-kupac teljes futdsideje 40%-a az r3-kupac idejének, n = 100000 csiicsszam esetén pedig
31%-a.

Az utolsé, a 2.32 abran az lathatd, hogyan aranylik a kupacmiiveletek futasideje az
ro-kupacot hasznélva a vodroés kupacban mértekhez képest. Egy Beszuras ideje ugyantugy
80ns mindkét kupacban, a Kulcs-cstkkentés pedig kevesebb, mint a vodros kupacban
mért futdsidok fele, 20ns. A Mintorlés futdsideje az ro-kupacban 2000 cstcs esetén 229ns,
100000 csticsnél pedig 262ns.
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2.32. dbra. Kupacmiiveletek futasidejének ardnya az rg-kupacot hasznalva a vodros kupac-
hoz képest.
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3. fejezet

Osszegzés

Szakdolgozatom zarasaként el6szor 6sszefoglalom, hogy a 2. fejezetben milyen grafokat
vizsgaltam, és hogy ezeken melyik kupac hasznalataval értem el a legjobb futasidéket. A
masodik részben ezek alapjan javaslatot adok arra, hogy ha adott egy graf, amin Dijkstra-
algoritmust szeretnénk futtatni, akkor a csticsszam, élszam és élstlyok ismeretében melyik
kupacot hasznalnam.

3.1. Mérési eredmények

A 2. fejezetben kettd f6 graftipust vizsgiltam. Az elsé az Erddés—Rényi mddszerrel
véletlenszertien generalt grafok, melyben a lehetséges élek koziill minden él ugyanakkora
valésziniiséggel van benne a grafban. A maésodik pedig a d-edfoku kupacokra worst-case
grafok. Itt maximalis szamu Kulcs-csékkentés torténik, és ezek olyanok, hogy mindig a
legnagyobb kulesbol lesz a legkisebb. Mindketts graftipust m = nlogn és m = n3/2
élszammal is teszteltem, kiilonbo6z6 élsilyokra.

Random grafok

Elészor tekintsiik azt az esetet, amikor az élsilyok egész szamok, egy [1,C] interval-
lumbdl egyenletes eloszlassal silyozva. Ekkor, ha a maximalis élsily nem tal nagy, azaz
nagysagrendileg n-nel egyezik meg, akkor a vodros kupac hasznalataval értiik el a legjobb
futdsidét.

Ha azonban az élsilyokat a [100,200n] intervallumbdl valasztjuk, 100-as 1épéskozzel,
akkor mar a negyedfoku kupac a leggyorsabb ritka, és siri grafok esetében is. Ebbdl
kovetkezik, hogy nem egész élsulyoknal is a negyedfokd kupacot érdemes valasztani.

Worst-case grafok

Ezeknél a grafoknal, ha az élsulyok egészek, az ro-kupac a legjobb valasztas. Amennyi-
ben az élsilyok tetsz6leges (nemnegativ) szamok lehetnek, a parosités kupacot hasznalva
érhetjik el a legjobb eredményeket mind a ritka, mind a siird grafok esetén.
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3.2. Milyen kupacot hasznaljunk

Most a feladat az, hogy adott egy graf, amin Dijkstra algoritmusat szeretnénk futtatni,
amihez a legjobb kupacot szeretnénk kivalasztani. Ha az élsilyok nem egész szamok, akkor
szerintem a negyedfokt, és a parositos kupac koziil érdemes valasztani, hiszen az elvégzett
tesztek soran minden alkalommal e kettd koziil volt valamelyik a leggyorsabb.

Amennyiben az élstulyok egész szamok, és a legnagyobb élsily nagysagrendileg meg-
egyezik a csicsszammal, akkor a vodros kupac lehet a jé valasztdas. Ha ennél nagyobb
élsulyokkal dolgozunk, akkor vagy az rg-, vagy a negyedfoku kupac.

Hogyan valasszunk két kupac koziil

Mindkét élstulyozas esetében két valasztasi lehetOségre sziikitettiik a lehetséges kupa-
cokat, amibdl az egyik a negyedfoki kupac. A d-edfokd kupacok koziil azért ezt javaslom,
mert ennél nagyobb foka kupac csak akkor volt gyorsabb, amikor agy konstrualtuk meg a
grafot, hogy biztosan az legyen. A negyedfoki kupac akkor hatékony, ha viszonylag kevés
Kulcs-csokkentés torténik, és a Kulcs-csokkentett elemeket nem kell sok szintet Felbilleg-
tetni. Am ezekre csupén a graf csicsszdma és élszéma alapjan nincs raldtasunk.

Megtehetjiik, hogy parhuzamosan, vagy felvaltva futtatunk két Dijkstra-algoritmust,
amelyek kiilonb6z6 kupacot hasznalnak, és figyeljik, hogy melyik a gyorsabb. Ezt elér-
hetjiik tgy, hogy megadunk egy N kiiszobszamot, és mindkettOben szdmoljuk, hogy hany
csucs van véglegesitve. Amikor az egyik algoritmusban a véglegesitett csticsok szama eléri
ezt a kiiszObszamot, akkor az altala haszndlt kupacot védlasztjuk, és a masik algoritmus
futasat megszakitjuk. Ez a kiiszobszdm lehet példaul N = /n.

Elsulyok felskalazasa

Lehet, hogy az élsilyok nem egész szamok, de megprobalhatjuk oket azzd alakitani.
Ha az élstulyok nem tuil nagyok, és csak néhany tizedesjegy pontossiggal vannak megadva,
akkor azokat egy elég nagy szammal felszorozva mar egész szamokat kapunk. Az igy kapott
grafon futtathatunk akar radix-kupacot is.

Legyen adott egy G graf, és egy c élsilyozas. Legyen K olyan, hogy minden c(e) élstilyra
K - c(e) egész szam, az igy kapott élsilyozast pedig jelolje ¢’. Ekkor a Dijkstra-algoritmus
futtatasaval kapott s gyokert legrévidebb utak feszitofija ugyanaz mindkét élstulyozas
esetén. Ebben a faban egy cstics ¢ szerinti tdvolsdga s-t6] megegyezik a ¢ szerinti tdvolsag
K-szoroséval. Igy ha ¢ stlyozéssal meg tudjuk oldani gyorsan a feladatot, akkor abbdl
azonnal megkapjuk a c stulyozas szerinti legrovidebb utakat is.

Ehhez persze a Dijkstra-algoritmus futdsidejéhez képest elhanyagolhaté idében meg
kell tudnunk hatarozni K-t. Amennyiben az élsiilyozasrdl rendelkeziink ilyen elGismerettel,
ezzel a modszerrel tovabb gyorsithatjuk az algoritmus futasat.
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