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1. Bevezetés

A 20. széazad masodik felében a természettudomanyokban és a szo-
ciol6giaban is elotérbe keriilt a nagy kiterjedésii hdlézatok, mint a tarsadalmi
halé vagy a sejtek kozti kapcesolatok vizsgalata. Az empirikus jellemzés mel-
lett felmeriilt az igény ezen halézatok minél valésaghiibb matematikai mo-
dellezésére is, ez pedig az internet sziiletése altal Gjabb lendiiletre kapva az
ezredforduléra kinotte magat a halézatkutatas teriiletévé.

A kutatédsok egyik legfontosabb eredménye az volt, hogy a koriilottiink
1évo vilag rengeteg hélézata matematikai szempontbdl nagyon hasonld jel-
lemzdkkel rendelkezik. Ez azt feltételezi, hogy kialakulasukat is hasonlé bels6
szabalyok alakitottdk, igy van esélylink kozos modellt talalni, amely ezt az
onszervezodést is demonstralja. Ezen célok mentén kezdték el a véletlen
grafok kiilonbozo fajtdit alkalmazni a nagy halézatok leképezésére.

A valdsagban megfigyelt jellemzék kozé tartozik a szoros kis csopor-
tok kialakulasara val6 viszonylag magas hajlam — gondoljunk csak a barati
tarsasagokra vagy az egy érdeklédési korbe tartozd, egymésra utalé webol-
dalakra. Természetesen a valasztott matematikai modelleknek ebbdl a szem-
pontbdl is igazodnia kell a megfigyelésekhez. FEzen tulajdonsaguk mérésére
tobb mutatét is bevezettek, ezek koziil a legszélesebb korben hasznéltak a
globdlis, illetve atlagos lokalis klaszterezettségi egytitthato.

Ezen dolgozat célja roviden targyalni néhany mutatot és a kozottik
1év6  Osszefiiggéseket, illetve bemutatni olyan véletlen modelleket, ame-
lyek a globdlis és &tlagos lokalis klaszterezettségi egyiitthatéjuk minél
valésagosabbra hangolasat célozzak. Attekintiink 4llandé csicsszamu
véletlen grafokat alkalmazé modszereket, ahol kiils6 megszoritast alkal-
mazva pontosan bedllithatd lesz az elvart klaszterezettségi egytitthato,
majd megvizsgaljuk, hogy milyen lehetdségeink vannak nové csicsszamu
véletlen grafok alkalmazasaval, amikben az Onszervezodés alakitja ki
a végleges halézatunkat. A bemutatott modellek elméleti analizisérol
eredményeket és bizonyitasokat lathatunk, alatamasztasukra pedig sajat em-
pirikus eredményeket is.



2. A csoporterosség mértékét jellemzo
mutatok

2.1. Globalis és atlagos lokalis klaszterezettségi egytuitt-
haté

Az alapvet6 kérdésiink, amire szamszeri valaszt kaphatunk ezen mu-
tatoink segitségével az, hogy ha két csics rendelkezik kozos szomszéddal,
akkor mekkora eséllyel fut koztiik is él. Gyakorlati példan szemléltetve, ha
két ember rendelkezik kozos ismerossel, mennyire valdszinti, hogy 6k is isme-
rik egymadst, mennyire stirii a tarsadalmi halé szovete ilyen tekintetben.

A globalis klaszterezettségi egytitthatd a kérdést feliilrol, a teljes grafot
nézve vizsgalja:

2.1.1. Definicié (Globalis klaszterezettségi egyiitthatd). Legyen G(V, E)
egyszeri graf és definidljuk benne a globdlis klaszterezettségi egytitthatét a
kovetkezoképpen:

3 - a hdromszogek szama a grafban

Ci(G) =

a tripletek szama a grafban

A definiciéban szerepld triplet egy olyan élpar, amelyek egy csticsban
talalkoznak (magyarul a taldlé cseresznye elnevezés is haszndlt). Ezt zartnak
nevezziik, ha nem kapcsolodd végiik kozott is fut él, nyitottnak, ha nem, tehat
C) tgy is definidlhato, mint a zart tripletek ardnya a grafban az Osszeshez
mérten.

1. dbra. Zart tripletek egy egyszeru grafban



Egy masik megkozelitési lehetdségiink, ha egy cstcs szomszédai kozott
futd élek szamat vizsgaljuk, ezt nevezziik lokalis klaszterezettségi egyiitt-
haténak. A dolgozat tovabbi részében VG(V, E) grafra V := {1,...,n}, ha
mast nem tesziink fel.

2.1.2. Definicié (Lokalis klaszterezettségi egyiitthatd). Legyen G(V, E)
egyszeri graf, ekkor Vi € V-re

L had > 2
ciy={ 7 had=
0" had —0,1

az i cstcs lokalis klaszterezettségi egyiitthatéja, ahol T¢ az élek szama az 4
cstics szomszédai kozott (azaz az i-t tartalmazé haromszogek szdma), Pi
pedig az i szomszédai koziil kivalaszthatod csicsparok szama, tehat ha ¢

fokszama d;, akkor Pi = (d2’) = @.

2. abra. Zart tripletek egy cstcs szomszédai kozt

A lokalis klaszterezettségi egyiitthatok kiatlagolasaval kapjuk az atlagos
lokalis klaszterezettségi egytitthatot.

2.1.3. Definicié (Atlagos lokdlis klaszterezettségi egyiitthaté). Legyen
G(V, E) egyszerii graf, ekkor

eV

Megfigyelhetjiik, hogy a lokalis és globalis klaszterezettségi egytitthatok
kozott a kovetkezo osszefiiggés all fenn:



Dicy (dzz)c(z)

Cl G - d 5
S SR ()

hiszen a definici6 alapjan:

c(i) =

(3)
igy az allitas

Ci(G) = %, ami egybeesik C(G) definicidjaval.

2.2. Diadikus klaszterezés haromszogmultiplicitassal

Az eléz6 részben bevezetett lokalis klaszterezettségi egytitthatod jel-
lemzdje, hogy egy csics el6fordulasat vizsgédlja meg a graf haromszogeiben.
Ennek mintajara felvetédhet az a kérdés is, hogy egy csicspar, azaz egy ¢l
héany haromszogben szerepel. Ezt a tulajdonsidgot megvizsgalva arrdl kapha-
tunk képet, hogy a graf jellemzoen kiilonallé haromszogeket tartalmaz, vagy
inkabb olyanokat, amelyek osztoznak egy-egy éliikon. A grafunk ezen tulaj-
donsagat diadikus klaszterezettségnek nevezziik. M. A. Serrano and M. Bo-
guné [10] cikkiikben foglalkoznak ezzel a kérdéssel, a diadikus klaszterezettség
mérésére bevezetik az edge multiplicity fogalmat, melyet az egyértelmiiség
kedvéért forditsunk most az élek haromszogmultiplicitasanak.

3. abra. Grafok kisebb ill. nagyobb haromszogmultiplicitassal



2.2.1. Definicié (Elek haromszégmultiplicitdsa). [10] Legyen G(V, E) egy-
szerll graf, ¥(ij) € E-re az (ij) él haromszogmultiplicitdsanak nevezziik és
mj-vel jeloljik azon hdromszogek szamdt, amelyek az ¢ és j cstucsokat is
tartalmazzak.

Az djonnan bevezett multiplicitds és az elézéekben ldtott 7% mennyiségek
kozott fenndll a kovetkezo Osszefiiggés:

§ i
mi;ai; = 2T s
J

ahol a;; a graf adjacenciamatrixanak megfelel6 eleme.

A grafunk haromszogeinek Osszeszamlalasa mellett az eloszlasukat is jel-
lemezhetjik az egyes fokszamosztalyok kozotti megoszlasuk alapjan. Erre
alkalmas a lokalis klaszterezettségi egytitthato és a haromszogmultiplicitas
is.

A k fokszamu cstcsok osztalyan (I'y) kidtlagolva a lokdlis klasztere-
zettségi egyiitthatot megkapjuk, hogy az ide tartozo csicsok milyen aranyban
szerepelnek haromszogben:

Az élek haromszogmultiplicitdsat hasznalva pedig mar azt is
vizsgalhatjuk, hogy két fokszam-osztdlyon hany haromszog osztozik, ha meg-
hatérozzuk a fokszamosztalyok (I'y,['y) kozott futd élek dtlagos multipli-
citésat:

Zief‘k Zjel“k, M Qg

| B | ’
ahol Eyp a két fokszamosztaly, ['y és ['y, kozott futd osszes él. Lathatd, hogy
k = k' vélasztasa esetén ez a formula is alkalmas az egy osztalyon beliil futé
élek atlagos multiplicitdsdnak meghatdrozdsra is, ezesetben |Egy| 2|Er, |-ra
modosul, vagyis a k fokszamosztalyban futé élek szamanak kétszeresére.

Mg =

A diadikus Kklaszterezettséget tovabb altalanositva akar azt is
vizsgalhatjuk, hogy a héaromszogeink eloszlasa hogyan alakul hérom
kiilonb6z6 fokszamosztaly felett. Ehhez az un. triadikus klaszterezéshez
mar harom csicsunkat vizsgalnank.



2.3. Modularitas

A graf modularitdsanak vizsgalatakor arrél kaphatunk képet, hogy
mennyire sikeresen tudunk meghatarozni részgrafokat tgy, hogy benniik
sok, két kiilonbozo kozott viszont kevés él fusson. A cél, hogy megfe-
lel6en particionaljuk a grafunkat, majd megvizsgaljuk, hogy a kialakuld
részhalmazokon (klasztereken) beliil mennyivel t6bb él fut, mint egy véletlen
grafnal varhato lenne. Véletlen grafok modularitasaval Jung Attila foglako-
zott szakdolgozatéban [6], az aldbbiakban ezen dolgozat alapjan tekintiink
be ebbe a témakorbe. A pontosabb definiciéhoz vezessiik be a konfiguracios
modell fogalmat:

2.3.1. Definicié (Konfiguraciés modell). Legyen V' csiicsok egy halmaza
és d; — az i csics fokszama — adott Vi € V-re (az egyszeriiség kedvéért
tegylik fel, hogy ezek Gsszege paros). Ennek megfeleléen hozzuk létre az
L; = {i1,1s, ..., 14, } halmazokat a csticsok lemésolasaval és illessziink minden
csicsra egy élesonkot (olyan élt, amelynek mésik vége szabad). Ezutén hoz-
zuk létre a G(V, E) véletlen grifot tgy, hogy véletlenszertien valasztunk az
élecsonkok koziil parokat, amiket Osszekotiink, egészen addig, amig azokbol

van szabad.
ey TvcY
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4. dbra. A konfigurdciés modell generédlasa



A konfiguraciés modell segitségével az elvart fokszameloszlasnak megfe-
lel6 véletlen grafot kapunk, amely esetleg tartalmazhat parhuzamos éleket és
hurokéleket, de ezek redukalasaval a graf egyszertivé teheto.

2.3.2. Definicié (Grafparticié modularitésa). [6]

Legyen G = (V,E) a vizsgdlt graf és GF = (V,EF") a @
fokszémeloszlasdhoz létrehozott konfigurdciés modell, illetve A és AFonS
G-nek és GF-nak egy-egy particiéja, amelyek V csicsait azonosan
particionaljak. Ekkor

ZA'LEA ’EAZ ZAfonfeAkonf |EAfonf‘
D= g B

az A partici6 modularitdsa G-ben. Azaz a G grafunk A particiéjanak
részhalmazaiban Osszesen futd élek és az Osszes él ardnyanak és a kon-
figurdciés modell altal létrehozott grafokban ugyanennek az arédnynak a
varhaté értékének a kiilonbsége.

Megmutathaté, hogy

]E (ZAfonfEAkonf |EAi€nnf|> _ ZAzeA UOl2(AZ)

|E| vol2(G)

ahol vol az adott részhalmaz csiicsainak fokszamosszege. Vagyis a létrehozott
konfiguraciés modellben a beliil futé élek hanyadanak varhaté értékét a klasz-
terek fokszamosszege hatarozza meg. Ez alapjan a particié modularitasa igy
is definidlhato:

(G) o ZA,-eA |EA1'|7ZAZ-€A UOZQ(AZ')
dalt) = |E| vol?(@G)

2.3.3. Definicié (Graf modularitdsa). Egy graf modularitdsa az Osszes
particidjanak modularitdsanak a maximuma:

q(G) = max 4q4(G).



3. Allandé cstcsszami véletlen graf

generalasa szabalyozhatd klasztere-
zettségi egyilitthatoval

3.1. Newman altalanos algoritmusa

Az el6z6 fejezetben bevezetett konfigurdaciés modell segitségével mar
képesek vagyunk egy adott fokszameloszlast koveto véletlen grafot létrehozni.
Ha az egyes csucsokra nézve nem csak azt hatarozzuk meg, hogy hény él
kapcsolodjon hozzajuk, hanem azt is, hogy a csicsok hany haromszogben
szerepeljenek, akkor bedllithatjuk a graf klaszterezettségi egyiitthatojat is.

Az igy kapott modell elonye, hogy tetszoleges fokszameloszlas és klasz-
terezettség jé kozelitéssel eléallithato. Ezek a tulajdonsdgok azonban nem
onszervezodés, hanem kiils6 megkotések hatasara alakulnak ki, valamint az
allandé csicsszam miatt a modell nem tiikrozi a valés halézatok dinamikus
kialakulasat.

A konfigurédciés modellen alapulé felépitést Newman veti fel [7]-ben, N.
Parikh [5]-ban pedig az algoritmus négy verzidjat mutatja be. Ezek alapgon-
dolata a kovetkezo:

Legyen d; az i csics fokszama, t; a csicsot tartalmazd haromszogek
szama és s; = d; — 2t;, a csucshoz kapcsolodd, kiilondlld élek szama. Az
egyszeriliség kedvéért tegyiik fel, hogy . s; kettovel, > .¢; hdarommal oszt-
hatd. A konfiguracios modellben latott médon minden csticshoz kapcsoljunk
t; db cseresznyecsonkot és s; db élcsonkot. Ezek utan héarom csics véletlen
valasztasaval megkonstrualjuk a haromszogeinket — 6sszekotjiik a cseresznye-
csonkjaikat —, két cstcs valasztasaval pedig a fennmaradd, kiilonélld éleinket
— az élcsonkok Osszekotésével. Az algoritmus verzidi ennek megvaldsitasaban
térnek el egymastol.

Az els6 két verzibban (CONF-1 és CONF-2) a haromszogek konst-
rudlasakor harom, a kiilonallé élek konstrualasakor két kiilonbozé csicsot
valasztunk. Ezt CONF-1-ben azonos valészintiséggel tessziik, mig CONF-2
esetében elonyben részesiilnek azok a cstcsok, amiknek még tobb hianyzik
t; vagy s;, azaz az elvart értékek eléréséhez. Amennyiben még egyik
kivalasztott csucs sem érte el a szamara meghatarozott t; vagy s; értéket,
behuzzuk a megfelelo éleket, ellenkezd esetben megismételjiik a valasztast.

10



Ezt folytatjuk addig, amig létre nem jott az Gsszes elvart hdaromszog

(T := Z=%), majd az sszes killsndllo él (S := =),

Mivel mindkét esetben kiilonboz6 csicsokra van sziikség egy-egy lépés
végrehajtasahoz, problémat okozhat, ha mar nem marad elegendo, sza-
bad cseresznye- vagy élcsonkkal rendelkezo csicsunk. A CONF algorit-
musok ezesetben félbeszakadnak, 7" db haromszog vagy S db kiilonallé él
behuzasa elott. Ezt orvosolandd, a THROW-1 és THROW-2 nevet viselo
algoritmusokban a csicsok vélasztasanak valdszintisége mindig a t; és s;
értékekkel aranyos, igy akkor is kivalasztasra keriilhetnek, ha mar elérték
ezeket az értékeket. Ezek mellett THROW-2-ben megengedjiik azt is, hogy
egy lépésben ne csak kiilonb6zo cstucsokat valaszthassunk, ez azonban nem
okoz jelentds eltérést, igy THROW-2 targyalasatol eltekintiink.

3.2. A CONF-1 algoritmus

Az alabbiakban olvashaté a CONF-1 algoritmus pszeudokddja. Az algo-
ritmus inputként kéri a csicsok szamat: n, a t;-ket tartalmazoé ¢ listat és az

si-ket tartalmazo s listat, majd visszaadja a csicsok és élek halmazat (E, V).

Az algoritmus els6 felében harom kiilonbozo csicsot vélaszt %

valészintiséggel és hozzdadja a koztik futd éleket F-hez, ha még nem sze-
repelnek benne. Ezt addig folytatja, amig el nem érjiikk T-t vagy amig mar
nem taldlunk elég kiilonb6z6 csicsot, ahova még huzhaté él. A masodik
felében ugyanez torténik, csak két csics valasztasaval a kiilonalld élekhez,
amig el nem érjik S-et vagy amig mar nem taldlunk két kiilonbozé csicsot,
ahova még huzhatd él.

Annak mérésére, hogy az i csicsnak még mennyi hidnyzik ¢; illetve s;
eléréséhez, bevezetjik a rt; és rs; valtozdkat, amiket folyamatosan frissitiink.

CONF-1(n,s,t)

1 V:={12..,n}
2: E:={}
3:rt:=t

4: rs:=s

5 T o= 2

6: S = i

[\
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7: Ciklus amig T'>0¢s ) _ .(z > 0) > 2

8: (u,v,w) := "harom kiilonb6zé csics azonos valdszintiséggel valasztva”
9: Ha rt[u] > 0 és rt[v] > 0 és rtfw] > 0 akkor

10: E = FEU{(u,v), (v,w), (u,w)}

11: rtlu] == rtlu] — 1

12: rt[v] == rtjv] — 1

13: rtlw] == rtjw] — 1

14: T:=T-1

15: Elagazas vége

16: Ciklus vége

17: Ciklus amig S >0és > _ (v >0)>1

18: (u,v) := "két kiilonbozé cstcs azonos valosziniiséggel vélasztva”
19: Ha rs[u] > 0 és rs[v] > 0 akkor

20: E = EU{(u,v),(v,w)}

21: rslu] == rsfu] — 1

22: rsjv] :==rsv] — 1

23: S:=5-1

24: Elagazas vége
25: Ciklus vége

3.3. A CONF-2 algoritmus

A masodik algoritmust CONF-1 modositasaval kapjuk, az egyetlen
eltérés a csucsok sulyozdsa azok véletlen valasztasakor. Az el6zd azonos
valészintiségek helyett itt a haromszogképzésnél

Tti

Zj rt;

Vi € V-re p(i) := P(i-t vélasztjuk) =

)

és az élképzésnél
rs;

Zj rs;’

valészintiségeket hasznaljuk. Ezek minden 1épésben valtoznak, ahogy a
csucsok rg és r; értékei is.

Vi € V-re py(i) := P(i-t valasztjuk) =

Az algoritmus pszeudokddja a kovetkezo:

12



CONF-2(n, s,t)

1V i={12,...n}

2: E:={}

3irti=1

4: rs:=s

5: T = it

6: S := Z;Si

7: Ciklus amig 7' > 0és > _ .(x > 0) > 2

8: (u,v,w) := "hérom kiilonboz6 cstcs p; valdsziniiséggel valasztva”
9: Ha rt[u] > 0 és rt[v] > 0 és rtjw] > 0 akkor
10: E = FEU{(u,v), (v,w), (u,w)}

11: rtlu] == rtju] — 1

12: rt[v] :==rtfv] — 1

13: rtlw] = rtjw] — 1

14: T:=T-1

15: Elagazas vége

16: Ciklus vége

17: Ciklus amig S >0¢és > . (r>0) > 1

18: (u,v) := "két kiilonbozé cstcs ps valdszinliséggel valasztva”
19: Ha rs[u] > 0 és rs[v] > 0 akkor

20: E:=FEU{(u,v),(v,w)}

21: rslu] :=rsfu] — 1

22: rsjv] == rsfv] —1

23: S:=5-1

24: Elagazas vége

25: Ciklus vége

3.4. A THROW-1 algoritmus

Ebben a verzibban CONF-2-héz hasonléan szintén sulyozzuk a
csucsainkat, ez most a t; és s; értékek szerint torténik:

Vi € V-re py(i) := P(i-t vélasztjuk) =

t;
Zj tj ’
és
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Zj 85

Vegyiik észre, hogy CONF-2-vel ellentétben ezek az értékek a futas alatt
allandoak maradnak. Ennek kovetkeztében ha egy csiics mar elérte a tole
elvart példaul t értéket, de még nem hoztunk létre T" haromszoget, akkor
semmi nem tiltja, hogy a csiics tovabbi haromszogekben szerepeljen.

THROW-1(n, s, t)

Vi € V-re ps(i) := P(i-t valasztjuk) =

Il
NN A

,2,...,n}

— =

gy
St
N

“w N O vl
S

g/

2
Ciklus amig 7" > 0
(u,v,w) := "harom kiilénboz6 csics P valasztva”
E = FEU{(u,v), (v,w), (u,w)}
10: T7:=T-1
11: Ciklus vége
12: Ciklus amig S > 0
13: (u,v) := "két kiilonboz6 cstcs Q valdszintiséggel valasztva”
14: E = EU{(u,v), (v,w)}
15: S=95-1
16: Ciklus vége

@

3.5. Empirikus eredmények

A fent ismertetett harom algoritmust empirikus vizsgalat céljabol meg is
valésitottam, n = 1000 csticsu grafra, 100 tesztesetet figyelembe véve. Az
evart (' értékek egy részéhez kiillonbozo paraméterti, hatvanyeloszlast koveto
véletlen grafokat generaltam, Cy = 1, % és % esetekben uniform grafokat te-
kintettem. A véletlen tesztekre kapott atlagos, megfigyelt globalis klasztere-
zettségi egyiitthatok az alabbi tablazatban lathatdk.
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H Elvart C;(G) CONF-1 CONF-2 THROW-1 H

1 1 1 0.33787
0.33333 0.33486  0.33462 0.21674
0.28260 0.28575  0.28542 0.20491

0.20 0.20275  0.20542 0.14912
0.11070 0.11854  0.11794 0.10236
0.07560 0.08845  0.08802 0.08126
0.06667 0.07866  0.07810 0.07392

Az aldbbi diagramon a fenti eredményeket abrazoltam, a célszerliség
kedvéért a C1(G) = 1 eset nélkiil. Szembetling, hogy amig nagyobb
elvart klaszterezettségi egytlitthato esetén a CONF-algoritmusok adnak je-
lentosen jobb kozelitést — kicsivel az elvart érték felett maradva —, a kevés
haromszoggel rendelkez6 esetekben a THROW keriil hozzé kozelebb.

Az algoritmusok %-os hibaja

351 —8— CONF-1
—%— CONF-2
30 { —&— THROW-1

25

20 A

hiba %-ban

15 1

10 ~

T T T T T
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
elvart klaszterezettségi egyutthatéd
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4. Valés halézatok modellezése novo
csucsszamu véletlen graffal

4.1. Torténeti attekintés, Ut a Barabasi-Albert-
modellig

Az eloz6 fejezetben allandé cstucsszamu grafokat alkalmazé modelleket
lathattunk.  Ezen tulajdonsdguk oOsszhangban van az FErdés-Rényi-féle
véletlen graf-modellel, aminek moédositott valtozatait egészen a 20. szazad
végéig probaltdk a valés héalézatok lefraséra is alkalmazni, habar megal-
kotdéit eredetileg tisztan matematikai vizsgalatuk foglalkozatta. A modell
definicidjanak két valtozata létezik:

4.1.1. Definicié (Erdés-Rényi-modell, A valtozat). Legyen G(n, M) az a
véletlen graf, melyet egyenletes eloszlds szerint valasztunk az n cstcsu, M
éll grafok koziil.

4.1.2. Definicié (Erdds-Rényi-modell, B valtozat). Legyen G(n,p) az a
véletlen graf, melyben minden élet p valdsziniiséggel hizunk be az n csics
kozott.

Az informatika fejlodésével azonban egyre tobb adat begytijtése valt
lehetségessé, megmutatva a nagy héalézatok olyan tulajdonsagait, amelyek
nem voltak megmagyarazhatéak ezen modellbdl kiindulva. Ilyenek példéul
a hatvanyfliiggvényt kovetd fokszameloszlas (Vi € V-re P(d; = k) ~ k™)
vagy a megfigyelt klaszterezettség. Lattuk, hogy az el6zo fejezetben targyalt
algoritmusok ezek megoldasara megszorito kovetelményeket tamasztanak, jé
kozelitéssel kikényszeritve az altalunk elvart paramétereket.

1999-ben Barabasi Albert-Laszlé és Albert Réka azonban egy merdben
1j megkozelitést ajanlott, amely a halézaton beliili 6nszervezodés szabalyaira
épitkezik. Két torvényszertiséget fogalmaztak meg, melyek altalanosan igaz-
nak bizonyultak a valés halézatokra.

Az els6 valtozas annak a figyelembevétele, hogy a halozat kialakulasa
soran a csucsok folyamatosan, egymast kdvetden csatlakoznak a grafba, igy
kapunk egy novo véletlen halozatot. Precizen: kiindulunk mg pontbdl, majd
minden lépésben hozzdadunk egy cstcsot, illetve a hozza tartozé m(< my)
élet is behuzzuk az 4j és egy mar szerepl6 cstics kozé. Ezt ismételve t 1épés
utan a grafunk méar mg + ¢ cstcsbol és tm élbol fog allni.
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A novekvo cstcsszam hatasara a korabban bekeriilt cstcsoknak mar
elonytik lesz az élszerzésben a késobb jovékkel szemben, de emellett egy mésik
torvényszeriiséget, a népszerliségi kapcsolodast is figyelembe vesziink. Esze-
rint a valés halézatokban a tobb kapcsolattal rendelkezé csticsok nagyobb
eséllyel szereznek tjabbakat, mint a kevéssel rendelkezok. Ezt lemodellezve
egy behizandd él végpontjanak véletlen valasztasakor nagyob valdszintiséget
rendeliink a nagyobb fokszamu csticsokhoz.

4.1.3. Definicié (Barabasi-Albert-modell /Preferential Attachment model).
[1] Legyen G(V, FE) egy egyszert graf, ahol |V| = my,|E| = 0, amit a t.
lépésben noveljiink a kovetkezd modon:

Vii= Vi U{t} (igy [Vif i= [Via| + 1),

Et = Etfl U {<t7i1)7 Y (t,’lm)} (igy ’Etl = ‘Etfl‘ + m)?
ahol Vk € {1,...,m}-re és Vj € {1,...,my + t}-re

*

P((t,ig) = (t, 7)) = %]d:, ahol df az i csics fokszdma az aktudlis 1épést
megel6zoen.

Megmutathaté, hogy az igy kapott dinamikus modellben kell6en sok
lépés utan kialakul a kivant hatvanyfliggvény szerinti eloszlas, mas kiils6
megkotések bevezetése nélkiil. Ez alapjan alkalmasnak tiint a valos halézatok
modellezésére, igy az 1j évezredben mar kiindulasi pontként szolgalt a
halézatkutatok szamara.

A Barabdsi altal bevezetett modell alapjan tobb klasszikus véletlen
graf modellt is megalkottak. Ezek bizonyos szempontél hasonld visel-
kedést mutatnak, hiszen az 6ket felépité logika megegyezik, de a kiilonféle
elemek moddositasaval, egyéb tényezok figyelembe vételével kiilonb6zo
megkozelitésekhez jutunk. A kovetkezo fejezetekben két klasszikus modell
bemutatasa és vizsgalata kovetkezik, elsésorban a klaszterezettségi egyiitt-
hatojuk szempontjabol.
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4.2. A BA-modell és a raépiil6 mas modellek klasztere-
zettségi egyutthatdja

4.2.1. Az LCD-modell

2001-ben Bollobés és Riordan fogalmaztdk meg a BA-modell egy matema-
tikailag preciz véltozatat. Az eredeti megfogalmazashoz illeszkedve él- és
csucsszam szerinti indukcidval irhaté le. Az igy létrejové grafunk nem lesz
egyszeri graf. A szerzék megmutattdk, hogy az igy létrejové véletlen graf
fokszameloszlasa a hatvanyeloszlashoz tart v = 3 paraméterrel, megfelelve a
tamasztott elvarasoknak.

4.2.1. Definicié (LCD-modell). [2] Azt mondjuk, hogy a G,.(V,E)
véletlen grafunk (ahol |E| = n és m > 0 egész) az LCD-modellbe tarto-
zik, ha azt a kovetkezoképpen konstrudltuk: kezdetben m := 1 és induljunk
ki a Gy, gratbdl, azaz az egy csicsot és egy hurokélt tartalmazé grafbol.

Ezek utan tegytlik fel, hogy G;_;i-et mar ismerjiik. Ekkor az induk-
ciés lépésben hozzaadjuk a grafunkhoz a t csicsot, illetve egy kozte és az ¢
csuces kozott futd élt. Az ¢ csics kivalasztasa véletlenszeriien torténik ezen

valoszintiséggel:
dit
P(z’:s):{ n1 has#l

L has=t

Gpm,m > 1 definidldsdhoz hozzuk létre a G,,1 grafot a fenti mddon,
majd ezek utan
vii={0—1)m+1,im+2,.....im}Vi = 1,..., n-re legyenek a grafunk uj
csucsai. Az Osszevonds hatdsara az egy halmazon beliil futé élek hurokélekké
alakulnak, illetve parhuzamos élek is megjelenhetnek.

A téargyalt modell nevét a Linearized Chord Diagram réviditésébdl kapta.
Ebben a grafképzési forméaban felvesziink az x-tengelyen 2n pontot, majd
koztiik egy teljes parositasnak megfeleloen hurokat huzunk be. Ezek utéan
az origobdl indulva elmegyiink egészen az elsé jobb végpontig, és az addig
szereplé pontokbdl létrehozzuk a grafunk elsé csicsat, majd ezt folytatva
haladunk 2n-ig. Az 1j csicsok kozotti éleket az eredeti hirokbol képezziik.

Amennyiben a teljes parositasnal a pontokbdl egyenletes eloszlas szerint
valasztottunk, belathato, hogy az LCD-bol képzett grafunk fokszameloszlasa
meg fog egyezni az LCD-modellbe tartozé G, graf fokszameloszlasaval.
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5. abra. Gréafképzés LCD-diagrambol

4.2.1. Tétel. [2] Az LCD-modellbe tartozo Gy, (V, E) grdf globdlis klaszte-
rezettséqgi eqyutthatojanak vdarhato értéke n novelésével a 0-hoz tart, ugyanis

ha n — 00.

Bizonyitds. A tovabbiakban [2]-re tdmaszkodva ké6zlom a bizonyitds f6bb
gondolatait.

3T (G) 3E(T(G))
50O =B (77) ~ Erre
fennallasa miatt meg kell hatdaroznunk a grafban szereplé haromszogek és
tripletek varhato értékét.

Els6 1épésként vizsgaljuk G, 1 LCD-modellbeli graf esetében, hogy mek-
kora a valdszintisége annak, hogy egy adott szubgraf szerepel benne. Tech-
nikai okokbdl iranyitsuk meg az egyes éleit a késébb hozzaadott végiikbol a
kordbban hozzaadott végiik felé.
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Ehhez vegyiink egy S(V, E') — nem feltétlentil egyszerti — iranyitott grafot
{1, ...,n}-en, és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: VT (S) legyen a csticsok
azon halmaza, ahonnan kilépnek élek, V'~ (.S) pedig azon halmaza, ahova élek
érkeznek. Vi € V(S)-re d%(i) legyen az i cstics befoka, d¥ (i) pedig a kifoka
S-ben, Cs(t) pedig azon élek szama S-ben, melyek egyik vége ¢ el6tti, masik
vége pedig utani — azaz azoké, amelyek atlépik a t cstcsot.

4.2.2. Lemma. A fenti jelolésekkel ha S G, 1-nek egy lehetséges részgrafja
— azaz Vi € V-re d¥(i) < 1 fenndll -, akkor annak a valdszinisége, hogy G
valoban tartalmazza S-et:

e 1 Cs(t)
- Lo I 55 T (0+555),

1€V =(S) 1EVTH(S) t¢V+(

ami igy becstilheto:

Pe= [ dsy ][ 2\/_e:cp ol > O%@ : (1)

i€V —(S) ijeE(S) 1€V (S)

(1) felhasznaldsdval térjiink at G, ,,-re, ahol m > 1 rogzitett, és
szamlaljuk meg az ebben részgrafként megjelené haromszogek szamat.

4.2.3. Tétel. Legyen G, egy LCD-beli véletlen grdf, ekkor benne a
haromszégek varhato értékére (K(T)), a kovetkezd teljesiil:

m(m —1)(m + 1)

18 log® n,

ha n — 00.

Bizonyitds. Térjunk vissza az LCD-modell bevezetésénél latott moddszerre
és gondoljunk G, ;,-re, mint Gy, 1-bol, a cstcsok csoportositasaval
szarmaztatott grafra. Vizsgaljuk meg, hogy egy konkrét csicsharmas mi-
kor alkot haromszoget G, n,,-ben.

Az analdgia alapjan 1 < a <b<c¢ <n € G,,,,(V) pontosan akkor alkot
haromszoget, ha 3i, ', j, 7', k, k" € V(Gpma), m(a—1) <i,i" < ma,m(b—1) <
J.7 <mb,m(c—1) < k, k' < mc gy, hogy iy, jk',i'k € E(Gpm,)-

Legyen S Gpm1 egy olyan részgrafja, amelyre V(S) = {i,4', 4,5, k, k'} és
E(S) =1ij', j'k,i'k és alkalmazzuk erre a 4.2.2 lemmit:
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Py = H doe(x)! H exp [ O Z ) =

zeV—(S) zyeE(S) VY Y zeV(S)

be 1 o
=K, H dg(z)! HS)Q\/@_

eV —(S) zyeE(
1 1 1 1
=K d%(x)! =K d% ()l ——
? H s () 2vmamb 2v/mbme 2/ mamc ? H s(@) 8m3abc’

zeV—(S) zeV—(S)

ahol Ky, Ky korrekcios tagok korlatosak és hatarértékben az 1-hez tartanak,
ha a — oc.

Most nézziikk meg, hogy hanyféleképpen vélaszthatjuk ki a vizsgalt
1,7,4,7 k, kK csucsokat. Az megéllapithaté, hogy k-nak és k'-nek
kiilonbozonek kell lennie, kiilonben az 6 kifoka 2 lenne, ez pedig ellent-
mondana annak, hogy 6 G, 1-nek egy lehetséges részgrafja. A j-re és j’
csucsokra nincs ilyen kikotés, hiszen ,, kozépsé” csucsokként az egyik él min-
denképpen a d’, masik a d* értékiiket noveli. Az i és i’ valasztasakor két
esetet kiilonithetiink el, lehetséges i = i’, m lehetGséggel és @ # i/, m(m — 1)
lehet6séggel. Ezeket Osszegezve az osszes lehetségiink : mm?m(m — 1) +
m(m — 1)m*m(m — 1) = m*(m — 1) + m*(m — 1)?

Az adott a,b, ¢ csucsok altal megadott haromszogek szamanak varhaté
értékét G, ,,-ben az el6z6 két eredmény alapjan becsiilhetjiik. Az ¢, cstcs
valasztdsa alapjan két eset lesz, vagy i = i/, ekkor d’® = 2 vagy i # ', ekkor
dve <1Vl € V(9). Emiatt:

2
+m*(m —1)?

E(Ty.) = Cs <m4(m ~1) ! ) _gmm = Dm+1)

Sm3abc Sm3abce Sabc

Ezutan még a, b, c valasztasa a feladatunk, ezeket 6sszegezziik ki az el6z0,
egy konkrét harmasra vonatkozd eredményt:

3
Sabc 48 log™n.

E(T)=(1+0(1) Y. m(m—1)(m+1)  m(m—1)(m+1)

1<a<b<c<n
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A tovabbiakban a whp jel6lés a with high probability-t réviditi, melynek
jelentése egy A,, eseménysorozatra a kévetkezo: P(A,) — 1, ha n — oo.

4.2.4. Tétel. (bizonyitds nélkil) Legyen G, LCD-modellbeli, m > 1,¢ > 0
rogzitett. Ekkor a grdfban szerepld tripletek szdmdra teljesil az aldbbi whp:

m(m + 1) m(m + 1)

(1—¢) nlogn < Py(Gy,m) < (1+¢) nlogn

ha n — oc0.

Ezzel elértiink a 4.2.1. tétel bizonyitasanak zardsahoz a globalis klaszte-
rettségi egyiitthaté aszimptotikus viselkedésérol. Vessiik ossze a 4.2.3. tételt
és a 4.2.4. tételt:

3T(G)> m — 1log®n

4.2.2. Buckley-Osthus-modell/Méri modell

Az LCD-modell esetében felmeriilhet az a kérdés, hogy egy 1j él behuizasakor
minden addigi csticsnak lesz-e esélye az él végpontjava valni. Azt, hogy a
valasz igen, az garantdlja, hogy amikor egy csucsot a grafhoz adunk, vele
egylitt egy élet is, igy fokszama egy, vagy hurokél esetén ketto lesz. Ezek
utan a kovetkezo csics hozzaadasanal mar pozitiv valdszintiséggel szerepel a
versenyben.

A valés hélézatok modellezésekor mégis sziikség lehet ra, hogy a
fokszamok altal 1étrejovo kiilonbséget valamennyire szabalyozni tudjuk. En-
nek érdekében meghatarozhatjuk a csiucsok kezdeti attraktivitasat 3, amely
fokszamtol fliiggetlentil biztosit szamukra versenyképességet. Ezt az értéket
minél nagyobbra valasztva a csicsok fokszamanak kiilonbsége egyre kevésbe
lesz jelentOs befolyéssal a graf alakulaséra.

4.2.2. Definicié (Buckley-Osthus-modell). [3] Azt mondjuk, hogy a
Go (V. E) véletlen grafunk BO-modellbeli, ha ugyanigy konstrualjuk, mint
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az LCD-modellben, azzal a kiilonbséggel, hogy a t. 1épésben az 1j él
behuzasakor az ¢ csics kivalasztdsanal s cstcs esélye a kovetkezoképpen ala-
kul:

B+ has=t

' +p
Pli=s)= { (5121 ha s # 1
(B+2)t—1

A BO-féle definicioban szereplé kezdeti attraktivitdasra 8 > 0 egész.
A modellt Moéri altalanositotta tetszoleges 5 > —1 valdsra. Kell6en ala-
csony fokszamok esetén (Vi-re 0 < d* < n'/1003+1) mindkét modell fokszam-
eloszlasa 3 + § paraméterti hatvanyeloszlast kivet.

4.2.5. Tétel. [J] A Mori-modell globdlis klaszterezettségi egyitthatdjdinak
varhato értéke is a 0-hoz tart n novelésével, ugyanis

E(C)(G)) ~ Ky 20"

n

teljesiil, ha > 0 és n — oo, ahol

3 (m(m — 1)—(122@)2 +m(m —1)? (1+5)° )

/82(2 :8)
2458, 92 2—p8

Klz

Bizonyitds. A tételt Eggemann és Noble bizonyitotta [4]-ben 5 > 0 feltétel
mellett. Mivel a modell az LCD-modell egy altalanositasa, igy az ahhoz tar-
tozé bizonyitasra tamaszkodhatunk ebben az esetben is. Az eltéré eredmény
miatt azonban ennek fobb 1épéseit is végigvessziik.

37(G)\  3E(T(G))
E(Ci(G)) = E (p2(G)> - E(P(G))

fennallasa miatt meg kell hataroznunk a grafban szereplé haromszogek és
tripletek varhaté értékét.

4.2.6. Tétel. Legyen G eqy BO-beli véletlen grdf, ekkor a benne szerepld

n,m

haromszogek varhato értékére a kovetkezo teljesul:

o, (1+5)°
B2+ )

E(T) = <m(m — 1)M +m(m—1)

7 ) logn + O(1).
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Bizonyitds. Jeloléseink megegyeznek az elozékben bevezetettekkel és az el-
induldsunk is megegyezik: tekintsiik Gﬁl esetét, vagyis amikor minden
lépésiinkben pontosan egy csucsot és élet adunk a grafunkhoz.

4.2.7. Lemma. Legyen S Gil—nak eqy lehetséges részgrdfja és B > 0. Ekkor

annak a valoszinisége, hogy Gg@ valoban tartalmazza S-et igy irhato le:

1
11 2+8)(GE-1)—2

1E€VH(S)

Po— 6() I LA+ 5 +dg(i)

Frde) iy~ TA+0)

1 O*%z+52@n—2)’

tEVH(S)

ahol Cs(i) az E(S)-beli élek szima amelyek az {i,...,n} halmazbdl
{1, ..., — 1}-be mennek. Ebbdl

Ps

B I L1+ 8+ d%(i))

T At gty TAED)

)]

eBiS)ng (2 + B)(I55) 7 =

Az analégia alapjan 1 < a < b <c¢<n € G,,n(V) pontosan akkor alkot
héromszoget, ha 34,7, j, 7', k, k' € V(Gpma), m(a—1) < 4,7 < ma,m(b—1) <
7,7 <mb,m(c—1) < k, k' < mec agy, hogy ij', jk',i'k € E(Gfm’l).

Legyen S Gpma egy olyan részgrafja, amelyre V(S) = {i,7, 5,7, k, k'},
E(S) = ij',j'k,i'k, és az el6z6 bizonyitastdl eltéré mdédon mar itt vegyiik
figyelembe, hogy ezeket hogyan valaszthatjuk.

1. eset: i = i esetén di* = 2, d}* = 1 és minden més s € S-re d}* = 0.
Alkalmazzuk a 4.2.7. lemmat:

v G ) = (©G))-

(1+8) 1 1 =7 1
~ gy () (140(2))
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Emellett, az el6z6 bizonyitdsban latott okok miatt ¢ =i’ esetén
m*(m — 1) médon vélaszthatjuk ki a csticsainkat.

2. eset: i £ 1"

(1+5)* 1 1 = |
o= sy () (1+0(2))

Itt 4,4, 7, 5, k, k' megfelel$ kivdlasztdsara m*(m — 1)? lehetéségiink van.
1. és 2. esetet Osszevetve kapjuk, hogy fix a, b, ¢ mellett a haromszogek
varhato6 értéke a kovetkezoképpen alakul:

E(Tabc) =

- (mim =05 i) () (140(2)),

Ha ezt az értéket a, b, c 0sszes lehetséges valasztasa mellett nézziik, meg-
kapjuk a tételben szereplo kifejezést:

_ (1+8)? > (1+58)°
E(T) = (m(m — 1)7 +m(m —1) m) logn + O(1).

]

4.2.8. Tétel. (bizonyitds nélkil) Legyen G% ., BO-modellbeli, § > 0. Ekkor
a grafban szereplo tripletek szamdra teljesil az aldbbi:

245 2 —
E(P) = ( —;657712 + Wﬂm) n+ O (nﬁ> :

A 4.2.6. és a 4.2.8. Tétel alapjan meghatarozhatjuk a globalis klasztere-
zettségi egyiitthatd varhato értékét.

2 3
3 (m(m - 1)(1J;T25) +m(m — 1)2,68(—;?-)6)) logn o (1>
+

2458, 92 2-8 n
<_26 m- + 55 m)n

E(C1(GY,,) = _

]
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4.2.3. Egyéb modellek

Barabasi és Albert mar a Preferential Attachment modell megalkotasakor
is emlitenek olyan tényezoket, amelyeket nem épitettek bele a kezdeti mo-
dellbe, de a valésagban szintén jellemzoek lehetnek a megfigyelt halézatokra.
Tekintstik at ezekbol a legegyszertibbeket!

Az LCD-modell és a Méri-modell esetében is, az eredeti BA-modellhez
hasonldan, az egyes cstcsok elénye kizarolag abbdl fakad, hogy mikor lettek
hozzdadva a grathoz, hiszen a késobb érkez6 pontoknak kevesebb idejiik van
fokszamuk novelésére, ezért hatranyba keriilnek az 1j élek behuzasakor a tobb
szomszéddal rendelkezokkel szemben. Emiatt azoknak a csiicsoknak kellene
a kész grafban a legtobb éllel rendelkeznitik, akik a legkorabban keriiltek a
grafba, s igy a legtobb ideig gytijtogettek. Egy, a valdés halézatokban meg-
figyelt jelenség azonban ellentmond a modell ezen tulajdonsagéanak. Idérol
idére hallhatunk olyan példardl, amikor egy 1j érkezo gyokeresen felforgatta a
rendszerben addig kialakult status quot. Gondoljunk csak példaul a hirtelen
felbukkané és hatalmas népszertiségre szert tevo honlapokra, alkalmazasokra,
vagy a varatlanul berobband, oriasi ismertségre szert tevo zenekarokra. Egy
id6 utén sikeriik novekedése magyarazhaté a ,,gazdag egyre gazdagabb lesz”
elvvel, az viszont nem, hogy hogyan gyozhetik le latvanyosan a mar ismert
vetélytarsaikat.

Erre magyarazatot az alkalmassigi egyiitthaté bevezetése adhat, vagy-
is ha a Mori-modellnél latott altalanos kezdeti attraktivitds helyett az
egyes csucsok rendelkeznek egy sajat f; alkalmassagi mutatoval, amely azt
hatarozza meg, hogy a tobbiekkel szemben mennyire versenyképesek az 1j
élek bevonzasaban. Minél nagyobb egy cstics alkalmassaga, annal nagyobb
eséllyel ér el kitord sikert — nagy fokszamot — , lehagyva a régebbi cstcsokat.
Ezt a sajat alkalmassagot, vagy fitneszt is figyelembe véve éllithaté fel az
alkalmassagi modell.

Szintén érdemes lehet foglalkozni a halézatba mar bekertilt csticsok
késobbi viselkedésével. Ha 1jra a valésag dbrazolasara gondolunk, konnyen
elképzelheto, hogy két mar meglévé cstcs kozott spontan 1étrejon egy 1j él,
ahogyan az is, hogy a pontjaink idével oregedhetnek, ami soran fitnesziik
csokkenhet, vagy akar el is tlinhetnek.

A dolgozat tovabbi részében nem fogunk foglalkozni ezekkel a specifikus
esetekkel, helyette egy altalanosabb matematikai megkozelités keriil bemu-
tatasra.
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5. A PA-osztaly

5.1. A preferencialis kapcsolédas altalanositasa

Az el6z6 fejezetben lathattunk, hogy a Barabasi-Albert modell 6tletét fel-
hasznélva, de kiilénbozé moédositasokat végrehajtva kiilonb6zo modellek-
hez jutunk. FEzek a modellek azonban mind fokszameloszldsukban, mind
a klaszterezettségi egyiitthatéjuk aszimptotikus viselkedésében hasonlitanak
egymasra. Erdekes lehet tehdt az a kérdés, hogy be tudunk-e vezet-
ni egy olyan paraméteres modellcsaladot, amely magaba foglalja az egyes
valtozatokat és altalanos leirasat adja a preferencidlis kapcsolodas modellje-
inek.

Ostroumova, Ryabchenko és Samosvat [§]-ben bevezeti a PA-osztaly fo-
galmat, amely megoldast nytjt a feladatra.

5.1.1. Definicié (PA-osztély). Legyen G, .,,n > ng véletlen graf a PA-
osztalybeli, ha a kezdeti G, grafbél kiindulva azt minden lépésben egy
csuccsal és ahhoz kapcsolédd m éllel bovitjik a kovetkezdk szerint:

n 1 m\ 2
P = dp|Gm) = 1 A%~ BL 4 0 <<d12> ) o)
n n n
n 1 n)2
n n n
g @2y
P& = d} +j|Gum) =0 (5= ] 2<j<m (4)
n
n+1 . 1 -

Vi € V(Gpm), ahol d} az i cstcs fokszdma G, ,,,-ben.

A és B paraméterekre fent kell allnia 2mA + B = m-nek és 0 < A < 1-
nek, hiszen egy lépésben minden élre

P(egy behuzandé élnek végpontot vélasztunk) = 1 =

1 > 1 1 2 1
Ay L (AﬂHﬁ) = —(2Am + B).
mign n n m n n m
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Nézziik meg, mit is jelentenek a definicié elvarasai: a[2]-[4 valésziniiségek
egy tetszéleges i < n csicsra vonatkoznak, az eddig latott preferencialis
kapcsolédasos modellekhez hasonléan az esélyiik egy él szerzésére az addigi
fokszamukkal aranyos, kompenzalva egy uniform taggal. Vegyiik észre, hogy
az LCD ¢és a BO-modellek definidldsaval ellentétben itt nem tértink at a Gy 1
gréafra, @tben pedig kikotjiik, hogy az m él koziil egy cstics kis valdsziniiséggel
szerezzen meg tobbet is. Az [b| egyenlet mar az Ujonnan hozzdadott n + 1
csucesrol szol, aminek fokszama m lenne, ha csak mar meglévo csticsokba
indulnanak beldle, igy az egyenlet a hurokélek alacsony valdsziniiségét ga-
rantalja.

5.1.1. Lemma. Az LCD-modell a PA-osztalyba tartozik A = % és B =

paraméterekkel. A Mori-modell a PA-osztdlyba tartozik A = = és B = 22

Atz F+2
paraméterekkel.

A PA-osztdly definidlasdval modellek egy kelléen tag csoportjat
hatéroztuk meg. [S]-ban belattak, hogy ezek mindegyikének fokszameloszlasa
hatvanyeloszlast kovet v = 1 + % paraméterrel, tehat megfelelnek a valds
hélézatok ezen kovetelményének.

Az eloz6 fejezetben lattuk, hogy az 5.1.1. Lemma alapjan ide tartozé
LCD- és Moéri-modellekhez tartozd véletlen grafokban a globalis klasztere-
zettségi egylitthatd n novelésével a nulldhoz tart. Kérdés, hogy mit mond-
hatunk altaldnosan a PA-osztdlyba tartozé modellekrol.

5.1.2. Lemma. [8] Minden PA-osztdlybeli modellben a benne szerepld trip-
letek szamdra (Py) a kévetkezd teljestil whp:

1. 2A < 1 esetén Py(n) ~ <2m(A + B)m(m—1)> "

2 1-2A

2. 2A =1 esetén Py(n) ~ <2m(A - B)M) nlogn

3. 24 > 1 esetén Ve > 0-ra n*A=¢ < Py(n) < n?4+e

Az 5.1.3. Lemmat Osszevetve azzal a megallapitdssal, hogy a megjelend
haromszogek széma a grafban, T'(n) < O(n), hiszen minden 1épésben legfel-
jebb ™= h4romszog johetett 1étre, a kovetkezSket kapjuk:

1.2A<l<=~y>1+ %/2 =3 esetén a C1(Gpm) < O(1)

2. 2A:1<:m:3esetén(]1(Gnm)§O< 1 )

) logn
3. 2A > 1 <= v < 3 esetén C1(G, ) < O (n’)‘) A>0
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Lathatjuk, hogy abban az esetben is, amikor minden lépésben valoéban
létre is jon O(1) haromszog, legfeljebb v > 3 esetén lehet esélyilink konstans
globalis klaszterezettségi egyiitthatot elérni. Emellett az ide tartozé model-
lek klaszterezettségi egyiitthatdja még rogzitett A és m paraméterek mellett
is tul kiillonbozo viselkedést mutathat. Annak az igénye motivalta tehat a
bevezetett, de tul dltalanosnak tiiné PA-osztaly egy megszoritasat, hogy ott
a klaszterezettségi egyiitthatdo mar egységesebben meghatarozhato legyen.

5.2. A T-alosztaly

5.2.1. Definicié. [9] Azt mondjuk, hogy a G, ,, véletlen grafmodell T-
alosztalybeli, ha PA-osztalybeli (azaz kielégiti a feltételeket) és teljesiil
ra a kovetkezd is:

D drd?
P(di =dr + 1, d}‘“ =d} +1|Gpm) = Cij— +0 ( J ) , (6)

n2
ahol e;; az i és j cstucsok kozott futd élek szdma, D > 0 konstans.

5.2.1. Lemma. Amennyiben megengedjik a D paraméter 0-nak vdlasztdsdt,
akkor az LCD- és a Mori-modell a T-alosztalyba tartozik D = 0 paraméterrel.

Vizsgéljuk meg elészor C, azaz a globalis klaszterezettségi egytitthato
viselkedését a T-alosztalyba tartozé modelleknél.

5.2.2. Lemma. Legyen G, ,, T-alosztdlybeli, azaz teljesitse @—t, ekkor whp
T(n) ~ Dn.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasahoz el6szor tekintsiik az egy 1épésben meg-
jelend hdromszogek szdmdnak vdrhaté értékét. Beldthatd, hogy [0] tel-
jesiilése esetén a hibatag o(1)-ben marad, igy ez D + o(1), igy n 1épés utan
ET(n) = Dn + o(n). Ezek utédn belathaté a véarhaté érték korili megfelel6
koncentracio is.

]

Az el6z6 alfejezetben szereplé 5.1.2. Lemma minden PA-beli modellre,
igy a T-alosztalyra is vonatkozik. Ezt, illetve az 5.2.2. Lemmat felhasznalva
kaphatjuk meg C-et.
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5.2.3. Tétel. Minden T-alosztalybeli modellben a globdlis klaszterezettségi
egytitthatora (C) a kévetkezd teljesil whp:

1. 2A<1<:>7>1—|—ﬁ:3 esetén

Ci(Gnm) ~ . (jf;f:‘ﬂfm_l) n-tol figgetlen konstans
m — s

2. 2A =1 <= v = 3 esetén
N 3D ~ 1
Cl(Gn,m> (zm(A—&-B)-i-W)lOg" o (logn)

3. 2A > 1 < v < 3 esetén Ve > 0-ra
n'=2 A7 < O (Gpyn) < 072 = C1(Gpn) ~ O (n7) , ahol A > 0

Azt kaptuk tehat, hogy a T-alosztalybeli modelleknél is van olyan eset,
hogy a globalis klaszterezettségi egytitthaté a 0-hoz tart: D = 0 vagy 24 >
1. Megfigyelhetjiik, hogy mivel az LCD- és Moéri-modellek esetén fennnall
D =0, igy ez alapjan a tétel alapjan is azt kapjuk, hogy benniik a globalis
klaszterezettségi egytitthatonak 0-hoz kell tartania.

Nézziik meg most a T-alosztalyban az atlagos lokélis klaszterezettségi
egyutthato, Cy viselkedését!

Belathato, hogy G, ,,-ben az m fokszamu csicsok szdma whp legalabb
kn, ahol k egy pozitiv konstans. Ebbol a kovetkezo alsé korlatot adhatjuk
Cy-re:

&2
Q
3
3
SH
o
\V,
S|

Z c(i) > llm D _ _2kD
‘ , ~n m(m-—1)/2 m(m-—1)
i€V (G) 1€V(Q),di=m

Lathato, hogy [6] és D # 0 teljesiilése mellett Cy nem tart a 0-hoz n
novelésével, hiszen mindig egy pozitiv konstanssal becsiilheté alulrdl. Ezek
utan definidljunk hat egy olyan T-alosztélybeli modellt, amelyre D # 0!

5.3. A Polinomialis modell

A PA-osztaly, majd a T-alosztédly vizsgédlata utan felallithatunk egy konkrét
modellt [§] alapjan, amely megfelel a (216 kritériumainknak.

5.3.1. Definicié (Polinomiélis modell). [§ Legyen G, i1, egy véletlen
iranyitott graf ugy, hogy minden él a kisebb csicsba mutasson. Azt mond-
juk, hogy G, 41, gréf a Polinomidlis modellbe tartozik, ha egy kezdeti G,
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grafbdl kiindulva azt minden lépésben egy csiicesal és m éllel bovitjiikk a
kovetkezok szerint:

Legyen Py pozitiv paraméter V0 < k < 3 és V0 < [ < (m — 2k) egészre
és ZkJ PkJ = 1.

Az (n+1). 1épés el6tt Py, valdszintiségekkel vélasztunk egy k11 és 41
szamot, ez mutatja meg, hogy az m behtizando él koziil mennyit hiizzunk be
az egyes modok szerint.

Az élbehuizés lehetséges maédjai:

1. TF: a mar szerepld élek koziil valasztunk egyet egyenletes eloszlas
szerint és huzunk egy-egy 1j élet a kezdo- és végpontjaba is, haromszoget
kialakitva.

2. PA: a mar szereplo élek kozil véalasztunk egyet egyenletes eloszlas
szerint és huzunk egy 1j élet csak a végpontjaba.

3. U: a mar szerepld élek koziil valasztunk egyet egyenletes eloszlas
szerint és huzunk egy 1j élet csak a kezdépontjaba.

Az (n + 1). 1épésben behizunk 2k, ., élet a TF-mddszerrel, [,,,; élet
PA-moédszerrel és m — 2k, 1 — l,,1 élet U-modszerrel.

Az élek behuzéasanal alkalmazott harom moédszer igényelhet némi ma-
gyarazatot. A TF a Triangle Formation réviditése, ebben a lépésben ugyan-
is biztosan haromszogeket fogunk létrehozni, hiszen egy mar 1étez6 él két
végpontjaba huzunk 1j éleket. A PA a Preferential Attachment, preferen-
cialis kapcsolédasra utal, hiszen egy csucs fokszama akkor fog névekedni
ebben a lépésben, ha az a kivalasztott csics végpontja volt, azaz ebben a
lépésben elonyben részesiilnek a magasabb befokkal rendelkezd cstcsok. A
PA-lépéssel szemben az U Uniform lépést jelent, hiszen itt a kimend élek
utan novekedhet az egyes csucsok fokszama, a kifoka pedig mindegyikiiknek
egységesen m.

5.3.1. Tétel. A Polinomidlis modell a PA-osztalyba és a T-alosztdlyba tar-
tozik.

Bizonyitds. [8] alapjan vezessitk be ML (iy, ..., i, )-et, ami megmutatja, hogy
rogzitett k.1 = k és l,11 := | értékekre mekkora valdszintiséggel kapnak

pont az iy, ..., i, csucsok 4j éleket az (n + 1). 1épésben.
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M’” (i1 ooy i) 1= P(iq, .. i csticsok TF-1épéshol kapnak j élt,

okt 1, -y bopry CSUCsOk PA-1épésbdl kapnak 1’1j élt, iokyit1, --r, by CSUCSOK

U-1épéshbél kapnak 1j élt) — H 1201201 H

y=2k-+1

ahol e, a két cstcs kozott futd élek szama G, ,-ben, |E(Gy,m)| = mn és di’f
a csucs fokszama G, ,,-ben.

Az (n + 1). 1épésiink vizsgalatdhoz figyelembe kell venniink k,yq és
lnr1 kivalasztdsdnak oOsszes lehetséges esetét. Ezt Osszevetve az el6z6
eredménnyel, a kovetkezot kapjuk:

P(i1, ..., 1., cstcsok kapnak j éleket az (n + 1). 1épésben) =

m/2 m—2k

—Z Z PklM Zl,..., )

k=0 [=0

Az eddigi megalapozds utan beldthatjuk a feltételek teljesiilését a
Polinomidlis modellre, ezzel pedig a T-alosztélyba tartozasat (ez az allitds a
[8] cikkben bizonyitds nélkiil szerepel).

Tekintsiik elészor a [3] feltételt, df'-et az egyszertiség kedvéért jeloljik d;-
vel, dI""'-et pedig d;-gal.

Py, (d} = d;i+1|Gpm) = P(i élet kap U, TF vagy PA-mdédon, rogz. k,l mellett) =

1 b d; — 2m)k  (db — m)l k+0)(d; — 2
= —(m—2k—1)+ Ay - ( i —2m) +( i —m) :&r( +1)(d; — 2m)
n 2mn mn TL mn mn n mn

Ha figyelembe vessziik k, [ valasztasat is:

P(d; = d; + 1|Gpm) = > Pi <%) N (k+1)(d; —2m) _
l

mn

d; E+1 m k+1
:E;Pk,l - ___Zpkl
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Legyen A :=)",, PM%, ekkor, kihasznélva a PA-osztaly definidlasanal

feltett B = m — 2mA allitast is:
. d; 1
P(d; =d; + 1|Gpm) = —A+ —(m —2mA) =
n n

d; 1
—A+ —B.

n n

A [ feltételbdl kovetkezik 2] is:

1
o

P} = d[Gon) =1 - A% — B
n

A [ feltétel arra az esetre vonatkozik, amikor i tobbszor is bekeriilne a
kivalasztott csucsok kozé. Ekkor az el6zo érvelést modositva mar j = 2-re

lathato, hogy minden tag O ((dé;ﬁ) vagy O (#) lesz, tehat teljestil
« , (d;)? ,
P(df = di + j|Gpm) =0 [ —% ] .2<j <m.
n

1
P(d! =m+ j|Gym) = O (—) 1<ji<m
n

A T-alosztélyba tartozdshoz [Gfnak is teljesiilnie kell. Ezesetben két csics
egyiittes bevalasztasat kell vizsgalnunk.

A 4] feltétel bizonyitasanal latott gondolatmenet itt annyiban moédosul,
hogy kiilon kell vizsgalnunk a TF esetet, ahonnan

g drdn
P(d; = di +1,d! = d; + 1Go) = thzs;;k—FO( n)
k.l

Ekkor D := Zk’l kP, valasztas mellett:

. X D di'dy
P(d; =d; +1,d; = d; + 1|Gm) = eij— + @)

n2
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5.4. Empirikus eredmények a Polinomialis modellrol

A Polinomialis modell empirikus vizsgalatat m = 6 valasztdsa mellett
végeztem. A konkrét modellemben a TF lépéshez k-t (0 < k < %)
mindig binomidlis eloszlas szerint valasztottam. Ezutan a PA 1épéshez [
(0 <1 < m —2k) az a) esetben egyenletes eloszlds szerint, a b) esetben
szintén binomidlis eloszlas szerint keriilt kivalasztasra.

a) A TF-lépés binomidlis eloszlasandl alkalmazott p paraméter
fiiggvényében a Py ; valészinliségeket a lenti tablédzat foglalja Ossze.

[k 0o | 1 | 2 | 3 |
0 [ GA-p°% | Q-3 | G)A-pp’3 | ()P
L@@ =p | Q=0 [ )L —pp?5 | O
2 [ Q-2 OO -p?p: | QA —pp*5| 0
3| A —p7*%| ()1 —p)ps 0 0
4 [ Q=77 | (A -p)’p3 0 0
5 [ 01 -p7; 0 0 0
6 | ()(1—p)3L 0 0 0

A=30 Py Bt Ssszefiiggés alapjan Vpre A = 1 adddik, igy az 5.2.3.
Tétel alapjan C értékére az az elvarasunk, hogy n novelésével ne til gyorsan,

de a 0-hoz tartson.

A kovetkez6 6. abran p kiilonboz6 vélasztasa mellett 5-5 véletlen
graf megfigyelt klaszterezettségi egyiitthatoéit szemléltetem, az els6 dbran a
globalis (C7), a mésodikon a lokélis klaszterezettségi egyiitthatd (Cy) visel-
kedését.

Ahogy lathatjuk, C értéke az elvarasnak megfeleléen n novelésével a
0-hoz kozelit, Cy(G) viszont alulrdl korlatosnak tiinik.
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6. abra. p kiilénboz6 vélasztasa mellett C1(G) és Co(G) alakulasa

b) Amennyiben az [ paramétert is binomiélis eloszlas szerint vélasztjuk,
mar valtoztathaté lesz az A egytitthatd értéke. Valasszuk most p-t és g-t

ugy, hogy A < % teljesiiljon! Ehhez p := 0,5, ¢ := 0, 2.

[1k] | I | 2 3|
0 ©a-p’ (S) 1—¢)° | 0= -a" [ Q-0 -9 [ (P
L Q-’00 -0% | O-p»()0-0’¢ | QA -pp’()A1-q)a| 0
2 | O -p*()0-0q)° (i”)(l ()1 -a’¢ | QA -pr*()d 0
3 [ GA-p’G)A-a’ | ()A-p?pE)0-a)d 0 0
4 [ Q-0 -0%" | (0-p’p()d" 0 0
5[ O -0 -0 0 0 0
6 (o) (1 =P (5)a° 0 0 0

Ekkor A = Zk,l Pk,l% = 0,35, ebb6l B = m — 2mA = 0,65 és D =
Zk,l kP, = 1,5 adédik. Ezekbdl az 5.2.3. Tétel alapjan C}-re a kovetkezdt

kapjuk:

Cy =

3(1 —24)D

m(A+ B) +m(m —

1)/2

35

= 0,03309.
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7. dbra. p = 0,5, ¢ = 0,2 valasztdsa mellett C1(G) és C2(G) alakuldsa

Az 7. abran demonstralt grafok a Polinomidlis modellek azon csoportjaba
tartoznak, amelyek globdlis klaszterezettségi egyiitthatéjara kelloen nagy n-
ekre konstans értéket varunk el. Ez keriilt dbrazolasra a mérési eredmények
mellett, melyek lathatéan hozzasimulnak az egyenestinkhoz.

Az atlagos lokdlis egyiitthatdjuk az empirikus eredmények alapjan
szintén nem tart a 0-hoz.

Osszességében a gyakorlati vizsgélat és az elméleti eredmények alapjan el-
mondhatd, hogy a Polinomiélis modell A < % és D > 0 esetén megfelel a valds
halézatok modelljeivel szemben tamasztott klaszterezettségi elvarasoknak,
hiszen globdlis és atlagos lokalis klaszterezettségi egyiitthatojuk is szigoruan
pozitiv marad n novelésével.
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6. (")sszegzés

Dolgozatomban igyekeztem egy koherens, &atfogd képet adni a véletlen
héalézatok kiillonb6zo klaszterezettségi mutatoirdl, Osszefliggéseikrol és
vizsgalatukrol, kiilonos tekintettel a globalis és atlagos lokalis klasztere-
zettségi egytitthatokra.

Attekintettiik a klaszterezettségi egyiitthatdk fogalmat, a magasabb szer-
vezOdési szintet vizsgald diadikus klaszterezettséget és a konkrétan meg-
hatarozott, erésen klaszterezett csoportok megtaldlasat célzé modularitast.

Ezt kovetoen lattuk a modularitas témakorében definidlt konfiguraciés
modellre épiild Newton-féle algoritmusok miikodését. FEzek szolgdltatnak
nekiink az elvart klaszterezettségi egytitthatot jol kozelito véletlen grafokat,
ehhez azonban kiils6é megszoritasokat alkalmaznak, igy nem modellezik meg-
felelden a valds hélézatok onszervezodo létrejottét.

Ezen igény mentén bemutattuk a dinamikus Barabasi-Albert mo-
dellt, illetve az erre épiil6 LCD- és Buckley-Osthus-modelleket.  Ezek
fokszameloszlasban és torvényszertiségeikben jol tiikrozik a valédi hélézatok
viselkedését, azonban belattuk, hogy globalis (és atlagos lokalis) klasztere-
zettségi egyiitthatdjuk a 0-hoz tart, ez pedig ellentmond a tapasztalt konstans
értékeknek.

Az altalanos PA-osztaly bevezetése részleges megoldast jelentett erre
a problémara. Errdél belattuk, hogy valéban az eddig vizsgalt modellek
egy altalanositasa, majd egy plusz feltétel bevezetése, vagyis a T-alosztaly
feldllitasa utan elértiik, hogy az ide tartozé modellek globalis klaszterezettségi
egyiitthatdja a paraméterek megfelel6 valasztasa esetén egy pozitiv konstans
értékhez tartson.

A dolgozat zarasaként definidltuk a konkrétan meghatarozott Polino-
mialis modellt, ami a PA-osztdlyba, azon beliil pedig a T-alosztalyba tar-
tozik. A modell empirikus vizsgilata alatdmasztotta a kordbbi elméleti
eredményeket a T-alosztdlyba tartozé modellek globalis klaszterezettségi
egyutthatojardl, és eredményekkel szolgalt az dtlagos lokdlis klaszterezettségi
egyiitthato aszimptotikusan konstans viselkedésérol is.
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