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1. Bevezetés

A 20. század második felében a természettudományokban és a szo-
ciológiában is előtérbe került a nagy kiterjedésű hálózatok, mint a társadalmi
háló vagy a sejtek közti kapcsolatok vizsgálata. Az empirikus jellemzés mel-
lett felmerült az igény ezen hálózatok minél valósághűbb matematikai mo-
dellezésére is, ez pedig az internet születése által újabb lendületre kapva az
ezredfordulóra kinőtte magát a halózatkutatás területévé.

A kutatások egyik legfontosabb eredménye az volt, hogy a körülöttünk
lévő világ rengeteg hálózata matematikai szempontból nagyon hasonló jel-
lemzőkkel rendelkezik. Ez azt feltételezi, hogy kialakulásukat is hasonló belső
szabályok alaḱıtották, ı́gy van esélyünk közös modellt találni, amely ezt az
önszerveződést is demonstrálja. Ezen célok mentén kezdték el a véletlen
gráfok különböző fajtáit alkalmazni a nagy hálózatok leképezésére.

A valóságban megfigyelt jellemzők közé tartozik a szoros kis csopor-
tok kialakulására való viszonylag magas hajlam – gondoljunk csak a baráti
társaságokra vagy az egy érdeklődési körbe tartozó, egymásra utaló webol-
dalakra. Természetesen a választott matematikai modelleknek ebből a szem-
pontból is igazodnia kell a megfigyelésekhez. Ezen tulajdonságuk mérésére
több mutatót is bevezettek, ezek közül a legszélesebb körben használtak a
globális, illetve átlagos lokális klaszterezettségi együttható.

Ezen dolgozat célja röviden tárgyalni néhány mutatót és a közöttük
lévő összefüggéseket, illetve bemutatni olyan véletlen modelleket, ame-
lyek a globális és átlagos lokális klaszterezettségi együtthatójuk minél
valóságosabbra hangolását célozzák. Áttekintünk állandó csúcsszámú
véletlen gráfokat alkalmazó módszereket, ahol külső megszoŕıtást alkal-
mazva pontosan beálĺıtható lesz az elvárt klaszterezettségi együttható,
majd megvizsgáljuk, hogy milyen lehetőségeink vannak növő csúcsszámú
véletlen gráfok alkalmazásával, amikben az önszerveződés alaḱıtja ki
a végleges hálózatunkat. A bemutatott modellek elméleti anaĺıziséről
eredményeket és bizonýıtásokat láthatunk, alátámasztásukra pedig saját em-
pirikus eredményeket is.
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2. A csoporterősség mértékét jellemző
mutatók

2.1. Globális és átlagos lokális klaszterezettségi együtt-
ható

Az alapvető kérdésünk, amire számszerű választ kaphatunk ezen mu-
tatóink seǵıtségével az, hogy ha két csúcs rendelkezik közös szomszéddal,
akkor mekkora eséllyel fut köztük is él. Gyakorlati példán szemléltetve, ha
két ember rendelkezik közös ismerőssel, mennyire valósźınű, hogy ők is isme-
rik egymást, mennyire sűrű a társadalmi háló szövete ilyen tekintetben.

A globális klaszterezettségi együttható a kérdést felülről, a teljes gráfot
nézve vizsgálja:

2.1.1. Defińıció (Globális klaszterezettségi együttható). Legyen G(V,E)
egyszerű gráf és definiáljuk benne a globális klaszterezettségi együtthatót a
következőképpen:

C1(G) =
3 · a háromszögek száma a gráfban

a tripletek száma a gráfban
.

A defińıcióban szereplő triplet egy olyan élpár, amelyek egy csúcsban
találkoznak (magyarul a találó cseresznye elnevezés is használt). Ezt zártnak
nevezzük, ha nem kapcsolódó végük között is fut él, nyitottnak, ha nem, tehát
C1 úgy is definiálható, mint a zárt tripletek aránya a gráfban az összeshez
mérten.

1. ábra. Zárt tripletek egy egyszerű gráfban
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Egy másik megközeĺıtési lehetőségünk, ha egy csúcs szomszédai között
futó élek számát vizsgáljuk, ezt nevezzük lokális klaszterezettségi együtt-
hatónak. A dolgozat további részében ∀G(V,E) gráfra V := {1, ..., n}, ha
mást nem teszünk fel.

2.1.2. Defińıció (Lokális klaszterezettségi együttható). Legyen G(V,E)
egyszerű gráf, ekkor ∀i ∈ V -re

c(i) =

{
T i

P i
2

ha di ≥ 2

0 ha di = 0, 1

az i csúcs lokális klaszterezettségi együtthatója, ahol T i az élek száma az i
csúcs szomszédai között (azaz az i-t tartalmazó háromszögek száma), P i

2

pedig az i szomszédai közül kiválasztható csúcspárok száma, tehát ha i
fokszáma di, akkor P

i
2 =

(
di
2

)
= di(di−1)

2
.

2. ábra. Zárt tripletek egy csúcs szomszédai közt

A lokális klaszterezettségi együtthatók kiátlagolásával kapjuk az átlagos
lokális klaszterezettségi együtthatót.

2.1.3. Defińıció (Átlagos lokális klaszterezettségi együttható). Legyen
G(V,E) egyszerű gráf, ekkor

C2(G) =
1

n

∑
i∈V

c(i).

Megfigyelhetjük, hogy a lokális és globális klaszterezettségi együtthatók
között a következő összefüggés áll fenn:
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C1(G) =

∑
i∈V
(
di
2

)
c(i)∑

i∈V
(
di
2

) ,

hiszen a defińıció alapján:

c(i) =
T i(
di
2

) ,
ı́gy az álĺıtás

C1(G) =
∑

i∈V T i∑
i∈V (

di
2 )
, ami egybeesik C1(G) defińıciójával.

2.2. Diadikus klaszterezés háromszögmultiplicitással

Az előző részben bevezetett lokális klaszterezettségi együttható jel-
lemzője, hogy egy csúcs előfordulását vizsgálja meg a gráf háromszögeiben.
Ennek mintájára felvetődhet az a kérdés is, hogy egy csúcspár, azaz egy él
hány háromszögben szerepel. Ezt a tulajdonságot megvizsgálva arról kapha-
tunk képet, hogy a gráf jellemzően különálló háromszögeket tartalmaz, vagy
inkább olyanokat, amelyek osztoznak egy-egy élükön. A gráfunk ezen tulaj-
donságát diadikus klaszterezettségnek nevezzük. M. Á. Serrano and M. Bo-
guñá [10] cikkükben foglalkoznak ezzel a kérdéssel, a diadikus klaszterezettség
mérésére bevezetik az edge multiplicity fogalmát, melyet az egyértelműség
kedvéért ford́ıtsunk most az élek háromszögmultiplicitásának.

3. ábra. Gráfok kisebb ill. nagyobb háromszögmultiplicitással
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2.2.1. Defińıció (Élek háromszögmultiplicitása). [10] Legyen G(V,E) egy-
szerű gráf, ∀(ij) ∈ E-re az (ij) él háromszögmultiplicitásának nevezzük és
mij-vel jelöljük azon háromszögek számát, amelyek az i és j csúcsokat is
tartalmazzák.

Az újonnan bevezett multiplicitás és az előzőekben látott T i mennyiségek
között fennáll a következő összefüggés:∑

j

mijaij = 2T i,

ahol aij a gráf adjacenciamátrixának megfelelő eleme.

A gráfunk háromszögeinek összeszámlálása mellett az eloszlásukat is jel-
lemezhetjük az egyes fokszámosztályok közötti megoszlásuk alapján. Erre
alkalmas a lokális klaszterezettségi együttható és a háromszögmultiplicitás
is.

A k fokszámú csúcsok osztályán (Γk) kiátlagolva a lokális klasztere-
zettségi együtthatót megkapjuk, hogy az ide tartozó csúcsok milyen arányban
szerepelnek háromszögben:

c(k) =
1

|Γk|
∑
i∈Γk

c(i).

Az élek háromszögmultiplicitását használva pedig már azt is
vizsgálhatjuk, hogy két fokszám-osztályon hány háromszög osztozik, ha meg-
határozzuk a fokszámosztályok (Γk,Γk′) között futó élek átlagos multipli-
citását:

mkk′ =

∑
i∈Γk

∑
j∈Γk′

mijaij

|Ekk′|
,

ahol Ekk′ a két fokszámosztály, Γk és Γk′ között futó összes él. Látható, hogy
k = k′ választása esetén ez a formula is alkalmas az egy osztályon belül futó
élek átlagos multiplicitásának meghatározásra is, ezesetben |Ekk′| 2|EΓk

|-ra
módosul, vagyis a k fokszámosztályban futó élek számának kétszeresére.

A diadikus klaszterezettséget tovább általánośıtva akár azt is
vizsgálhatjuk, hogy a háromszögeink eloszlása hogyan alakul három
különböző fokszámosztály felett. Ehhez az ún. triadikus klaszterezéshez
már három csúcsunkat vizsgálnánk.
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2.3. Modularitás

A gráf modularitásának vizsgálatakor arról kaphatunk képet, hogy
mennyire sikeresen tudunk meghatározni részgráfokat úgy, hogy bennük
sok, két különböző között viszont kevés él fusson. A cél, hogy megfe-
lelően part́ıcionáljuk a gráfunkat, majd megvizsgáljuk, hogy a kialakuló
részhalmazokon (klasztereken) belül mennyivel több él fut, mint egy véletlen
gráfnál várható lenne. Véletlen gráfok modularitásával Jung Attila foglako-
zott szakdolgozatában [6], az alábbiakban ezen dolgozat alapján tekintünk
be ebbe a témakörbe. A pontosabb defińıcióhoz vezessük be a konfigurációs
modell fogalmát:

2.3.1. Defińıció (Konfigurációs modell). Legyen V csúcsok egy halmaza
és di – az i csúcs fokszáma – adott ∀i ∈ V -re (az egyszerűség kedvéért
tegyük fel, hogy ezek összege páros). Ennek megfelelően hozzuk létre az
Li = {i1, i2, ..., idi} halmazokat a csúcsok lemásolásával és illesszünk minden
csúcsra egy élcsonkot (olyan élt, amelynek másik vége szabad). Ezután hoz-
zuk létre a G(V,E) véletlen gráfot úgy, hogy véletlenszerűen választunk az
élcsonkok közül párokat, amiket összekötünk, egészen addig, amı́g azokból
van szabad.

4. ábra. A konfigurációs modell generálása
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A konfigurációs modell seǵıtségével az elvárt fokszámeloszlásnak megfe-
lelő véletlen gráfot kapunk, amely esetleg tartalmazhat párhuzamos éleket és
hurokéleket, de ezek redukálásával a gráf egyszerűvé tehető.

2.3.2. Defińıció (Gráfpart́ıció modularitása). [6]

Legyen G = (V,E) a vizsgált gráf és Gkonf = (V,Ekonf ) a G
fokszámeloszlásához létrehozott konfigurációs modell, illetve A és Akonf

G-nek és Gkonf -nak egy-egy part́ıciója, amelyek V csúcsait azonosan
part́ıcionálják. Ekkor

qA(G) =

∑
Ai∈A |EAi

|
|E|

–E

(∑
Akonf

i ∈Akonf |EAkonf
i

|
|E|

)
az A part́ıció modularitása G-ben. Azaz a G gráfunk A part́ıciójának
részhalmazaiban összesen futó élek és az összes él arányának és a kon-
figurációs modell által létrehozott gráfokban ugyanennek az aránynak a
várható értékének a különbsége.

Megmutatható, hogy

E

(∑
Akonf

i ∈Akonf |EAkonf
i

|
|E|

)
=

∑
Ai∈A vol2(Ai)

vol2(G)
,

ahol vol az adott részhalmaz csúcsainak fokszámösszege. Vagyis a létrehozott
konfigurációs modellben a belül futó élek hányadának várható értékét a klasz-
terek fokszámösszege határozza meg. Ez alapján a part́ıció modularitása ı́gy
is definiálható:

qA(G) =

∑
Ai∈A |EAi

|
|E|

––

∑
Ai∈A vol2(Ai)

vol2(G)
.

2.3.3. Defińıció (Gráf modularitása). Egy gráf modularitása az összes
part́ıciójának modularitásának a maximuma:

q(G) = maxAqA(G).
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3. Állandó csúcsszámú véletlen gráf
generálása szabályozható klasztere-
zettségi együtthatóval

3.1. Newman általános algoritmusa

Az előző fejezetben bevezetett konfigurációs modell seǵıtségével már
képesek vagyunk egy adott fokszámeloszlást követő véletlen gráfot létrehozni.
Ha az egyes csúcsokra nézve nem csak azt határozzuk meg, hogy hány él
kapcsolódjon hozzájuk, hanem azt is, hogy a csúcsok hány háromszögben
szerepeljenek, akkor beálĺıthatjuk a gráf klaszterezettségi együtthatóját is.

Az ı́gy kapott modell előnye, hogy tetszőleges fokszámeloszlás és klasz-
terezettség jó közeĺıtéssel előálĺıtható. Ezek a tulajdonságok azonban nem
önszerveződés, hanem külső megkötések hatására alakulnak ki, valamint az
állandó csúcsszám miatt a modell nem tükrözi a valós hálózatok dinamikus
kialakulását.

A konfigurációs modellen alapuló feléṕıtést Newman veti fel [7]-ben, N.
Parikh [5]-ban pedig az algoritmus négy verzióját mutatja be. Ezek alapgon-
dolata a következő:

Legyen di az i csúcs fokszáma, ti a csúcsot tartalmazó háromszögek
száma és si = di − 2ti, a csúcshoz kapcsolódó, különálló élek száma. Az
egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy

∑
i si kettővel,

∑
i ti hárommal oszt-

ható. A konfigurációs modellben látott módon minden csúcshoz kapcsoljunk
ti db cseresznyecsonkot és si db élcsonkot. Ezek után három csúcs véletlen
választásával megkonstruáljuk a háromszögeinket – összekötjük a cseresznye-
csonkjaikat –, két csúcs választásával pedig a fennmaradó, különálló éleinket
– az élcsonkok összekötésével. Az algoritmus verziói ennek megvalóśıtásában
térnek el egymástól.

Az első két verzióban (CONF-1 és CONF-2) a háromszögek konst-
ruálásakor három, a különálló élek konstruálásakor két különböző csúcsot
választunk. Ezt CONF-1-ben azonos valósźınűséggel tesszük, mı́g CONF-2
esetében előnyben részesülnek azok a csúcsok, amiknek még több hiányzik
ti vagy si, azaz az elvárt értékek eléréséhez. Amennyiben még egyik
kiválasztott csúcs sem érte el a számára meghatározott ti vagy si értéket,
behúzzuk a megfelelő éleket, ellenkező esetben megismételjük a választást.
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Ezt folytatjuk addig, amı́g létre nem jött az összes elvárt háromszög

(T :=
∑

i ti
3

), majd az összes különálló él (S :=
∑

i si
2

).

Mivel mindkét esetben különböző csúcsokra van szükség egy-egy lépés
végrehajtásához, problémát okozhat, ha már nem marad elegendő, sza-
bad cseresznye- vagy élcsonkkal rendelkező csúcsunk. A CONF algorit-
musok ezesetben félbeszakadnak, T db háromszög vagy S db különálló él
behúzása előtt. Ezt orvosolandó, a THROW-1 és THROW-2 nevet viselő
algoritmusokban a csúcsok választásának valósźınűsége mindig a ti és si
értékekkel arányos, ı́gy akkor is kiválasztásra kerülhetnek, ha már elérték
ezeket az értékeket. Ezek mellett THROW-2-ben megengedjük azt is, hogy
egy lépésben ne csak különböző csúcsokat választhassunk, ez azonban nem
okoz jelentős eltérést, ı́gy THROW-2 tárgyalásától eltekintünk.

3.2. A CONF-1 algoritmus

Az alábbiakban olvasható a CONF-1 algoritmus pszeudokódja. Az algo-
ritmus inputként kéri a csúcsok számát: n, a ti-ket tartalmazó t listát és az
si-ket tartalmazó s listát, majd visszaadja a csúcsok és élek halmazát (E, V ).

Az algoritmus első felében három különböző csúcsot választ 1
n

valósźınűséggel és hozzáadja a köztük futó éleket E-hez, ha még nem sze-
repelnek benne. Ezt addig folytatja, amı́g el nem érjük T -t vagy amı́g már
nem találunk elég különböző csúcsot, ahova még húzható él. A második
felében ugyanez történik, csak két csúcs választásával a különálló élekhez,
amı́g el nem érjük S-et vagy amı́g már nem találunk két különböző csúcsot,
ahova még húzható él.

Annak mérésére, hogy az i csúcsnak még mennyi hiányzik ti illetve si
eléréséhez, bevezetjük a rti és rsi változókat, amiket folyamatosan frisśıtünk.

CONF-1(n, s, t)

1: V := {1, 2, ..., n}
2: E := {}
3: rt := t
4: rs := s
5: T :=

∑
i ti
3

6: S :=
∑

i si
2
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7: Ciklus amı́g T > 0 és
∑

x∈rt(x > 0) > 2
8: (u, v, w) := ”három különböző csúcs azonos valósźınűséggel választva”
9: Ha rt[u] > 0 és rt[v] > 0 és rt[w] > 0 akkor
10: E := E ∪ {(u, v), (v, w), (u,w)}
11: rt[u] := rt[u]− 1
12: rt[v] := rt[v]− 1
13: rt[w] := rt[w]− 1
14: T := T − 1
15: Elágazás vége
16: Ciklus vége
17: Ciklus amı́g S > 0 és

∑
x∈rs(x > 0) > 1

18: (u, v) := ”két különböző csúcs azonos valósźınűséggel választva”
19: Ha rs[u] > 0 és rs[v] > 0 akkor
20: E := E ∪ {(u, v), (v, w)}
21: rs[u] := rs[u]− 1
22: rs[v] := rs[v]− 1
23: S := S − 1
24: Elágazás vége
25: Ciklus vége

3.3. A CONF-2 algoritmus

A második algoritmust CONF-1 módośıtásával kapjuk, az egyetlen
eltérés a csúcsok súlyozása azok véletlen választásakor. Az előző azonos
valósźınűségek helyett itt a háromszögképzésnél

∀i ∈ V -re pt(i) := P (i-t választjuk) =
rti∑
j rtj

,

és az élképzésnél

∀i ∈ V -re ps(i) := P (i-t választjuk) =
rsi∑
j rsj

,

valósźınűségeket használjuk. Ezek minden lépésben változnak, ahogy a
csúcsok rs és rt értékei is.

Az algoritmus pszeudokódja a következő:
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CONF-2(n, s, t)

1: V := {1, 2, ..., n}
2: E := {}
3: rt := t
4: rs := s
5: T :=

∑
i ti
3

6: S :=
∑

i si
2

7: Ciklus amı́g T > 0 és
∑

x∈rt(x > 0) > 2
8: (u, v, w) := ”három különböző csúcs pt valósźınűséggel választva”
9: Ha rt[u] > 0 és rt[v] > 0 és rt[w] > 0 akkor
10: E := E ∪ {(u, v), (v, w), (u,w)}
11: rt[u] := rt[u]− 1
12: rt[v] := rt[v]− 1
13: rt[w] := rt[w]− 1
14: T := T − 1
15: Elágazás vége
16: Ciklus vége

17: Ciklus amı́g S > 0 és
∑

x∈rs(x > 0) > 1
18: (u, v) := ”két különböző csúcs ps valósźınűséggel választva”
19: Ha rs[u] > 0 és rs[v] > 0 akkor
20: E := E ∪ {(u, v), (v, w)}
21: rs[u] := rs[u]− 1
22: rs[v] := rs[v]− 1
23: S := S − 1
24: Elágazás vége
25: Ciklus vége

3.4. A THROW-1 algoritmus

Ebben a verzióban CONF-2-höz hasonlóan szintén súlyozzuk a
csúcsainkat, ez most a ti és si értékek szerint történik:

∀i ∈ V -re pt(i) := P (i-t választjuk) =
ti∑
j tj

,

és
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∀i ∈ V -re ps(i) := P (i-t választjuk) =
si∑
j sj

.

Vegyük észre, hogy CONF-2-vel ellentétben ezek az értékek a futás alatt
állandóak maradnak. Ennek következtében ha egy csúcs már elérte a tőle
elvárt például t értéket, de még nem hoztunk létre T háromszöget, akkor
semmi nem tiltja, hogy a csúcs további háromszögekben szerepeljen.

THROW-1(n, s, t)

1: V := {1, 2, ..., n}
2: E := {}
3: P := ( ti∑

j tj
∀i)

4: Q := ( si∑
j sj

∀i)

5: T :=
∑

i ti
3

6: S :=
∑

i si
2

7: Ciklus amı́g T > 0
8: (u, v, w) := ”három különböző csúcs P választva”
9: E := E ∪ {(u, v), (v, w), (u,w)}
10: T := T − 1
11: Ciklus vége

12: Ciklus amı́g S > 0
13: (u, v) := ”két különböző csúcs Q valósźınűséggel választva”
14: E := E ∪ {(u, v), (v, w)}
15: S := S − 1
16: Ciklus vége

3.5. Empirikus eredmények

A fent ismertetett három algoritmust empirikus vizsgálat céljából meg is
valóśıtottam, n = 1000 csúcsú gráfra, 100 tesztesetet figyelembe véve. Az
evárt C1 értékek egy részéhez különböző paraméterű, hatványeloszlást követő
véletlen gráfokat generáltam, C1 = 1, 1

3
és 2

30
esetekben uniform gráfokat te-

kintettem. A véletlen tesztekre kapott átlagos, megfigyelt globális klasztere-
zettségi együtthatók az alábbi táblázatban láthatók.
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Elvárt C1(G) CONF-1 CONF-2 THROW-1

1 1 1 0.33787
0.33333 0.33486 0.33462 0.21674
0.28260 0.28575 0.28542 0.20491
0.20 0.20275 0.20542 0.14912

0.11070 0.11854 0.11794 0.10236
0.07560 0.08845 0.08802 0.08126
0.06667 0.07866 0.07810 0.07392

Az alábbi diagramon a fenti eredményeket ábrázoltam, a célszerűség
kedvéért a C1(G) = 1 eset nélkül. Szembetűnő, hogy amı́g nagyobb
elvárt klaszterezettségi együttható esetén a CONF-algoritmusok adnak je-
lentősen jobb közeĺıtést – kicsivel az elvárt érték felett maradva –, a kevés
háromszöggel rendelkező esetekben a THROW kerül hozzá közelebb.
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4. Valós hálózatok modellezése növő
csúcsszámú véletlen gráffal

4.1. Történeti áttekintés, út a Barabási-Albert-
modellig

Az előző fejezetben állandó csúcsszámú gráfokat alkalmazó modelleket
láthattunk. Ezen tulajdonságuk összhangban van az Erdős-Rényi-féle
véletlen gráf-modellel, aminek módośıtott változatait egészen a 20. század
végéig próbálták a valós hálózatok léırására is alkalmazni, habár megal-
kotóit eredetileg tisztán matematikai vizsgálatuk foglalkozatta. A modell
defińıciójának két változata létezik:

4.1.1. Defińıció (Erdős-Rényi-modell, A változat). Legyen G(n,M) az a
véletlen gráf, melyet egyenletes eloszlás szerint választunk az n csúcsú, M
élű gráfok közül.

4.1.2. Defińıció (Erdős-Rényi-modell, B változat). Legyen G(n, p) az a
véletlen gráf, melyben minden élet p valósźınűséggel húzunk be az n csúcs
között.

Az informatika fejlődésével azonban egyre több adat begyűjtése vált
lehetségessé, megmutatva a nagy hálózatok olyan tulajdonságait, amelyek
nem voltak megmagyarázhatóak ezen modellből kiindulva. Ilyenek például
a hatványfüggvényt követő fokszámeloszlás (∀i ∈ V -re P (di = k) ∼ k−γ)
vagy a megfigyelt klaszterezettség. Láttuk, hogy az előző fejezetben tárgyalt
algoritmusok ezek megoldására megszoŕıtó követelményeket támasztanak, jó
közeĺıtéssel kikényszeŕıtve az általunk elvárt paramétereket.

1999-ben Barabási Albert-László és Albert Réka azonban egy merőben
új megközeĺıtést ajánlott, amely a hálózaton belüli önszerveződés szabályaira
éṕıtkezik. Két törvényszerűséget fogalmaztak meg, melyek általánosan igaz-
nak bizonyultak a valós hálózatokra.

Az első változás annak a figyelembevétele, hogy a hálózat kialakulása
során a csúcsok folyamatosan, egymást követően csatlakoznak a gráfba, ı́gy
kapunk egy növő véletlen hálózatot. Prećızen: kiindulunk m0 pontból, majd
minden lépésben hozzáadunk egy csúcsot, illetve a hozzá tartozó m(< m0)
élet is behúzzuk az új és egy már szereplő csúcs közé. Ezt ismételve t lépés
után a gráfunk már m0 + t csúcsból és tm élből fog állni.
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A növekvő csúcsszám hatására a korábban bekerült csúcsoknak már
előnyük lesz az élszerzésben a később jövőkkel szemben, de emellett egy másik
törvényszerűséget, a népszerűségi kapcsolódást is figyelembe veszünk. Esze-
rint a valós hálózatokban a több kapcsolattal rendelkező csúcsok nagyobb
eséllyel szereznek újabbakat, mint a kevéssel rendelkezők. Ezt lemodellezve
egy behúzandó él végpontjának véletlen választásakor nagyob valósźınűséget
rendelünk a nagyobb fokszámú csúcsokhoz.

4.1.3. Defińıció (Barabási-Albert-modell/Preferential Attachment model).
[1] Legyen G(V,E) egy egyszerű gráf, ahol |V | = m0, |E| = 0, amit a t.
lépésben növeljünk a következő módon:

Vt := Vt−1 ∪ {t} (́ıgy |Vt| := |Vt−1|+ 1),

Et := Et−1 ∪ {(t, i1), ..., (t, im)} (́ıgy |Et| := |Et−1|+m),
ahol ∀k ∈ {1, ...,m}-re és ∀j ∈ {1, ...,m0 + t}-re

P ((t, ik) = (t, j)) =
d∗j∑
i d

∗
i
, ahol d∗i az i csúcs fokszáma az aktuális lépést

megelőzően.

Megmutatható, hogy az ı́gy kapott dinamikus modellben kellően sok
lépés után kialakul a ḱıvánt hatványfüggvény szerinti eloszlás, más külső
megkötések bevezetése nélkül. Ez alapján alkalmasnak tűnt a valós hálózatok
modellezésére, ı́gy az új évezredben már kiindulási pontként szolgált a
hálózatkutatók számára.

A Barabási által bevezetett modell alapján több klasszikus véletlen
gráf modellt is megalkottak. Ezek bizonyos szempontól hasonló visel-
kedést mutatnak, hiszen az őket feléṕıtő logika megegyezik, de a különféle
elemek módośıtásával, egyéb tényezők figyelembe vételével különböző
megközeĺıtésekhez jutunk. A következő fejezetekben két klasszikus modell
bemutatása és vizsgálata következik, elsősorban a klaszterezettségi együtt-
hatójuk szempontjából.
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4.2. A BA-modell és a ráépülő más modellek klasztere-
zettségi együtthatója

4.2.1. Az LCD-modell

2001-ben Bollobás és Riordan fogalmazták meg a BA-modell egy matema-
tikailag prećız változatát. Az eredeti megfogalmazáshoz illeszkedve él- és
csúcsszám szerinti indukcióval ı́rható le. Az ı́gy létrejövő gráfunk nem lesz
egyszerű gráf. A szerzők megmutatták, hogy az ı́gy létrejövő véletlen gráf
fokszámeloszlása a hatványeloszláshoz tart γ = 3 paraméterrel, megfelelve a
támasztott elvárásoknak.

4.2.1. Defińıció (LCD-modell). [2] Azt mondjuk, hogy a Gn,m(V,E)
véletlen gráfunk (ahol |E| = n és m > 0 egész) az LCD-modellbe tarto-
zik, ha azt a következőképpen konstruáltuk: kezdetben m := 1 és induljunk
ki a G1,1 gráfból, azaz az egy csúcsot és egy hurokélt tartalmazó gráfból.

Ezek után tegyük fel, hogy Gt−1,1-et már ismerjük. Ekkor az induk-
ciós lépésben hozzáadjuk a gráfunkhoz a t csúcsot, illetve egy közte és az i
csúcs között futó élt. Az i csúcs kiválasztása véletlenszerűen történik ezen
valósźınűséggel:

P (i = s) =

{
dt−1
s

2t−1
ha s ̸= t

1
2t−1

ha s = t

Gn,m,m > 1 definiálásához hozzuk létre a Gnm,1 gráfot a fenti módon,
majd ezek után
vi := {(i − 1)m + 1, im + 2, . . . ., im}∀i = 1, . . . , n-re legyenek a gráfunk új
csúcsai. Az összevonás hatására az egy halmazon belül futó élek hurokélekké
alakulnak, illetve párhuzamos élek is megjelenhetnek.

A tárgyalt modell nevét a Linearized Chord Diagram rövid́ıtéséből kapta.
Ebben a gráfképzési formában felveszünk az x-tengelyen 2n pontot, majd
köztük egy teljes párośıtásnak megfelelően húrokat húzunk be. Ezek után
az origóból indulva elmegyünk egészen az első jobb végpontig, és az addig
szereplő pontokból létrehozzuk a gráfunk első csúcsát, majd ezt folytatva
haladunk 2n-ig. Az új csúcsok közötti éleket az eredeti húrokból képezzük.

Amennyiben a teljes párośıtásnál a pontokból egyenletes eloszlás szerint
választottunk, belátható, hogy az LCD-ből képzett gráfunk fokszámeloszlása
meg fog egyezni az LCD-modellbe tartozó Gn,1 gráf fokszámeloszlásával.
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5. ábra. Gráfképzés LCD-diagramból

4.2.1. Tétel. [2] Az LCD-modellbe tartozó Gn,m(V,E) gráf globális klaszte-
rezettségi együtthatójának várható értéke n növelésével a 0-hoz tart, ugyanis

E(C1(G)) ∼ m− 1

8

log2 n

n
,

ha n −→ ∞.

Bizonýıtás. A továbbiakban [2]-re támaszkodva közlöm a bizonýıtás főbb
gondolatait.

E(C1(G)) = E

(
3T (G)

P2(G)

)
∼ 3E(T (G))

E(P2(G))

fennállása miatt meg kell határoznunk a gráfban szereplő háromszögek és
tripletek várható értékét.

Első lépésként vizsgáljuk Gn,1 LCD-modellbeli gráf esetében, hogy mek-
kora a valósźınűsége annak, hogy egy adott szubgráf szerepel benne. Tech-
nikai okokból iránýıtsuk meg az egyes éleit a később hozzáadott végükből a
korábban hozzáadott végük felé.
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Ehhez vegyünk egy S(V,E) – nem feltétlenül egyszerű – iránýıtott gráfot
{1, ..., n}-en, és vezessük be a következő jelöléseket: V +(S) legyen a csúcsok
azon halmaza, ahonnan kilépnek élek, V −(S) pedig azon halmaza, ahová élek
érkeznek. ∀i ∈ V (S)-re dbeS (i) legyen az i csúcs befoka, dkiS (i) pedig a kifoka
S-ben, CS(t) pedig azon élek száma S-ben, melyek egyik vége t előtti, másik
vége pedig utáni – azaz azoké, amelyek átlépik a t csúcsot.

4.2.2. Lemma. A fenti jelölésekkel ha S Gn,1-nek egy lehetséges részgráfja
– azaz ∀i ∈ V -re dkiS (i) ≤ 1 fennáll –, akkor annak a valósźınűsége, hogy G
valóban tartalmazza S-et:

PS =
∏

i∈V −(S)

dbeS (i)!
∏

i∈V +(S)

1

2i− 3

∏
t/∈V +(S)

(
1 +

CS(t)

2t− 3

)
,

ami ı́gy becsülhető:

PS =
∏

i∈V −(S)

dbeS (i)!
∏

ij∈E(S)

1

2
√
ij
exp

O

 ∑
i∈V (S)

C2
S(i)

i

 . (1)

(1) felhasználásával térjünk át Gn,m-re, ahol m ≥ 1 rögźıtett, és
számláljuk meg az ebben részgráfként megjelenő háromszögek számát.

4.2.3. Tétel. Legyen Gn,m egy LCD-beli véletlen gráf, ekkor benne a
háromszögek várható értékére (E(T )), a következő teljesül:

E(T ) ∼ m(m− 1)(m+ 1)

48
log3 n,

ha n −→ ∞.

Bizonýıtás. Térjünk vissza az LCD-modell bevezetésénél látott módszerre
és gondoljunk Gn,m-re, mint Gnm,1-ből, a csúcsok csoportośıtásával
származtatott gráfra. Vizsgáljuk meg, hogy egy konkrét csúcshármas mi-
kor alkot háromszöget Gn,m-ben.

Az analógia alapján 1 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ n ∈ Gn,m(V ) pontosan akkor alkot
háromszöget, ha ∃i, i′, j, j′, k, k′ ∈ V (Gnm,1),m(a−1) ≤ i, i′ < ma,m(b−1) <
j, j′ ≤ mb,m(c− 1) < k, k′ ≤ mc úgy, hogy ij′, jk′, i′k ∈ E(Gnm,1).

Legyen S Gnm,1 egy olyan részgráfja, amelyre V (S) = {i, i′, j, j′, k, k′} és
E(S) = ij′, j′k, i′k és alkalmazzuk erre a 4.2.2 lemmát:
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PS =
∏

x∈V −(S)

dbeS (x)!
∏

xy∈E(S)

1

2
√
xy

exp

O

 ∑
x∈V (S)

C2
S(x)

x

 =

= K1

∏
x∈V −(S)

dbeS (x)!
∏

xy∈E(S)

1

2
√
xy

=

= K2

∏
x∈V −(S)

dbeS (x)!
1

2
√
mamb

1

2
√
mbmc

1

2
√
mamc

= K2

∏
x∈V −(S)

dbeS (x)!
1

8m3abc
,

ahol K1, K2 korrekciós tagok korlátosak és határértékben az 1-hez tartanak,
ha a −→ ∞.

Most nézzük meg, hogy hányféleképpen választhatjuk ki a vizsgált
i, i′, j, j′, k, k′ csúcsokat. Az megállaṕıtható, hogy k-nak és k′-nek
különbözőnek kell lennie, különben az ő kifoka 2 lenne, ez pedig ellent-
mondana annak, hogy ő Gnm,1-nek egy lehetséges részgráfja. A j-re és j′

csúcsokra nincs ilyen kikötés, hiszen
”
középső” csúcsokként az egyik él min-

denképpen a dbe, másik a dki értéküket növeli. Az i és i′ választásakor két
esetet külöńıthetünk el, lehetséges i = i′, m lehetőséggel és i ̸= i′, m(m− 1)
lehetőséggel. Ezeket összegezve az összes lehetőségünk : mm2m(m − 1) +
m(m− 1)m2m(m− 1) = m4(m− 1) +m4(m− 1)2

Az adott a, b, c csúcsok által megadott háromszögek számának várható
értékét Gn,m-ben az előző két eredmény alapján becsülhetjük. Az i, i′ csúcs
választása alapján két eset lesz, vagy i = i′, ekkor dbei = 2 vagy i ̸= i′, ekkor
dbel ≤ 1∀l ∈ V (S). Emiatt:

E(Tabc) = C3

(
m4(m− 1)

2

8m3abc
+m4(m− 1)2

1

8m3abc

)
= C3

m(m− 1)(m+ 1)

8abc
.

Ezután még a, b, c választása a feladatunk, ezeket összegezzük ki az előző,
egy konkrét hármasra vonatkozó eredményt:

E(T ) = (1 + o(1))
∑

1≤a≤b≤c≤n

m(m− 1)(m+ 1)

8abc
∼ m(m− 1)(m+ 1)

48
log3 n.
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A továbbiakban a whp jelölés a with high probability-t rövid́ıti, melynek
jelentése egy An eseménysorozatra a következő: P (An) −→ 1, ha n −→ ∞.

4.2.4. Tétel. (bizonýıtás nélkül) Legyen Gn,m LCD-modellbeli, m ≥ 1, ϵ > 0
rögźıtett. Ekkor a gráfban szereplő tripletek számára teljesül az alábbi whp:

(1− ϵ)
m(m+ 1)

2
n log n ≤ P2(Gn,m) ≤ (1 + ϵ)

m(m+ 1)

2
n log n

ha n −→ ∞.

Ezzel elértünk a 4.2.1. tétel bizonýıtásának zárásához a globális klaszte-
rettségi együttható aszimptotikus viselkedéséről. Vessük össze a 4.2.3. tételt
és a 4.2.4. tételt:

E(C1(G)) = E

(
3T (G)

P2(G)

)
∼ m− 1

8

log2 n

n
.

4.2.2. Buckley-Osthus-modell/Móri modell

Az LCD-modell esetében felmerülhet az a kérdés, hogy egy új él behúzásakor
minden addigi csúcsnak lesz-e esélye az él végpontjává válni. Azt, hogy a
válasz igen, az garantálja, hogy amikor egy csúcsot a gráfhoz adunk, vele
együtt egy élet is, ı́gy fokszáma egy, vagy hurokél esetén kettő lesz. Ezek
után a következő csúcs hozzáadásánál már pozit́ıv valósźınűséggel szerepel a
versenyben.

A valós hálózatok modellezésekor mégis szükség lehet rá, hogy a
fokszámok által létrejövő különbséget valamennyire szabályozni tudjuk. En-
nek érdekében meghatározhatjuk a csúcsok kezdeti attraktivitását β, amely
fokszámtól függetlenül biztośıt számukra versenyképességet. Ezt az értéket
minél nagyobbra választva a csúcsok fokszámának különbsége egyre kevésbe
lesz jelentős befolyással a gráf alakulására.

4.2.2. Defińıció (Buckley-Osthus-modell). [3] Azt mondjuk, hogy a
Gβ

n,m(V,E) véletlen gráfunk BO-modellbeli, ha ugyanúgy konstruáljuk, mint
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az LCD-modellben, azzal a különbséggel, hogy a t. lépésben az új él
behúzásakor az i csúcs kiválasztásánál s csúcs esélye a következőképpen ala-
kul:

P (i = s) =

{
dt−1
s +β

(β+2)t−1
ha s ̸= t

β+1
(β+2)t−1

ha s = t

A BO-féle defińıcióban szereplő kezdeti attraktivitásra β ≥ 0 egész.
A modellt Móri általánośıtotta tetszőleges β > −1 valósra. Kellően ala-
csony fokszámok esetén (∀i-re 0 ≤ di ≤ n1/100(β+1) mindkét modell fokszám-
eloszlása 3 + β paraméterű hatványeloszlást követ.

4.2.5. Tétel. [4] A Móri-modell globális klaszterezettségi együtthatójának
várható értéke is a 0-hoz tart n növelésével, ugyanis

E(C1(G)) ∼ K1
logn

n

teljesül, ha β > 0 és n −→ ∞, ahol

K1 =
3
(
m(m− 1) (1+β)2

β2 +m(m− 1)2 (1+β)3

β2(2+β)

)
(

2+5β
2β

m2 + 2−β
2β

m
)

Bizonýıtás. A tételt Eggemann és Noble bizonýıtotta [4]-ben β > 0 feltétel
mellett. Mivel a modell az LCD-modell egy általánośıtása, ı́gy az ahhoz tar-
tozó bizonýıtásra támaszkodhatunk ebben az esetben is. Az eltérő eredmény
miatt azonban ennek főbb lépéseit is végigvesszük.

E(C1(G)) = E

(
3T (G)

P2(G)

)
∼ 3E(T (G))

E(P2(G))

fennállása miatt meg kell határoznunk a gráfban szereplő háromszögek és
tripletek várható értékét.

4.2.6. Tétel. Legyen Gβ
n,m egy BO-beli véletlen gráf, ekkor a benne szereplő

háromszögek várható értékére a következő teljesül:

E(T ) =

(
m(m− 1)

(1 + β)2

β2
+m(m− 1)2

(1 + β)3

β2(2 + β)

)
log n+O(1).
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Bizonýıtás. Jelöléseink megegyeznek az előzőkben bevezetettekkel és az el-
indulásunk is megegyezik: tekintsük Gβ

n,1 esetét, vagyis amikor minden
lépésünkben pontosan egy csúcsot és élet adunk a gráfunkhoz.

4.2.7. Lemma. Legyen S Gβ
n,1-nak egy lehetséges részgráfja és β > 0. Ekkor

annak a valósźınűsége, hogy Gβ
n,1 valóban tartalmazza S-et ı́gy ı́rható le:

PS =
β

β + dbes (1)

∏
i∈V −(S)

Γ(1 + β + dbeS (i))

Γ(1 + β)

∏
i∈V +(S)

1

(2 + β)(i− 1)− 2

∏
t/∈V +(S)

(
1 +

CS(i)

(2 + β)(i− 1)− 2

)
,

ahol CS(i) az E(S)-beli élek száma amelyek az {i, ..., n} halmazból
{1, ..., i− 1}-be mennek. Ebből

PS =
β

β + dbes (1)

∏
i∈V −(S)

Γ(1 + β + dbeS (i))

Γ(1 + β)

∏
(ij)∈E(S):i>j

1

(2 + β)(ii+βj)
1

2+β

exp

(
O

(∑
j∈S

C2
S(j)

j − 1

))
.

Az analógia alapján 1 ≤ a ≤ b ≤ c ≤ n ∈ Gn,m(V ) pontosan akkor alkot
háromszöget, ha ∃i, i′, j, j′, k, k′ ∈ V (Gnm,1),m(a−1) < i, i′ ≤ ma,m(b−1) <

j, j′ ≤ mb,m(c− 1) < k, k′ ≤ mc úgy, hogy ij′, jk′, i′k ∈ E(Gβ
nm,1).

Legyen S Gnm,1 egy olyan részgráfja, amelyre V (S) = {i, i′, j, j′, k, k′},
E(S) = ij′, j′k, i′k, és az előző bizonýıtástól eltérő módon már itt vegyük
figyelembe, hogy ezeket hogyan választhatjuk.

1. eset: i = i′ esetén dbei = 2, d′bej = 1 és minden más s ∈ S-re dbes = 0.
Alkalmazzuk a 4.2.7. lemmát:

PS =
Γ(3 + β)Γ(2 + β)

Γ2(1 + β)

1

(2 + β)3

(
1

i2j′(jkk′)1+β

) 1
2+β

exp

(
O

(
1

a

))
=

=
(1 + β)2

(2 + β)2
1

m3

(
1

a2b2+βc2+2β

) 1
2+β
(
1 +O

(
1

a

))
.
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Emellett, az előző bizonýıtásban látott okok miatt i = i′ esetén
m4(m− 1) módon választhatjuk ki a csúcsainkat.

2. eset: i ̸= i′:

PS =
(1 + β)3

(2 + β)3
1

m3

(
1

a2b2+βc2+2β

) 1
2+β
(
1 +O

(
1

a

))
.

Itt i, i′, j, j′, k, k′ megfelelő kiválasztására m4(m− 1)2 lehetőségünk van.

1. és 2. esetet összevetve kapjuk, hogy fix a, b, c mellett a háromszögek
várható értéke a következőképpen alakul:

E(Tabc) =

=

(
m(m− 1)

(1 + β)2

(2 + β)2
+m(m− 1)2

(1 + β)3

(2 + β)3

)(
1

a2b2+βc2+2β

) 1
2+β
(
1 +O

(
1

a

))
.

Ha ezt az értéket a, b, c összes lehetséges választása mellett nézzük, meg-
kapjuk a tételben szereplő kifejezést:

E(T ) =

(
m(m− 1)

(1 + β)2

β2
+m(m− 1)2

(1 + β)3

β2(2 + β)

)
log n+O(1).

4.2.8. Tétel. (bizonýıtás nélkül) Legyen Gβ
n,m BO-modellbeli, β > 0. Ekkor

a gráfban szereplő tripletek számára teljesül az alábbi:

E(P2) =

(
2 + 5β

2β
m2 +

2− β

2β
m

)
n+O

(
n

2
2+β

)
.

A 4.2.6. és a 4.2.8. Tétel alapján meghatározhatjuk a globális klasztere-
zettségi együttható várható értékét.

E(C1(G
β
n,m)) =

3
(
m(m− 1) (1+β)2

β2 +m(m− 1)2 (1+β)3

β2(2+β)

)
log n(

2+5β
2β

m2 + 2−β
2β

m
)
n

+O

(
1

n

)

25



4.2.3. Egyéb modellek

Barabási és Albert már a Preferential Attachment modell megalkotásakor
is emĺıtenek olyan tényezőket, amelyeket nem éṕıtettek bele a kezdeti mo-
dellbe, de a valóságban szintén jellemzőek lehetnek a megfigyelt hálózatokra.
Tekintsük át ezekből a legegyszerűbbeket!

Az LCD-modell és a Móri-modell esetében is, az eredeti BA-modellhez
hasonlóan, az egyes csúcsok előnye kizárólag abból fakad, hogy mikor lettek
hozzáadva a gráfhoz, hiszen a később érkező pontoknak kevesebb idejük van
fokszámuk növelésére, ezért hátrányba kerülnek az új élek behúzásakor a több
szomszéddal rendelkezőkkel szemben. Emiatt azoknak a csúcsoknak kellene
a kész gráfban a legtöbb éllel rendelkezniük, akik a legkorábban kerültek a
gráfba, s ı́gy a legtöbb ideig gyűjtögettek. Egy, a valós hálózatokban meg-
figyelt jelenség azonban ellentmond a modell ezen tulajdonságának. Időről
időre hallhatunk olyan példáról, amikor egy új érkező gyökeresen felforgatta a
rendszerben addig kialakult status quot. Gondoljunk csak például a hirtelen
felbukkanó és hatalmas népszerűségre szert tevő honlapokra, alkalmazásokra,
vagy a váratlanul berobbanó, óriási ismertségre szert tevő zenekarokra. Egy
idő után sikerük növekedése magyarázható a

”
gazdag egyre gazdagabb lesz”

elvvel, az viszont nem, hogy hogyan győzhetik le látványosan a már ismert
vetélytársaikat.

Erre magyarázatot az alkalmassági együttható bevezetése adhat, vagy-
is ha a Móri-modellnél látott általános kezdeti attraktivitás helyett az
egyes csúcsok rendelkeznek egy saját βi alkalmassági mutatóval, amely azt
határozza meg, hogy a többiekkel szemben mennyire versenyképesek az új
élek bevonzásában. Minél nagyobb egy csúcs alkalmassága, annál nagyobb
eséllyel ér el kitörő sikert – nagy fokszámot – , lehagyva a régebbi csúcsokat.
Ezt a saját alkalmasságot, vagy fitneszt is figyelembe véve álĺıtható fel az
alkalmassági modell.

Szintén érdemes lehet foglalkozni a hálózatba már bekerült csúcsok
későbbi viselkedésével. Ha újra a valóság ábrázolására gondolunk, könnyen
elképzelhető, hogy két már meglévő csúcs között spontán létrejön egy új él,
ahogyan az is, hogy a pontjaink idővel öregedhetnek, ami során fitneszük
csökkenhet, vagy akár el is tűnhetnek.

A dolgozat további részében nem fogunk foglalkozni ezekkel a specifikus
esetekkel, helyette egy általánosabb matematikai megközeĺıtés kerül bemu-
tatásra.
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5. A PA-osztály

5.1. A preferenciális kapcsolódás általánośıtása

Az előző fejezetben láthattunk, hogy a Barabási-Albert modell ötletét fel-
használva, de különböző módośıtásokat végrehajtva különböző modellek-
hez jutunk. Ezek a modellek azonban mind fokszámeloszlásukban, mind
a klaszterezettségi együtthatójuk aszimptotikus viselkedésében hasonĺıtanak
egymásra. Érdekes lehet tehát az a kérdés, hogy be tudunk-e vezet-
ni egy olyan paraméteres modellcsaládot, amely magába foglalja az egyes
változatokat és általános léırását adja a preferenciális kapcsolódás modellje-
inek.

Ostroumova, Ryabchenko és Samosvat [8]-ben bevezeti a PA-osztály fo-
galmát, amely megoldást nyújt a feladatra.

5.1.1. Defińıció (PA-osztály). Legyen Gn,m, n > n0 véletlen gráf a PA-
osztálybeli, ha a kezdeti Gn0,m gráfból kiindulva azt minden lépésben egy
csúccsal és ahhoz kapcsolódó m éllel bőv́ıtjük a következők szerint:

P (dn+1
i = dni |Gn,m) = 1− A

dni
n

−B
1

n
+O

(
(dni )

2

n2

)
(2)

P (dn+1
i = dni + 1|Gn,m) = A

dni
n

+B
1

n
+O

(
(dni )

2

n2

)
(3)

P (dn+1
i = dni + j|Gn,m) = O

(
(dni )

2

n2

)
, 2 ≤ j ≤ m (4)

P (dn+1
n+1 = m+ j|Gn,m) = O

(
1

n

)
, 1 ≤ j ≤ m, (5)

∀i ∈ V (Gn,m), ahol d
n
i az i csúcs fokszáma Gn,m-ben.

A és B paraméterekre fent kell állnia 2mA + B = m-nek és 0 ≤ A ≤ 1-
nek, hiszen egy lépésben minden élre

P (egy behúzandó élnek végpontot választunk) = 1 =

=
1

m

∑
i≤n

A
dni
n

+B
1

n
=

1

m

(
A
2mn

n
+B

n

n

)
=

1

m
(2Am+B).
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Nézzük meg, mit is jelentenek a defińıció elvárásai: a 2 - 4 valósźınűségek
egy tetszőleges i ≤ n csúcsra vonatkoznak, az eddig látott preferenciális
kapcsolódásos modellekhez hasonlóan az esélyük egy él szerzésére az addigi
fokszámukkal arányos, kompenzálva egy uniform taggal. Vegyük észre, hogy
az LCD és a BO-modellek definiálásával ellentétben itt nem térünk át a Gnm,1

gráfra, 4-ben pedig kikötjük, hogy az m él közül egy csúcs kis valósźınűséggel
szerezzen meg többet is. Az 5 egyenlet már az újonnan hozzáadott n + 1
csúcsról szól, aminek fokszáma m lenne, ha csak már meglévő csúcsokba
indulnának belőle, ı́gy az egyenlet a hurokélek alacsony valósźınűségét ga-
rantálja.

5.1.1. Lemma. Az LCD-modell a PA-osztályba tartozik A = 1
2
és B = 0

paraméterekkel. A Móri-modell a PA-osztályba tartozik A = 1
β+2

és B = mβ
β+2

paraméterekkel.

A PA-osztály definiálásával modellek egy kellően tág csoportját
határoztuk meg. [8]-ban belátták, hogy ezek mindegyikének fokszámeloszlása
hatványeloszlást követ γ = 1 + 1

A
paraméterrel, tehát megfelelnek a valós

hálózatok ezen követelményének.

Az előző fejezetben láttuk, hogy az 5.1.1. Lemma alapján ide tartozó
LCD- és Móri-modellekhez tartozó véletlen gráfokban a globális klasztere-
zettségi együttható n növelésével a nullához tart. Kérdés, hogy mit mond-
hatunk általánosan a PA-osztályba tartozó modellekről.

5.1.2. Lemma. [8] Minden PA-osztálybeli modellben a benne szereplő trip-
letek számára (P2) a következő teljesül whp:

1. 2A < 1 esetén P2(n) ∼
(
2m(A+B)m(m−1)

2

)
n

1−2A

2. 2A = 1 esetén P2(n) ∼
(
2m(A+B)m(m−1)

2

)
n log n

3. 2A > 1 esetén ∀ϵ > 0-ra n2A−ϵ < P2(n) < n2A+ϵ

Az 5.1.3. Lemmát összevetve azzal a megállaṕıtással, hogy a megjelenő
háromszögek száma a gráfban, T (n) ≤ O(n), hiszen minden lépésben legfel-

jebb m(m−1)
2

háromszög jöhetett létre, a következőket kapjuk:

1. 2A < 1 ⇐⇒ γ > 1 + 1
1/2

= 3 esetén a C1(Gn,m) ≤ O(1)

2. 2A = 1 ⇐⇒ γ = 3 esetén C1(Gn,m) ≤ O
(

1
logn

)
3. 2A > 1 ⇐⇒ γ < 3 esetén C1(Gn,m) ≤ O

(
n−λ

)
, λ > 0
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Láthatjuk, hogy abban az esetben is, amikor minden lépésben valóban
létre is jön O(1) háromszög, legfeljebb γ > 3 esetén lehet esélyünk konstans
globális klaszterezettségi együtthatót elérni. Emellett az ide tartozó model-
lek klaszterezettségi együtthatója még rögźıtett A és m paraméterek mellett
is túl különböző viselkedést mutathat. Annak az igénye motiválta tehát a
bevezetett, de túl általánosnak tűnő PA-osztály egy megszoŕıtását, hogy ott
a klaszterezettségi együttható már egységesebben meghatározható legyen.

5.2. A T-alosztály

5.2.1. Defińıció. [9] Azt mondjuk, hogy a Gn,m véletlen gráfmodell T-
alosztálybeli, ha PA-osztálybeli (azaz kieléǵıti a 2-5 feltételeket) és teljesül
rá a következő is:

P (dn+1
i = dni + 1, dn+1

j = dnj + 1|Gn,m) = eij
D

mn
+O

(
dni d

n
j

n2

)
, (6)

ahol eij az i és j csúcsok között futó élek száma, D > 0 konstans.

5.2.1. Lemma. Amennyiben megengedjük a D paraméter 0-nak választását,
akkor az LCD- és a Móri-modell a T-alosztályba tartozik D = 0 paraméterrel.

Vizsgáljuk meg először C1, azaz a globális klaszterezettségi együttható
viselkedését a T-alosztályba tartozó modelleknél.

5.2.2. Lemma. Legyen Gn,m T-alosztálybeli, azaz teljeśıtse 6-t, ekkor whp
T (n) ∼ Dn.

Bizonýıtás. Az álĺıtás bizonýıtásához először tekintsük az egy lépésben meg-
jelenő háromszögek számának várható értékét. Belátható, hogy 6 tel-
jesülése esetén a hibatag o(1)-ben marad, ı́gy ez D + o(1), ı́gy n lépés után
ET (n) = Dn + o(n). Ezek után belátható a várható érték körüli megfelelő
koncentráció is.

Az előző alfejezetben szereplő 5.1.2. Lemma minden PA-beli modellre,
ı́gy a T-alosztályra is vonatkozik. Ezt, illetve az 5.2.2. Lemmát felhasználva
kaphatjuk meg C1-et.
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5.2.3. Tétel. Minden T-alosztálybeli modellben a globális klaszterezettségi
együtthatóra (C1) a következő teljesül whp:

1. 2A < 1 ⇐⇒ γ > 1 + 1
1/2

= 3 esetén

C1(Gn,m) ∼ 3(1−2A)D

2m(A+B)+
m(m−1)

2

n-től független konstans

2. 2A = 1 ⇐⇒ γ = 3 esetén

C1(Gn,m) ∼ 3D

(2m(A+B)+
m(m−1)

2 ) logn
∼ O

(
1

logn

)
3. 2A > 1 ⇐⇒ γ < 3 esetén ∀ϵ > 0-ra

n1−2A−ϵ ≤ C1(Gn,m) ≤ n1−2A+ϵ =⇒ C1(Gn,m) ∼ O
(
n−λ

)
, ahol λ > 0

Azt kaptuk tehát, hogy a T-alosztálybeli modelleknél is van olyan eset,
hogy a globális klaszterezettségi együttható a 0-hoz tart: D = 0 vagy 2A ≥
1. Megfigyelhetjük, hogy mivel az LCD- és Móri-modellek esetén fennnáll
D = 0, ı́gy ez alapján a tétel alapján is azt kapjuk, hogy bennük a globális
klaszterezettségi együtthatónak 0-hoz kell tartania.

Nézzük meg most a T-alosztályban az átlagos lokális klaszterezettségi
együttható, C2 viselkedését!

Belátható, hogy Gn,m-ben az m fokszámú csúcsok száma whp legalább
kn, ahol k egy pozit́ıv konstans. Ebből a következő alsó korlátot adhatjuk
C2-re:

C2(Gn,m) =
1

n

∑
i∈V (G)

c(i) ≥ 1

n

∑
i∈V (G),di=m

c(i) ≥ 1

n
kn

D

m(m− 1)/2
=

2kD

m(m− 1)

Látható, hogy 6 és D ̸= 0 teljesülése mellett C2 nem tart a 0-hoz n
növelésével, hiszen mindig egy pozit́ıv konstanssal becsülhető alulról. Ezek
után definiáljunk hát egy olyan T-alosztálybeli modellt, amelyre D ̸= 0!

5.3. A Polinomiális modell

A PA-osztály, majd a T-alosztály vizsgálata után felálĺıthatunk egy konkrét
modellt [8] alapján, amely megfelel a (2-6) kritériumainknak.

5.3.1. Defińıció (Polinomiális modell). [8] Legyen Gn+1,m egy véletlen
iránýıtott gráf úgy, hogy minden él a kisebb csúcsba mutasson. Azt mond-
juk, hogy Gn+1,m gráf a Polinomiális modellbe tartozik, ha egy kezdeti Gn0,m
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gráfból kiindulva azt minden lépésben egy csúccsal és m éllel bőv́ıtjük a
következők szerint:

Legyen Pk,l pozit́ıv paraméter ∀0 ≤ k ≤ m
2
és ∀0 ≤ l ≤ (m− 2k) egészre

és
∑

k,l Pk,l := 1.

Az (n+ 1). lépés előtt Pk,l valósźınűségekkel választunk egy kn+1 és ln+1

számot, ez mutatja meg, hogy az m behúzandó él közül mennyit húzzunk be
az egyes módok szerint.

Az élbehúzás lehetséges módjai:

1. TF: a már szereplő élek közül választunk egyet egyenletes eloszlás
szerint és húzunk egy-egy új élet a kezdő- és végpontjába is, háromszöget
kialaḱıtva.

2. PA: a már szereplő élek közül választunk egyet egyenletes eloszlás
szerint és húzunk egy új élet csak a végpontjába.

3. U: a már szereplő élek közül választunk egyet egyenletes eloszlás
szerint és húzunk egy új élet csak a kezdőpontjába.

Az (n + 1). lépésben behúzunk 2kn+1 élet a TF-módszerrel, ln+1 élet
PA-módszerrel és m− 2kn+1 − ln+1 élet U-módszerrel.

Az élek behúzásánál alkalmazott három módszer igényelhet némi ma-
gyarázatot. A TF a Triangle Formation rövid́ıtése, ebben a lépésben ugyan-
is biztosan háromszögeket fogunk létrehozni, hiszen egy már létező él két
végpontjába húzunk új éleket. A PA a Preferential Attachment, preferen-
ciális kapcsolódásra utal, hiszen egy csúcs fokszáma akkor fog növekedni
ebben a lépésben, ha az a kiválasztott csúcs végpontja volt, azaz ebben a
lépésben előnyben részesülnek a magasabb befokkal rendelkező csúcsok. A
PA-lépéssel szemben az U Uniform lépést jelent, hiszen itt a kimenő élek
után növekedhet az egyes csúcsok fokszáma, a kifoka pedig mindegyiküknek
egységesen m.

5.3.1. Tétel. A Polinomiális modell a PA-osztályba és a T-alosztályba tar-
tozik.

Bizonýıtás. [8] alapján vezessük beMk,l
n,m(i1, ..., im)-et, ami megmutatja, hogy

rögźıtett kn+1 := k és ln+1 := l értékekre mekkora valósźınűséggel kapnak
pont az i1, ..., im csúcsok új éleket az (n+ 1). lépésben.
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Mk,l
n,m(i1, ..., im) := P (i1, ...i2k csúcsok TF-lépésből kapnak új élt,

i2k+1, ..., i2k+l csúcsok PA-lépésből kapnak új élt, i2k+l+1, ..., im csúcsok

U-lépésből kapnak új élt) =
1

nm−2k−l

k∏
x=1

ei2xi2x−1

2mn

2k+l∏
y=2k+1

dbeiy
mn

,

ahol exy a két csúcs között futó élek száma Gn,m-ben, |E(Gn,m)| = mn és dbey
a csúcs fokszáma Gn,m-ben.

Az (n + 1). lépésünk vizsgálatához figyelembe kell vennünk kn+1 és
ln+1 kiválasztásának összes lehetséges esetét. Ezt összevetve az előző
eredménnyel, a következőt kapjuk:

P (i1, ..., im csúcsok kapnak új éleket az (n+ 1). lépésben) =

=

m/2∑
k=0

m−2k∑
l=0

Pk,lM
k,l
n,m(i1, ..., im)

Az eddigi megalapozás után beláthatjuk a 2-6 feltételek teljesülését a
Polinomiális modellre, ezzel pedig a T-alosztályba tartozását (ez az álĺıtás a
[8] cikkben bizonýıtás nélkül szerepel).

Tekintsük először a 3 feltételt, dni -et az egyszerűség kedvéért jelöljük di-
vel, dn+1

i -et pedig d∗i -gal.

Pk,l(d
∗
i = di+1|Gn,m) = P (i élet kap U, TF vagy PA-módon, rögz. k, l mellett) =

=
1

n
(m−2k−l)+

di
2mn

2k+
dbei
mn

l =
m

n
+
(di − 2m)k

mn
+
(dbei −m)l

mn
=

m

n
+
(k + l)(di − 2m)

mn

Ha figyelembe vesszük k, l választását is:

P (d∗i = di + 1|Gn,m) =
∑
k,l

Pk,l

(m
n

)
+

(k + l)(di − 2m)

mn
=

=
di
n

∑
k,l

Pk,l
k + l

m
+

m

n
− 2m

n

∑
k,l

Pk,l
k + l

m
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Legyen A :=
∑

k,l Pk,l
k+l
m
, ekkor, kihasználva a PA-osztály definiálásánál

feltett B = m− 2mA álĺıtást is:

P (d∗i = di + 1|Gn,m) =
di
n
A+

1

n
(m− 2mA) =

di
n
A+

1

n
B.

A 3 feltételből következik 2 is:

P (d∗i = di|Gn,m) = 1− A
di
n

−B
1

n
.

A 4 feltétel arra az esetre vonatkozik, amikor i többször is bekerülne a
kiválasztott csúcsok közé. Ekkor az előző érvelést módośıtva már j = 2-re

látható, hogy minden tag O
(

(dni )
2

n2

)
vagy O

(
1
n2

)
lesz, tehát teljesül

P (d∗i = di + j|Gn,m) = O

(
(di)

2

n2

)
, 2 ≤ j ≤ m.

5

P (dn+1
n+1 = m+ j|Gn,m) = O

(
1

n

)
, 1 ≤ j ≤ m

A T-alosztályba tartozáshoz 6-nak is teljesülnie kell. Ezesetben két csúcs
együttes beválasztását kell vizsgálnunk.

A 4 feltétel bizonýıtásánál látott gondolatmenet itt annyiban módosul,
hogy külön kell vizsgálnunk a TF esetet, ahonnan

P (d∗i = di + 1, d∗j = dj + 1|Gn,m) =
∑
k,l

Pk,l
eij
mn

k +O

(
dni d

n
j

n2

)

Ekkor D :=
∑

k,l kPk,l választás mellett:

P (d∗i = di + 1, d∗j = dj + 1|Gn,m) = eij
D

mn
+O

(
dni d

n
j

n2

)
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5.4. Empirikus eredmények a Polinomiális modellről

A Polinomiális modell empirikus vizsgálatát m = 6 választása mellett
végeztem. A konkrét modellemben a TF lépéshez k-t (0 ≤ k ≤ m

2
)

mindig binomiális eloszlás szerint választottam. Ezután a PA lépéshez l
(0 ≤ l ≤ m − 2k) az a) esetben egyenletes eloszlás szerint, a b) esetben
szintén binomiális eloszlás szerint került kiválasztásra.

a) A TF-lépés binomiális eloszlásánál alkalmazott p paraméter
függvényében a Pk,l valósźınűségeket a lenti táblázat foglalja össze.

l,k 0 1 2 3

0
(
3
0

)
(1− p)3 1

7

(
3
1

)
(1− p)2p1

5

(
3
2

)
(1− p)p2 1

3

(
3
3

)
p3

1
(
3
0

)
(1− p)3 1

7

(
3
1

)
(1− p)2p1

5

(
3
2

)
(1− p)p2 1

3
0

2
(
3
0

)
(1− p)3 1

7

(
3
1

)
(1− p)2p1

5

(
3
2

)
(1− p)p2 1

3
0

3
(
3
0

)
(1− p)3 1

7

(
3
1

)
(1− p)2p1

5
0 0

4
(
3
0

)
(1− p)3 1

7

(
3
1

)
(1− p)2p1

5
0 0

5
(
3
0

)
(1− p)3 1

7
0 0 0

6
(
3
0

)
(1− p)3 1

7
0 0 0

A =
∑

k,l Pk,l
k+l
m

összefüggés alapján ∀p-re A = 1
2
adódik, ı́gy az 5.2.3.

Tétel alapján C1 értékére az az elvárásunk, hogy n növelésével ne túl gyorsan,
de a 0-hoz tartson.

A következő 6. ábrán p különböző választása mellett 5-5 véletlen
gráf megfigyelt klaszterezettségi együtthatóit szemléltetem, az első ábrán a
globális (C1), a másodikon a lokális klaszterezettségi együttható (C2) visel-
kedését.

Ahogy láthatjuk, C1 értéke az elvárásnak megfelelően n növelésével a
0-hoz közeĺıt, C2(G) viszont alulról korlátosnak tűnik.
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6. ábra. p különböző választása mellett C1(G) és C2(G) alakulása

b) Amennyiben az l paramétert is binomiális eloszlás szerint választjuk,
már változtatható lesz az A együttható értéke. Válasszuk most p-t és q-t
úgy, hogy A < 1

2
teljesüljön! Ehhez p := 0, 5, q := 0, 2.

l,k 0 1 2 3

0
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
0

)
(1− q)6

(
3
1

)
(1− p)2p

(
4
0

)
(1− q)4

(
3
2

)
(1− p)p2

(
2
0

)
(1− q)

(
3
3

)
p3

1
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
1

)
(1− q)5q

(
3
1

)
(1− p)2p

(
4
1

)
(1− q)3q

(
3
2

)
(1− p)p2

(
2
1

)
(1− q)q 0

2
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
2

)
(1− q)4q2

(
3
1

)
(1− p)2p

(
4
2

)
(1− q)2q2

(
3
2

)
(1− p)p2

(
2
2

)
q2 0

3
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
3

)
(1− q)3q3

(
3
1

)
(1− p)2p

(
4
3

)
(1− q)q3 0 0

4
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
4

)
(1− q)2q4

(
3
1

)
(1− p)2p

(
4
4

)
q4 0 0

5
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
5

)
(1− q)q5 0 0 0

6
(
3
0

)
(1− p)3

(
6
6

)
q6 0 0 0

Ekkor A =
∑

k,l Pk,l
k+l
m

= 0, 35, ebből B = m − 2mA = 0, 65 és D =∑
k,l kPk,l = 1, 5 adódik. Ezekből az 5.2.3. Tétel alapján C1-re a következőt

kapjuk:

C1 =
3(1− 2A)D

2m(A+B) +m(m− 1)/2
= 0,03309.
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7. ábra. p = 0, 5, q = 0, 2 választása mellett C1(G) és C2(G) alakulása

Az 7. ábrán demonstrált gráfok a Polinomiális modellek azon csoportjába
tartoznak, amelyek globális klaszterezettségi együtthatójára kellően nagy n-
ekre konstans értéket várunk el. Ez került ábrázolásra a mérési eredmények
mellett, melyek láthatóan hozzásimulnak az egyenesünkhöz.

Az átlagos lokális együtthatójuk az empirikus eredmények alapján
szintén nem tart a 0-hoz.

Összességében a gyakorlati vizsgálat és az elméleti eredmények alapján el-
mondható, hogy a Polinomiális modell A < 1

2
ésD > 0 esetén megfelel a valós

hálózatok modelljeivel szemben támasztott klaszterezettségi elvárásoknak,
hiszen globális és átlagos lokális klaszterezettségi együtthatójuk is szigorúan
pozit́ıv marad n növelésével.
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6. Összegzés

Dolgozatomban igyekeztem egy koherens, átfogó képet adni a véletlen
hálózatok különböző klaszterezettségi mutatóiról, összefüggéseikről és
vizsgálatukról, különös tekintettel a globális és átlagos lokális klasztere-
zettségi együtthatókra.

Áttekintettük a klaszterezettségi együtthatók fogalmát, a magasabb szer-
veződési szintet vizsgáló diadikus klaszterezettséget és a konkrétan meg-
határozott, erősen klaszterezett csoportok megtalálását célzó modularitást.

Ezt követően láttuk a modularitás témakörében definiált konfigurációs
modellre épülő Newton-féle algoritmusok működését. Ezek szolgáltatnak
nekünk az elvárt klaszterezettségi együtthatót jól közeĺıtő véletlen gráfokat,
ehhez azonban külső megszoŕıtásokat alkalmaznak, ı́gy nem modellezik meg-
felelően a valós hálózatok önszerveződő létrejöttét.

Ezen igény mentén bemutattuk a dinamikus Barabási-Albert mo-
dellt, illetve az erre épülő LCD- és Buckley-Osthus-modelleket. Ezek
fokszámeloszlásban és törvényszerűségeikben jól tükrözik a valódi hálózatok
viselkedését, azonban beláttuk, hogy globális (és átlagos lokális) klasztere-
zettségi együtthatójuk a 0-hoz tart, ez pedig ellentmond a tapasztalt konstans
értékeknek.

Az általános PA-osztály bevezetése részleges megoldást jelentett erre
a problémára. Erről beláttuk, hogy valóban az eddig vizsgált modellek
egy általánośıtása, majd egy plusz feltétel bevezetése, vagyis a T-alosztály
felálĺıtása után elértük, hogy az ide tartozó modellek globális klaszterezettségi
együtthatója a paraméterek megfelelő választása esetén egy pozit́ıv konstans
értékhez tartson.

A dolgozat zárásaként definiáltuk a konkrétan meghatározott Polino-
miális modellt, ami a PA-osztályba, azon belül pedig a T-alosztályba tar-
tozik. A modell empirikus vizsgálata alátámasztotta a korábbi elméleti
eredményeket a T-alosztályba tartozó modellek globális klaszterezettségi
együtthatójáról, és eredményekkel szolgált az átlagos lokális klaszterezettségi
együttható aszimptotikusan konstans viselkedéséről is.
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