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Bevezetés

Bévitsiik ki a valés szamok halmazat a —oo elemmel és cseréljiik le a jol megszokott
(4, x) miveletpart (max, +)-ra. Az igy kapott struktirat nevezziik trépusi félgytirtinek.
Segitségével szamos probléma egyszertibb alakra hozhatd, 4j tételek és algoritmusok irhatok
fel kiillonb6z6 kombinatorikai, optimalizalasi feladatok megoldasara.

Simon Imre, magyar szarmazasu matematikus elsok kozott foglalkozott ezen tertilet-
tel. Brazilidban, a Sao Paulé-i egyetemen dolgozott - innen a trépusi jelzo -, tiszteletére
nevezték el tropusi matematikanak.

Alapvetd algebrai definiciék és problémék trépusi megfeleléi fontos kombinatorikai
jelentéssel birnak. Matrixok determinansa maximalis silyd parositasnak, legnagyobb
sajatértékiik pedig maximalis koratlagnak felel meg. Legrovidebb irdnyitott utak hosszat
matrixhatvanyozassal szamithatjuk ki. Ezekrol, és hasonld kapcsolatokrdl szél az elso fe-
jezet.

A masodik szakaszban bemutatunk egy modellt, melyben kiilonb6zo titemezéselméleti
feladatok kényelmesen leirhaték, majd megfogalmazzuk tropusi valtozataikat. Késobb,
ezen problémak egyikére konkrét megoldast is mutatunk Krivulin egy tételének fel-
hasznalasaval.

A harmadik szekciéban targyalt alternalé mddszer kozponti szerepet jatszik a trépusi
rendszerek megoldasainak megkeresésében. Szamos mas algoritmus épil ra, fejleszti tovabb
ujabb feladatok megoldésa érdekében. Bebizonyitjuk az algoritmus helyességét és hogy
futasi ideje pszeudopolinomidlis. Ezutan prezentalunk két varidciét az alternalé modszerre,
melyek a feladat egészértékli megoldasait hivatottak megtaldlni.

A Kklasszikus linedris programozas mintajara bevezetjilk a maxlinedris programozast
a negyedik részben. Definialjuk a maxlinearis fliggvényeket és kiillonbozé algoritmusokat
adunk a feltételrendszertol és attol fiiggden, hogy a célfiiggvényt éppen minimalizalni vagy
maximalizalni szeretnénk.

Végil, kitekintésképp eloszor egy jatékelméleti feladat kapcsolatat irjuk fel egy tropusi
rendszerrel, majd pedig egy filogenetikai tétel matematikai valtozatat mutatjuk be a tropusi
algebra és geometria eszkozeinek segitségével.



1. A trépusi algebra és kapcsolata a kombinatorikaval

1.0.1. Definicié. Legyenek a,b € T :=RU{—o0}. Ekkor
e a®b:=max(a,b),
e a®b:=a+Db.
1.0.2. Allitas. (T, ®, ®) kommutativ félgyiir.
Bizonyitas. Legyenek a,b,c € T.
1. (T, ®) kommutativ egységelemes félcsoport, melynek neutralis eleme ¢ := —o0:
e (a®b)®c=max(max(a,b),c) = max{a,b,c} = max(a, max(b,c)) = a® (bdc)
e c @ a=max(e,a) =a=max(a,e) =ade
e a®b=max(a,b) = max(b,a) =bda
2. (T, ®) kommutativ egységelemes félcsoport, melynek egységeleme 0:
e (a®b)®@c=(a+b+c=a+(b+c)=a® (b®c)
e 0®a=04+a=a=a+0=a®0
e a®b=a+b=b+ta=0®a
3. A trépusi szorzas balrél és jobbrdl is disztributiv a trépusi Osszeaddsra nézve:
e a®(b®dc)=a+max(bc) =max(a+ba+c)=(a®b) ®(a®:c)
e (a®b)®c=max(a,b) +c=max(a+c,b+c)=(a®c)®(b®:c)
4. T annihilatora e:
e c®a=cta=c=at+te=a®c¢

]

1.0.3. Megjegyzés. A félgyiiri teljesen rendezett a < relaciéval, ahol x <y < xdy =y.
e # x € T esetén z-nek nem létezik ellentettie, azaz By € T : x®y = ¢, hiszen 2Py > x > €.
Ellenben minden z € T-nek van inverze, vagyis 3z~ ! € T : x ® 27! = 0. A szokdsos
értelemben vett ellentett, 71 := —z j6 vdlasztds lesz, mert ekkor z @ v~ =z + (—z) = 0.

A kovetkezdkben megvizsgaljuk néhany alapvetd linedris algebrai definicié és probléma
trépusi valtozatat, valamint azok kombinatorikai jelentését. Ehhez foként Butkovi¢ pub-
likaciéit hasznaljuk fel [4, 6].

1.0.4. Definicié (Trépusi determinans). Legyen A = (a;;) € T™*". Ekkor detp(A) =
Dres, Gir(1) ® A2r(2) @+ @ Ap(n)-



Adott A € T™* " matrix esetén elkészithetjiikk a w : £ — T sulyfliggvénnyel ellatott
Ga = (S,T; E) teljes péaros grafot: S cstcsait A soraival, T' csicsait pedig A oszlopaival
asszocialjuk, w({i,j}) == a;;.

1.0.5. Allitas. Ekkor detr(A) értéke megegyezik a G a-beli mazimdlis sulyi teljes pdrositds
sulydval.

Bizonyitds. Nézziik meg, mit szdmolunk ki val6jdban a trépusi determinédnssal: dety(A) =
MaXres, Air(1)+dor(2)+" - +an, (). Azaz kivdlasztunk minden sorbdl és oszlopbdl pontosan
egy elemet, ezeket Osszeadjuk, majd az Osszes ilyen lehetoség koziil kivalasztjuk a maximalis
értékiit. Tehat, azon tagokbol, melyekbol a maximumot valasztjuk, egy tag éppen egy teljes
parositasnak felel meg G 4-ban. ]

fgy a trépusi determindns kiszdmitdsdra a Gauss-elimindcié helyett egy mésik O(n?) idejii
algoritmus, a magyar mddszer alkalmas.

Egy x € T" vektort requldrisnak neveziink, ha nem szerepel benne € elem. Vezessiik be
az = = (z;) sorvektort, ahol z; = z;', ha x; # ¢, ¥; = ¢ killonben. Métrixok trépusi
szorzasa a szokasos mddon torténik, azzal a kiilonbséggel, hogy a standard miiveletek
helyett azok trépusi megfelel6jét alkalmazzuk.

8
1.0.6. Példa (Matrixszorzas). Legyen A = (154 _89 _36> ,x= | —4|. Ekkor
7

(1408 e B®-4)® (—6®7)\ _ (max{l4+88—4,—6+7} (22
A®I_((5@8)@(—9@—4)@(3@7))_(max{£+8,—9—4,3+7}>_(10)'

A matrixszorzas a tropusi esetben is hasonlé tulajdonsidgokkal rendelkezik, mint a klasszi-
kusban.

1.0.7. Allitas. Matrizok tropusi szorzdsa asszociativ, de nem kommutativ.

Bizonyitds. A kommutativitas nem teljesiil, példaul
1 1 2 -2 -1\ (2 3
-1 -1 1 2) \0 1)
-2 -1 2 1 1\ (-1 -1
1 2 -1 -1/ (2 2)

Az asszociativitdas belatasahoz jelolje i. egy matrix i-edik sorat. Szeretnénk, hogy
((AB)C);; = (A(BC));; minden i, j-re.

de

(AB);, = (ml?X air + b1, mgx air + bra, . . . ,Hll?X @i + bn)

Innen

((AB)C);; = max{mkax(aik + bg1) + ¢, - ,mgx(aik + bn) + Cnj}-

bt



Hasonl6 szdmolassal:
(A(BQ));; = max{mgx(blk + cj) + an, - - ,ml?x(bnk + Cpj) + Qin}-
Tehét
((AB)C);; = (A(BQC))i; = max g, + b + cij.

)

O]
1.0.8. Definicié (Matrixhatvanyozés). M € T " esetén M®F .= M®*-D o M. Egy M
0 e ... ¢
e 0 ... ¢
métrix nulladik hatvénya legyen M®° =71 = | . |
e e ... 0

A késébbiekben az olvashatésdg kedvéért M®* helyett egyszertien M*-t frunk.

Matrixok sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasa fontos klasszikus algeb-
rai probléma. A kérdés megfogalmazhaté a max-algebraban is, azaz egy adott matrix
sajatértékeit és a hozzajuk tartozd sajatvektorokat keressiikk ugy, hogy az a tropusi
miiveletekkel megfogalmazott egyenletnek tegyen eleget.

1.0.9. Probléma (Sajatérték-sajatvektor). A € T"*" esetén A @ x = A ®@ x mely x € T"
vektorokra, A € T skalarokra teljestil?

Jelolje A\(A) az A matrix legnagyobb sajatértékét. Definidljuk az A € T™*" matrixhoz
tartozé Dy = (V, E) irdnyitott grafot a w : £ — R silyfiiggvénnyel: E = {(i,7) : a;; > €},
és minden (i, j) = e € E esetén w(e) = a;;.

1.0.10. Tétel (Butkovic [5, 4.2. fejezet]). Legyen A € T™ ™. Ekkor A(A) megegyezik a
D 4-beli maximdlis kérdtlaggal (maximum cycle mean), azaz

. QiyigtQigigtFaiy i +aipig
A(A) = max - ,

ahol a mazimumot D4 dsszes (i1, 1s, ..., ik, 11) korébdl vdlasztjuk.

A tétel bizonyitdsat mellozziik, mert bar egyszeri fogalmak kozott teremt kapcsolatot,
belatasahoz mégis meglepden sok lemmara van sziikség.

A(A) = e pontosan akkor teljesiil, ha D4 aciklikus (max() = ¢), valamint egy D, graf
élsilyozésa akkor és csak akkor konzervativ, ha A\(—A) < 0. Ha A € R™*", akkor A\(A) az
egyetlen sajdtértéke A-nak [9]. Ezen sajatérték kiszamithaté O(n?) idében Karp algorit-
musdaval [12].

Tegyiik fel, hogy adott élstulyozott D, digrafban szeretnénk minden csticsbél minden
csticsba a legrévidebb irdnyitott 1t hosszat megtaldlni, azaz olyan A matrixot akarunk
konstrudlni, melyre a;; értéke megegyezik a legrovidebb ¢ — j Ut hosszdval. Vegytiik észre,
hogy az AF matrix i-edik soranak j-edik eleme éppen a legrévidebb, k é1bdl &ll6 i — j séta
hossza.



1.0.11. Definicié (Kleene star). Legyen A € T"". A* =@ A =TdAd A’®....

1.0.12. Allitas (Butkovic [5, 1.6.10 Allitas]). Ha A(A) <0, akkor A* = [GA®- @ Ak
minden k > n esetén.

Bizonyitds. A feltétel szerint A(A) < 0. Ekkor az 1.0.10 Tétel miatt Ds-ban csak
nempozitiv 0sszkoltségli kor van. Igy a D_4 graf konzervativ élsulyozdsi, azaz A =
AD A’ .- @ A1 valamint A* =1 @ A. ]

1.0.13. Allitas. Ha A(A) < 0, akkor A* kiszdmithaté O(n®) idében a Floyd-Warshall
algoritmus seqgitségével.

A bizonyitas elott elevenitsiik fel a Floyd-Warshall algoritmust.

Algoritmus 1 Floyd-Warshall [13]
1: fork=1...ndo

2 fori=1...ndo

3: for j=1...ndo

" A(i,5) = min[A(i, j), AG, k) + Ak, j)]
5 end for

6 end for

7: end for

Bizonyitds. Tsmét felhasznélva, hogy A(A) < 0, a D_4 graf konzervativ sulyozasu. Fi-
gyeljik meg, hogy erre a grafra futtatva a Floyd-Warshall algoritmust, az output éppen a
—A métrix. Innen pedig A* egyszeriien megkaphaté: A* =1 @ A. [

Altalaban A* kiszémitésa nem konnyf feladat, hiszen a A(A) < 0 feltétel éppen a konzer-
vativitast biztositotta, nemkonzervativ sulyozasu grafban pedig nehéz a legrévidebb utak
megtalalasa.

Egy métrix trépusi értelemben vett nyoma a tr(A) = @@, a;; kifejezés értéke, norméja
pedig [|A|| = D, D)_, aij. Ezenkiviil legyen Tr(A) = P, _, tr(A™). Ekkor a legnagyobb
sajatérték felirhato

AMA) = é trl/m(A™)

alakban is az 1.0.10 Tétel alapjan.

1.0.14. Allitas (Carre-egyenlStlenség). Tegyiik fel, hogy Tr(A) < 0. Ekkor A™ <
A* ¥Ym > 0.



Bizonyitds. Tr(A) = @) _, tr(A™) < 0 = minden m-re A™ f6atléjaban csak nempozitiv
elemek allnak. Ekkor D 4-ban csak nempozitiv 6sszkoltségli irdanyitott korok vannak, ezért
A(A) < 0. Az 1.0.12 &llitas miatt A* = ;:01 Al minden k > n-re, azaz A* = [ D A D
@ AL Ham < n — 1, akkor A™ szerepel az el6bbi tagok kozt, igy igaz az A™ < A*
egyenlStlenség. Ha m > n — 1, akkor vegyiik észre, hogy A™ < A" ! ezért A™ < A* ismét

teljestil. ]

Térjiink &t trépusi linedris, azaz A ® x = b alaki rendszerek vizsgdlatara [4] fel-
hasznalasaval, ahol A = (a;;) € R™", z € R", b € R™. Elsére talan nehéz elképzelni,
hogyan is néznek ki egy tropusi linearis egyenletrendszer megoldésai. Ehhez tekintsiik a

kovetkez6 példat:
-2 1 x 2
=0 )= ()-6)

Zolddel jeloljiikk az A matrix elsé sorahoz tartozd egyenletet, lilaval pedig a méasodikhoz
tartozét (1. dbra). Az egyenletrendszer megoldasa a (x,y) = (3,1) par.

1. dbra. Az Au = b egyenletrendszer megoldasai

Ezen feladatokndl egy fontos kérdés, hogy adott A,b esetén létezik-e (egyértelmi) «
megoldas. A jobb oldalt nullava tehetjiik, normalizalhatjuk a rendszert, ha beszorzunk

bt ... ¢
-1
N b,
-1
e € ... b,

-vel balrél, ahol b; ! = —b;.

1.0.15. Allitas. 7 pontosan akkor megolddsa az A @ x = b egyenletrendszernek, ha T
megolddsa a B ® A ® x = 0 rendszernek 1s.



Bizonyitds. (=) B A®iT=B®b=0.

by € €
e by ... ¢

(<) B A® T =0. Szorozzunk be a B~' = | ,2 ) .| méatrixszal balrél. Ekkor
€ € ... by,

AT =A®I=B'1®0=0. O

fgy elég normalizalt rendszereket vizsgdlnunk. Jelolje
S={zxeR": Az =0}

a megolddsok halmazat, T; = — maxa;; minden j € [n]-re, T == (Z1,...,%,)", M; = {k €
[m] : ax; = max; a;;} minden j € [n]-re.

1.0.16. Tétel (Zimmermann [19]). = € S pontosan akkor, ha x < T és U M; = M, ahol
JEN,
N:c = {] S [TL] Ty = i‘j}.

1.0.17. Kovetkezmény. A kovetkezd dllitasok ekvivalensek:
(1) S#0,
(i) T €S,
(iii) | ) M; = M.
Jj€ln]
1.0.18. Kovetkezmény. S = {z} pontosan akkor, ha

(i) |J M; =M és

JEN]

(ii) | J M; #MVYN'C N,N'#N.
JEN

Tekintstik a kovetkezd feladatokat:

1.0.19. Probléma ([Egyértelmii| megoldhatésag). Mikor van az A ® x = b rendszernek
[egyértelmii] megoldasa?

1.0.20. Probléma ([Minimalis| fedés). Adott egy véges M halmaz, és annak My, ..., M,
részhalmazai. U M; =M [és U M; # M]?

j=1 i=Lj#k
1.0.21. Tétel. Minden tropusi linedris rendszerhez tudunk konstrudlni eqy véges alaphal-
mazt és hozzd részhalmazokat ugy, hogy az 1.0.19 és 1.0.20 problémdk ekvivalensek legyenek.



Bizonyitds. Kovetkezik az 1.0.17 és 1.0.18 kovetkezményekbdl. [

Az elébbi tétel forditva is igaz, azaz ha adott egy alaphalmaz és neki részhalmazai, akkor
tudunk olyan trépusi feladatot gyartani, hogy az 1.0.19 és 1.0.20 problémak ekvivalensek.
Legyen M = [m], My, ..., M, részhalmazai M-nek. Definidljuk az A = (a;;) € R™*"
matrixot a kovetkezoképp:

{1 ha iGMj
CLij:

0 kiilonben =~ 70 € M7 € [nl.

A kovetkezo két tételre sajat bizonyitast adunk.

1.0.22. Tétel. | | M;=M <= F2: A@x=0.

JEN]

Bizonyitds. (=) Az A métrix minden sordaban van legalabb egy 1l-es. Legyen z; = —1,
ha A j-edik oszlopaban van 1-es, 0 kiillonben. Ekkor az x vektor megoldasa az A ®@ x = 0
rendszernek.

(<) Tegyiik fel, hogy Uje[n] M; # M. Ekkor létezik csupa nulla sor az A métrixban,
jeloljiik ezt a;-vel. Felteheto, hogy az M; halmazok nemiiresek, igy A-nak van olyan sora,
melynek j-edik koordinatdja 1. Ekkor egy x lehetséges megoldés j-edik eleme mindenképp
—1 kell legyen. De ilyenkor a; ® z = —1, ami ellentmondas. ]

1.0.23. Tétel. | J M;=M és | J M;#M YN CN,N #N <= 3Nz: Az =0.

Jj€[n] JEN'

Bizonyitds. (=) x 1étezése kovetkezik az el6z6 tételbol, azt kell belatnunk, hogy egyértelmii
is. Indirekt tegyiik fel, hogy x és & is megoldas és a j-edik koordindtajukban kiilonboznek.
Ekkor az a; ® x és az a; ® ¥ kifejezésekben a maximum semelyik i-re nem a j-edik koor-
dinataban vétetik fel. Toroljik A-bol a j-edik oszlopot. Felteheto, hogy ekkor az ARz = 0
rendszernek mér csak egyetlen megolddsa van. Az el6z6 tétel miatt | J, 4j My, = M, azaz a
részhalmazok unidja M; nélkil is fedi M-et, ami ellentmondés.

(<) A részhalmazok uniéja valéban fedi M-et az el6z6 tétel miatt, kell még, hogy ez egy
minimdlis fedés is egyben. Tegyiik fel, hogy egy M; halmaz elhagydsaval az uni6 még
mindig fedi az alaphalmazt. Ekkor az A matrix minden soranak, amelynek j-edik eleme 1,
van legaldbb még egy nemnulla eleme. Legyen z; = 0 minden ¢ # j-re. Ekkor tetszoleges
xz; < —1 esetén az x vektor megolddsa az A ® x = 0 egyenletnek, de ez ellentmond a
feltételiinknek, miszerint pontosan egy megoldas létezik. [

10



2. Alkalmazas az utemezéselméletben

Ebben a fejezetben bemutatunk egy viszonylag &ltalanos modellt, melyben felirunk
néhany titemezéselméleti feladatot, valamint megfogalmazzuk Oket trépusi linedris prog-
ram formajaban, majd hatékony mddszert mutatunk egyikiik megoldasara. Mindehhez
nagyrészt Nikolai Krivulin cikkét [15] hasznaljuk fel.

2.1. A probléma altalanosan

Tegytik fel, hogy iitemezést kell elkészitentink n darab munkéhoz gy, hogy a teljes atfutési
id6 minimalis legyen. A kovetkezO megszoritasok nehezithetik az optimélis megengedett
litemezés megtalalasat.

o Rendelkezésre dllasi id6 (g;): azon id6pillanat, amikor legkordabban elkezdhetjiik az
adott munkat

e Hatdridé (f;)

o Kezdés-befejezés (c;j): also korlat a j munka megkezdése és az i munka befejezése
kozti id6intervallumra (¢;; == €, ha nincs kezdés-befejezés kikotés az i, j parra)

o Befejezés-kezdés (d;;): alsé korlat a j munka befejezése és az ¢ munka megkezdése
kozti idéintervallumra (d;; = ¢, ha nincs megadva befejezés-kezdés feltétel az i, j
parra)

Jelolje z; azon idopillanatot, amikor az ¢ munkat elkezdjiik, y; pedig azt, amikor befejezziik
minden ¢ € {1,2,...,n}-re.

Bemelegitésként tekintsiik a kovetkezd, PERT-moddszerrel megoldhaté feladatot leird
G = (V,A) élsilyozott digrafot és irjuk fel az el6bbiekben megfogalmazott modell
segitségével.

Tegyiik fel, hogy a j munkét legkorabban az j + 1 iddpillanatban tudjuk elkezdeni, és
szeretnénk végezni az egész projekttel legkésobb a 18 idépillanatig.
Eloszor irjuk fel a kezdési idokre vonatkozo feltételt,

11



gi=J+1 j=1,...,11,
illetve azt, hogy legkésobb a 18 idépillanatig be szeretnénk fejezni minden munkat:
fi=18 j=1,... 1L
Végiil pedig irjuk fel a feladatok sorrendjét és az elvégzésiikhoz sziikséges idoket:

w(e;) +w(e;) ha e,e; € Ai#j

cii = wie) ha e € Ai=j ;
€ kilonben
valamint
0 ha ej,e; € Aji#j
dji=1< —w(e;) ha e €Ai=j
€ kiilonben

Most vizsgaljuk meg a problémat altalanosan is, ha a cél az atfutasi idé minimalizélasa.
Kezdetben legyenek csak kezdés-befejezés feltételeink:

Ij—f—Ciiji ]:1,,71

Mivel azt szeretnénk, hogy az atfutasi id6 minimalis legyen, ezért biztosan lesz olyan
munka, melyre a fenti egyenlotlenség egyenloséggel teljestl, igy

;= max (T; + ¢ ).
Y je{l,.fn}< J i)

Az atfutdsi ido felirthaté a legkésobbi befejezési id6 és a legkordbbi kezdési id6
kiilonbségeként:

max y; — min x; = max y; + max (—x;).
i€{1,...,n} i€{1,...,n} ie{l,...,n} ie{l,...,n}

Behelyettesitve az elébb nyert képletet y;-re, a kovetkezot kapjuk:

2.1.1. Probléma. Adott n munka c¢;; kezdés-befejezés megszoritasokkal. Mely x vektorra
lesz a

oaxmax (@5 4 )+, max (—a)

kifejezés értéke minimalis?
A probléma egyszeriibb alakra hozhaté, ha alkalmazzuk a trépusi miiveleteket:
min( P ) P =,
i€{l,....,n} je{1,...,n} i€{l,....,n}

ahol a konkatenaci6 trépusi szorzast jelol.
Nézziik meg, hogyan irhatjuk fel a rendelkezésre allasi id6 és hataridé feltételeket.
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i <y, Y= max (rj+¢y) < f;
9 Y jE{l,...,n}( J j> f

Szintén tréopusi miveletekre attérve, illetve hozzavéve az el6z6 problémahoz a kovetkezo
feladatot kapjuk:

2.1.2. Probléma. Adott n munka c;; kezdés-befejezés feltételekkel, g; rendelkezésre alldsi
id6kkel és f; hataridékkel.

@ cijz; < fi,
]6{177n}
gi Sy t=1,.

min( @ @ cijxj).(w@ z; ).

ie{l,...,n} je{1,...,n} 1e{1,...,n}

Végiil vizsgaljuk meg a befejezés-kezdés feltételt is. Ezen feltételek a kovetkezdképp
fogalmazhatok meg:

yj+diy <z, j=1,...,n

Ismét felhaszndlva, az y; = r{naX }(xj + ¢;;) egyenlGséget:
je{l,..,m

j d'L< 79 .:17"'7 )
ker{q?gn}mwjm i <Ti, ] n

illetve egy egyenl6tlenséggé atirva a rendszert:

ma. ma. T + C; +di~ < .
jG{L--)fn}(ke{l,_.}fn}( k k) i) <

Ugyanezt tropusi miveletekkel igy irhatjuk:
@ ( @ cirtr)diy < ;.
je{l,...,n} ke{l,...n}

Ezen feltételeket figyelembe véve és kombindlva a rendelkezésre allasi id6 megszoritasokkal
felirhatjuk az alabbi problémat.

2.1.3. Probléma. Adott n munka c;; kezdés-befejezés, d;; befejezés-kezdés és g; rendel-

kezésre allasi id6 feltételekkel.
@ ( @ cirr)dij < i,

je{l,..n} ke{l,...n}
g <z, t=1,...,n,

min( @ @ i) ( @ xi_l)‘

i€{1,...,n} je{l,...n} ie{l,...,n}
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Mas, tlitemezéselméletben gyakran hasznalt célfiiggvények is megfogalmazhatok az 1j
miiveleteinkkel. frjunk fel ezek koziil néhanyat.
A > C; célfiiggvény minimalizaldsakor azt szeretnénk, hogy a munkak befejezési idejeinek
Osszege a lehetd legkisebb legyen. Ezt az alabbi médon irhatjuk:

min®yi
Az L. fliggvény értéke a legtobbet késé munka késése. Ahhoz, hogy ezt felirhassuk,
készitsiik el az y .= (y1,y2, ..., yn) vektort. A cél trépusi alakja:

miny ® f~
Ha a kés6 munkak szamat szeretnénk a minimalizalni, akkor a > U; fiiggvényérték

csokkentése a feladat, ahol U; = { (1) lli{aﬂgnjb:rllunka késik

min®Uj
J

Megjegyezzik, hogy a masodik kivételével, ezen célfiiggvények nem linearisak a tropusi
miveletekkel, ellentétben a klasszikus esettel.

. Troépusi jelolésekkel:

2.2. A 2.1.3. Probléma megoldasa

Ebben az alfejezetben megoldast adunk a 2.1.3 Problémara. Az el6z6 részben felirt 2.1.1

és 2.1.2 feladatok hasonléképp megoldhatok kiilonb6z6 lemmék és tételek segitségével.
El6szor irjuk at més alakra a 2.1.3 Problémat. Vezessikk be a C' = (¢;;) és D = (d;;)

métrixokat, valamint a 0 := (0,0,...,0)T vektort. Ekkor a probléma igy frhaté:

DCxdg<z
min 07Cxzx~0

A kovetkezokben ismertetjiik a probléma megoldésahoz sziikséges eredményeket. Tekintsiik
kezdésnek az alabbi problémat.

2.2.1. Probléma. Adottak az A, B € T™" matrixok és a g € T" vektor. Szeretnénk
olyan x € T" reguldris vektort taldlni, amely minimalizdlja az

x~ Ax
kifejezést és kielégiti a
Brdg<zx
feltételt.

2.2.2. Tétel (Krivulin [14]). Legyenek az A és B mdatrizok olyanok, melyekre \(A) > ¢ és
Tr(B) < 0. Ekkor a 2.2.1 Problémdban a minimum értéke
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ezé B  «HABT...AB%)

k=1 0<iy+-+ig<n—k
és az 0sszes requldris megoldds igy irhato:
r=0"'A® By, u>g.
A kovetkez6 a 2.1.3 probléma édltalanositasa.
2.2.3. Probléma. Legyen B € T™™" g,p,q € T". Keressiik azon x € T" vektorokat, hogy

Brdg<zx
ming-xz"p

Megmutatjuk, hogy ezen feladat hogyan oldhaté6 meg, majd visszavezetjilk rd a 2.1.3
problémat.

2.2.4. Tétel. Legyen p # 0, q reguldris vektor és B olyan mdtriz, melyre Tr(B) < 0.
Ekkor a minimum értéke a 2.2.3 Problémaban

0 =q B*p
és az 0sszes requldris megoldds alakja:
r=(0"1pqg” ® B)*u, u>g.
Bizonyitds. Elso lépésként irjuk at mas alakra a célfiiggvényiinket.
q zrp= (¢ x)(x7p) = (7p)(¢ x) = x7pq ,
ahol kihasznéltuk a matrixszorzas asszociativitasat. A kozépso egyenléség azért igaz, mert

q x,x"p € T, igy ezekre a tropusi szorzas kommutativ. Ismét kihasznélva az asszociati-
vitast:

xTpqg r=x" (pg )r = x~ Ax.
Alkalmazva a 2.2.2 Tételt, a minimum értéke:

0= é @ tr'/*(pg~B™ ... pq~ B%).

k=1 0<i1++ip<n—k

Az A matrix egy eleme: a;; = p; — g;. Kihaszndlva a matrix nyomdnak definicidjat:
tr(pg” B) = max(p; — g; + Bj)
Legyen ¢ = ¢~ B. Ekkor ¢; = max;(Bj; — ¢;), valamint ¢p = max;(c; + p;). Tehat
¢ Bp = max(Bji — ¢; + pi)-
Azaz

tr(pg~B) = q~ Bp,
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amibol
tr(pg~ B ...pg” B*) = q~Bp...q” B¥*p.
Als6 becslést nyertink f-ra, ha a k = 1 tag kivételével az Osszeset tagot elhagyjuk.
n—1 n—1
0> @Ptrpg B)Y=q Bp=q Bp
i=0 i=0

Most adjunk fels6 becslést 6 értékére. A Carre-egyenlétlenséget felhasznalva az alabbira
jutunk.

¢ Bp...q B*p<q B*p...q"B*p= (¢ B*p)*
Ennek felhasznaldsaval megfelel6 becslést kapunk.
i= P (@ B"p...¢ B"p)/ <q B
k=1 0<i14-+ig<n—k

Azaz Osszességében ¢~ B*p < 0 < g~ B*p. fgy belattuk, hogy 6 = ¢~ B*p. Végil meg kell
mutatnunk, hogy az 0sszes megoldas eléall a tételben szerepld alakban. Ismét az A = pg™
helyettesitéssel alkalmazva a 2.2.2 tételt, kovetkezik az allitas. ]

Hasznéljuk fel az elébbi tételiinket. p = 0, ¢~ = 07C és B = DC helyettesitéssel megolddst
adhatunk az alfejezet elején kimondott, 2.1.3-mal ekvivalens problémara. Mondjuk is ki
ezt egy tétel formajaban.

2.2.5. Tétel. Legyen C' olyan mdtrix, melynek minden oszlopa reguldris, D pedig olyan,
melyre Tr(DC') < 0. Ekkor a

DCrxdg<cx
min 07 Czx~0

problémaban a minimum értéke
0 =0"C(DC)*0= [|C(DC)*],
€s az 0sszes requldris megoldds alakja:

r=(07'00"C ® DC)*u, u>g.
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3. Az alternaldo mododszer és valtozatai

Az Az ® ¢ = Bx @ d alaku egyenleteket kétoldali trépusi linedris rendszernek (TSS) ne-
vezzilkk. Itt A, B € T™*", valamint ¢,d € T™. Ha ¢ = d = ¢, akkor homogénnek hivjuk
a rendszert. Az Az = By (A € T™" B € T™**) egyenlet egy specidlis homogén rend-
szer. Az ilyen alaku feladatokat szeparalt valtozoju rendszernek fogjuk nevezni. Kényelmi
okokbdl definidljuk a kovetkezo fogalmat.

Egy © € T" vektort nevezziink kvdzi-valdsnak, ha @, _, z; € R, azaz x nem a csupa
e vektor. Hasonléan, egy matrixot nevezziink kvazi-valésnak, ha minden sora és oszlopa
kvazi-valds.

Motivécidképp mutassunk egy feladatot, amely felirhaté Az @ ¢ = Bx @ d alakban [7].
Legyenek Py, P, ..., P, termékek, melyek néhany komponensbol allnak Ossze, amelyek
elkészitéséhez n processzor all rendelkezéstinkre. Minden egyes processzor egy adott P;
termék elkészitéséhez gy jarul hozza, hogy elkésziti az egyik komponensét. Feltessziik,
hogy minden egyes processzor minden termék komponensén egyszerre tud dolgozni és ezt el
is kezdi, amint bekapcsoljuk. Legyen a;; azon id6, amelyre a j processzornak sziiksége van
a P; termék komponensének elkészitéséhez. Jelolje x; a j-edik processzor kezdési idejét.
Tetszoleges i-re a P; termék minden komponense legkésobb

max{zy + a;1,...,Tn + Ain}

idére készen lesz.

Tegytik fel, hogy az el6z6ektol fiiggetleniil vannak @1, Qs, . . ., Q,, termékeink is, melyeket
k processzorral kell elkésziteniink. Itt legyenek a komponensek elkészitéséhez sziikséges
id6k b;;-vel jelolve, valamint legyen a j-edik processzor bekapcsoldsanak ideje y;.

A szinkronizdcios probléma lényege olyan kezdési idopontot taldlni mind az n + k pro-
cesszorhoz, amelyre az Osszes (P;, ;) termékpar pontosan ugyanakkorra késziil el. Ez a
feladat a kovetkezo6 alakban frhato:

max{xy + a1, ..., Tn + @} =max{y; +bix,...,y +bix} i=1,...,m.

Ha még azt is feltessziik, hogy P; nem késziilhet el a ¢;, Q; pedig a d; idopont el6tt, akkor
igy valtozik a feladat:

max{xl + Ai1y .-y Tp -+ CLm,Ci} = max{y1 —+ bﬂ, e Yk + bzk,dz} 1= 1, o, M.
Ez pedig nyilvan ekvivalens az
Ar®c=Bxdd

rendszerrel.

Hasznos lenne, ha inhomogén rendszerek mindig &atalakithatok lennének szeparalt
valtozoju rendszerré, hiszen ekkor elég lenne az utébbival foglalkoznunk. Szerencsére ez
mindig megtehetd, ennek bizonyitasdhoz azonban ki kell mondanunk néhany segédallitast
Butkovi¢ konyvének [5, 7.4. fejezet] segitségével.
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3.0.1. Lemma (Elhagyési torvény). Legyenek v,w,a,b € R,a > b. Ekkor minden x valds
szdmra

VPaRr=wdbRr<=vdaR@r =w.
Bizonyitds. (=) v@a®@r>a®r>b@x, ezért wdb@x =w. Tehdt vda @z = w.
(Clw>aRr>bRz, igyw=wdb . O
Egy fontos megfigyelés, hogy az elhagyasi torvény akkor is igaz marad, ha tobb olyan tag

is van, amely tartalmaz valtozot.

3.0.2. Kovetkezmény. Legyenek a = (ay,...,a,),0 = (by,...,b,) € R¥™™ ¢ d € R.
Ekkor minden x = (1, ...,2,)7 € R™ vektorra

AaRrPc=bRrdd < d R’ Pc=V R Dd,

ahol az ', b, x' vektorok gy keletkeznek, hogy minden a;, b;, x; elemet elhagyunk az a,b, x
vektorokbol, melyre a; < b; vagy a; > b; teljesul.

Bizonyitas. Felteheto, hogy ay > by. Ekkor, ha az x5, 23,...,x, valtozokat fixnek
képzeljiik, akkor v = aa X 2 @ --- D a, x, D¢, a = a1, + = x1, és w,b-re hasonld
helyettesitésekkel kovetkezik az allitas az el6z6 lemmabol. ]

3.0.3. Példa. Legyen a = (2,4,4),b = (—1,4,4),c = —6,d = 7. Ekkor minden = =
(21, 22, x3) vektorra

211 PA4QL PA4QRa3PD —6=—-1Q1, P4QarPD4Ra3PT
—
2001 04R2, P4 R23P 6=4R2,P4Rx3PT7

Feltehetjiik, hogy ha egy véltozo6 az egyik oldalon véges egyiitthatéval szerepel, akkor a
masik oldalon is: egyszeriien irjunk e helyett a masik oldali egytitthaténal kisebb szamot.
fgy, ha A egy sora (oszlopa) kvazi-valds, akkor feltételezhetjiik, hogy B ugyanazon sora
(oszlopa) is kvézi-valds és forditva.

Vizsgaljuk meg azon esetet is, amikor 1étezik csupa ¢ sor vagy oszlop. Ekkor az el6z6ek
szerint ezen sor (oszlop) az A és a B maétrixban is csak ¢ elemet tartalmaz. Ha csak e-t
tartalmazdé oszlopunk van, akkor ezen oszlop torolheté mindkét matrixbdl és az oszlopokhoz
tartozo valtozo is anélkiil, hogy a megolddshalmaz lényegesen megvaltozna, hiszen ezen a
tagon sosem vétetne fel a maximum. Abban az esetben, ha csupa e soraink vannak (legyen
ez az i-edik), akkor a rendszernek nem létezik megoldasa, ha ¢; # d;, azonban ¢; = d; esetén
pedig barmilyen valtozo kielégiti az i-edik egyenletet. fgy ezen sorok torolheték mindkét
matrixbol. Azaz Osszességében feltehetjiik, hogy A és B is kvazi-valos.

Megjegyezziikk még, hogy adott tropusi linearis egyenletrendszer atalakithaté kétoldali
rendszerré, ha minden egyenlet olyan, hogy az osszes valtozd szerepel legalabb az egyik
oldalon. Hiszen ekkor ugyanezt a valtozot az adott egyenlet masik oldalara is felirhatjuk,
csupan arra kell figyelntink, hogy az egytitthatdja kisebb legyen.

Az eléz6 megfigyelések utan tegytik fel, hogy adott az Ax & ¢ = Bz & d feladat, ahol
A és B kvazi-valés. Vezesslink be egy 1j valtozét, jelolje ezt x,,.;. Ekkor a probléma
atalakithat6 homogén rendszerré:
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A@zzé@@

ahol A = (A|c), B = (B|d) és z = (21,22, ..., Znp1)".

Konnyen lathaté, hogy az Ax & ¢ = Bx & d feladat pontosan akkor oldhaté meg, ha
az A ® = = B ® z rendszernek van olyan megoldésa, melyre z,.; = 0 teljesiil. Nem
nehéz meggondolni azt sem, hogy ha egy homogén rendszernek minden eleme véges, akkor
pontosan akkor létezik nemtrividlis (nem az (g, ...,e)7 vektor) megoldasa, ha létezik valds
megoldasa. Végiil lassuk be az alabbi allitast.

3.0.4. Lemma. Legyenek A, B € R™*" ¢, d € R™. Ekkor
Jr: Ar @ c= Br & d <= 3z nemtrividlis vektor, melyre Az = Bz.

Bizonyitds. (=) Lattuk, hogy ha az Az @ c = Bz @d rendszernek létezik megoldasa, akkor
az Az = Bz egyenletnek is van olyan megolddsa, melyre z,,; = 0. Ez egy nemtrividlis
megoldas is egyben.

(<) Mivel A, B, c,d valésak, ezért az A, B métrixok is csak véges elemeket tartalmaznak.
Ha a homogén rendszernek van nemtrividlis megoldasa, akkor az el6zdek alapjan valds
megoldéasa is van, jeloljiik ezt z-vel. Nyilvan Z = a ® z is megoldas minden « esetén.
Vilasszuk a-t olyannak, melyre 2,1 = 0. Ekkor az Ax @ ¢ = Bx @ d rendszernek is 1étezik
megoldasa. ]

Tehat inhomogén rendszerek mindig atalakithaték szeparalt valtozéju rendszerré a
kovetkezd modon. Tudjuk, hogy az Ax & ¢ = Bx & d rendszert homogénné alakithatjuk
egy 1j valtozd bevezetésével. fgy jutunk az A ® z = B ® z egyenlethez. (Feltehetd, hogy
A és B is kvazi-valés.) Ez nyilvan ekvivalens az

Aoz =y,
Brz=y

feladattal. Azaz az alabbit kapjuk:

(§)er- (e

ami egy szeparalt valtozoju rendszer. fgy belattuk, hogy a tovabbiakban elég ilyen alaku
rendszereket vizsgalnunk.

Innentdl a f6 célunk, hogy algoritmust adjunk szeparalt valtozéji rendszerek meg-
oldésara, illetve, hogy az algoritmus futasi idejérdl is kimondjunk egy tételt. Ezekhez
sziikségiink lesz néhany ujabb jelolésre:

e T=TU/{cx},
e a @' b=min(a,b),

e aR'b=a+b.
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Valamint legyen —oo ® +00 = —00 és —o0 ® +00 = +00 definicid szerint. Ha A és B
megfelel6 méretli matrixok, akkor A ®' B az A ® B szorzashoz hasonléan végzendé el, a
(@, ®) miiveletek helyett a (&', ®’) miiveleteket alkalmazva.

3.0.5. Definicié (Konjugélt). Egy A € T™ " maétrix konjugéltja az A% € T™™ matrix,
ahol A# = — AT,

Az aldbbi, matrixok szorzésara vonatkozé Osszefiiggések hasznosak lesznek a
kés6bbiekben.

3.0.6. Allitas ([8]). Legyenek U, V, W megfeleld méreti; matrizok, melyeknek minden eleme
T-beli. Ekkor

(1)) U'V)oW U (VeW),
(ii) U (U* @' W) <W,
(iii) U (U @ (UaW))=UxW.
A kovetkez6 lemma alapvet6 fontossagu az algoritmus felirasahoz.

3.0.7. Lemma (Butkovi¢ [5, 3.1.1. Tétel]). Az Az < b tropusi egyenldtlenségnek mindig
létezik megolddsa, melyek kozil a legnagyobb: & = A% @' b. Z-ot az Ax < b rendszer f6
megoldasanak nevezzik.

Bizonyitds. Eloszor belatjuk, hogy Z valéban megoldds: ax; @ 7; < ag; ® a,;jl ® by = by,
igy @j(akj ® &;) < by minden k-ra. Az Osszes tobbi x megolddsra pedig x < 7 teljesiil,
hiszen a;; ® x; < b;, igy xj’l > ay ® b;l. Ekkor x;l > max; a;; @ b;l, tehat z; <
(max; a;; ® b; 1)~ = min, ai_jl ® b; = ;. O

3.0.8. Megjegyzés. Legyen 1 az Ax < b rendszer f6 megolddsa. Ekkor dx : Ax = b <
AT =bés T > 1 Vi € {x: Az = b}.

Szemléltessiik egy konkrét példan is egy trépusi egyenlotlenség-rendszer megoldésait.

Legyen
1 -3 x 2
= (G 2= ()0-0)

Abrézoljuk a megoldashalmazt az x — y sikon!
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2. abra. Az Au < b rendszer megoldasai

A narancssarga halmaz az A matrix els§ sordhoz, a z6ld a masodikhoz tartozd
egyenlotlenség megoldasai, a piros pont pedig a rendszer f6 megoldédsa. A kozos siknegyed
a teljes egyenlotlenég-rendszer minden megoldasa.

3.1. Az alternald modszer

Az alternalé médszert Cuninghame-Green fejlesztette ki a kétezres évek elején az A @ x =
B ® y alaku feladatok megoldédséra. Ebben a részben az altala irt cikket [8] fogjuk fel-
hasznalni. Az el6z6ekben felirt allitasok felhasznalasdaval eljuthatunk kivant algoritmushoz.
Az input A € T™" B € T™** kvézi-valés matrixok; az output pedig vagy egy (z,y)
megoldaspar, vagy pedig bizonyiték arra, hogy nem létezik megoldas.

Algoritmus 2 Alternating Method [5, 7.3.1]
1: Legyen z(0) € R™ tetsz6leges

2: =0

3: loop

4: y(r) = B* @ (A® x(r))

5: r(r+1) =A% @ (B®y(r))

6: if z;(r +1) < z;(0) Vi € [n] then return 'Nincs megold&s’
7 end if

8: if A z(r+1) = B®y(r) then return (z(r +1),y(r))

9: end if

10: r=r-+1
11: end loop

Nézziik meg egy konkrét numerikus példan is, hogyan miikodik az algoritmus.

2 4 1 3 ¢ -1
3.1.1. Példa. Legyen A= | -2 3 —4|,B=|0 5 —1]|. Legyen a vektor, mellyel
-1 0 5 e =2 4
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elinditjuk az algoritmust z(0) = [ 5
6
r=0:
-3 0 o0 2 4 1 —2\ T 6
y0)=[oo 5 2@ ||-23 -a|lals5||=]3
1 1 —4 -1 0 5 6 /. 7
-2 2 1 (3 e -1 6\ 7 6
z(l)=(—-4 =3 0 | [[0 5 —-1|®([3]||=14
~1 4 5) \e —2 4) 7)1 \e
8 9
Aoas()=|7] 2|8 | =B2y0)
11 11
r=1:
-3 0 o0 2 4 1 6 5
y()=|o0 5 2 [& —23—4@4]:2
1 1 -4 -1 0 5 6 7
-2 2 1 3 e -1 5 6
x@2)=[-4 =3 o0& [0 5 —1]®|2 ]_ 4
~1 4 -5 e -2 4 (7 6
8
A®x(2) 7| =B®y(l)
11

Igy a feladat megolddsa az (x(2),y(1)) par.

Lassuk be el6szor, hogy az algoritmus helyesen miikédik [5, 7.3. fejezet]. Ehhez
kezdésképp definidljuk az alabbi leképezéseket:

7r:y—>A#®’(B®y),
Y:r— B* @ (A® ).

Az alterndlé mddszer egy (z(r),y(r))r—o1,.. sorozatot gyart, ahol z(r + 1) = w(y(r)) és
y(r) = ¥(x(r)). Egy (z,y) part nevezziink stabilnak, ha (z,y) = (7(y),v(z)). Ha (z,y)
stabil és kielégiti az Ax = By egyenletet, akkor hivjuk stabil megolddsnak.

3.1.2. Tétel. Minden stabil pdr egyben stabil megoldds is.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy (x,y) stabil. Ekkor a 3.0.6 Allités mésodik pontjat alkalmaz-
va;

Ar = A@n(y) = AQ(A* @' (B®y)) < Boy = Boy(z) = BQ(B*®'(A®r)) < A®w.
Kovetkezésképp minden egyenlotlenség egyenléséggel teljesiil, azaz A @ v = B ® y. ]
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3.1.3. Tétel. Ha az (x,y) pdr megoldas, akkor (mw(y), v (x)) stabil megoldds.

Bizonyitds. Kihasznalva a 3.0.6 Allitds harmadik pontjit, valamint, hogy (x,y) megoldas:
Y(m(y)) = B¥Q' (A®(A*®'(B®y))) = B¥®' (A®(A*®'(A®1))) = B¥®'(A®z) = ¢(z).

Hasonléan, w(¢(x)) = w(y), ezért (n(y),1(x)) stabil, igy az el6z6 tétel miatt megoldds
is. [

3.1.4. Tétel. Az (A® x(r)),—0,4,.. Sorozat monoton csokken.

Bizonyitds. Felhaszndlva a 3.0.6 allitds mésodik pontjat, valamint azt, hogy x(r + 1) =
m(y(r)) és y(r) = ¢(x(r)):

A@z(r+1)=Ax7(y(r)) = A (A* @ (Boy(r))) < Bey(r) =
B® (B* @ (A®x(r)) < A®x(r).

3.1.5. Tétel. Az (x(r)),=12,... sorozat monoton csékken.

Bizonyitds. Ismét a 3.0.6 allitas masodik pontjanak segitségével:
z(r+1) =n(y(r) = m(B* & (A x(r))).

Az el6z6 éllitas alapjan az (A ® z(r)) sorozat monoton csékken. Az erre alkalmazott fenti
leképezés rendezéstartd: a ® miivelet nyilvan nem noveli az elemeket, és belathatd, hogy
® sem (Id. 4.0.2. Lemma). Azaz egy monoton csokkend sorozatra alkalmazva monoton
csokkend sorozatot kapunk. O

3.1.6. Tétel. Ha létezik megoldds, akkor az (x(r)),=12,.. sorozat alulrdl korldtos minden
x(0) esetén.

Bizonyitds. Nyilvan minden (x,y) stabil megoldésra és a valés szamra a o ® (z,y) par is
stabil megoldés. Vélasszunk olyan kicsi a-t, melyre a @ < z(1). Igy ha létezik megoldas,
akkor a 3.1.3 Tétel miatt létezik (u,v) stabil megoldds is, melyre v < z(1). Ha pedig
u < z(r) valamely r-re, akkor

z(r+1) = (roy)(z(r)) = (mo¢)(u) =7(v) = u.
Indukciéval kovetkezik a tétel. ]

3.1.7. Tétel. Ha valamely r-re z;(r) < x;(0) minden i € [n| esetén, akkor az AQx = BRy
egyenletnek nincs megolddsa.

Bizonyitds. Az el6z tétel bizonyitdsdban « vélaszthaté olyannak, hogy a ® x < z(0)
és legaldbb egy komponensben egyenléség teljesiil. A 3.1.5 és 3.1.6 tételek miatt ezen
komponens nem véltozik. Igy, ha x(r) minden eleme kisebb x(0) megfelel6 eleménél, akkor
egy kezdeti komponens sem maradt allandé, azaz nem létezhet megoldasa a feladatnak. [
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3.1.8. Tétel. Az (x(r),y(r))r—o1,.. sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik meg-
oldasa a feladatnak. FEkkor a konvergencia monoton és eqy stabil megoldds a hatdrérték
barmely kezdeti x(0) € R™ esetén.

Bizonyitds. (=) Ha (x(r),y(r)) — (£§,n), akkor

(&m) = lim(z(r + 1), y(r)) = lim(w(y(r)), »(z(r))) = (x(n), ¥(£)),
ahol kihasznaltuk a 3.1.6 tételt és a folytonossagot. Igy (&,m) stabil és a 3.1.2 tétel miatt
stabil megoldas is.
(<) Ha létezik megoldds, akkor (z(r)) monoton konvergens a 3.1.5 és 3.1.6 tételek miatt.
Hasonléan (y(r)) is. O

Belattuk tehat, hogy az algoritmus helyes. Hatra van még, hogy a futasi idével kapcsolat-
ban is kimondjunk egy eredményt.

Eszrevehetjiik, hogy ha A és B egészek, kvazi-valésak és x(0)-t is egésznek valasztjuk,
akkor az egészértékiliség megorzodik az algoritmus futdsa sordan. Azaz ebben az esetben
pontosan akkor 1étezik megoldasa az AQx = B®y egyenletnek, ha létezik egész megoldasa
is. Mivel az (x(r),y(r)) sorozat monoton csokkend, alulrdl korlatos és egész, ezért az
alternalé modszer véges sok 1épésben megtaldl egy egész megoldast, ha létezik.

3.1.9. Megjegyzés. Mivel most elsésorban az alkalmazasokra fékuszalunk, ezért felte-
hetjik, hogy a matrixok és vektorok elemei raciondlis szamok, hiszen valds szamokkal
ugysem tudunk numerikusan szamolni. FEkkor viszont felszorozhatunk az elemek ne-
vezoinek legkisebb kozos tobbszorosével, igy egész szamokat kapva mindenhol. Persze
ilyenkor a megoldashalmaz nem valtozik: A@xr =By <= aA® ar =aB ® ay.

A futdsi id6t is a kovetkezd, specidlis esetben fogjuk vizsgalni: A, B, z(0) egészek, A és
B koziil legaldbb az egyik valds (feltehetd, hogy ez a matrix A) és a masik kvazi-valds.

3.1.10. Tétel (Butkovic [5, 7.3.11. Tétel]). Ha A € Z™", B € (ZU{—00})™** kvdzi-valds
és az alterndld mddszert az x(0) € Z" vektorral inditjuk, akkor legfeljebb

n-—1D1+1" A" A®7)
iterdcid utdn ledll az algoritmus, ahol v = z(0).

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik megoldas. A 3.1.7 Tétel miatt van olyan eleme y-nak
(legyen ez ~;), amely nem véltozik az algoritmus futdsa sordn. Egy ilyen komponenst
nevezziink alvonak, kiillonben nevezziik ébernek. Tudjuk, hogy amint A ® x értéke nem
valtozik, az algoritmus leall. Ez legkésébb akkor koévetkezik be, amikor x komponensei
annyira lecsokkentek mar v;-hez képest, hogy nem befolydsoljdk A @ z értékét. Azaz
a;r + T < ai; + ;5 minden £, i-re. Az uy; jelolés bevezetésével ezt igy frhatjuk:

ukj = miin(aij + ’)/j — a/ik) = (A# ®/ A)k] + ’}/j.
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Ez tehat jelenti, hogy az éber x;-t dominalja az alvo ;. Mivel x;, értéke monoton csokken,
ez a dominancia megmarad az algoritmus hatralevo részében. Sajnos j értékét nem is-
merjik, azonban a dominancidt biztositani tudjuk, ha minden komponenst potencialis
alvonak tekintiink. Azaz x, biztosan domindlva van, ha az értéke kisebb, mint

B = m}nukj = m}n((A# ® A +7;) = (A* @ A®" ).

fgy x, legfeljebb
wr =y — Ok +1

-gyel csokken a domindlas el6tt. Az éber komponensek szama legfeljebb n — 1, és minden
iteraciéban legaldbb egy éber komponens értéke legalabb eggyel csokken (kiilonben A ® x
értéke nem valtozna és az algoritmus megallna). Tehdt az iterdciék szdma a domindlds
elott legfeljebb

(n—1) maxwy, = (n—1) max(ye—Fi+1) = (n—1)(14+4%®7) = (n—1)(1+1*QA* R A®").

Ha nem létezik megoldas, akkor legfeljebb ennyi iteracié utdan x Osszes komponense
lecsokken, ezt az algoritmus jelzi és megall. ]

Kérdés lehet még, hogy bar az algoritmus barmilyen kezdeti x(0) vektorral futtathatd,
hogyan lenne érdemes megvélasztanunk ahhoz, hogy a futdsidéo minél rovidebb legyen.
Ennek megvalaszolasahoz tekintsiik az aldbbiakat.

Ha A € T"*™ és X € T, jelolje a véges szubsajatvektorok halmazat:

VAN ={zeR": Az < A®@x}.
Valamint V*(A) = V*(A, A(A)).

3.1.11. Lemma (Butkovi¢ [5, 1.6.28. Lemma]). Legyen A € T"", A(A) > ¢. Ha z €
V*(A), akkor

MA) =" A®z=min2? @ A® .

TER™?

Az €l6z6 lemmébdl és a 3.1.10 tételbdl kovetkezik, hogy az A# ® A maétrix egy véges
szubsajatvektora j6 vélasztds lesz kezdeti x(0) vektornak. (Mivel A egész, igy valéjdban
A#* ® A minden szubsajdtvektora véges lesz.) Ha {gy valasztjuk x(0)-t tehat, akkor az
iteraciok szama legfeljebb

(n— 1)(1 + A(A* ® A)).

Legyen K(A) = max{|a;;| : i € [m],j € [n]} minden A € R™" matrixra. Ekkor [A(A)] <
K(A). Ezt kénnyen beldthatjuk: ha 21270 o maximalis kératlag, akkor

|)\(A)| — |ai1i2+-l~€~+aiki1’ S |ai’1€i2| + .-+ % S @ 4+ 4 @ — ngcA) _ K(A)
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Tgy 0 < M(A* ® A) < 2K(A).

Az alterndl6é médszerben y(r) és x(r+1) kiszamitdsa (mn+mk) 1épés. Az elsé if feltétel
ellendrzése pedig n 1épés, mig a masodiké (mn + mk +m). Minden eddigit felhasznédlva az
alternalé modszer futasi ideje:

(n—1)(142K(A))O(m(n+k)) = O(mn(n+ k)K(A)).
Osszességében megfogalmazhatjuk tehdt a kovetkezd tételt.

3.1.12. Tétel (Butkovic [5, 7.3.12. Tétel]). Az alterndlo mddszer pszeudopolinomidlis, ha
A és B egész matrizok, melyek kozil az eqyik valos, a mdsik kvdzi-valos.

Végiil nézziikk meg az alternalé modszer futdsi idejét a szinkronizaciés problémara, ha
A, B,c és d is csak véges egész elemeket tartalmaz. Ekkor az (g) matrix véges, az (f)
matrix pedig kvézi-valés. Ha K-val jeloljiik K (A|B)-t, akkor a futdsidé
O2mn(n+ m)K) = O(mn(m + n)K),

ahol 2m az egyenletek és n +m a valtozok szama. Azaz egy véges, egész matrixok alkotta
homogén rendszer megoldhaté az alternalé modszerrel pszeudopolinomidlis idoben.

3.2. Egészértékii megoldasok

A szinkronizédcids problémaban megkovetelhetjiik, hogy minden kezdési id6 diszkrét érték
legyen, igy ebben az esetben a TSS-nek az egész megoldasait keressiik. Mutassunk el6szor
algoritmust [17] felhasznédldsdval a szeparalt valtozéju rendszerek egész megoldasainak meg-
talalasara. Itt ismét feltessziik, hogy A és B kvazi-valosak. Az algoritmus valéjaban az
alternalé modszer, apré valtoztatassal.

Az input: A € T™" B € T™** kvdzi véges métrixok és az x(0) € Z" vektor. Az
output: (z,y) egész megoldaspar az Ax = By feladatra, vagy bizonyiték, hogy ilyen nem
1étezik.

Algoritmus 3 SEP-INT-TSS [17]

1:r:=0

2: loop

3 y(r) =B & (A®x(r))

b (1) = (A & (B y(r))

5: if z;(r +1) < z;(0) Vi € [n] then return 'Nincs megoldés’
6: end if

7 if A9 x(r+1) = B®y(r) then return (z(r +1),y(r))

8: end if

9: r=r+1
10: end loop

26



3.2.1. Tétel ([17]). Az algoritmus helyes és, ha A véges, akkor legfeljebb
n—1D1+1" A" @ AR 7)
iterdcio utan ledll. Az algoritmus futdsi ideje
O(mn(n + k)K(A)),
ahol K(A) = [max{|a;;| : i € [m],7 € [n]}].
Bizonyitds. A tétel belathaté az alternalé mddszernél latott allitasok és bizonyitasok kissé

moédositott valtozataival [17]. O

A fejezet elején lattuk, hogy barmely TSS atalakithaté homogén rendszerré. fgy sze-
retnénk algoritmust adni a homogén rendszerek megoldasara is. A korabbiakban latott
gondolatokat hasznélva az alabbira juthatunk:

Input: A’, B" € T™*™ kvazi-valdsak, I € T ™ és az x(0) € Z™ kezd&vektor.
Output: Az A'x = B’z rendszer x € Z" megoldédsa, vagy bizonyiték, hogy nem létezik
ilyen.

Algoritmus 4 GEN-INT-TSS [17]

A 1
1. r:= O,A.: <B,) ,B = (]>

2
3 y(r)=DB"& (A®x(r))

4: z(r+1) = |A* @' (B®y(r))|

5: if x;(r +1) < z;(0) Vi € [n] then return 'Nincs megold4s’
6

7

8

end if
if A®z(r+1) = B®y(r) then return (z(r + 1),y(r))
: end if
9: r=r+1
10: end loop

A GEN-INT-TSS algoritmus valéjaban megegyezik a SEP-INT-TSS algoritmussal, azzal
a kiillonbséggel, hogy elészor el kell készitentink két dj maétrixot az inputbdl, illetve y(r)
kiszamitasanal nem vesziink alsé egészrészt, mivel csak z-t6l koveteljiilk meg, hogy egész
vektor legyen.

A kovetkezo tétel bizonyitdsa ismét nagyon hasonlé az alternalé modszer és SEP-INT-
TSS algoritmusoknal kimondott allitasokéhoz [17].

3.2.2. Tétel ([17]). Az algoritmus helyes, és legfeljebb
(-1 +7*0 A" A7)

!/
iterdacio utan ledll, ahol A = (g,

O((mn(n + k))K(A'|B)).

) véges. Az algoritmus futdsi ideje
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4. Maxlinearis programozas

Ebben a fejezetben maxlinedris fiiggvényeket fogunk maximalizalni, illetve minimalizalni
kiillonb6zo tréopusi linearis feltételek mellett. Ehhez ismét segitségiinkre lesz a Butkovic
altal irt atfogd konyv [5, 10. fejezet]. Milyen fiiggvényeket hivunk maxlinedrisnak?

4.0.1. Definicié (Maxlinedris fiiggvény). Ha f € T", akkor az f(z) = ff@x (f : T* — T)
fliggvényt maxlinearis fiiggvénynek nevezziik.

Fontos megjegyezni, hogy mig a klasszikus linedris programozasi feladatoknal a ma-
ximalizalas egyszertien lecserélheté minimalizalasra a célfiiggvény negaldsaval, addig ez
maxlinedris fiiggvények esetén nem mindig teheté meg. Legyen példdul f = (1,e,—4)T.
Ekkor f(z) maxlinedris, de — f() nem. Igy maxlinedris célfiiggvények esetén kiilon algo-
ritmust kell majd készitentink attol fiiggéen, hogy éppen maximalizdlni vagy minimalizalni
szeretnénk. Emlitsiik meg a maxlinearis fiiggvények két hasznos tulajdonsagat.

4.0.2. Lemma (Butkovi¢ [5, 10.0.7. Lemma)). Legyen f(z) = fT @z mazlinedris fiigguény.
Ekkor

(i) f(x) maz-homogén és maz-additiv, azaz fla @ x ® L RY) = a® f(z) B LR f(y),
minden x,y € T" és a, 5 € T esetén.

(ii) f(x) izoton, azaz f(x) < f(y) minden x,y € T", x < y-ra.

Bizonyitds. (i) fa®@2z®BRy) =220 80y)=far® ffoBey =
e fferefeffoy=a flz)® L f(y).
(i) f(x) =Tz < ffoy=fy). -

A fejezet soran végig feltessziik, hogy f € R™.

4.1. Egyoldali feltételek

Egyoldali rendszernek az A ® x = b alaku egyenleteket nevezziik. Vizsgaljuk meg, hogyan
talalhatunk optimalis megoldast a maxlinearis célfiiggvényiinkre nézve ilyen feltételek mel-
lett [5, 10.1. fejezet].

4.1.1. Probléma. A ¢ R™" be R™ f € R"

ARz =0
f(z) = min / max

Az els6 fejezetben haszndlt jelolésekhez hasonléan legyen a rendszer megoldashalmaza
S ={r e R": A®z = b}, illetve legyenek z; = min;eps b; ® ai_jl, T = (T1,To,...,T0)7T.
Elevenitsiik fel azt is (1.0.16 Tétel), hogy © < Z minden = € S esetén, valamint z € S
pontosan akkor, ha = < T és U]ENI M; =M.
A 4.1.1 probléma azon valtozatat, melyben minimalizalni [maximalizélni] szeretnénk, jelole

MLP® [MLPY], az optimalis megoldasok halmazit pedig Smin [Smax].
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4.1.2. Lemma. Ha S # 0, akkor T € S{*.

Bizonyitds. Legyen & € S. Ekkor az 1.0.16 tételbdl kovetkezik, hogy & < z. Az f(z)
maxlinedris fliggvény izotonitasa miatt f(z) < f(z). O

Az el6z6 lemma miatt elég az MLP?”1 feladatra algoritmust mutatnunk. Az input az
A € R™™ matrix és a b € R™, f € R" vektorok. Az output: z € Sin.

Algoritmus 5 ONEMAXLINMIN |[3]

1: Szamoljuk ki az & vektort és az M; (j € [n]) halmazokat.
2: Rendezziik sorba az f; ® Z; (j € [n]) értékeket. Feltehetd, hogy

0 < fo®2y < < f, ®Zy.

3 J = {1},7“:1.
4: if | J M; = M then

jed
5: STOP (z; = z;, ha j € J; kiilonben legyen x; elég kicsi).
6: end if
r=r+1,J=JU{r}
8: Goto 4.

4.1.3. Megjegyzés. Az 5. programsorban az ”elég kicsi” jelentheti példaul a kovetkezét:
;< [ ® [ @,

[smét nézziik meg egy példan, hogyan miikodik az algoritmus.

-2 3 1 5} 4
4.1.4. Példa. Legyenek A= 0 —1 4|.,b=|3].,f=1]—-2
-4 2 0 4 1

z=(3,2, —l)T, M, = {2}, My = {1,3}, M5 = {2}
101 =7/07=0,/3073=0= 3073 < LT < f1®T
J={3},r=3:

Ms;={2} #{1,2,3} =M
r=2,J=JU{2} ={3,2}:

MyUM, ={1,2,3} = M

vi= ([T ® fo @ Ty, Tp, T3)" = (—4,2,-1)7

4.1.5. Tétel. A ONEMAXLINMIN algoritmus helyes és a futdsi ideje O(mn?).

Bizonyitds. Az algoritmus helyes, hiszen az 1.0.16 tételben szereplo ekvivalencia jobb oldala
szerint készitjiik el az x megoldast; illetve ezen x tényleg minimalizalja a célfiiggvényt, mert
azon a lehetod legkisebb f; ® x; értéken fog felvétetni a maximum, amelyre x; = z; még
muszdj teljesiiljon ahhoz, hogy = megoldas legyen. A futasi id6 pedig igy szamolhato: az
els6 programsor O(mn), a masodik O(nlogn) 1épés, a 4-8. programsorok legfeljebb n-szer
futnak le (mivel = hossza n), és minden egyes futasuk O(mn) ideig tart. O
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4.2. Kétoldali feltételek

Ismét maxlinedris f(z) célfiiggvényekre nézve szeretnénk optimdlis z € R"™ megoldést
taldlni, azonban a feltételiink most kétoldali, A @ x @ ¢ = B ® = & d alaka [5, 10.2.
fejezet].

4.2.1. Probléma. A, B € R™*" ¢, d e R™, f € R"

ARrdc=Brod
f(z) — min / max

Jelolje az f(z) fiiggvény minimalizdldsanak [maximalizalasanak] problémajat MLP™™
[IMLP™®]. Legyen a kétoldali rendszer megoldashalmaza S = {x € R" : AQx @ c =
B®x & d}, valamint S = {z € S: f(x) < f(2) Vze S}és S ={zx € S: f(zx) >
f(z) Vze S}

Lattuk korabban, hogy egész elemekbdl all6 kétoldali rendszerrdl el tudjuk donteni,
hogy létezik-e megoldéasa pszeudopolinomialis idében az alterndlé modszerrel. Ennek fel-
hasznéldsaval készitiink intervallumfelezé médszereket az MLP™™ és MLP™* feladatok
megoldasara.

4.2.2. Lemma. Legyen a,o/ € R, o/ < a és f(x) = fT @z, f'(x) = fT @, ahol f; < f]
minden j € [n]-re. Ekkor minden x € R"™ esetén

f@)=a = [fz)@ad = f(z) Do

Bizonyitds. (=) fT ® x = «, kihaszndlva, hogy o/ < a kapjuk, hogy ff ® x @ o/ = «, és
az elhagyési torvény miatt fT @ 2@ o = fT @2 @ a.

(<) f(z)® o = f'(x) D a, az elhagyési torvényt alkalmazva f(z) ® o/ = a, mivel o/ < a,
fgy f(z) = a. O

A lemma fontos kovetkezménye, hogy az, hogy az f(z) fiiggvény valamilyen « értéket
elér, ekvivalens egy maxlinedris egyenletrendszer megoldhatosdgaval. Pontosabban:

4.2.3. Tétel. Pontosan akkor teljesil f(x) = a valamely x € S-re, ha az aldbbi inhomogén
tropust egyenletrendszernek van megoldasa:

ARz Dc=BRaxdd
flx)®a = f'(x) ®a,

ahol o/ < o és fj < f; minden j € [n] esetén.

A tételbdl kévetkezik, hogy ha a probléméban csak egész szamok szerepelnek, akkor a
célfiiggvény pontosan akkor vesz fel egy egész értéket egy valés megoldassal, ha azt egy
egész megoldassal is felveszi.

Ahhoz, hogy intervallumfelez6 moédszert tudjunk kifejleszteni sziikség van a kovetkezo
allitasra.
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4.2.4. Allitas. Haz,y € S, f(z) = a < 8 = f(y), akkor minden v € (a, ) esetén létezik
z €S, melyre f(z) = 7.

Bizonyitds. Legyen A = 0,0 = 7' ®7,2 = A\Qx®u®y. Mivel v € (a, B), ezért A\dp = 0.
z € S, hiszen:

Az@c=ANrdpy) Bc=ANz @ py) & (A p)e = A\x & py) © A\c & pc =
MAz) & p(Ay) @ Ac@ pe = ANAz @ c) @ p(Ay ®c) = A(Bx @ d) ® n(By @ d) =
BAx @ py) @ Ad® pd = BAx @ py) @ (A® p)d = B(Ar ® py) ®d = Bz @ d,

ahol az egymads utdn irés trépusi szorzast jelol. Illetve f(z) =+ is teljesil:
) =fA@rouey) =A@ f(z)on® f(y) =000 @78B=adf™ @708 =1,

ahol kihasznaltuk az f(x) fliggvény max-homogenitasat és max-additivitdsat, illetve azt,
hogy 7 € (o, B). O

Mondjunk ki néhany feltételt az optimalis megoldasok 1étezésével kapcsolatban. Le-
gyen f™" = inf,cq f(x) és f™> = sup,q f(x). Foglalkozzunk elészor az alsé korlattal.
Feltehetd, hogy a kétoldali rendszerben ¢ > d, mert ¢ < d esetben c értékét d-re novelve a
megolddshalmaz nem véltozna. Legyen M~ = {i € [m] : ¢; > d;}. Adott r € M~-re legyen
L, = mingep) fr ® ¢, @ b;kl, valamint L := max,cp/> L,. Lassuk be, hogy ¢ > d esetben L
a célfiiggvény also korlétja.

4.2.5. Lemma. Ha ¢ > d, akkor f(x) > L minden x € S megolddsra.

Bizonyitds. Ha M~ = (), akkor az allitds igaz, hiszen L = —oo. Kiilonben legyen z € S,
r € M~. Ekkor

(B 0%y J])r > Cry

mivel (B ® x), = ¢, ha a kétoldali rendszer bal oldaldn c,-en vétetik fel a maximum,
illetve (B ® ), > ¢, ha (A ® z),-en. Ezért z; > ¢, ® b, valamely k € [n]-re. Igy
f@)> fi®@zy > fr®c, @b, > L. O

A lemma segitségével megfogalmazhatunk egy sziikséges és elégséges feltételt fmin
korlatossagahoz.

4.2.6. Tétel. f™» = —oo pontosan akkor, ha ¢ = d.

Bizonyitds. Ha ¢ = d, akkor a ® x megoldas minden x € R" esetén, ha o < 0 elegendden
kicsi. Igy, ha o — —o0, akkor f(a ®2) = a ® f(z) = —o0.

Ha ¢ # d, akkor ismét feltehetjiik, hogy ¢ > d, és az €el6z6 lemmabdl kovetkezik az allitds
(L > —o0, mivel ¢ # d). O

Vizsgaljuk meg az f™ fiiggvény korlatossagat is.
4.2.7. Lemma. Legyen ¢ > d. Ha x € S és (A® x); > ¢; minden i € [m|-re, akkor

¥ =a®ux is megoldds és (A®z'); = ¢; néhdny i € [m]-re, ahol a = m[a>]<(ci ® (A ).
i€elm

31



Bizonyitds. Legyen x € S. Mivel (A ® x); > ¢; minden i-re és ¢ > d, ezért AQz = B®y.
Ekkor minden « valds szamra o ® x is megoldas.

(A®(@®2)i=a® (A ) = [max(e ® (4® )@ (A®a) > ¢
minden i € [m]-re, és legaldbb egy i-re egyenléséggel teljesiil. O
Legyen U = max, ¢y, MaxX e[y fj @ a;jl ® ¢,. Bizonyitsuk be, hogy U jo fels6 korlat lehet
az f(x) figgvényre.
4.2.8. Lemma. Ha ¢ > d, akkor
(i) Hox € S és (A® x), < ¢, néhany r € [m]-re akkor f(x) <U.

(i) Ha az A® x = B ® x egyenletnek nincs nemtrividlis megolddsa, akkor f(x) < U
minden x € S megolddsra.
Bizonyitds. (i) Minden j € [n]-re a,; ® x; < ¢;, ezért
f(z) < maXefn) f; ® a;jl Qe <U.

(ii) Ha S = (), akkor f™>* = —oo < U. Ha S # (), akkor legyen x € S. Ekkor (A®z), < ¢,
néhény r € [mj-re (kilénben A ® © = B ® x teljesiilne), igy az éllitds kovetkezik az (i)
pontbdl. [

4.2.9. Tétel. f™* = 400 pontosan akkor, ha az A ® v = B ® x rendszernek létezik
nemtrividlis megolddsa.

Bizonyitds. Felteheto, hogy ¢ > d. Ha nem létezik nemtrividlis z, melyre A® r = B ® x,
akkor az el6z6 lemma miatt készen vagyunk. Kiilonben legyen z # € megoldasa az A®@x =
B ® x egyenletnek. Ekkor minden elegendéen nagy a-ra:
AR (a®z)=B®(a®z)>cdd,

vagyis a ® z € S. Az allitas kovetkezik, ha o — +o00. ]

Megmutatjuk, hogy ha S # @ és f™in [fmax] véges, akkor az optimdlis érték tényleg
elérhet6. Ha f folytonos fliggvény, akkor elég belatnunk, hogy az S halmaz megszorithaté
egy kompakt részhalmazara.

4.2.10. Allitas. f folytonos minden x € R™ pontban.

Bizonyitds. Legyen & > 0 tetszleges, ' € R™. Ekkor |f(z) — f(2)] = | max;(f; + x;) —
max;( f; + )| = |maxy; —maxyi| < [y1—yi|+- -+l —ynl = lly =yl < Mlly—y/'||2 =
Ml|lx — 2'||a < n = &, ahol kihasznaltuk, hogy véges dimenzids terekben a kiillonbozé p-
normék ekvivalensek (M € R megfelel6 konstans), illetve azt, hogy ||x — 2'||s = ||y — ¥/,
hiszen az f vektorral vald tropusi szorzas geometriailag egy eltolast jelent. ]

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:
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. . . -1 . -1 -1 S
. hj—mm{gunam» ®cj’£ﬂn%ij ®dj, f; ®@L} j=1,...,n

[m]

° I :min{m{in}aqu1 ® cj, m[in]b;j1 ®d;} j=1,...,n
reim reim

és h = (hy,...,h)T, 0 = (h),...,h.)T. A N vektor véges, hiszen A, B,c és d elemei
valdsak, a h vektor pedig pontosan akkor véges, ha ¢ # d (azaz az M~ halmaz nemiires).
ElSszor mutassuk meg az f™® érték elérhetdségét.

4.2.11. Allitds. Yo € S 32/ € S: 2/ > h és f(z) = f'(x).

Bizonyitds. Legyen x € S. o' = x @ h jé valasztas lesz, hiszen ha x; < h; valamely j
koordindtara, akkor a maximum a rendszer egyik oldaldn sem és a célfiiggvényben sem z ;-
n vétetik fel, igy x;-t hj-re cserélve nem sértiink meg egy egyenletet sem és a célfiiggvény
értéke sem valtozik. ]

4.2.12. Kévetkezmény. Ha f™" véges és S # 0, akkor létezik S kompakt halmaz, melyre
fmn = mingeg f(z).

Bizonyitds. Mivel f™® véges, ezért ¢ # d, azaz a h vektor is véges. Az el6zd allitas szerint
létezik ¥ € S, © > h. Ekkor az

S=SN{zeR": h; <z; < fi'® f(i).j € n]}

halmaz kompakt részhalmaza S-nek és z € S. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik y € S,
melyre f(y) < min,eg f(z) < f(Z). Ekkor az elébbi dllitds miatt létezik y' > h,y" €
S fW) = f(y). gy

fi®y; < fy) = fly) < f(Z)

minden j € [n]-re, ezért 3/ € S, f(y') < min,cg f(z), ami ellentmondas. O
Lassuk be, hogy f™* is elérheto.
4.2.13. Allitas. Ve € S 3o’ € S/ > I és f(x) < f(z)).

Bizonyitds. Legyen x € S. 2’ = x @ h j6 vélasztds lesz, hiszen ha z; < h} valamely j
koordindtdra, akkor a maximum a rendszer egyik oldalan sem z;-n vétetik fel, {gy z;-t h'-
re cserélve nem sértiink meg egy egyenletet sem. f(z’) pedig legaldbb akkora, mint f(x),
hiszen x < 2/ és a maxlinedris fliggvények izoténok. ]

4.2.14. Kovetkezmény. Legyen
S'=5n{zeR": b} < Sfj_1®U,j€ [n]}.
Ha f™ véges, akkor

[ = max f(x).

zes’
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy f™** véges, ezért a 4.2.9 Tétel szerint az AR x = B®x egyenlet-
nek nem létezik nemtrividlis megolddsa. Ekkor a 4.2.8 Lemma (ii) pontja miatt f(x) < U
minden x € S esetén. Az el6z6 allitasbdl pedig kovetkezik, hogy 1étezik 2’ € S : 2’ > I és
f(x) < f(a'). Ezen 2'-re pedig teljesiil, hogy 2’ € 5. O

Osszességében megfogalmazhatjuk a kovetkezé llitast:
4.2.15. Tétel. Ha S # ) és f™ > —oo [f™™* < +00], akkor S™n £ () [S™a =£ ()].

Lattuk, hogy ha ¢ > d, akkor f(x) > L minden x € S-re. Ez az allitds azonban nem
tul hasznos, ha ¢ = d, hiszen ekkor L = —oo. Mivel sziikségiink lesz egy alsé korlatra f™a
értékére nézve akkor is, ha ¢ = d, legyen L' = f(h'). Ekkor a kovetkezot vehetjiik észre:

4.2.16. Kovetkezmény. Ha x € S, akkor ' = x & h' teljesiti az f(z') > L
eqyenlétienséget, igy f™> > L.

Készen allunk az algoritmusok felirdsara. Lattuk, hogy pszeudopolinomidlis idében
le tudjuk ellenérizni, hogy van-e megoldasa a kétoldali rendszernek, illetve azt is, hogy
a célfiiggvény korlatos-e. fgy feltehetjiik, hogy létezik megoldasa a feltételrendszernek
és a célfiiggvény korlatos, azaz van optimalis megoldasa a feladatnak. Az algoritmusok
otlete: keresiink egy x° megoldést, amit atskdlazunk (ha sziikséges), majd pedig interval-
lumfelezést alkalmazva optimalis megoldast talalunk. Kulcsfontossagi, hogy olyan z € S
létezése, melyre f(x) = « teljesiil, ekvivalens egy egyenletrendszer megoldhatésdgaval. Az
algoritmusok akkor allnak meg, ha adott 6-nédl kozelebb vagyunk az optimélis értékhez.
Eloszor a célfiiggvény minimalizaldsara szolgald algoritmust mutatjuk be.

Input: A, BeR™" feR" ¢,deR" c>d,c#d,5>0.
Output: z € S, melyre f(x) — fm™n <.

Algoritmus 6 MAXLINMIN [5, 10.2.20]

1: if 3z € S: L = f(x) then
2: STOP (f™i» = L)
3: end if
4: Keressiink egy 2% € S megoldést.
5: if Vi € [m] : (A® 2°); > ¢; then
6: 2V = a®2, ahol a = _nel[ax](ci(go(A@xO)i—l)
7: end if
8 L(0):= L,U(0) = f(z°),7r =0
9: &:=L(L(r)+U(r))
10: if 3z € S: f(z) = then
11: Ulr+1)=¢&L(r+1):=L(r)
12: else
13: U(r+1)=U(r),Lir+1):=¢
14: end if
15: r=r+1
16: if U(r) — L(r) < ¢ then
17: STOP
18: else
19: Goto 9
20: end if
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4.2.17. Tétel. A MAXLINMIN algoritmus helyes és az iterdciok szama
O(log “5*),
ahol log kettes alapi logaritmust jelol.

Bizonyitds. Az x° megoldds esetleges skdldzdsa utédn a 4.2.7 Lemma miatt 2° tovabbra is
megolddsa a feladatnak. Ekkor a 4.2.8 Lemma (i) pontjabdl kovetkezik, hogy f(z°) < U.
Feltehetd, hogy ¢ > d, ezért L < f(2°) < U (4.2.5 Lemma). Ezek utdn pedig a 4.2.4
Allités értelmében szabadon alkalmazhatunk intervallumfelezéseket az optimélis megoldas
keresésére. A futdsi id6 szintén abbdl kovetkezik, hogy az (L(r),U(r)) intervallum hossza
minden iteracié soran felezédik, egészen addig, mig legfeljebb 6 nem lesz az L(r) és U(r)
kozti tavolsag. [

Hasonlé algoritmust irhatunk fel a célfiiggvény maximalizalaséara is.
Input: A, BeR™" feR" ¢,deR" c>d,c#d,d>0.
Output: z € S, melyre f™** — f(x) < § vagy bizonyiték, hogy f™** = +oo.

Algoritmus 7 MAXLINMAX [5, 10.2.22]
1: if 3z € S: U = f(z) then
2 STOP (f™mex =17)
3: end if

4: if dx: AQ x = B® x then

5: STOP (f™** = +00)

6

7

8

: end if
: Keressiink egy z° € S megoldast.

. . . 1 .1
2% =2 @ R, ahol h; = mm(rrél[lnrll] a,; ®cj, Inin b,; ®dj)

9: L(0) := f(2°),U(0) =U,r =0
10: &= (L(r)+ U(r))

11: if 3z € S: f(z) = then

12: Ur+1)=0U(r),Lir+1)=¢
13: else

14: Ur+1)=&L(r+1) = L(r)
15: end if

16: r=r+1

17 if U(r) — L(r) < ¢ then

18: STOP

19: else

20: Goto 10

21: end if

4.2.18. Tétel. A MAXLINMAX algoritmus helyes és az iterdciok szama

O(log U;L/).

Bizonyitds. Az x° megoldds skéldzdsa utdn a 4.2.8 Lemma (i) pontja és a 4.2.16 Kovet-
kezmény miatt 2° tovdbbra is megolddsa a feladatnak és L' < f(z°) < U. Ezek utdn pedig
a 4.2.4 Allitas értelmében szabadon alkalmazhatunk intervallumfelezéseket az optimalis
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megoldés keresésére. A futdsi id6 ismét abbdl kovetkezik, hogy az (L(r), U(r)) intervallum
hossza minden iterdci6 sorén felezddik, egészen addig, mig legfeljebb 6 nem lesz az L(r) és
U(r) kozti tavolsag. O

Ha a 4.2.1 probléméban minden elem egész, akkor megmutathatd, hogy fmax és fmin
értéke is egész. A fenti algoritmusok enyhén mddositott véltozatai ebben az esetben meg-
talaljak a pontos optimalis egész megoldast véges sok lépésben és pszeudopolinomidlis
idében (Butkovic [5, 10.2.4. fejezet]).
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5. Kitekintés

Befejezésképp bemutatunk két tovabbi alkalmazast. Elséként a mean payoff jatékot és
hozzé kapcsolédéan egy tételt ismertetiink. Ehhez Benchimol tézisét [2, 1.1.4. fejezet]
hasznéljuk fel. Ezutdn a dolgozatot filogenetikai fak matematikai vizsgélataval zérjuk [18]
alapjan, ahol a linearis programozas helyett a trépusi geometrian lesz hangsily.

5.1. Mean payoff

Tekintsiik a kovetkezo kétszemélyes jatékot. Legyenek a jatékosok Max és Min, valamint
tartozzon mindkettojiikkhoz egy-egy métrix: A, B € T™*". Legyen j, egy rogzitett kezdeti
allapot. A jaték menete: Min vélaszt egy i; € [m] allapotot, melyre B;, j, # € és Max fizet
Min-nek B, Osszeget. (B;,j, < 0 gy értendd, hogy Min fizet Max-nak —B;,;, Osszeget.)
Ezutan Max valaszt egy ji € [n] dllapotot, melyre A; ;, # € és Min fizet Max-nak A, ;,
Osszeget. fgy tovabb a végtelenségig.

Feltessziik, hogy A minden sora és B minden oszlopa kvézi-valds, igy mindkét jatékos
mindig tud olyan allapotot valasztani, melyre az adott métrix megfelel6 eleme nem €. Ha a
jatékosok altal generalt végtelen allapotsorozat jo, i1, j1, %2, j2, . . ., akkor a Max jatékoshoz
tarsitott mean payoff értéke

Py = iminf p~' (=Byjo + Ajjy = Bigjy + Aigjy + -+ = Biyj, oy + Aiy,)s

p—0o0

hasonléan a Min jatékos esetén

Puin = limsup p™ (= Bi,j, + Aijy — Bigjy + Aijy + - = Biyj + Ay,
p—0o0
Egy stratégiat nevezziink poziciondlisnak, ha a kovetkezd allapot a jelenlegi egy elore
meghatarozott fliggvénye. Fontos eredmény, hogy a jatéknak van egy értéke és optimaélis
pozicionalis stratégiai [10, 16]: 1étezik xo = x € R és poziciondlis stratégidja Min-nek és
Max-nak, hogy

e Puin < x, ha Min a pozicionalis stratégiaja szerint jatszik. Ez fliggetlen Max
dontéseitol.

e P..« > X, ha Max a poziciondlis stratégidja szerint jatszik. Ez fiiggetlen Min
dontéseitol.

fgy, ha mindkét jatékos optimalisan jatszik, akkor Py, = Puax = X. Azt mondjuk, hogy a
kezdeti jo allapot nyerd a Max jatékosnak, ha xo > 0. Természetes kérdés lehet, hogy egy
adott kezdeti allapot nyeré-e. Ez a MEAN-PAYOFF dontési probléma. Zwick és Paterson
megmutattdk, hogy MEAN-PAYOFF € NP N co-NP [20]. Nyitott kérdés, hogy létezik-e
polinomidlis algoritmus a MEAN-PAYOFF feladatra. Az alabbi tétel kapcsolatot teremt
a mean payoff jatékok és a trépusi linedris programozas kozott.
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5.1.1. Tétel. ([1, 3.2. Tétel]) A jo € [n] kezdeti dllapot nyerd a Max jitékosnak az A
és B mdtrizokkal jatszott mean payoff jatékban pontosan akkor, ha létezik x € T™, melyre
zj, =0 és

ARz > B®uax.

5.2. Filogenetikai fak

Filogenetikai fék készitése fontos bioinformatikai feladat: ha adott n darab taxon és a
koztiik levo tavolsagok, akkor készithetiink hozzdjuk egy n leveld, élsilyokkal ellatott filoge-
netikai fat. A fa célja, hogy kiilonboz6 fajok evoltucids kialakulasat, rokonsagat szemléltesse.
Legyen adott négy trépusi organizmus DNS-sorozata:

Jaguar : AGACGGTCAG ...
Tukén : CGAATCTAAG ...
Ara : CGTATGTACG ...
Kaméleon : GATGCATTAC . ..

Ilyen médon adott adatokbdl kikovetkeztetheté barmely két taxon kozti tavolsag kiilonbo6zo
algoritmusok segitségével. Tegyiik fel, hogy meghataroztuk a tavolsagokat. Ekkor
készithetlink egy D matrixot, melynek minden d;; eleme éppen az i és a j taxon tavolsaga.
Legyen most a matrix példaul

A célunk olyan élsilyozott fat taldlni (ha létezik), melynek minden levele egy taxont
jelol és a két levél kozti egyértelmii ut sulya megegyezik a két taxon tavolsagaval. A
példaban szereplé D matrixhoz tudunk ilyen fat késziteni:

Jaguar Tukan Ara Kaméleon

5.2.1. Definicié (Metrika). Egy D matrixot metrikdnak neveziink, ha teljesiil rd a
haromszog-egyenldtlenség, azaz d;, < d;; + dj; minden i, j, k esetén.
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A haromszog-egyenlétlenség mint feltétel felirhatd tropusi egyenletként is: a D matrix
pontosan akkor metrika, ha D ® D = D. Egy D maétrixot hivjunk fa-metrikinak az
{1,2,...,n} halmazon, ha létezik olyan n leveli T fa, melyre barmely két i, j levél tavolsaga
éppen d;;. A filogenetikdban haszndlatos négypont-feltétel a kovetkezot allitja [11, 179.
oldal]: D akkor és csak akkor fa-metrika, ha

dij + dp < max{d, + dj, dy + dji.}

minden {i,7,k,l1} C {1,2,...,n} négyesre. Vegyiik észre, hogy a feltétel pontosan ak-
kor teljesiil, ha a d;; + d, dix + dji és dy + dji, értékek kozil legalabb kettd megegye-
zik. Célunk matematikailag megfogalmazni ezen feltételt. Ehhez azonban sziikségiink lesz
tovabbi trépusi algebrai és geometriai fogalmakra.

Tropusi polinomoknak nevezziik a

1k , a? o ™
P($1,9€2> cee ,xn) = ®i=1 G xt Ty ... Tp

kifejezéseket, ahol a c¢;-k valdsak, az agl)—k egészek barmely i,/ esetén. Minden tropusi
polinom felfoghaté egy R™ — R fiiggvényként is. Attérve klasszikus miveletekre ez a
kovetkezdt jelenti:

p: (21,20, .., 2,) = min{c; + a2 + Py + -+ alVa,, L)

Azaz, ha abrazolni szeretnénk egy ilyen fliggvényt, akkor véges sok linearis fiiggvény mini-
mumat kell venniink, igy egy szakaszonként linearis, konkav fliggvényt kapunk. Rajzoljuk
le példaul a

pr)=T2" & 4 &' 22 &' 2 @' 5

fiiggvényt. Egy polinom gydkei azon x helyek, ahol a kiilonb6z6 meredekségii linedris
részek valtjak egymast.

(4.5)

3. abra. A p(z) trépusi polinom és gyokei
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5.2.2. Megjegyzés. p(x) atirhaté a
TR (@ -3)Q (z@ -2)® (& —1) Q' (x @' 4)

gyoktényezos alakra, ahol a gyokoket az egyiitthatokbdl szamolhatjuk ki: —3 = co —
Cl,—QZCg—CQ,—l :C4—63,4:C5—C4.

Adott p polinomhoz definidljuk a H(p) hiperfelilletet azon z € R™ pontok halmazénak,
melyekben p legalabb kétszer veszi fel a minimumat. fgy x € H(p) <= p nem linedris
az x helyen. Azaz egy p polinom Aaltal definidlt H(p) hiperfeliilet pontjai egybeesnek p
gyokhelyeivel. A példankban szereplo polinom a kovetkezd hiperfeliiletet hatarozza meg:

H(p) = {—3,-2,—1,4}.

Visszatérve a fa-metrikak probléméjéra, legyen X = (x;;) € R™" szimmetrikus matrix,
melynek féatléjaban csupa 0 elemek allnak. X maradék @ eleme ismeretlen. Defi-
nidljunk minden {i, 7, k,1} C {1,2,...,n} négyeshez egy masodfoki polinomot:

Dijil = Tij @ Ty @ T @ 51 B w0y ® Xy
Ezen polinomot nevezzik a tropusi Grassmann-Plicker-viszonynak. A polinom definial

egy H(pijr) hiperfeliiletet az R() téren. A tropust Grassmann-tér az Osszes lehetséges
{1, j, k, 1} négyes vélasztas altal meghatarozott hiperfelilletek metszete:

GTQ,n = ﬂ %(pz’jkl)~

1<i<j<k<l<n

A Gry,), teret szokas a filogenetikai fak terének is hivni, hiszen a négypont-feltétel valéjaban
az alabbit jelenti.

5.2.3. Tétel (Négypont-feltétel). Legyen D az {1,2,...,n} halmazon értelmezett metrika,
X = —D. FEkkor

D fa-metrika <= X € Gry,,.
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