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Bevezetés

Szakdolgozatomban olyan probléméakra adunk modellt, és megoldast, amelyekben kii-
16nb6z6 résztveviket kell Osszeparositani, vagy méas modon kapcesolatba allitani tgy, hogy
azoknak kielégitsiik bizonyos igényeit. Ezek az igények féleg ahhoz kapcsolédnak, hogy
a résztvevGknek preferenciai vannak egymason, amiket szeretnénk figyelembe venni és
stabil vagy igazsagos megoldasokat talalni. Szamos probléma tartozik ide: A hires stabil
hézassagi probléma [1], didk allokéciés programok, szerverek és felhasznélok parositasa,
rezidensek beosztésa korhézakba, szervdonorok ujrakiosztasa a betegek kozott, hogy csak
péarat emlitsiink [2].

ElsGsorban péaros garfokban fogunk kiilénféle specialis tulajdonsagokkal rendelkezd
parositasokat keresni, de tenni fogunk egy kis kitekintést altalanos- és iranyitott graf-
beli feladatokra is. A csticsok minden esetben tgynevezett preferencia-sorrendeket fognak
felallitani, amely azt mutatja, hogy ki melyik parral mennyire lenne elégedett.

A {6 célunk néhany szép polinomidejd algoritmus bemutatésa, egyesek egzakt algori-
musok, mig mésok egy NP-nehéz probléma kozelits algoritmusai.

El6szor a legegyszertibb esettel fogunk foglalkozni, amely a stabil parositasok problé-
makore. Itt minden csticsnak lesznek preferenciai, és az lesz a célunk, hogy ne legyenek
olyan parosok, akik felboritanédk az egyensulyt azzal, hogy kolcsonosen jobban kedvelik
egymast, mint azt, akivel a parositasban egyiitt vannak.

Ezutan attériink a népszert parositasok elméletére, ahol viszont azt fogjuk vizsgalni,
hogy az egyes parositasokat kollektiven mennyire kedvelik a résztvevok.

Az egyoldali esetben csak az egyik pontosztalynak lesznek preferenciai. Ez megfelel-
tethets példaul annak, amikor személyeknek szeretnénk kiilonbozs targyakat kiosztani. A
kétoldali esetben minden résztvevére mint ligynokre tekintiink, vagyis mindenkinek van
preferenciaja. Tovabba bemutatjuk a népszeri és stabil parositasok kozott rejlé gyonyord
kapcsolatot azaltal, hogy a maximélis méret népszerti parositas keresését visszavezetjiik
egy stabil parositasi feladatra.

Végiil pedig bemutatunk egy igen hasznos alkalmazast. A vesecsereprogramban bete-
gek szervdonorait szeretnénk tjra kiosztani ugy, hogy azaltal minél tobben jussanak jobb
szervhez.

A dolgozatban szerepls Gsszes rajzot sajat keziileg készitettem az Ipe szoftver segitsé-
gével. A péarositasokat szinekkel (piros, kék...) fogom jeldlni, a preferencidkat pedig ives
nyilakkal.



1. fejezet

Stabil parositasok

A dolgozat ezen fejezetében a hires stabil parositasi feladatot vezetjiik be, illetve annak
néhany éaltalanositasat vizsgaljuk. ElGszor vezessiik be a legalapvetébb fogalmakat.

1.0.1. Definicié. Egy G(V, F) gratban parositasnak nevezziik az élek egy olyan M rész-
halmazat, amelyben barmely két él fiiggetlen, azaz nincs kozos cstucsuk. Egy (v, w) € M
él esetén jelolje M (v) w-t, azaz v parjat.

Ebben a fejezetben paros grafokat fogunk vizsgalni. Legyen adott egy G = (A, B, F)
graf, ahol |A| = na, |B| = np. Az 1. fejezetben az egyszertiség kedvéért A elemeit finknak,
B elemeit lanyoknak fogjuk hivni.

Jelolje E(v) v szomszédjait G-ben, azaz azon csucsok halmazat, amelyekbe vezet él

v-b6l. Minden csticsra definialunk egy szigorii rendezési relaciot, ugynevezett preferenciét
a szomszédjain, azaz hogy az adott csics melyik szomszédjat kedveli jobban /kevésbé:

o Vm,; € A fia preferencidjat jelolje >,,.: w; > wj;, > ... > w;, ahol Vj : w; €
E(m;) € B,|E(m;)| =, és hasonloan

e Vw; € B lany preferencidjat jelolje >, : my > my, > ... > my,, ahol Vi : m; €

E(w;) C A |E(w;)| =k

1.0.2. Definicié. Adott G = (A, B, E) graf, és adott preferenciak esetén az M C E
parositast stabilnak nevezziik, ha #(m,w) € E él, amelyre m vagy izolalt M-ben, vagy
w >, M(m), és w vagy izolalt M-ben, vagy m >, M(w) egyszerre teljesiil. Egy ilyen
(m,w) élt M-re nézve blokkold/M-et blokkold élnek neveziink.

Més szoval, egy pérositas stabil, ha nincs blokkol6 él.
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1.1. abra. Harom példa nem stabil parositasra. A blokkolo élek rendre (mq,ws), (ma, w1) és (ma, w3).
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1.2. d4bra. Harom példa stabil parositésra.

1.1. Gale-Shapley algoritmus

A célunk tehat, hogy egy adott G = (A, B, E') grafban hatékonyan keressiink stabil
parositasokat. Erre megoldas a kovetkezd algoritmus [1].

1.1.1. Algoritmus (Gale-Shapley). Az algoritmust mindaddig futtatjuk, amig van nem
parositott fii nem iires preferencidval. Vegyiink egy ilyen m € A fiut, és probaljuk meg

hozzarendelni az 6 preferenciajaban az elsé helyet elfoglalé w lanyt (m felkéri w-t).
e Ha w-nek még nincs parja, akkor m-et és w-t Osszeparositjuk.
e Ha w-nek mér létezik egy m' parja, akkor két eset all fenn:

(1) Ha m >, m/, vagyis w jobban preferalja m-et, mint m/-t, akkor m’-t cseréljiik
le m-re (w kikosarazza m’-t). Ezzel m’ ismét parositatlan cstccsa valik.
(2) Ha m <, m/, akkor nincs csere.

e Végiil m preferenciajabol toroljiik w-t, hogy mikor legkdzelebb keresiink m-nek part,

méar a kovetkezd legkedveltebb csticesal probaljuk parositani.

Megjeqyzés. Az algoritmus gyorsithatd, ha minden alkalommal, mikor egy w csiics kap

egy m part, Vm' <,, m csucs preferenciajabol is toroljik w-t.



Futdsidd. O(|E|), hiszen barmely lépésben torlédik egy lany valamely fit preferenciajabol,
amibdl pedig minden fitra 0sszegezve pontosan élszamnyi van.

A bizonyitasok soran, ha azt allitjuk, hogy egy cstics egy parositaban jobban /kevésbé
kedvelt parral rendelkezik, mint egy masikban, azzal a szohasznélattal fogunk élni, hogy
az adott cstucs jobban /rosszabul jar.

1.1.1. Tétel. A Gale-Shapley algoritmus stabil parositdst ad.

Bizonyitdas. Indirekt tegyiik fel, hogy az algoritmus altal adott M péarositésra nézve, az
(m,w) él blokkol, azaz m izolalt, vagy egy w’' <,, w pérja van, w pedig izolalt, vagy
egy m' <, m parja van M-ben. Az algoritmus soran m valamikor felkérte w-t. De w
elutasitotta m-et, vagy pedig a kés6bbiekben kidobta &t, ami csak tugy lehet, ha kapott
egy m-nél jobb fiutol felkérést. Igy végiil w-nek nem lehet m-nél kevésbé kedvelt parja az
M parositasban, igy (m,w) nem lehet blokkold, ami ellentmondas. O

Ebbdl kovetkezik, hogy mindig létezik stabil parositas: a Gale-Shapley algoritmus min-
dig talal egy parositast, és az stabil.

Az algoritmus ezen valtozataban a fiuk kérik fel a lanyokat. Megmutatjuk hogy ez a

fitknak kedvez, azaz hogy olyan parositast kapunk, amelyben a fitik a lehetd legjobb part
kapjak [1] (4.41. tétel).

1.1.2. Tétel. A ldnykérd Gale Shapley algoritmus a fiikra nézve optimdlis.

Bizonyitds. Legyen az algoritmus altal adott parositas M. Tegyiik fel, hogy létezik olyan
N péarositas és m fia, amelyre N(m) >,, M(m). Az algoritmus sorat N(m)-nek egyszer
ki kellett kosaraznia m-et, egy jobb m’ kéré miatt. Legyen m az a fia, akivel ez legel6szor
torténik meg. Ekkor m’ csak ugy kérhette fel N(m)-et, hogy korabban még nem probal-
kozott N(m')-nél, azaz N(m) >, N(m'). Ekkor az (m/, N(m)) él blokkolja N-t, ami

ellentmondas. O

Megjegyzés. A szimmetria miatt az is igaz, hogy ha a lanyok kérnék fel a fitkat, akkor az

a lanyokra nézve lenne optimélis.

1.2. Stabil parositasok mérete

Felmeriilhet a kérdés, hogy létezhetnek-e kiillonb6z6 méreti stabil parositasok, és ha
igen, akkor hogyan taladlhatjuk meg a tartalmazasra maximalisat, az alabbi részfejezetben
azonban belatjuk, hogy barmely stabil parositas ugyan akkora [1] (4.44. allitas).



1.2.1. Tétel. Bdrmely két stabil parositds pontosan ugyan azokat a csiucsokat fedi.

Bizonyitds. Legyenek M én N tetszGleges stabil parositasok. Tegyiik fel, hogy létezik w,
csucs, amely M-ben fedve van, de N-ben nem. Legyen M (w;) = m;. mi-nek van parja
N-ben, és olyan, akit jobban kedvel, mint w;-et, kiilénben az (m;,w;) él blokkoln& M-et.
Legyen ez ws. wo-nek van parja M-ben, és olyan, akit jobban kedvel, mint m;-et, kiilonben
az (my,wsq) €l blokkolnd N-t. Legyen ez msy. ma-nek mi-hez hasonléan van egy ws parja
N-ben. ws-nak wy-hoz hasonldéan van egy mg parja M-ben. Ez az Gt nem érhet vissza w;-
be, mert azt feltevés szerint nem fedi N, és nem érhet vissza mq-be vagy barmely korabbi
csticsba sem, mert azok mar fedve vannak M és N altal is. Tehat 1étezik egy végtelen 1t

a véges grafban, ami ellentmondas. O
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1.3. abra

1.2.2. Kovetkezmény. Szigori preferecncidk esetén barmely két stabil pdrositds mérete

megeqyezik.

1.3. Dontetlenek esete

A kovetkezGkben megengedjiik, hogy a cstucsok egyenld mértékben preferaljak a szom-
szédjaikat. Ha w ugyan annyira kedveli m-et és m/-t, akkor azt jeldlje m ~,, m/'.
A preferenciakat jeloljiik az alabbi médon:

& Zoni Wi D Wiy 2 2 Wy,

~TG .
° zwj: Miy 2 My 2 eee 2 My,
Itt m = m’ azt jeloli, hogy m ~ m/ vagy m > m/'.

A stabil parositasok és a blokkold élek fogalmat pontositanunk kell, illetve meg kell
kiilonboztetniink tobbféle stabilitést.



1.3.1. Definici6. Egy M pérosités

e gyengén stabil, ha B(m,w) € F él, amelyre w >,, M(m) és m >, M(w) egyszerre

teljestil.

e crésen stabil, ha A(m,w) € E él, amelyre w =>,, M(m) é m >, M(w), vagy
w >, M(m) ésm 2, M(w)

e szuper stabil, ha A(m,w) € E él, amelyre w =, M(m) és m =, M(w)

Ha egy cstiicsnak nincs parja, akkor azt tgy kezeljiik, mintha egy olyan pérja lenne,
akinél mindenkit szigortian jobban kedvel. Igy blokkol6 élnek szamit az az eset is, amikor
egy parositasban egy grafbeli él mindkét végpontja izolalt, vagy amikor az egyik izolalt, a
maésik viszont jobban/legalabb annyira kedveli az elébbi végpontot, mint a parositasbeli
parjat.
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1.4. abra. Példak erGsen és super stabil parositasokra. M; gyengén stabil, de nem erésen, mert (mj, ws)

blokkolo él. My erdsen stabil, de nem super, mert (m;j,ws) blokkol. M3 super stabil.

A cél itt is gyengén stabil parositas keresése. A Gale-Shapley algoritmus segitségével
ez is megoldhato, ha feltorjiik a dontetleneket, vagyis a preferencidkban barmely egyenld
mértékben kedvelt cstics kozott a dontetlent mesterségesen szigori relaciora cseréljiik, és
az igy kapott G’ feladatra futattjuk az algoritmust.

1.3.1. Allitas. A Gale-Shapley algoritmus gyengén stabil pdrositdst taldl dontetlenek ese-

tén is.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy (m,w) él blokkolja M-et. Ekkor w >,, M(m), és m >,
M (w). Ezek szigoru relaciok, ezért ezek a G’ feladatban is igy allnak fenn. m az algorit-
mus soran valamikor felkérte w-t, w pedig levaltotta m-re az addigi parjat, ha volt. Ezt
kovetSen, ha w le is cserélte m-et, azt egy olyan fitra tette, akit a G’ feladatban szigortan
jobban, tehat a G feladatban legalabb annyira kedvel, mint m-et, igy végiil w-nek nem
lehet m-nél szigortan kevésbé kedvelt parja az M parositasban, igy (m,w) nem lehet
blokkolé. O



1.4. Maximalis méretli gyengén stabil parositasok

Dontetlenek esetén létezhet tobb kiilonb6z6 méreti stabil parositas is. Trivialis példa
az az eset, amikor mindenki mindenkit ugyan annyira kedvel, akkor ugyanis, minden
parositas gyengén stabil, ha abban nincs mindkét pontosztalybol izolalt cstcs, azaz ha
a parositas tartalmazasra nézve maximalis. Ezért itt az is egy vizsgalhato kérdés, hogy
hogyan taldlhatunk olyat, ami maximalis szamu élt tartalmaz. Erre a feladatra azonban
nem ismert gyors algoritmus.

1.4.1. Tétel. Dontetlenek esetén maximalis méreti gyengén stabil parositds keresése NP-

nehéz probléma.

Bizonyitds. Az alabbi NP-nehéz feldatot fogjuk visszavezetni a mi feladatunkra: Adott
G = (A, B, F) paros grafban szeretnénk eldonteni, hogy létezik-e legfeljebb & méreti
tartalmazasra maximalis parositas [0]. Feltehetjiink, hogy |A| = |B| = n.

A redukcié a kovetkezd: G-ben adjunk barmely cstcsnak egy-egy fantom szomszédot,
amivel csak Sket kotjiik dssze, illetve definialjunk preferenciakat: barmely AU B-beli cstcs
barmely szomszédjat egyenlé mértékben kedvelje, kivéve a fantom szomszédjat, amelyet
viszont szigortian kevésbé, mint a tobbit. A fantom csiicsoknak nem kell preferenciat
definidlnunk, mert nekik csak egy szomszédjuk van. Legyen ez a G’ feladat.
Megmutatjuk, hogy G-ben létezik legfeljebb k£ méreti tartalmazasra maximalis parositas

akkor, és csak akkor, ha G’-ben létezik legalabb 2n — k méretii gyengén stabil.

1. Ha G-ben létezik legfeljebb k méreti tartalmazasra maximéalis M parositas, akkor
vegyilk ennek az éleit G’-ben, a fedetlen A U B-beli cstucsokat pedig péarositsuk
ossze a fantom szomszédjukkal. Ennek a G’-beli M’ péarositasnak a mérete legalabb
k+2n — 2k =2n — k.

Egy fantom cstcs nem lehet blokkolo él végpontja, mert vagy megkapta az egyetlen
szomszédjat parnak, vagy nem, az utobbi esetben viszont a szomszédja szigortan
jobban jar.

Tegyiik fel, hogy létezik A és B kozott egy (m,w) blokkold él. Ekkor m és w is
rosszabbul jar M’-ben, ami csak tugy lehet, ha mindketten a fantom szomszédjukat
kaptak. Ekkor viszont az (m,w) él bevehets az M péarositasba, ami ellentmondas,

mert M maximaélis méret.

2. Tegyiik fel, hogy létezik G’-ben egy legaldabb 2n — k méretd gyengén stabil M’
parositas. Legyen ebben az A és B kozott futo élek szama [. Ekkor M'-ben az élek
szama legfeljebb | + 2(n — 1) = 2n — L.
2n—k<|M'|<2n—-I1l=k>1L

Tegyiik fel, hogy M’-nek a G-be es6 része, azaz M nem tartalmazasra maximaélis.

10



Ekkor M’-ben létezik olyan (m,w) él, hogy m és w is a fantom szomszédjat kapta

parnak, de ekkor (m,w) blokkolja M’-t, ami ellentmondas, mert M’ stabil.

[]

Tehéat jelenleg nincs polinomialis ideji algoritmus, ha pedig lenne, abbol kovetkezne,
hogy P = NP. Létezik azonban egy hatékony 2-approximécio [3] (3.2.6.2. algoritmus).

Az eddigiekben, mivel nem voltak parhuzamos élek, a Gale-Shapley algoritmus miiko-
désének szempontjabol nem széamitott, hogy egy csiics preferenciajat a szomszédos csi-
csokon, vagy a belGle indulé éleken allitottuk-e fel, most viszont egyszertibb, ha az utébbi
modon tesziink.

1.4.1. Algoritmus. Definidljunk a feladathoz egy G’ segédgrafot, és 1j preferencidkat:

1. Ugyan azon a cstucshalmazon V(m,w) él helyett harom parhuzamos élt huzzunk be.

Jelolje ezeket x(m,w), y(m,w), és z(m,w).

2. A preferencidkat most csicsok helyett éleken allitsuk fel. Ym € A csics 2,0 wy 2

~Y

wy 2 ... 2 wy, preferencidja a kovetkezSképpen modosul:

~Y

e Osszuk blokkokra a w-ket. Ha w; ~ w;, akkor egyazon blokkba keriiljenek, ha
pedig w; > w; vagy w; < wj, akkor kiilon blokkokba.

e Barmely {w;,w;i1,...,w;1;} blokkra elgszor allitsuk tetszéleges sorrendbe az
Z’(m, wi)a Z’(m, wi-l—l)a ) [L'(m, wi—i—l) éleketa maJd utana az y(ma wi)v y(ma wi+1)7

o y(mywiyy) éleket.

e FEzeket a sorrendeket illessziik 0ssze olyan sorrendben, amilyen sorrendben a
blokkok &llnak.

e Végiil illessziik a sorrend végére sorban a z(m, wy), z(m, ws), ..., z2(m, wy,) éleket.
Itt azok az élek, amelyeknek a végpontjaik ugyan abban a blokkban vannak,

egymés kozt lehetnek tetszéleges sorrendben.
Ezt az 0j sorrendet jelolje >/ . Példaul:

Zomt W~ Wo > W3 > Wy ~ W

Y

St a(mw) > w(m,ws) > ylm,wy) > ym, ws) > alm,ws) > y(m, wy) >

> x(m, w5) > Z‘(m, w4) > y(m7 w4) > y(m7 U)5> >

> z(m,we) > z(m,wy) > z(m,ws) > z(m,ws) > z(m, ws)
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3. Hasonloan allitsuk fel Yw € B cstcs 2, my 2 mg 2 ... 2 my sorrendje alapjan

az 0j sorrendet, azzal a kiilonbséggel, hogy az x tipusi, és a z tipusu élek szerepét

foleseréljiik. Ezt az 1j sorrendet jelolje >! . Példaul:

Zmi My > Mo ~ M3
Y
> rx(w,my) > y(w,my) > z(w,mg) > x(w, mg) > y(w,ms) > y(w, my) >

> z(w,my) > z(w,mg) > z(w, mg3)

Futtassuk le a Gale-Shapley algoritmust ezen a segédgrafon az 0j preferencidkkal. Tekint-
stink el attol, hogy a kapott N’ parositas élei milyen tipustak (x, y vagy z), és csak azt

nézziik, hogy mik a végpontjaik. Ezt az N parositast tekintsiik az eredeti G' grafban.

Futdsidd. A G’ segédgraf élszamban linearis id6ben megkonstrualhato, és a Gale-Shapley

algoritmus is lineéris idejd, igy a fenti algoritmus futésideje is O(|E|).
1.4.2. Allitas. A fenti algoritmus dltal adott N pdrositds stabil.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy (m,w) € E(G) él blokkol N-re nézve, azaz w >,, N(m),
és m >, N(w). Azt fogjuk megmutatni, hogy fiiggetlentil attol, hogy az (m, N'(m)) és
(w, N'(w)) € G’ élek milyen tipusuak, az y(m,w) € G’ él blokkolja N'-t.

1. Ha (m, N'(m)) ~ z(m, N(m)), akkor definici6 szerint y(m,w) > (m, N'(m)).

2. Ha (m, N'(m)) ~ y(m, N(m)) vagy (m, N'(m)) ~ z(m, N(m)), akkor (m, N'(m))
a >/ sorrendben valamely hatrabbi blokkban kell lennie w >,, N(m) miatt, ezért
y(m,w) >;, (m, N'(m)).

3. Hasonloan, fliggetleniil attol, hogy (w, N'(w)) az (w, N(w)) élnek az x, y vagy z
masolata-e, y(m,w) >! (w, N'(w)).

w

Tehat y(m,w) blokkolja N'-t, ami ellentmodés, hisz a Gale-Shapley algoritmus biztosan
stabil parositast ad. O

1.4.3. Allitas. A fenti algoritmus %—kb’zel{to”.

Bizonyitds. Legyen M egy maximaélis méretid gyengén stabil parositas. Belatando, hogy
IN| > 2|M]|. Tekintsiik a NAM grafot. Azt fogjuk megmutatni, hogy ez legaldbb 2-
szor tobb N-beli élt tartalmaz, mint M-belit. Mivel N is és M is fiiggetlen élekbdl all,
tehat csak egyfoku csicsokat tartalmaz, ezért NAM barmely cstucsa legfeljebb 2 foku.
Igy NAM csak alternalé utakbol és korokbsl allhat.

e Ha egy komponens kor vagy paros hosszu ut, akkor abban ugyan annyi N-beli él

van, mint M-beli. (Alternalo kor csak paros szamu élt tartalmazhat.)
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e Ha egy komponens 5-nél hosszabb paratlan hosszu ut, akkor abban van legalabb %—
szor annyi N-beli él, mint M-beli, még akkor is, ha M-beli éllel kezd6dik és M-beli
éllel végzddik.

e Az egy N-beli élbsl allo egy hosszi utak és a két N-beli és egy M-beli élbsl allo

hérom hosszu utak nyilvanvaléan tobb N-beli élt tartalmaznak, mint M-belit.

e Egy darab M-beli (m,w) élbdl allé ut nem lehet NAM-ben, mert az azt jelentené,
hogy N-ben az m és a w csucs is izolalt, tehat az (m,w) él blokkolnd N-t, ami nem
lehet, mert N stabil.

o Két M-beli és egy N-beli élbdl allo harom hossza {(mq,w;), (wy, ma), (Mg, wy)} 0t
sem létezhet. Egy ilyen utban az (wy, my) él N'-beli masolata nem lehet z(wq, my),
mert akkor a z(my, w;) él blokkolna N’-t. Hasonloan, az (wy, my) él N'-beli méasolata
nem lehet z(wy, mso), mert akkor az x(ms, wsy) él blokkolna. Tehat az (wq, my) él N'-
beli masolata y(wy, ms).

My >y, My, mert my =, mq, ha pedig mg ~,,, my lenne, akkor z(m;y, w;) blokkolna
N’-ben. Hasonléan, wy >, wy, mert wy 2,,, ws, ha pedig wy ~,, wy lenne, akkor
x(ms, ws) blokkolna.

Tehat (wq, msy) blokkolja M-et, ami ellentmondés.

Ezzel belattuk, hogy NAM béarmely komponensében legalabb %—szor tobb N-beli él van,
mint M-beli, igy az egész NAM grafban is. ]
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2. fejezet

Egyoldali népszeri parositasok

El6fordul, hogy nem embereket szeretnénk egyméshoz pérositani, hanem embereket
és targyakat /élettelen dolgokat. Példaul, amikor szeretnénk munkavallalokat egyes pozi-
ciokba vagy miiszakokba beosztani, esetleg embereket kiilonb6z6 szobakban elszallasolni.

Tehat a kovetkezGkben olyan feldatot néziink, ahol csak az egyik pontosztalynak van-
nak preferenciai.

Adott egy G = (A, B, E) na+np csucsu paros graf. Ebben a fejezetben A elemeit em-
bereknek /tigynokoknek, B elemeit targyaknak fogjuk hivni. Most szigort preferenciakat
definidlunk, és csak az emberekre.

e Va, € A ember preferenciajat jelolje >,: t;, > t;, > ... > t;,, ahol Vj : t; €
E(a;),|E(a;)| =k

Ebben az esetben nem stabil parositasokat fogunk keresni, hiszen nem fordulhat el
kolesonos preferencia. Helyette definialjuk a parositasok egy 1j tulajdonsagét.

2.0.1. Definicié. Adott G = (A, B, E) graf és az emberek adott preferenciai esetén
az M C FE parositast népszertinek nevezziik, ha nem létezik olyan parositas, amelyben
szigortian t&bb ember jar jobban, mint rosszabbul, azaz AM’' C E : |[{a € A : M'(a) >,
M(a)}| > {a € A: M(a) > M'(a)}

Ha tobb olyan a cstics van, amely az M parositasban jobban kedvelt targyat kap, mint
M'-ben, akkor M népszertibb, mint M’, méas széval M dominalja M’-t.

aj ag as
[ }
M
[ )
31 () l3

2.1. dbra. Példa egyoldali népszerd parositasra.
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2.1. Létezés sziikséges és elégséges feltételei

2.1.1. Allitas. Nem mindig létezik népszert pdrositds.

Bizonyitds. Egy egyszert ellenpélda a kovetkezo:

aq an as
/ - A:{a1>a27a3}
B = {t1>t27t3}
a1y Zass ~as- t1 >ty > 13
i1 to t3
2.2. adbra

Minden embernek ugyanaz a preferencidja. Barmely lehetséges parositasban ponto-
san egy iigynok fogja megkapni a legkedveltebb targyat, egy a méasodik legkedvelteb-
bet, és egy a harmadik legkedveltebbet. Legyen egy M parositéas {(a;, 1), (a;,t2), (ag, t3)}.
Ez nem lehet népszert, mert Vi, j, k € {1,2,3} paronként kiilonb6z6 indexek esetén az
M'" = {(ai, t3), (a;, t1), (ag, t2)} parositasban tébb ember jar jobban, mint ahany rosszab-
bul: a; és ay jobb targyat kap: M'(a;) >a, M(a;), M'(ax) >4, M(ar); a; pedig rosszabbat:
M'(a;) <o, M(a;). O

A célunk tehat elsGsorban eldénteni, hogy létezik-e népszerd parositas. Ehhez fogunk

sziikséges és elésgséges feltételeket megfogalmazni.
El6szor vezessiink be egy fogalmat /jelolést, hogy konnyebben targyalhassuk a témat.

2.1.1. Definici6. Legyen az a € A &ltal legkedveltebb targy f(a), és l(a) az a altal
legkedveltebb olyan térgy, ami egyik masik b € A embernek sem a legjobban kedvelt
targya.

Annak érdekében, hogy barmely a emberre létezzen az [(a) targy, berakunk B-be |A|
db fantom targyat, melyek mindegyike pontosan egy ember preferenciajaban szerepel,
méghozzéa az utolsé helyen. Ez nem fogja befolyasolni az algoritmus mikddését. Amikor
egy a ember parja egy parositasban [(a), az csak annak felel meg, hogy nincs parja.

f(a)-t a elss targyanak, l(a)-t az utolsd targyanak fogjuk hivni. Egy ¢ targyat elss
targynak fogjuk hivni, ha létezik a, amire t = f(a), és utolso targynak, ha létezik a, amire

t=1(a).

Keét sziikséges feltételt is megfogalmazhatunk [3] (Lemma 7.1).
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2.1.2. Allitas. Ha egy M pdrositds népszert, akkor Va € A ember tdrgya f(a) vagy l(a).
Bizonyitds.

[. Tegyiik fel, hogy az M népszer parositasban az a ember parja a t targy, ahol
t <ql(a).

e Ha /(a)-t nem kapta meg senki, akkor az

M = (M\{(a,t)}) U{(a,l(a))}

parositdas dominalja M-et, hisz a-nak jobb parja van M’-ben, barmely més

csticsnak meg ugyan az, mint M-ben.
e Ha l(a) egy b cstcs parja az M-ben, és f(b) nem péarja senkinek, akkor az
M = (M\ {(a,1), (b,1(a))}) U{(a,(a)), (b, f(b))}

péarositas dominalja M-et, mert definici6 szerint f(b) >} l(a), igy a és b jobban

jar M'-ben, a tobbi cstcs ugyan ugy, mint M-ben.

e Ha f(b) egy c csucs parja az M-ben, akkor az

M= (M\{(a,t), (b, 1(a)), (c, f(b))}) U{(a,(a)), (b, f(D)), (¢, M'(c))}

parositas dominalja M-et, mert hasonloan, a és b jobban jar M’-ben, ¢ leg-

rosszabb esetben rosszabbul, a tobbi csiics ugyan tgy, mint M-ben.

Minden esetben ellentmondasra jutunk, mert M feltevés szerint népszerii.

a b c
M M
o
t l(a) f(a) M'(c)
2.3. abra
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I1. Tegyiik fel, hogy az M népszerii parositasban az a ember parja a t targy, ahol
l(a) <, t <, f(a).

e Mivel a jobban kedveli t-t, mint [(a)-t, ezért definici6 szerint ¢t = f(b) valamely

b csucsra. Ha f(a)-nak nincs parja, akkor az

M’ = (M {(a,), (b, M(1)}) U{(a, f(a)), (b, 1)}

parositas dominalja M-et, mert a és b jobban jar M’-ben, a tobbi csiics ugyan

gy, mint M-ben.

e Ha f(a) egy c cstics parja M-ben, akkor az

M’ = (M \{(a,1), (b, M(b)), (c, f(a)}) U{(a, f(a)), (b,1), (c, M'(c))}

parositas dominalja M-et, mert hasonléan, a és b jobban jar M’-ben, ¢ leg-

rosszabb esetben rosszabbul, a tobbi csiics meg ugyantgy, mint M-ben.

Ezekben az esetekben is ellentmondéasra jutottunk, mert M feltevés szerint népszerti.

b a c
M M’
®
M(b) t=f(b) fla) M'(c)
2.4. abra

]

2.1.3. Allitas. Ha egy M pdrositds népszerd, akkor ¥t elsé tdrgynak van pdrja, és olyan
a € A ember, melyre t = f(a).

Bizonyitas.

[. Tegyiik fel, hogy van olyan t targy, amely valamilyen a embernek az elsé targya, de

nincs gazdaja. Ekkor az
M’ = M\ {(a, M(a))} U{(a,)}

parositas dominalja M-et.
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II. Tegyiik fel, hogy f(a)-nak van parja, de nem a az, hanem egy mésik b ember.

e Ha f(b)-nek nincs parja, akkor az

M' = (M \ {(a, M(a)), (b, f(a))}) U{(a, f(a)), (b, f(b))}
pérositas domindlja M-et, mert a és b jobban jar M’-ben.
e Ha f(b)-nek van egy ¢ parja, akkor az
M’ = (M \ {(a, M(a)), (b, f(a)), (c, f(b))}) U{(a, f(a)), (b, f(b)), (c. M'(c) }

parositas dominéalja M-et, mert a és b jobban jar M’-ben, ¢ legrosszabb esetben

rosszabbul, a tobbi ugyan gy, mint M-ben.

a b c
M M’
®
M(a) t=f(a) f(b) M'(c)
2.5. abra

]

A kovetkezs allitas kimondja, hogy az imént megfogalmazott két sziikséges feltétel
egylitt elégseges feltételt alkotnak [3] (Lemma 7.1).

2.1.4. Allitas. Ha létezik olyan M pdrositds, amelyben Ya € A ember pdrja az elsé vagy
az utolsd tdargya, és V't € B elsd targynak van pdrja, és olyan a € A ember, akire t = f(a),

akkor M népszeri.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 1étezik egy a tételben jellemzett M pérositds. Megmutatjuk,
hogy nem létezhet olyan M’ parositas, ami népszertibb, mint M. Legfeljebb azok az a
emberek jarhatnak jobban M’-ben, akiknek I(a) a parja M-ben. Definici6 szerint egy
ilyen a ember csak akkor kaphat jobb part, ha megkapja egy olyan b ember pérjat, akinek
addig f(b) volt a parja, amit kdvetGen b biztosan rosszabb péart kap. Barmely az M’-ben
jobban jaré a emberre jut egy olyan b ember, aki rosszabbul jar M’-ben, igy M’ nem
dominalhatja M -et. O
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2.2. Maximalis méretli népszeri parositas keresése

2.2.1. Allitas. Létezhet tobb, kilonbizé méretd népszerd pdrositds.

Bizonyitds. Tekintsiik az aldbbi példéat:

U @2 3 A ={ay,a9,a3}
B = {tl,tg,tg}
ai it > ts
My My ay : by > ts
as :t1 >ty
My = {(a1,t1), (a2, t2)}
51 t2 t3 My = {(a1,13), (a2, t2), (a3, t1)}
2.6. abra

Ekkor t;, = f(a1) = flas),ta = f(az),t3 = f(a1) = f(ag), és 1(3) fantom targy. Igy
M;i-re és Ms-re is teljesiil a 2.1.4 allitdsban megfogalmazott feltétel, tehat M; és M, is
népszerd. Ugyanakkor | M| < |Ms|. O

A kovetkezSkben pedig nézziink meg egy algoritmust, amellyel taldlhaté népszeri pa-
rositas, méghozza olyan, amely tartalmazéasra is maxialis [3] (7.2.4. fejezet).

2.2.1. Algoritmus. A kiévetkezSképpen konstrualjuk meg a G’ gréfot:
1. Vegyiik be a targyak halmazaba a di,ds, ..., d, fantom targyakat.
2. Toroljiink barmely olyan (a,t) élt, amelyre ¢ nem els6 vagy utolso targy.

3. Stlyozzuk meg az éleket a kdvetkezd modon:

1, t¢{dy,ds,..,d,}

w(a,t) =
0, te{dido....d,}

4. Ebben a stulyozott péaros grafban keressiink olyan maximaélis silyt parositast, amely
Va € A embert és barmely elsé targyat fed, példaul Egervary algoritmusanak segit-
ségével. Ez legyen M'. Ebbdl vegyiik ki azokat az (a,t) éleket, amelyekre ¢ fantom
targy. Ez legyen M.
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Futdsidé. A G’ graf élszamban linearis méret(, ami feliilbecsiilhets O(n?)-vel. Maximéa-
lis sdlya parositas keresése is csiicsszamban polinomialis, igy az algoritmus futasideje
O(p(n)).

Megjeqyzés. Az alabbi sulyozas segitségével eldonthetd, hogy egy minden embert fedd M
parositasra E(G) N M = M népszerii-e:

K >>0, t=f(a)
w(a,t) =<1, t=1I(a)
0, t € {dy,ds,...,d,},

ahol K egy nagy pozitiv valos szam. Legyen [ az els§ targyak szama. Ekkor M stulya <
[K <= M népszeri.

Ha M népszerti, akkor M-ben barmely els6 targynak van parja, ezért M sulya legalabb
IK.Ha M salya legalabb [/, akkor az csak ugy lehet, ha barmely elsé targynak van parja,
feltéve hogy K elég nagy.

2.2.2. Allitas (Az algoritmus helyessége).

1. Ha az algoritmus taldl megfeleld maximdlis silyd M’ pdrositdast, akkor az ad eqy M

népszertd pdrositdst az eredeti feladatban, és az mazximdlis méreti.
II. Ha nincs ilyen M’ pdrositds, akkor nincs népszerd pdrositds.

Megjegyzés. A két allitas egyiitt egy ekvivalenciat fogalmaz meg: G-ben dM népszert

parositas <= G’-ben dM’ minden sziikséges cstucsot fedd péarositas.
Bizonyitas.

I. (a) Ha 3M’, amelyben barmely ember le van fedve, akkor 3M, amelyben barmely
a ember f(a)-t vagy l(a)-t kapta, hiszen csak olyan (a, t) éleket hagytunk benne
G’-ben, amelyekre t = f(a) vagy t = l(a).

(b) Ha dM’, amelyben barmely els6 targy le van fedve, akkor 3M, amelyben ez
szintén teljesiil, és barmely els6 targy olyan part kapott, akinek az az els6
targya, mert ha nem olyat kapott volna, akkor az annak az utolsé targya lenne,
mert mas targybol nem vezet hozza él, ami viszont ellentmondés, mert egy

utolso targy nem lehet egyik ember els targya sem.

Ha M’ maximalis silyu, akkor M maximaélis mérett, hiszen M’ a lehets legtobb
olyan élt tartalmazza, ami nem ember és fantom targy kozott vezet, azaz amely az

M-ben is szerepel.
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II. G' megkonstrualasakor csak azokat az éleket hagytuk meg, amik egy népszert pé-
rositasban benne lehetnek. Ha nem létezik M’, az pontosan azt jelenti, hogy nincs
olyan pérosités, amelyben barmely ember az elsé vagy az utolso targyat kapta, bar-
mely els6 targy kapott part, és ezaltal barmely elsé targy olyan part kapott, akinek

az az els6 targya, a 2.1.3 tétel szerint.
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3. fejezet

Kétoldali népszerid parositasok

A kovetkezkben visszatériink a fitk és lanyok esetéhez, vagyis mindkét pontosztalynak
lesznek preferenciai, és ugy fogunk népszerii parositéast kereseni [3] (7.6. fejezet).

3.0.1. Definicié. Adott G = (A,B,E) graf és adott preferencidk esetén az M C E pa-
rositast (kétoldali) népszertinek nevezziik, ha M’ C E : [{v € V : M'(v) >, M(v)}| >
HveV:M)>, M'(v)}

3.1. Létezés elégséges feltétle

A stabilitas fogalméanak segitségével egy elégséges feltételt itt is megfogalmazhatunk.
Réadésul ez a feltétel nem csak paros, hanem tetszsleges grafok esetén elégséges is. To-
vabbra is minden csiics preferenciajat a szomszédai kozott allitjuk fel. Annyi a kiilonbség,
hogy egy csticsnak barmely mas cstics lehet szomszédja.

3.1.1. Tétel. Tetszdleges grafban, ha eqy M pdrositds stabil, akkor népszeri.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy barmely M-t6] kiillonb6zo N pérositas sem lehet népszertibb,
mint M, ha M stabil. Tekintsiik azon h csticsoknak a H halmazat, amelyek jobban jarnak
az N parositasban, mint M-ben. Ezek kozott a csiicsok kozott nem mehet N-beli él, mert
akkor az egy M-et blokkol6 él lenne. Ugyanakkor, mivel barmely H-beli cstics jobban jar
N-ben, azok mindegyikébdl vezet egy él valamely H-n kiviili csticsba, és mivel N parositas,
diszjunk cstiicsokba. Ezen H(h) csticsok mindegyike kevésbé kedveli h-t, mert a H(h) cst-
csok is més part kapnak N-ben, mint M-ben, a preferenciak pedig szigortak. Igy barmely
N péarositasban legalabb annyi rosszabbul jaré cstics van, mint jobban jaro, tehat N nem
lehet népszertibb, ami ellentmondés. O

Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy paros grafok esetén mindig 1étezik népszerid parositas,

speciel a Gale-Shapley algorimus is mindig azt ad.
Az is megmutathato, hogy a stabil parositasok éppen a minimalis méret{i népszertiek.
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3.1.2. Tétel. Tetszbleges grdafban nem mindig létezik népszertd pdrositds.

Bizonyitas. Tekintsiik az aldbbi példéat:

b
V ={a,b,c}
> b>c
>pic>a
\ >ca>b
C. a
3.1. abra

Osszesen 3 darab pérositas létezik: {(a,b)},{(b,c)} és {(c,a)}, viszont {(b,c)} nép-
szertibb, mint {(a,b)}, {(c,a)} népszeribb, mint {(b,c)}, és {(a,b)} népszertibb, mint

{(c,a)}. O

Megjegyzés. Bizonyithato, hogy annak eldontése, hogy tetszéleges grafban létezik-e népsze-
ri parositas NP-teljes. Ugyanakkor az mar bizonyitottan eldénthets, hogy stabil parositas

létezik-e.

3.2. Maximalis méretd kétoldali népszeri

3.2.1. Allitas. Létezhet tobb, killonbozd méreti kétoldali népszerd pdrositds, élszamban

pedig akdr kétszeres eltérés is lehet.

Bizonyitds. Tekintsiik az aldbbi példéat:

mi mo

? A = {m1, ms}

B = {w:, ws}

My Mo >yt W > W

>t My > My

My = {(m1, ws)}
® Mz = {(m1, wr), (ma, w2)}
w1 w2
3.2. abra
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Ekkor M; népszerid, mert my és wy a lehets legjobb part kapjék, igy barmely mas
parositasban legfeljebb kettd méasik cstics kaphat rosszabb part. Hasonléan Ms is népszert,
mert w; és my a lehetd legjobb part kapjak. Ugyanakkor |Ms| > |M;|, és |Ms| = 2|M;| O

Itt is felmeriilhet tehat az igény maximalis méret parositasra. Erre ad megoldast a
kovetkezd algoritmus.

3.2.1. Algoritmus. Definidljunk a feladathoz egy G’ segédgrafot és 0j preferenciakat:

1. Ugyan azon a cstucshalmazon V(m,w) él helyett két parhuzamos élt hazzunk be.

Jelolje ezeket x(m,w) és y(m,w).

2. A preferencia-sorrendeket most cstcsok helyett éleken allitsuk fel. Vm € A cstcs
>0 Wy > wy > ... > W,y sorrendje a kovetkezSképpen modosul: elEszor barmely
i-re soroljuk fel az x(m,w;) éleket, majd barmely i-re az y(m,w;) éleket. Ezt az j

sorrendet jelolje >/ . Példaul:

>m W > Wy > Ws

4

>t x(m,wr) > x(m,ws) > x(m,ws) > y(m,wi) > y(m, wa) > y(m, ws)

3. Hasonléan allitsuk fel Yw € B cstics >,,: my > my > ... > m,y sorrendje alapjan az
> x(w,my) > x(w,me) > > x(w,ml) > y(w,my) > y(w,me) > ... > y(w, my)

w

sorrendet. Ezt az 0j sorrendet jelolje >/ . Példaul:

>t My > Mo > Mg

4

>t y(w,ma) > y(w,me) > y(w,ms) > z(w,mi) > z(w, ma) > z(w, ms)

Futtassuk le a Gale-Shapley algoritmust ezen a segédgrafon az 1j preferencidkkal. Tekint-
stink el attol, hogy a kapott M’ péarositas élei milyen tipustak (z vagy y), és csak azt
nézziik, hogy mik a végpontjaik. Ezt az M parositast tekintsiik az eredeti G grafban.

Futdsiddé. A G’ segédgraf most is élszamban lineéaris id6ben megkonstrualhato, és a Gale-

Shapley algoritmus is linearis idejd, igy a fenti algoritmus futasideje is O(|F|).
3.2.2. Allitas. Az algoritmus dltal adott M pdrositds népszerd.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik egy N parositas, ami népszertibb, mint M. Tekintsiik
az MAN grafot. Ez alternal6 utakbol és paros hosszu alternalé kérokbdl all. Meg fogjuk
mutatni, hogy barmely komponensben legfeljebb a cstucsok fele jar jobban N-ben, mint
M-ben.
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(a) Ha cgy (m,w) € N élre (m, M'(m)) = o(m, E(m)), és (w, M'(w)) = z(w, E(w))
akkor m és w koziil legfeljebb az egyik jarhat jobban N-ben, mint M-ben, mert ha

m is és w is jobb parjai lennének egymésnak, akkor x(m,w) >/ x(m, E(m)), és

z(m,w) > x(w, E(w)) teljestilne, igy x(m,w) blokkolna M’-t.

(b) Hasonlbéan, ha egy (m,w) € N élre (m, M'(m)) = y(m, E(m)) és (w, M'(w)) =
y(w, M(w)), akkor m és w koziil legfeljebb az egyik jarhat jobban N-ben, mint
M-ben, kiilénben y(m, w) blokkolna M'-t.

(c) Ha egy (m,w) € N élre (m, M'(m)) = a(m, M(m)), é (w, M(w)) = y(w, M(w)).
akkor nem allithatunk tobbet, mint hogy akar m is és w is, azaz két cstcs is jobban
jarhat N-ben, mint M-ben.

(4) Ha egy (m,w) € N élre (m, M/(m)) = y(m, M(m)), és (w, M'(w)) = o(w, B(w)),
akkor m nem jarhat jobban N-ben, mert ha (m,w) >,, (m, M(m)) teljesiil, akkor
y(m,w) > y(m, M(m)), és mivel y(m,w) > (w, M(w)), y(m,w) blokkolna M’-t.

Hasonloan w sem jarhat jobban N-ben, kiilénben az xz(m,w) él blokkolna M'-t.

) m ) m ) m ) m
@) b) c) d)
JN ‘ "Nq ,NU , N J. M N
w ur w w

3.3. abra

Most tekintsiik a kiilonféle komponenseket:
1. Kor:

e Azon N-beli élek esetében, amikre az (a) vagy a (b) eset teljesiil, a végpontok

koziil legfeljebb egy jarhat jobban N-ben.

e Azokbol az N-beli élekbdl, amikre a (c) eset &ll fenn, pontosan ugyan annyi
van, mint azokbol, amikre a (d) eset, igy mindezen éleket tekintve, a végpontok
legfeljebb fele jarhat jobban N-ben.

Tehat korben a csucsok legfeljebb fele jarhat jobban N-ben.
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3.4. abra

2. N-beli éllel kezd6d6 és végz6ds t:

e Ha az ut egy (mq,w;) € N éllel kezdédik, akkor (wy, M'(wy)) = y(wy, M (w)),
mert ha x(wy, M (w,)) lenne, akkor y(m;,w,) blokkolna M’'-t.

e Hasonloan, ha az ut egy (my,w;) € N éllel végzadik, akkor (my, M'(my)) =
x(my, M(my)).

Az ut két végén egy-egy olyan csics van, amely N-ben jar jobban, viszont az tut
belsejében pontosan eggyel tobb olyan N-beli él van, amire a (d) eset teljestil, mint

olyan, amire a (c), tehat ilyen tutban legfeljebb a csticsok fele jarhat jobban N-ben.

my my
b) d)
Yy Yy PO Yy T
w

3.5. abra

wy

3. Az egyik végén N-beli, a mésik végén M-beli éllel rendelkezd t:

e Ha az ut N-beli éllel kezd6dik, és M-belivel végzédik, az ut kezdSpontja bizto-
san N-ben jar jobban, mert M-ben izolalt, a végpontja pedig biztosan M-ben,
mert N-ben izolalt.

Az el6z6 pontban lattuk, hogy az elss élnek az y masolata keriilt M’-be. Ugyan-
akkor attol fiiggetleniil, hogy a 1t utolsé élének melyik masolata van M’-ben,
legalabb ugyan annyi, és legfeljebb eggyel tébb N-beli élnél fordulhat els a (d)

eset, mint a (c).
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e Ha az ut M-beli éllel kezdddik, és N-belivel végzddik, az teljesen hasonld az
el6z6 esethez azzal a kiilonbséggel, hogy felcserélédik az x és az y masolatok

szerepe.

Tehat ilyen ttban is legfeljebb a cstcsok fele kap jobb péart N-ben, mint M-ben.

R

3.6. abra

M N

4. M-beli éllel kezd6ds és végz6ds ut:

o A legkedvezGtlenebb esetben az elsé élnek az x masolata, az utolsonak pedig
az y méasolata van M’-ben, amikor is pontosan eggyel tébb N-beli élnél fordul
el6 a (c) eset, mint a (d), viszont az 1t két végpontja jobban jar M-ben, mert
N-ben izolaltak.

Ilyen dtban is legfeljebb a csticsok fele jar jobban N-ben.

N

.7. abra

M N

Barmely komponensben legfeljebb a csticsok fele kap jobb péart N-ben, mint M-ben, igy

az egész. M AN grafban és G-ben is, ezért N nem lehet népszertibb, ami ellentmondas. [
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3.2.3. Allitas. Az algoritmus dltal taldlt M pdrositds mazimdlis méretdi a népszertek

kozott.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy létezik egy szintén népszerd N parosités, amely re |[N| > |M].
Ekkor M A N-ben létezik olyan komponens, amiben tébb N-beli él van, mint M-beli. Ez
a komponens sziikségszertien egy N-beli éllel kezd6ds és N-belivel végz&ds alternélo tt.

Legyen ez

{(m07 'LUO), ('LUO, m1)7 (m17 wl); seey (mk7 wk)7 ('l,l)k, mk+1)7 (mk+17 wk+1)}'

A 3.2.2 allitas bizonyitasdban méar lattuk, hogy egy ilyen utban a (wgy,m;) élnek az y

mésolata, a (wy, my41) élnek pedig az x masolata szerepel M’-ben. Igy a

{(w07 ml)v (mh wl)? e (mkv wk)v (U}k, mk—l—l)}

2k csucest utban pontosan eggyel tobb olyan N-beli él van, amire a (d) eset all fenn, mint
olyan, amire a (c), igy a 2k csucsbol legfejebb k& — 1 cstcs jarhat jobban N-ben, mint
M-ben.

Az is igaz, hogy my >, Mo, és Wy >pm,,, Wk, Kiilonben y(mo, wo) és x(Mpy1, Wey1)
blokkolnak M’-t. Ezért wy és my,1 jobban jarnak M-ben, mint N-ben.

mg és wgy1 jobban jar N-ben, mert M-ben izolaltak.

Tehat ebben a komponensben a 2k + 4 csiicsbodl legfeljebb & — 1+ 2 = k4 1 jar jobban
N-ben, ami szigortian kevesebb, mint ﬁf =k + 2, azaz a csucsok 0ssz szama.

MAN Gsszes tobbi komponensében legaldbb annyi cstcs jar jobban M-ben, mint N-ben
3.2.2 bizonyitasa alapjan. Tehat az egész M AN grafban is tobb csiics jar jobban M-ben,
mint N-ben, azaz M népszertibb, mint N, ami ellentmondas, mert feltettiik, hogy N
szintén népszerd. Ez arra vezet, hogy nem igaz az sem, hogy létezik tébb N-beli, mint
M-beli élt tartalmazo komponens, igy az sem igaz, hogy |N| > |M]|, ami ellentmondas.

Tehat M maximalis méretti népszert parositas. ]

28



4. fejezet

Egy alkalmazas — Vesecsereprogram

Ez a fejezet Végh Laszlo, Kiraly Tamas és Pap Julia jegyzetének 4.4. fejezete [1] alapjan
késziilt.

A kovetkezSkben olyan betegeknek segitiink, akiknek veseatiiltetésre van sziikségiik.
FeltehetGen — ha szerencsés a helyzet —, az egyes betekegnek van mar egy-egy donorjuk —
csaladtag, ismerds —, akit6l mar biztosan kaphatnak vesét. Ugyanakkor az egyes donorok
mindenkinek kiilonb6z6 mértékben felelhetnek meg, az is lehet, hogy egyaltalan nem.

Szeretnénk, hogy a paciensek minél jobb vesét kaphassanak. Tehetjiik azt, hogy a be-
tegekkel donorokat cseréltetiink, ezzel egymaést, vagy legalabb az egyikiiket jobb szervhez
juttatva. Nem csak parok cserélhetnek egymassal, hanem egy tobbfGs csoport tagjai is
korbecserélgethetik egymés donorjait valamilyen kér mentén.

Modellezziik tehat a feladatot egy G (V E) iranitott graffal, ahol a csticsok repre-
zentaljak a betegeket, a v cstcsbol w-be pedig akkor megy él, ha v szamara megfelel
w donorja. Hurokéleket is megengediink, hisz a betegeknek a sajat donorjuk is lehet al-
kalmas. Tovabba jelolje E (v) v ki-szomszédjait, és minden v betegnek definialjunk egy

szigort preferencia-sorrendet E (v)-n, azaz a neki alkalmas donorok kozott.

e Vu; € V preferenciajat jelolje 2,,: vi, 2 vi, 2 ... 2 v;,, ahol Vi : v; € E(vl) C

V.[B ()] = k -

Amit keresiink, az a donoroknak egy olyan tjraelosztdasa, ami bizonyos értelemben
minenkinek jo, vagy legalabbis senkinek sem rosszabb. Az elosztésokat iranyitott élek

olyan R halmazaival reprezentalhatjuk, ahol barmely cstcs kifoka és befoka 1 (ki kinek a
donorjat kapja meg/ki kinek ad donort). Ezek a halmazok diszjunkt irdnyitott kérokbél
fognak allni. Azt, hogy egy ﬁ elosztasban egy v beteg melyik beteg donorjat kapja, jelolje
(v). R(v) lehet maga v is.
Tehat, 1ényegében most is az a célunk, hogy olyan élhalmazt keressiink, ami kézkedvelt.
Ezt a kozkedveltséget jelen esetben is tgynevezett blokkold csticshalmazok/élhalmazok
hidnyaval fogjuk definialni.

4.0.1. Definici6é. Adott egy 8(1/, ﬁ) iranitott graf és barmely v € V csicsra egy pre-
ferencia ﬁ(v) elemein. A csiicsoknak egy S C V halmaza blokkol6 koalici6 az ﬁ - ﬁ
elosztasra nézve, ha létezik olyan ﬁ’ elosztas, hogy Vv € S csicsra ﬁ’ (v)e S, ésVYveS
csticsra ﬁ/(v) e ﬁ(v), és legalabb egy v € S csticsra ﬁ/(v) >, ﬁ(v)

~U
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Az, hogy a betegeknek egy halmaza blokkol6 koalicié egy elosztasra, azt jelenti, hogy
ha az kivalna, a tagjai egymés kozott meg tudnék cserélgetni a donorjaikat tgy, hogy
legalabb az egyikiik szigortian jobban jarjon, mint az eredeti elosztédsban, mikozben senki
sem jar rosszabbul.

4.0.2. Definicié. Egy elosztéas kozkedvelt, ha nem létezik ré nézve blokkolo koalicio.

a a (s

1 1
2.3 2'3
1 1

4.1. abra. Példa blokkol6d koaliciora és kozkedvelt elosztasra. A preferencidk az élekre irt szamokkal

@=

vannak jelezve. ﬁ nem kozkedvelt elosztéas, mert {E, F'} blokkolé koalicio, hisz ﬁ’ -ben egymas kozott

cserélnek, senki sem jar rosszabbul, de legalabb F szigorian jobb donort kap. ﬁ’ kozkedvelt elosztas.

A feladat egyrészt gy kapcsolddik a stabil parositasokhoz, hogy itt is minden részt-
vevl preferenciajat figyelembe véve akarunk stabil megoldast keresni, csak itt kordkkel,
nem pedig élekkel fedve. Abban az esetben viszont, ha csak 2 hosszt kérbeadasokat en-
gediink meg a vesecsereprogramban (sok orszagban ez a bevett), akkor a feladat kénnyen
visszavezethet§ egy stabil parosités keresésére.

A kovetkezében legyenek a betegeknek szigori preferenciaik. Az aldbbi algoritmussal
talalhatunk kozkedvelt elosztést, azaz olyat, amire nem létezik blokkol6 koalici6.

4.0.1. Algoritmus (Fels6 korcsere).

e Legyen a CT; graf G-nek azon valtozata, amiben csak akkor megy v-bol w-be él, ha
v szamara w donorja a legmegfelelébb. Ez egy olyan graf, amiben béarmely cstcs
kifoka egy, ezért biztosan létezik legaldbb egy iranyitott kor, ha pedig tobb van,
akkor azok diszjunktak. A hurokélek is iranyitott koroknek szamitanak. Ezen korok

cstcsainak halmaza legyen V.

e A Vi-beli csticsoknak adjuk oda a ki-szomszédjuk donorjat. Ezzel elkezdiink Ossze-

allitani egy elosztést.
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e Toroljik G_)’l—bé’l a Vi-beli csticsokat, és definidljuk Gjra az éleket: Barmely v € V'\ 1}

cstcsbol abba a w € V \ V] cstcsba menjen él, amelynek a donorja v szaméra a

legmegfelel6bb. Ez a graf legyen CT; .

o A j-edik lépésben toroljiik G;_1-bdl a V;_i-beli cstcsokat, és huzzuk djra az éleket

a V \ U/Z| Vi-beli csticsok kozott, ezzel definidlva Gj-t, és a V; csticshalmazt.

Ezzel megkapjuk ﬁ(a)—nek egy diszjunk korokbdl allo részhalmazat. Ez lesz az ﬁ elosz-

tasunk.

Futdsidd. Az algoritmus soréan legfeljebb |V'| 1épést tesziink, és minden lépésben legfeljebb

|V| 1j élt kell definidlnunk, ami csticsonként igényel egy maximum keresést legfeljebb az

Osszes cstcson, tehat a futasiddre egy felss becslés O(|V]?).

Be fogjuk latni, hogy az algoritmus altal talalt R elosztés kdzkedvelt, s6t, ez az egyetlen
létezd kozkedvelt elosztés.

4.0.1. Tétel. Pontosan eqy olyan elosztds létezik, ami kozkedvelt, az pedig az az elosztas,

amelyet a felsd kdrcsere algoritmus megtaldl.

Bizonyitads.

L.

II.

Kozkedveltség

Tegyiik fel, hogy az algoritmus &ltal adott ﬁ elosztas nem kozkedvelt, azaz hogy
létezik ﬁ-re nézve blokkold koalicié. Legyen S a blokkolo koaliciok koziil a legkisebb
méret, és legyen ﬁ’ az az elosztas, ami miatt S blokkol6. Legyen j a legkisebb olyan
index, amelyre SNV; # 0. Legyen C' C Vj egy olyan kor Vj-ben, amelyre C'N.S # (.
Ha C'\ S # (), akkor létezik v € CNS ésw € C'\ S, hogy m egy él C—J;—ben. Ekkor
ﬁ(v) >, ﬁ’(v), mert ﬁ(v) =w és Yw € S esetén w >, w'. Ebbdl kovetkezik, hogy
C C S. Az is lathato, hogy ﬁ(v) = ﬁ’(v) Vv € C esetén, vagyis S\ C' is blokkolo

koalico, ami ellentmondés, mert S feltevés szerint minimalis. Tehat ﬁ kozkedvelt.

Egyértelmiiség

Tegyiik fel, hogy létezik egy R’ elosztas, ami szintén kozkedvelt. A Vi-beli betegek
mind a legjobb donort kaptdk meg. Ha egy v € V) beteg ﬁ’—ben nem Vj-beli be-
teg donorjat kapta, akkor egy V' \ Vi-beliét, amely biztosan rosszabb, mint amelyet
ﬁ-ben kapott, ezért V; blokkol6 koalicio ﬁ’ -re, ami ellentmondéas, tehat a Vj-beli
betegek donorjait ﬁ’ szintén V) betegei kozott osztja el.

V5-beli betegek mind a legjobb olyan donort kapték, ami nem V;-beli betegé. Bar-
mely w € V'\ (V1UV5) beteg donorja rosszabb barmely v € V5 betegnek. Az el6z6hoz
hasonl6 érveléssel lathato, hogy ﬁ’ V5 betegeinek is mind V5-beli betegek donorjat

osztja ki.
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Ezt folytatva lathatod, hogy ﬁ megegyezik ﬁ’—vel, ezért csak egyetlen kozkedvelt

elosztas 1étezhet.

Ebbdl kovetkezik, hogy kozkedvelt elosztas mindig 1étezik, és egyértelmdi.
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