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1. fejezet

1.1. Bevezetés

Tegyiik fel, hogy a kovetkezs szituacioval allunk szemben: valakivel titkoztetni kell az
érdekeinket, és nyilvan mind a ketténknek az lenne a célja, hogy a sajatja minél jobban
érvényesiiljon. Kérdés az, hogy van-e egyensulyi allapot, amely akar egyfajta kompro-
misszumnak is tekinthetd.

Ez vezet el minket szakdolgozatunk témajahoz, a nyeregpontokhoz. Kiindulési alapul
a kétvaltozos fiiggvények fognak szolgalni, ezen beliil is a legegyszertibb nyereg, ami az
f(z,y) = 2% — y? fiiggvény (0,0)-beli kritikus pontja, erre még késébb kitériink.
Fogalmazzuk is meg altaldnosan, hogy mik is azok a nyeregpontok. A definiciot n val-
tozéra mondjuk ki, de ennek a munkénak a jelentds részében kétvaltozos fiiggvényekkel
fogunk dolgozni. Ennek oka igen egyszert: a kétvaltozos fliggvényeket tudjuk abrazolni,
igy szemléletesebbé tehetjiik vizsgalodasainkat. Tovabba a kétvaltozos fiiggvények
nyeregpontjainak (egy bizonyos fajtidjanak) jatékelméleti jelentése is van, erre majd a
masodik fejezetben ki is tériink. Most pedig mondjuk ki a nyeregpontok matematikai

definicidjat.

1.1.1. Definicié: Legyen D C R” tartomany, vagyis nyilt, osszefliggd halmaz. Egy
f D — R fiiggvénynek az x € D pontban nyeregpontja van, ha
(Vf)(@) = 0 és Ve > 0 3y., 2 € B(w,e): fy) > f(z) 6 f(z) < [(x). (Ahol Vf az [

fiiggvény gradiens vektorat jeloli)

A definicié tulajdonképpen annyit fejez ki, hogy a fliggvénynek az adott pontban

kritikus pontja van, de nincs lokalis szélsGértéke.



Megjegyezziik tovabba, hogy a dolgozat tovabbi részében D mindig R"-beli
tartomanyt jelol.
A kovetkezs kérdés az, hogy hogyan lehet ilyen pontokat talalni. Ismertetjiik a legalap-
vet6bb modszert nyeregpontok megtalalasara a fent emlitett példa fiiggvényen. Ehhez

azonban be kell vezetniink még egy fogalmat, ez pedig a Hesse-matrix.

1.1.2. Definicié: Egy f : D — R fiiggvénynek az * € D pontban a Hesse-

. .. o el z M 2
matrixa a kovetkezd alaka matrix: a;; = gwf g;)_.
J 7

Ez tulajdonképpen a fiiggvény mésodik

derivaltjanak felel meg.

1.1.3. Tétel: Legyen f : D — R. Ha (Vf)(z) = 0 és az « € D pontban kisza-
mitott H(x) Hesse-matrix:

I.) pozitiv definit (minden sajatértéke pozitiv) = az f fiiggvénynek az z pontban szigoru
lokalis minimuma van.

II.) negativ definit (minden sajatértéke negativ) = az f fliggvénynek az x pontban
szigoru lokalis maximuma van.

II1.) indefinit (van pozitiv és negativ sajatértéke is) = az f fiiggvénynek az = pontban

nyeregpontja van.

Fontos megemliteniink, hogy ezen szakdolgozatban kizarolag kell6en sokszor (leg-
alabb kétszer, vagy akar végtelenszer) differencialhato fiiggvényekkel fogunk dolgozni. Ez
azért lesz fontos, hogy a megfelels vizsgalatokat el tudjuk végezni: meg tudjuk nézni,
hogy hol 0 a gradiense, azutan tudjunk mésodik derivalt probat csinalni. Ha ezek is nulla
értéket vesznek fel az adott kritikus pontban, vagy ha a Hesse matrix szemidefinit, akkor
tovabbi vizsgalatokra van sziikség. Viszont igy mindegyik vizsgalt fliggvényre igaz lesz a

Young-tétel, tehat a Hesse-matrixunk minden esetben szimmetrikus lesz.

Mutassuk meg a fent emlitett tétel egy alkalmazasat a példa fliggvényen keresz-

tiil!

1.1.4. Példa: f(z,y) = z* — y*> Oldjuk meg elGszor a kovetkezd egyenletrend-
szert: (V f)(z,y) = 0 (hiszen ez valojaban két egyenlet, csupan révidebb alakban irtuk).

Ehhez nem kell mast tenniink, mint kiszdmitanunk f els6rendi parcialis derivéltjait:

of(zy) _ of(=y) _
%—2@%——2@



Tehat az egyenletrendszeriink:

20 =0
—2y=20

Ezt ranézésre is konnyen meg tudjuk oldani, és azt kapjuk, hogy (z,y) = (0,0).

Szamitsuk ki a tiszta és vegyes masodrendd parciélis derivaltakat is, hogy fel tudjuk frni

fpioog. 92F(00) o 02£(0,0) _ 92£(0,0) _ o 9%f(0,0) _
a Hesse-matrixot: =—55= = 2, Gy — dgow — Oz = —2.
) 0
lgy a matrixunk: H(0,0) = . Az el6z6 tételt felhasznélva soroljuk be ezt a
0 —2

méatrixot valamelyik kategoriaba. Mivel diagonalis, igy sajatértékei a diagonél elemek.
Ezek koziil az egyik pozitiv, a masik negativ, igy a maéatrix indefinit, tehat f-nek a

(0,0)-ban valoban nyeregpontja van, ahogyan azt a dolgozat elején is emlitettiik.

Ezt a pontot hivjuk klasszikus (16) nyeregnek (angolul: horse saddle). Szakdolgozatunk
tovabbi részében még meg fogunk ismerkedni szdmos més nyereggel, melyeknek struktira-
ja ennél bonyolultabb. A tovabbiakban majd ismertetiink néhdny numerikus algoritmust
ezek megtalalasara tobb esetben is: amikor tgynevezett extremalis nyeregrél van szo
(a fent latott példdhoz hasonléan), és amikor bonyolultabb a helyzet, a méasodrendi
derivaltak is nullak etc. Ezekhez az eljarasokhoz természetesen Matlab kodok is tartoz-
nak, melyek a Matlab online feliiletén, a Mathworks-ben futottak le. Maguk a kédok a
fiiggelékben lesznek megtalalhatok.

A masodik fejezetben ismertetjiik a nyeregpontok altalanos elméletét, és tobbek kozt
bizonyitjuk az 1.1.1. tételt a Hesse-méatrixok definitségérsl. Ezutan osztalyozzuk a
nyergeket olyan szempontbol, hogy milyen kritikus pontokboél allnak az egyes iranyok
mentén, és ez arra is valaszt fog adni, hogy miylen modszerrel lehet megtalalni Gket.
Majd megvizsgaljuk kozelebbrsl az tugynevezett harmonikus fiiggvényeket komplex
analisbeli eszkozokkel. Definialjuk a nyergek multiplicitasat, melyrél fontos megjegyezni,
hogy tulajdonképpen csak egy ebben a munkiban szerepl§ fogalom, viszont ki fogunk
mondani vele kapcsolatban egy tételt, igy definialdsa elengedhetetlen.

Ezen tulmenden megnéziink egy modosito eljarast annak érdekében, hogy a vizsgalt nyer-
glink eleget tegyen azon feltételeknek, melyek mellett a masodik fejezetben ismertetendd
algoritmus meg tudja talalni.

Most pedig menjiink is tovabb a nyeregpontok altalanos elméletére!



2. fejezet

2.1. A nyeregpontok altalanos elméletérol

A tobbvaltozos fiiggvények elméletében sok olyan jelenség van, amellyel analdégokat
az egyvaltozos esetben is lattunk. Ilyen példaul a lokalis szélsGérték 1étezésének elégséges
feltétele. A nyeregpont megjelenése azonban olyan, amelyhez hasonléval nem talalkozhat-
tunk egyvaltozoban. A kiévetkezSkben tehat azt fogjuk megvizsgalni, hogy ez miben tér el
attol, mint amit egyvaltozos esetben megfigyelhettiink. Jelen fejezetben gyakran fognak
szerepelni parcialis derivaltak, ezért egy egyszertsits jelolést fogunk rajuk alkalmazni:
0;f fogja jelenteni az i-edik valtozo szerinti parciélis derivaltat, és ezzel parhuzamosan
0i;f = 0,0,f a j-edik valtozo szerinti parciélis derivalt i-edik véaltozo szerinti parciélis

derivaltjat. Magasabb rendi parciélis derivaltaknal a jelélés hasonlo.

2.1.1. Nyeregpontok stabilitasa

Tobbvaltozos esetben haromféle egyensilyi pontot tudunk megfigyelni: lokalis mini-
mumot, lokalis maximumot és nyeregpontot. Az egyensulyi pont azt jelenti, hogy az adott
pontban a fiiggvény grafikonjahoz hizott érinté sik parhuzamos az xy-sikkal. Ez per-
sze analog az egyvaltozos esettel, csupan annyi a kiilonbség, hogy ott érinté egyenesrdl
beszéliink, és egyensulyi (kritikus) pont esetén az érinté egyenes az x-tengellyel lesz pér-
huzamos. Ezek koziil viszont csupan egy lesz az, ami stabil is, ez a lokalis minimum.
Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ha ezekre a pontokra odatennénk egy golyot, akkor
ugyan mind a harom esetben ott maradna, de ha lokalis maximumra vagy nyeregpont-
ra tennénk és egy kicsit elmozditanédnk, akkor a golyé nem térne oda vissza, mig lokalis
minimumnél visszatérne oda (hatarértékben, ezt nevezziik aszimptotikus stabilitasnak, és
f6leg a differencialegyenletek témakorében talalkozhatunk ezzel a fogalommal). Azonban

perturbaciora valo érzékenység szempontjabol a masik ketts is stabil. Most azonban el6-



szOr szemléltetni szeretnénk, hogy az egyvaltozoban megfigyelt harom kritikus ponttal
szemben (lokélis minimum, lokalis maximum és inflexiés pont) miben lesz méas az, amikor
tobbvaltozos fiiggvényt vizsgalunk.

Legyen tehat f(x) egy egyvaltozos fiiggvény, melynek az xy € R pontban kritikus pont-
ja van. Emellett legyen g(x) olyan fiiggvény, melyre ¢'(z9) = 0 és ¢”(xg) # 0. Nézziik
a kovetkezd fliggvényt: h(z) = f(x) + € - g(x), ahol ¢ > 0. Ekkor értelemszertien
B (xo) = f'(xo)+e-¢'(x9) = 0, tehat xy h-nak is kritikus pontja. Az is konnyen meggondol-
hato, hogy ha e elég kicsi, és f”(xq) # 0, akkor sgn(h”(x¢)) = sgn(f"(xp)), igy ha f-nek
zo-ban lokalis minimuma/maximuma volt, akkor kellGen kicsi € valasztasa mellett h-nak
is azonos tipust szélséértéke lesz. Azonban ha f”(zy) = 0, és emellett f®)(z) # 0, vagyis
f-nek xp-ban inflexiés pontja van, akkor semmilyen ¢ > 0 mellett nem lesz h”(z¢) = 0,
tehét hA-nak mar nem lesz xg-ban inflexids pontja. Tehat az inflexiés pont nem lesz stabil
a perturbaciora nézve.

Most vizsgaljuk meg azt, hogy ugyanez hogy néz ki kétvaltozos esetben. Legyen most tehét
f(z,y) kétvaltozos fliggvény, melynek kritikus pontjai legyenek (xq, o), (z1,v1), (2, y2)
rendre szigort lokalis minimum, maximum és nyeregpont. Emellett legyen g(x,y) olyan,
melynek kritikus pontjai ugyanezek a pontok. Irjuk fel az f fiiggvény Hesse-matrixat az

(20, yo) pontban:

02f(x0,90)  0y0:f (20, ¥0)
9.0y f (20, Yo) 8§f(330, Yo)

Legyen ez pozitiv definit, és tegyiik fel, hogy innen tudjuk, hogy ez a kritikus pont szi-

H($07y0) =

gort lokalis minimum. Ismét legyen h(z,y) = f(z,y) + € - g(z,y). Itt is meggondolhato,
hogy kellGen kicsi € mellett h(xg,yo) még mindig pozitiv definit marad, és ez elmondhato
negativ definit esetre is. Viszont az érdemi kiilonbség az egyvaltozos esethez képest az,
hogy kellGen kicsi moédositassal a Hesse-matrix indefinitsége is megmarad, igy az infelxios
ponttal szemben a nyeregpont méar stabil a perturbéciora.

Ezzel tehat megmutattuk, hogy miben rejlik a mingségi kiilonbség az egy-, illetve a tobb-
valtozos kritikus pontok kozott. Most pedig térjiink at a bevezetében bemutatott tétel

bizonyitasanak elGkésziileteire.

2.1.2. A bevezetében latott tétel bizonyitasa

A tétel bizonyitasahoz el6bb bevezetiink néhény fogalmat és ismétlésképpen megje-

gyezzik, hogy D R"-beli tartomanyt jelol.



2.1.1. Definicié: Legyen f: D — R, k-szor differencialhato.
Ekkor f k-adrendii differencialja Vo € D-re egy adott o € R™ vektorhoz a kdvetkezs:

S (0 0 ) (@) gy ey, Jeldlése: (dF f)(x)(a).

=1 ig=1

Itt természetesen a alsdindexében szerepld szamok a egyes koordinatait jelentik. Ennek
segitségével tudjuk konnyen definidlni a Taylor-polinom fogalmat, igy ezt most tegyiik is

meg.

2.1.2. Definici6: Legyen f : D — R p-szer differencidlhaté az a € D egy kornye-
zetében. Ekkor a kdvetkezd polinomot f a pont koriili p-edfokt Taylor-polinomjanak
P
nevezziik: T,(z) = f(a) + > —(dkf)(z!)(x_a).
k=1
Most pedig kovetkezzen egy segédtétel, melyet még fel fogunk hasznélni a tétel bi-

zonyitasanal:

2.1.3. Segédtétel: Legyen f : D — R p-szer differencidlhatdé az a € D pont egy
koérnyezetében. Ekkor ilir(ll % = 0.

Vegyiik észre, hogy az a pontban felirt masodrendt differencidl pont az f fiigg-
vény a pontbeli Hesse-matrixa &ltal definialt kvadratikus alak. Igy ha a Hesse-matrix
definit vagy indefinit, akkor (d%f)(a) is az. A tételt a kivetkezs alakban latjuk be:

I.) Ha f-nek az a kritikus pontban lokéilis minimuma/maximuma van, akkor a (df)(a)
kvadratikus alak pozitiv/negativ szemidefinit.

I1.) Ha a (d*f)(a) kvadratikus alak pozitiv/negativ definit, akkor f-nek az a kritikus
pontban szigort lokalis minimuma/maximuma van.

Ezzel tehat pontosan azt fogjuk beldtni, hogy ha az a kritikus pontban a (d?f)(a)
kvadratikus alak indefinit, akkor f-nek a-ban nyeregpontja van. Ebbdl persze az is
latszik, hogy a Hesse-méatrix indefinitsége pusztan egy elégséges feltétel nyeregpont

létrejottéhez.

Bizonyitds. 1.) Tegytik fel, hogy f-nek lokalis minimuma van a-ban és van olyan z, amire
(d*f)(a)(zg) < 0. Mivel a kritikus pont, igy (9;f)(a) =0Vi =1,2,...,n, tehat (d' f)(a) =
0, és To(x) = f(a)+ 3 - (d*f)(a)(z —a) Vo. A 2.1.3. segédtétel alapjan lim [ Do) _ g

T—a HZ’—GHQ



igy ha t € R elég kicsi, akkor
2 a)T
|f(a 4 tao) — To(a + tag)| < (L 42,
Mésrészrol

Ty(a+two) = f(a) + 5 - (df)(a) (o),

igy a fenti egyenlGtlenséget atrendezve és ezt behelyettesitve azt kapjuk, hogy

fla+txg) < To(a + txg) + % |(d?f)(a)(xo)| =
f(a)+ 5 - (f)(@)(xo) + 5 - |(df)(a)(wo)| = f(a).
Ezzel belattuk, hogy ha (d?f)(a) felvesz negativ értékeket is, akkor f az a pont minden
kornyezetében felvesz f(a)-nal kisebb értékeket is, ami ellentmondas, hiszen feltettiik,
hogy a-ban f-nek lokalis minimuma van. Az allitds lokdlis maximumra és negativ

szemidefinitre teljesen hasonléan megmutathato.

II.) Most térjiink at a definit esetekre. Itt is csak pozitiv definitre fogjuk az alli-
tast igazolni. Tegyiik tehat fel, hogy az a kritikus pontban felirt (d?f)(a) kvadratikus
alak pozitiv definit. Ekkor (d*f)(a) pozitiv és folytonos az S(0,1) = {x € R" : ||z|| = 1}
halmazon. Mivel S(0,1) korlatos és zart, igy Weierstrass-tétele miatt tudjuk, hogy
(d*f)(a)-nak létezik minimuma S(0,1)-en. Ha ez az érték m, akkor m > 0, és
(d*f)(a)(x) > m, Vo € S(0,1). Ha ||z|| # 0, akkor % € S(0, 1), tehat

||x|\
(df)(a)(@) = (@ f)(a) () - ll® = m - [|=[]*.

A 2.1.3. segédtétel miatt tudjuk, hogy 30 > 0 : [f(x) — T(z)| < 2 - ||z — al?,

V0 < ||z — a|| < é-ra. Ezt atalakitva kapjuk, hogy:

fl@)>To(x) = % e —all* = fla) + 5 -m- [l —al> = 5 - ]z — al]> = f(a).

Ezzel belattuk, hogy f-nek az a-ban szigora lokalis minimuma van.
Negativ definitre az érvelés teljesen analog, csupan annyi a kiilonbség, hogy S(0,1)-en a
maximumot kell venni, ami negativ lesz, és a masodfokia Taylor-polinomot feliilrél kell

becstilni. [1] O

A kovetkezSkben osztalyozzuk a nyeregpontokat abbdl a szempontbol, hogy milyen-

fajta kritikus pontokbol allnak az egyes irdanyok mentén.



2.2. Nyergek osztalyozasa

Ebben az alfejezetben a nyeregpontok harom tipusat fogjuk megvizsgalni: az extrem-
alis, az inflexios és a vegyes nyergeket. Ez az osztalyozas azért is lesz hasznos, mert igy
valaszolni tudni adni arra a kérdésre, hogy milyen numerikus algoritmusokkal tudjuk eze-

ket a kritikus pontokat megtalalni. Kezdjiik is hat az els6 nagy tipussal.

2.2.1. Az extremalis nyergek

A bevezetében latott klasszikus (16) nyereg is ilyen tipust volt. Elnevezését onnan
kapta, hogy szélsGérték helyek talalkozasénal talalhatd. Természetesen mind a kétfajta
szélsGérték el kell, hogy forduljon, kiillonben nem beszélhetnénk nyeregrél. A példaban
szemléltetett f(x,y) = x? — y? fiiggvénynek a (z,0) egyenesre valo megszoritdsa mentén
lokalis minimuma, mig a (0,%) egyenesen lokalis maximuma van. Am érezziik, hogy ez a
definicié még nem elég preciz, igy most mondjuk ki matematikailag is, hogy mit is értiink

extremalis nyereg alatt.

2.2.1. Definicio: Egy f(z,y) kétvaltozos fiiggvénynek az a kritikus pontban ext-
remalis nyerge van, ha csak véges sok irany kivételével, melyek mentén lehet szintvonal
vagy inflexiés pont a-ban, minden az a ponton athaladé egyenes mentén az a pontban
a fliggvény megszoritasdnak szigora lokalis minimuma vagy maximuma van, és mindkét
fajta el6fordul.

Megjegyezziik, hogy az f(z,y) = x* — y* fliggvény mintajara tetszélegesen sok
extremalis nyereg készithets a kovetkezéképpen: g(x,y) = Az — uy?, ahol A\, u € (0, 00).
Felmeriilhet a kérdés, hogy hol talalkozhatunk ilyen tipust nyergekkel. Nem csak azért
érdekesek az extremaélis nyergek, mert azok a legklasszikusabbak olyan értelemben, hogy
a nyeregpont mint fogalom roéluk kapta a nevét, hanem azért is, mert jatékelméleti

jelentésiik is van. A kovetkezGkben ezt fogjuk kifejteni.

Az extremalis nyergek jatékelméleti jelentése

Ahhoz, hogy beszélni tudjunk az extremalis nyergek jatékelméleti jelentésérdl, el6bb
definialnunk kell néhany fogalmat. Fontos kihangstlyoznunk, hogy ezeket a fogalmakat
diszkrét esetre fogjuk kimondani, de latni fogjuk, hogy minden akadaly nélkiil atiiltethe-



t6ek folytonos esetre is.

fiiggetlentil vélasztanak egy-egy stratégiat egy megadott stratégia halmazbol. A jaték
kiértékelése gy torténik, hogy egy-egy jatékos nyeresége (haszna) az Osszes jatékos
valasztasanak fliggvénye, és igy ez egy n-valtozos fliggvénynek is tekinthets. A stratégiak
halmazat Sy, Sy, ..., S,-nel jeloljik, az indexek értelemszertien a jatékosok sorszamara
utalnak.

Az egylittes stratégiahalmazt, melynek egyetlen elemét réviden csak stratégidnak hivjuk,
a kovetkezGképpen értelmezziik: S = S x S x ... X S, egy darab stratégiat s-sel
jeloliink. A kiértékelést leir6 fliggvény az ugynevezett hasznossagi fiiggvény, melyet
minden jatékosra definidlhatunk a kovetkezSképpen: w;(s) : az i-edik jatékos haszna az
s € S stratégia mellett. Egy tovabbi jelolés: S_; = S1 X ... x S;_1 X S;11 X ... xS, vagyis
ez az i-edik jatékoson kiviil es6k stratégidnak a halmaza. Igy értelemszertien s = (s;, s_;),
tehét egy stratégia egyértelmiien felbonthaté az i-edik és a tobbi jatékos stratégiajara.
A most kovetkezG fogalom talan a legfontosabb, ez pedig nem mas, mint a Nash-

egyensily.

2.2.2. Definicié: Egy s € S stratégia Nash-egyenstly, ha Vi-re és Vs, € S;-re
ui(s) > wi(sh, s—;). Itt s, az ugynevezett alternativ stratégiat jeloli, azaz az i-edik
jatékos stratégidajat lecseraljiik egy maéasikra az S; halmazbol.

A definicio szemléletes jelentése az, hogy ha az i-edik jatékos s; stratégiaja helyett egy

mésikat valasztana, akkor a haszna legfeljebb akkora lehetne, mint az s stratégia mellett.

De mi koze van ennek a nyeregpontokhoz, tehetnénk fel a kérdést. Hogy kozelebb
jussunk a valaszhoz vizsgéaljuk meg a kétszemélyes, nulladsszegi jatékokat. Ezekben
ugyebar két jatékos lesz, a hasznossagi fliggvények pedig a koévetkezd tulajdonsiggal
birnak: ui(s) = —us(s), azaz az egyik jatékos nyeresége egyenls a masik veszteségével.

Emellett még definialhatjuk a hasznossagi matrixokat.

2.2.3. Definicié: legyen az els6 jatékos stratégia halmaza S; = {1,2,...,n}, a
méasodiké hasonléan Sy = {1,2,...,m}. Ekkor az els6 jatékos hasznossagi matrixa:

a;; = u1(4,5),i € S1,j € Sz. Nulladsszegi jaték esetén a masodik jatékos hasznossagi
métrixa: b;; = —a;;.

Hogy még egy 1épéssel kozelebb keriiljiink a nyeregpontokkal vald kapcsolat feltarasahoz,
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4 -2 —4
nézziik meg a kovetkezd hasznossagi matrixokat: A = ,és B = . Az
-1 3 1 -3

A maétrix az elsd jatékos, vagy ha ugy tetszik sorjatékos hasznossagi matrixa, a B pedig a
masodik (oszlop) jatékosé. Az A méatrixbol tgy olvashatunk ki egy Nash-egyensulyt, hogy
keresiink egy olyan elemet, ami az oszlopaban maximalis, a sordban pedig minimalis.
Ez pedig az a;; lesz. A B matrix esetében ennek az ellenkezgjét kell tenni, vagyis az
oszlopaban minimalis, és a soraban maximaélis elemet kell talalni. Erre pedig éppen
bi1 = —ay11 adodik. Ha Gsszevetjiik ezt a Nash-egyensily definiciojaval, akkor is helyes
eredményhez jutunk, hiszen ez a stratégia mindkét jatékos szaméra nagyobb hasznot
hoz, mintha a masik meghagyna a stratégiajat, ¢ pedig valtana. S&t, jelen esetben
szigori Nash-egyensulyrol is beszélhetiink, hiszen mind a két esetben soraban illetve
oszlopaban szigortan legnagyobb illetve legkisebb elemrél van sz6. Most mutatunk
tovabbi hasznossagi matrixokat, egyre nagyobb mérettel, és végezetiil elérkeziink a

valaszhoz, hogy mi a kapcsolat a Nash-egyensilyok és az extremélis nyergek kozott.

0 -3 —4 =3 0

0 —4 0 30 -1 0 3
Ai=14 0 4|, 4=1]4 1 0 1 4
0 —4 0 30 -1 0 3

0 =3 —4 =3 0

Mind a két esetben jeleztiik megvastagitassal a Nash-egyensilyt. A méatrix elemeit most
nem a szokasos moédon indexeljiik, hanem gy, hogy a harmadik sor illetve oszlop felel
meg a nulladik indexnek, és ettsl jobbra illetve felfelé névekszenek, balra és lefelé pedig
csokkennek az indexek, 2-ig illetve -2-ig. Hasonl6 indexelés érvényes az A; matrixra is,
csak ott az indexek kettesével nének illetve csokkennek 2-ig és -2-ig. A matrix elemeit

pedig ugy képezziik, hogy a;; = j* — %

Ez tulajdonképpen annak felel meg, mintha a sorokban szerepelnének az y-tengelyen

felvehet lehetséges értékek, az oszlopokban pedig x lehetésges értékei, és ehhez rendeljitk

hozza az egyes hasznossagokat. Mutatjuk az abran:
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2.1. abra. Az els6 hasznossagi matrix 3D-s abraja
2.2. abra. A mésodik hasznosségi métrix 3D-s abraja
2.3. abra. A feliilet tovabbi finomitasa

2.4. abra. A valodi feliilet

Tehat az extremalis nyergek és a Nash-egyensilyok kapcsolata az, hogy ha egy nulla-
Osszegl jatékban a stratégiak halmaza a valos szamhalmaz (vagy ennek egy nem diszkrét

részhalmaza), akkor egy Nash-egyensily egy extremalis nyeregpontnak felel meg. 2]

A tovabbiakban azt fogjuk targyalni, hogy ilyen tipusi nyergeket hogyan lehet
megtaldlni. A bevezetében latott méasodik derivalt proba akkor iitkdzhet akadélyok-
ba, ha az els6rendid parcidlis derivaltak zérushelyeinek meghatésozasa valamilyen
oknal fogva bonyolult (s6t, tipikusan az). Ezért hasznéaljuk ki az el6bbiekben bemu-
tatott jatékelméleti jelentést, és szimuldljuk a jatékot. Az egyik jatékos novelni akar,

a masik pedig csokkenteni, és ha nyugvopontra érkeziink, akkor ott lesz extremalis nyereg.
2.2.2. Algoritmus: Az eljaras paraméterként var egy keresési tartomanyt mind

az x-, mind az y-tengely mentén. Tovabba var egy fiiggvényt, egy kiindulasi helyet és azt,

hogy mekkora lépéskozzel haladjon. Két fajtaja van: ami az x-szerinti szekciofiiggvénye-
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ken novel, és az y-szerintieken csokkent, és ami forditva miikodik. Az algoritmus minden
lépésben két dolgot vizsgdl, és aszerint megy elére, hatra vagy marad: megnézi, hogy az
adott x-szerinti szekciofiiggvényen melyik iranyba tud novelni/csokkenteni, és abba az
irdnyba lép egyet a megadott 1épéskozzel. Itt megnézi, hogy ezen az y-szerinti szekciofiigg-
vényen melyik iranyba tud csokkenteni/novelni, és abba az iranyba 1ép egyet a megadott
lépéskozzel. Ha mar egyik szekciofiiggvényen sem mozdul el, akkor az algoritmus ledll, ezt
egy break beépitésével fogalmaztuk meg egy 1000 hosszi for ciklusban. Ezzel egyben azt
is meggatoltuk, hogy az algoritmus til sokaig fusson. Ekkor vagy kirajzolja a fiiggvényt
és rajta a talalt pontot, amit természetesen meg is ad koordinataival, vagy hibaiizene-
tet dob, hogy kilépett a keresési tartomanybol. Ha pedig a for ciklus ugyan véget ért,

de még tudna javitani, azt is jelzi, és ekkor tigy értelmezziik, hogy nem talalt nyeregpontot.

A tényleges Matlab kodok a fliggelékben lesznek megtalalhatoak, az eljarasok nevei:
nyeregpont xl yu, illetve nyeregpont xu _yl, arra utalva, hogy melyik valtozo sze-
rint novel, illetve csokkent.

Latni fogunk példakat olyan minmax nyergekre is a kés6bbiekben, amelyeknek mind az z,
mind az y-szerinti szekcidfiiggvénye mentén minimuma illetve maxmimuma van, ezek meg-
talalasara értelemszertien az el6bbiekben ismertetett algoritmus nem alkalmas, de ezekre
majd a harmadik fejezetben tériink ki részletesebben. Menjiink is tovabb a kévetkezd két

nyeregtipusra, melyek struktiraja mar valamivel bonyolultabb.

2.2.2. Inflexioés és vegyes nyergek

Egyvaltozos esetben is két nagy csoportra szokds osztani a kritikus pontokat:
szélsGértékekre és inflexios pontokra. Ez kétvéaltozoban sem lesz masképp ebben az
osztalyozasban, itt csupan tobb iranyban vizsgaljuk a dolgokat. Definidljuk elGszor az

inflexios, majd a vegyes nyereg fogalmat.

2.2.3. Definici6: Egy f : D — R kétvaltozos fliggvénynek az a kritikus pontban
inflexiés nyerge van, ha véges sok irany kivételével, melyek mentén lehetnek szintvonalai
illetve lokalis szélsGértékei, minden a ponton athaladd egyenes mentén az a pontban a

fliggvény megszoritrasanak inflexiés pontja van.
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Lathatjuk, hogy a definici6 teljesen anal6g az extremélis nyergével, csupan inflexios
pontok létrejottét koveteli meg. Most pedig definidljuk a vegyes nyergeket is, és lassunk
mind a kettére egy-egy példat.

2.2.4. Definicio: Egy f : D — R kétvaltozos fliggvénynek az a kritikus pontban
vegyes nyerge van, ha véges sok irany kivételével, melyeken csak szintvonalak
lehetnek, minden irdnyban az a pontban a fiiggvény megszoritasanak lokalis szélsGértéke

vagy inflexiés pontja van, és mind a ketté legalabb egy szogtérnyi.

A szogtérnyi itt azt jelenti, hogy ha az a pont a szog csicsa, akkor Ja > 0, hogy
egy akkora szogtérben a fiiggvény megszoritasainak inflexiés pontja, illetve lokalis

szélsGértéke van a-ban.

ElGszor nézziink meg egy nevezetes példat inflexiés nyeregre, ez pedig a majom
nyereg lesz. Bz az f(x,y) = 2% — 3xy? fiiggvény kritikus pontja az origoban. Mutatjuk az

abran:

2.5. dbra. Majom nyereg

2.2.5. Allitas: A majom nyereg inflexios nyereg.

Bizonyitds. Tekintsiik az f(z,az) = 2% — 3a?z® = (1 — 3a?®)z® alaki origon atmend egye-
nesekre vett megszoritasokat, ahol a € R. Vegyiik észre, hogy készen is vagyunk, hiszen
az x° fiiggvényrdl tudjuk, hogy inflexiés pontja van az origéban, az

(1 — 3a?) pedig csak konstans szorzo, az ezt nem befolyasolja. Apr6 diszkusszi6, hogy az
f(0,y) az azonosan nulla fiiggvényt adja, tovabba ha a = £/, 4m ez pusztén két szint-
vonal, igy ez nem sérti meg a majom nyereg inflexiés nyereg mivoltat. Ezzel az allitast

belattuk. [

14



Most pedig lassunk egy példat vegyes nyergre is.
1
2?2-e @2, haxy >0
1
Ez az f(z,y) = 2% ¢ @?, haaxy<0
0, ha xy =0
origbdbeli nyeregpontja lesz.
Ez a fliggvény mindenhol végtelen sokszor differencidlhato, igy eleget tesz a dologzat
elején tett igéretiinknek. Tovabba vegyes nyereg, hiszen ahol xy > 0, azokban az
irdnyokban az origoban lokalis minimum lesz, ahol zy < 0, azokban az iranyokban

inflexiés pont. Ezek utan, ahol xy = 0, ott szintvonalak lesznek.

Ezzel a nyergek osztalyozasat magunk mogott is tudhatjuk, am annak tisztazésa,
hogy ezt miért igy tettiik meg, még hatra van. Az ok egyszerti: azért igy csoportositottuk
6ket, mert az elsé nagy csoportnak, az extremalis nyergeknek volt egyfajta jatékelméleti
jelentésiik is, és ezt kihasznalva tudtuk 6ket megtaldlni numerikusan. Am ezzel a
tulajdonsaggal az inflexids és a vegyes nyergek mar nem rendelkeznek, igy itt més
eszk0zokhoz kell folyamodnunk, ha meg szeretnénk Gket talalni. Ezt fogjuk bemutatni a

mésodik fejezet utolso alfejezetében.

2.3. Az univerzalis algoritmus

Mire toreksziink akkor, ha egy adott objektumot keresiink valamiféle modszerrel?
Arra, hogy az adott objektum tulajdonsagainak eleget tegyen az, amit talaltunk, és hogy
lehet6leg minél hatékonyabban talaljuk ezt meg. Vegyiik tehat szamba ennek alapjéan,
hogy egy nyeregpontnak miket kell teljesitenie. Els6 korben azt, hogy kritikus pont
legyen, masrészt pedig, hogy ne legyen szélsGérték hely. Utobbi mar numerikusan nem is
olyan nehezen leellenérizhets, az igazi kérdés az, hogy az elsé tulajdonségnak eleget tevs
pontot hogyan talalunk.

Az algoritmus, amit most bemutatunk, mikddésében hasonlit a 2.2. alfejezetben
bemutatotthoz, am mind a két tengely irdnyaban csokkenteni fog. Az eljarast kétvaltozos

fliggvényekre mutatjuk be.

2.3.1. Algoritmus: Az eljards paraméterként csupan egy fiiggvényt és egy kiin-
dulasi pontot véar. Legyen tehat f : D C R? — R folytonosan differencidlhato kétvaltozos
fiiggvény. Legyen g(z,y) = ||V (f)|l1 = |0uf(2,y)| + [0, (x,y)| segédfiiggvény, mely azt
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a célt szolgalja, hogy megtalaljuk f kritikus pontjat (pontjait). Mivel ez egy vektor
norma kizarolag akkor vehet fel 0-t, ha 0, f(x,y) és 0,f(z,y) is 0, igy megsporolunk egy
numerikusan igencsak draga miiveletet, egy egyenletrendszer megoldasat. Az algoritmus
a kiindulasi pontbdl kezdi utjat tgy, hogy el6szor az z-, majd az y-tengely mentén
vizsgalja meg, hogy melyik iranyba tud csokkenteni a ¢ fiiggvény értékén, és abba az
iranyba lép 0,001-et. Ezt azért allitottuk be igy, hogy minél pontosabban talélja meg a
minimumot. A 2.2-es alfejezetben bemutatott eljardshoz hasonléan akkor all le, ha méar
egyik szekciofiiggvény mentén sem tud valtoztatni, jelen esetben csdkkenteni, ekkor tehét
talalt egy minimumot a segédfiiggvényen. Ezen a ponton meg kell nézni, hogy a talalt
minimum valéban 0-e (valojaban 0,05-ig egy kis ttiréshatart megengediink). Ha ez telje-
siil, akkor valéban kritikus pontrél van szo, tehét le kell ellenérizni, hogy nyeregpont-e.
Ezt az algoritmus tgy teszi meg, hogy egy adott sugarban (0,1-es sugarban) korbejar
egy teljes szog mentén fokonként, és megvizsgalja, hogy vannak-e a kritikus pontban
felvett értéknél nagyobb, illetve kisebb értékek is. Ezt mar értelemszertien az eredeti f
fiiggvényen nézi meg. Ha igen, akkor kiirja a talalt pontot, és az extremaélis nyerges algo-
ritmushoz hasonléan kirajzolja a fiiggvényt és bejeldli rajta a nyeregpontot. Ha viszont

minden iranyban csak nagyobb vagy kisebb értékek fordulnak elg, akkor hibaiizenetet dob.

Osszegezziik, hogy miket lattunk eddig: bemutattuk az alapvets nyereg tipusokat,
és kétféle eljarast is szolgaltattunk ezek megtalalasara. Igen am, de eddig mindig egy
konkrét fliggvényt vizsgaltuk, hogy van-e nyeregpontja. Vajon létezik-e egy szélesebb, ké-
nyelmesebben, jobban vizsgalhato, altalanosabb fliggvényosztaly, melyek kritikus pontjai
mind nyeregpontok, igy biztosan jo alanyként szolgalhatnak algoritmusaink tesztelésé-
hez? Létezik, és erre adunk véalaszt a harmadik fejezet els6 alfejezetében. Ezzel a méasodik

fejezetet le is zarjuk és evezziink at ismét elméleti vizekre.
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3. fejezet

3.1. A harmonikus fiiggvények

Ebben az alfejezetben valaszt adunk arra a kérdésre, hogy milyen fiiggvények
szolgalhatnak még vizsgalati alapul a bemutatott algoritmusainkhoz. Mutatunk egy
egész fliggvényosztalyt, melyek kritikus pontjai mind nyeregpontok lesznek, és ezeket
komplexfiiggvénytani eszkozokkel is megvizsgaljuk, mert ezek jelentGsen egyszeritibbé
teszik a bizonyitasok nagy részét. Am ehhez definialjunk néhany fogalmat. Legelss korben

a fejezet cimado fiiggvényosztalyat, a harmonikus fiiggvényeket fogjuk definialni.

3.1.1. Definicié: egy f : D — R fliggvényt harmonikusnak neveziink, ha teljesiti
a kovetkezd egyenlGséget: > 02 f(z) = 0 Vo € D-re.

=1

A tiszta mésodrendd parcidlis derivaltak Osszegképzését Laplace-operacionak ne-
vezzik, jelolése: Af. Azt allitjuk, hogy az ilyen tipusu fiiggvényeknek minden kritikus
pontja nyeregpont. Ezt mi sem bizonyitja jobban, mint a harmonikus fiiggvények maxi-
mum és minimum elve, miszerint, egy harmonikus fiiggvény egy K kompakt halmazon
a maximumét, illetve minimumat csak 0K-n veheti fel, ahol 0K a K halmaz hatarat
jeloli. Az allitast két valtozora igazoljuk is, de ehhez el6bb mondjunk ki egy segédtételt a
harmonikus fiiggvények kozépérték tulajdonsigarol. A koévetkezGkben minden fliggvény

D értelmezési tartomanyarol feltessziik, hogy D C R2.

3.1.2. Segédtétel: A D tartoményban folytonos wu(z) fiiggvény pontosan akkor
2

J u(z + pe)dt, minden z-t6l fiiggden elég kicsi p > O-ra.

0

1

harmonikus, ha u(z) = 5-
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3.1.3. Tétel (Maximum Elv): ha u(z) olyan folytonos fliggvény D-ben, hogy
2T
u(z) < 5= [u(z + pe)dt minden z-t6l fiiggSen elég kicsi p > 0-ra, akkor u(z) nem veszi
0
fel a maximumat -ben, kivéve ha konstans, és u(z) < limsup u(§).
£—0D

Az ilyen fliggvényeket egyébként szubharmonikusnak nevezziik.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy dzg € D, lokalis maximum hely. Legyen ez a

maximum érték M. Irjuk fel erre az egyenlStlenséget:

N

Y

M = u(z) < 5= [ u(z + pe)dt.

[e=]

2

Ezt atalakitva: [[M — u(zo + pe™)]dt < 0. Es mivel az integrandus nemnegativ, hiszen
0

M a maximum, igy ez csak gy lehetséges, ha M — u(zy + pe') = 0. Itt természetesen

mind a két esetben hallgatolagosan megjegyeztiik, hogy p < po. Tehat u(z) = M, ha
|z — 20| < po. Igy aztan D-t felbonthatjuk a két diszjunkt halmazra a kovetkezéképpen:
D={z:u(z) = M}U{z:u(z) < M}. Feltettiik, hogy az els6 halmaz nem iires, tovabba
nyilt is, a masodik pedig a folytonossag miatt lesz az. Igy az elsé halmaz kiteszi egész
D-t, ezzel pedig az allitast belattuk. Szubharmonikus fliggvények ellentettje kielégiti a
Minimum Elvet, azokat a fliggvényeket szuperharmonikusnak hivjuk, és mivel egy
harmonikus fiiggvény szub- és szuperharmonikus egyszerre, igy kielégiti mind a maximum,

mind a minimum elvet, amivel a kezdeti allitasunkat lattuk be. [3] O

Emlékezziink vissza egy pillanatra az el6z6 fejezetben bemutatott f(z,y) = 2? —y? és
g(z,y) = x® — 3xy? fiiggvényekre. Ezek a klasszikus extremalis nyereg, illetve a majom
nyereg voltak. Ha azt is felidézziik, hogy grafikonjaik hogy néztek ki, akkor felfedezhetjiik
azt a kiilonbséget, hogy az f(x,y) grafikonjan két noévekvs-csokkens szogtartomany
par (késébbiekben csak siktartomany par), mig a majom nyeregén harom ilyen par
volt megfigyelhets. Ez vezet el minket a kovetkezd fogalomhoz, amely a nyeregpontok
multiplicitasa lesz. A definiciot két valtozora mondjuk ki, és kizarolag arra is fogjuk
hasznalni. Tovabba a definiciot csak tgynevezett idealis esetekre mondjuk ki, melybe
azt értjiikk bele, hogy a fliggvénynek vannak kiilonallo szintvonalai, melyek elhataroljak
egymastol a novekvs és a csokkend szogtartomanyokat.

3.1.2. Definicié: tegyiik fel, hogy az f : D C R? — R fiiggvénynek az
x9g € D pontban nyeregpontja van. Ekkor ha dvi,7s,...,7, szintvonalak, melyeken
fn) = flr) = ... = flm) = f(z), abol f(v;) = {f(z,y) : (z,y) € v}, tovabba
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a szintvonalak egyetlen metszéspontja lokalisan x(, akkor az n értéket a nyeregpont
multiplicitasdnak nevezziik.

Nézziik meg ennek egy ekvivalens, am kevésbé preciz atfogalmazéasat egy abran keresztiil:

-+ -

+ _

3.1. abra. A szintvonalak felbontjak a sikot csokkend és névekvd részekre, idealis esetben
felvaltva

Ahogyan a képalairas is jelzi, amennyiben léteznek a szintvonalak, akkor felbontjik a
sikot pontosan kétszer annyi részre, mint ahédnyan vannak, és ezekben a sikrészekben a
fiiggvény nagyobb, illetve kisebb értékeket vesz fel a nyeregpontban felvettnél. Igy egy
nyereg multiplicitasa a névekvd, illetve csokkend sikrész parok szamaval is megfogalmaz-
hato.

Azonban felmeriilhet a kérdés, hogy biztos, hogy ezek a tartomanyok felvaltva kovetik
egymast? A valasz az, hogy nem, és mutatunk is erre példaként egy fiiggvényt hengerko-
ordinatakkal és az abrajat is szemléltetjiik.

hog) - 48 (T eos(®N) had € 0.5) Ul )
0? - (cos(89) — 1),ha ¥ € [, 7) U [, 2r)

[tt természetesen beleértjik, hogy o € [0,00) és ¥ € [0, 27).
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3.2. abra. A példaul szolgalo figgvény grafikonja, ahol o € [0, 3]

Most térjiink vissza a klasszikus esetre néhany révid szamolas erejéig harom példafiiggveé-
nyen. Az f(z,y) = x* — y? origoban felvett értéke 0. 22 — y? akkor lesz 0, ha x = y vagy
r = —y. Ez két szintvonal, igy a definici6 alapjan az f(z,y) fiiggvénynek az origbban
kétszeres nyerge van. A majom nyereg szintén nullat vesz fel az origoban, és a szintvonalai
a kovetkezsk: m =y = Z e =y=—-F,1 = {(0,y) : y € R}. Ez harom szintvonal,
igy a majom nyereg multiplicitasa harom. Nézziink meg egy révid példat arra is, amikor
a multiplicitds 1. Ez a példa nem lesz mas, mint a h(z,y) = 2 — y? fiiggvény origobeli

nyeregpontja lesz. Ennek egyetlen szintvonala a v, = y = Va2 lesz.

Felmeriilhet az a kérdés is, hogy a szintvonalak mindig ilyen "szépek"-e, és hogy
mindig megfogalmazhato-e a multiplicitas ezek segitségével, vagy van-e olyan eset,
amikor nincs értelme multiplicitasrol beszélni. A valasz az, hogy van olyan eset, amikor ez
nem fogalmazhaté meg ilyen egyszertien, s6t a definicié nem is lesz mindig értelmes, erre
pedig a kovetkezd fiiggvény szolgal példaul: f(z,y) = 27 (y —sin(%)). Ennek a fliggvénynek
az origbban nyeregpontja lesz, &m ha kozelebbrdl megvizsgaljuk, akkor a szintvonalai az
Yy = sin(%) fiiggvény grafikonja mentén lesznek. Ez viszont olyan, hogy az origd barmilyen
kis kérnyezetében végtelen sokszor megtesz egy peridodust, igy gyakorlatilag végtelen sok
novekve és csokkend sikrész talalhato ott. Tehat ennél a fiiggvénynél példaul nincs értelme

multiplicitasrol beszélni. Jo hir viszont, hogy a kévetkezékben vizsgalt fiiggvényeknél en-

nek mindig lesz értelme, s6t, még magat a multiplicitast is egyszertien meg lehet hatarozni.
Miért érdemes a harmonikus fliggvényeket illetve a nyeregpontok multiplicitasét

komplexfiiggvénytani eszkozokkel vizsgalni? A valasz egyszerd: mert a komplexfiiggvény-

tanbol ismeretes Osszefliggések jelentGsen leegyszertisitik ezek targyalasat. Sét, szinte
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csak ezek teszik lehetévé, mert ezek nélkiil majdhogy nem lehetetlen lenne ezekrdl a
fogalmakrol precizen beszélni. Igy hat most nézziik is meg, hogy mit kinal nekiink a

komplexfiiggvénytan e téren.

El6szor idézziik fel roéviden, hogy hogyan tudjuk kétvaltozos fiiggvényekkel megfo-
galmazni a komplex értékid fiiggvényeket. Legyen 2z = = + yi komplex szdm, és legyenek
u(z,y),v(z,y) : D C R* — R kétvaltozos fiiggvények. Ekkor az f(z) komplex értékii
fiiggvény felirhato a kovetkezs alakban: f(z) = u(x,y)+i-v(x,y). Egy komplex fiiggvényt
holomorfnak neveziink, ha az egész értelmezési tartoméanyan differencidlhatod, tovabba
egy holomorf fiiggvény értelmezési tartomanya minden belsé pontja koriil hatvanysorba
fejthets. Ez egy fontos fogalom illetve tény lesz a tovabbiakban, am a lényegi allitas
most jon, miszerint egy holomorf fliggvény valés illetve képzetes része harmonikus, igy a
fentebb emlitett allitds miatt minden kritikus pontja nyeregpont lesz. Most, hogy ezeket

-----

egy tételt.

3.1.3. Tétel: Legyen f : D C C — C holomorf fliggvény, 2y € D koriili hatvany-
sora: f(z) = f(z0) + i an,(z — zo)™. Legyen tovidbba m = min{n : a, # 0}. Ekkor a
kovetkezd két alternatl?\/:a1 koziil pontosan az egyik all fenn:

[.) Ha m > 1, akkor az u(x,y) = Re(f) fiiggvény zp, mint (xq, o) pontparbeli nyereg-
pontjanak multiplicitdsa m.

II.) Ha m = 1, akkor u(z,y)-nak nem lesz nyeregpontja az (xg, yo) pontban.

Bizonyitds. 1.) Tegyiik tehat fel, hogy m > 1. Irjuk fel a hatvanysort a kévetkezd alakban:

f(2) = f(20) + am(z — 20)™ + o(z — 29)™, ahol a o(z — z9)™ a kovetkezst jelenti:

a(z) =o0(z—2))" < lim (ziiz))m = 0. Alakitsuk at a hatvanysorban szerepld kifejezéseket
Z—20

exponencialis alakava: z — 2y = r€'?, a,, = oe’’. Ez alapjan irjuk 4t a hatvanysort:

f(2) = f(z0) + 0" - 1me™ 4 0(r™) = f(20) + or™e! ) 4 o(r™) =
f(z0) + or™(cos(mp + ) + @ - sin(mp + 3)) + o(r™).

Most, hogy a hatvanysor elnyerte trigonometrikus alakjat, legyen u = Re(f), igy vegyiik

a kifejezés valos részét: u(z) — u(zg) = or™ - cos(my + 9) + o(r™), majd osszuk el r™-nel:

u(z);g(zo) _ QCOS(m(,D +79) + 0<1)'
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Itt a o(1) mar azt fogja jelenteni, hogy ha 11_1{(1)@ = 0. Igy ha r elég kicsi, akkor o(1)
abszolutértéke annal kisebb lesz, tehat a kifejezés elGjelét cos(mp+17) fogja meghatarozni.
Ennek pedig a [0, 27) intervallumban 2m zérushelye lesz, amik meghataroznak m darab
novekvs és m darab csokkend sikrészt. Ezzel az m > 1 esetet be is lattuk, a nyereg
multiplicitasa valoban m.

II.) Az m = 1 esethez csupan annyit kell meggondolni, hogy ha derivaljuk a hatvanysort,
amit tagonként megtehetiink, akkor Re(f’(z9)) = u/(20) # 0, igy 2o nem lesz kritikus
pont. Ezzel az allitast be is lattuk. O

Megjegyezziik, hogy ez a bizonyitas egyben a kétvaltozoés harmonikus fliggvények
maximumelvének egyfajta bizonyitasanak is tekinthetd.
Holomorf fiiggvénynek legegyszertibb esetben polinomokat szoktunk tekinteni, hogy ezek
valos részének kiszamitasaval egy harmonikus fliggvényhez jussunk, mely kivalo vizsgalati
alanyt jelent. Am a valos részek kiszamitasa magas fokszam esetén faradsagos munka
lehet, viszont a szakdolgozat keretében sziiletett ennek leegyszertisitésére is egy program,
melynek neve holomorfbol harmonikus. Mikodése rendkiviil egyszert: bemenetként
pusztan egy vektort var, melyben felsoroljuk a polinom egyiitthatoit fokszam szerint
csOkkend sorrendben, és az eljaras kiadja, hogy mi lesz ennek a valos része, igy nekiink
nem kell sorozatban egymas utan a binomiélis tételt alkalmazni és tligyelni arra, hogy
melyik tagban szerepel paros kitevén a képzetes egység.
Emellett egy nyereg multiplicitdsat meghataroz6 program is késziilt. Ehhez értelemsze-
riien a két keres§ program valamelyikét elbb le kell futtatni a fiiggvényen, és ha ez
megtalalta a nyeregpontot, akkor a multiplicitas nevi eljaras meghatarozza a nyereg
multiplicitasat. Ehhez paraméterként csak a fliggvényt és a nyeregpont koordinétait varja.
Korbejar egy teljes szog mentén és megszamolja a novekvs és a csokkend tartoményokat,

majd ezt a szamot osztja kettdvel.

Semmi kétség nem fér ahhoz, hogy a két bemutatott keres algoritmus koziil az elsd
az egyszeriibb, ami csak extremélis nyergeket keres. Azonban gondoljuk végig a kivetkezs
problémat: vegyiik a f(z) = 2* fiiggvény valos részét. Ez nem lesz mas, mint az u(z,y) =
xt — 622y + y*. Szinte szamolni sem kell, leolvashato, hogy az u(z,0) = z*, illetve az
u(0,y) = y* megszoritdsok mentén lokdlis minimumai vannak. Igen 4m, de az extemalis

nyergeket keresG algoritmus futtathatosdganak egyik alapfeltétele az volt, hogy a lokélis

minimum illetve lokalis maximum az z- illetve az y-tengely mentén legyen, itt ez viszont
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nem teljesiil. Vajon létezik-e mod arra, hogy olyanné alakitsuk ezt a fliggvényt, hogy az
egyszeriibb algoritmus futtathatd legyen rajta? A valasz biztato: létezik, és ezt fogjuk

bemutatni a kovetkezs és egyben utolso alfejezetben.

3.2. Mobdositas matrixszal

Ebben az alfejezetben azt fogjuk bemutatni, hogy iigyes atalakitasokkal egy extremalis
nyereg olyan alakra hozhato, hogy a 2.2. alfejezetben bemutatott algoritmus meg tudja
talalni. Mi lehet annak az oka, hogy ez nem teljesiil? Példaul az, amelyet az el6z6 alfejezet
végén emlitettiink, hogy mind az x— mind az y-tengely mentén ugyanolyan tipust szél-
sGértéke van. Az Otlet a kovetkezs: az egyik tengelyt akar nem is kell elmozgatni, hiszen
azzal nincs gond. Viszont azt szeretnénk, hogy a masik tengelyre a masik tipusu szélsGér-
ték keriiljon. Hogy hogyan tudjuk ezt elérni? Egy linearis transzformécié alkalmazasaval,
melyet egy matrix ir le, igy el is jutottunk az alfejezetiink ciméhez. Fontos, hogy a mét-
rix determinansa nem lehet 0, hiszen az komoly problémékhoz vezethet, erre késébb még
kitériink. Példaként hasznaljuk az f(z,y) = x? — 62%y* + y* fiiggvényt. Ebben az esetben
azonnal el is aruljuk, hogy mi lesz egy j6 modosité matrix, és ennek okat a késébbiekben

ki is fejtjiik. A modosité matrixunk a kovetkezs lesz:

1 2
3 4

A:

Tehat a fiiggvényilinket a kovetkezs alakba frhatjuk at:

g y) = FA || ) = fla+ 20,30+ 4).
)

Ha ezen a g(z,y) fiiggvényen futtatjuk az extremalis nyergeket keress algoritmust, akkor

mar meg fogja talalni. Viszont mivel nem biztos, hogy az origéban lesz a nyeregpont, mint

ennél a fliggvénynél, igy nevezziik a segédfiiggvényen talalt pont koordinatait : -nak

n
és irjuk fel a nyeregpont egyenletet a kovetkezs alakban:
x
A = ¢
Y n

Igy az eredeti fiiggvényen a keresett nyeregpont koordinétai:

T e &

Y n
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Mint oly sok minden masra, erre a problémara is irédott két program a szakdolgozat
keretei kozott, melyek nevei nyeregpont xl yu matrix, és
nyeregpont xu_yl matrix ismét arra utalva, hogy melyik valtozo szerint csokkent
illetve novel.

Most térjiink vissza arra a kérdéskorre, hogy hogyan valasszuk meg a modosité matrixot.

A vélasz egyszert, &m messze nem kézenfekvé:

3.2.1. Allitas: egy modosité matrix pontosan akkor jo (pontosan akkor lesz vele

eredményes a keress algoritmus), ha az oszlopai altal vett megszoritdsok mentén kiilon-

b6z6 szélsGértékei vannak az eredeti fliggvénynek.

Itt az oszopok altal vett megszoritas alatt azt értjiik, hogy ha a matrixunk a kévetkezs
ay as

alakia: A = , akkor az oszopok altal vett megszoritasok a kovetkezdk: f(x, Z—?x)
as Qq

és f(x, Z—gx), hiszen az x-tengelyt az els6, az y-tengelyt a mésodik megszoritasba viszi
at a transzformacio. Ez természetesen azt is maga utédn vonja, hogy az elsé sorban nem

lehetnek nullelemek. Nézziik is meg az allitas rovid bizonyitasat.

Bizonyitds. 1.) Elgszor nézziik meg azt az iranyt, hogy ha a matrixunk ilyen alaku, akkor
megfelel6 modosité matrix. Ezt egyszerd belatni, mert ha felirjuk az z-, illetve y-tengelyre
es6 megszoritasokat, akkor a kovetkezoket kapjuk: f(aix, agzx) és f(ay, asy). Mivel a méat-
rixrol feltettiik, hogy az oszlopai altal vett megszoritasok mentén kiilonb6zd szélsGértékei
vannak az eredeti fliggvénynek, igy most pontosan azt kaptuk, hogy ha az z-tengely
mentén lokalis minimuma/maximuma van, akkor az y-tengelyen lokalis maximuma/mini-
muma.

II.) A masik irdny pontosan ugyanez a gondolatmenet, csupan visszafelé, hogy ha felirjuk
a megszoritasokat, tovibba tudjuk, hogy ezek mentén eltérs szélsértékek vannak, és mivel
ezeket a matrix oszlopai jelolték ki, igy valoban olyan alakinak kell lennie a métrixnak,

mint amit be szerettink volna latni. O

Megjegyezziik, hogy altalanosabb esetben tigy fogalmazhat6é meg az allitas, hogy ha
a nyeregpont az (a,b) pontban van, akkor a matrix akkor lesz megfelels, ha az © = a
és az y = b egyenesek metén kiilonbozs szélsGértékeket hoz létre. Igen am, csak igy az
lesz a probléma a megfogalmazott kirtériummal, hogy akkor hasznalhatoé hatékonyan,
ha rendelkeziink valamiféle el6zetes ismerettel a nyeregpont legalabb hozzavetéleges

elhelyezkedését illetGen. Ha ez az informéacié nem all a rendelkezésiinkre, akkor sajnos
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egyel6re nem tudunk egy altalanos feltételt mondani egy modosité matrix "josagéara'.
Viszont néhany kézenfekvs tényt ne felejtsiink ki, mint példaul, ha egy modosité matrix
megfelels, akkor annak barmilyen nemnulla skalarszorosa is, vagy az is, ha az oszlopokat
kiilon-kiilon szorozzuk valamilyen nemnulla skalarral. Ezen feliil az is megfelels, ha az

oszlopokat felcseréljiik.

Lezarasként pedig nézziik meg, hogy milyen problémékat okozhat az, ha a métrix
determinansa 0. A valasz egyszert. Ha a determinans 0, akkor a leképezés nem injektiv,
és igy a kapott pontnak nem tudjuk egyértelmtien kiszamitani az Gsképét. Erre jo példa a

kovetkezd: legyen f(x,y) = 2° +°. Es emellett legyen a modosité métrixunk a kovetkezd:

0
0 0

A:

x

Ekkor f(A ) = f(x,0) = 23. Ennek a modositott fiiggvénynek az egész y-tengely
Y

mentén nyeregpontjai lesznek, holott az eredetinek pusztan csak az origoban volt.
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Fuggelék

function [pl, p2,

lepesszam] = nyeregpont_xl_yu(f, 1lx, ux, ly, uy, p_01, p_02, r)

Parameterek: egy fuggvenyfogantyu, x es y also es felso hatara, kezdopont,

lepeskoz

for n=1:1000

x_pre=p_01;
y_pre=p_02;

if £f(p_0O1l-r, p

vizsgaljuk

p_01 = p_0

elseif f(p_01+

p_01 =

end

if p_01<1lx ||

error (’Kile

end

_02) < f(p_01,p_02) %Itt az x-szerinti parcialis fuggvenyeket

1 - r;

r, p_02) < f(p_01,p_02)

p_0l+r;

p_01>ux || p_02<ly || p_02>uy

ptunk a tartomanybol!’)

if £(p_01, p_02-r) > f(p_01,p_02) %Itt az y-szerinti parcialis fuggvenyeket

nezzuk

p_02 = p_02-r;

elseif f(p_01,

p_02 = p_0

end

p_02+r) > £f(p_01,p_02)

2+r;
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33 x_cur = p_01;

34 y_cur = p_02;

36 if (x_cur == x_pre) && (y_cur == y_pre)
37 lepesszam = n-1;

38 break

39 end

11 end

13 hLlogikai allitasok, melyek azt fogalmazzak meg, hogy valamelyik szekcio fuggveny
menten meg lehet javitani

f(p_01l+r, p_02) < f(p_01,p_02);

f(p_0l-r, p_02) < f(p_01,p_02);

w6 FF = £(p_01, p_02+r) > £(p_01,p_02);

w
oo

47 BB = £f(p_01, p_02-r) > f(p_01,p_02);

48

w if F || B || FF || BB

50

51 error (’Nem talaltunk nyeregpontot!’)
53 end

54

55 pl = p_01;

56 p2 = p_02;

55 X = linspace(pl-5, pl+5, 51);
50 Y = linspace(p2-5, p2+5, 51);
60 [XX, YY] = meshgrid(X,Y);

62 surf (XX, YY, f£(XX,YY))
63 hold on

64 plot3(pl,p2,f(pl,p2), ’ro’, ’MarkerSize’, 15, ’MarkerFaceColor’, ’r’);

66 end

3.1. forraskdd. A nyeregpont xl yu eljaras kodja
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1

2

3

6

~

function [pl, p2] nyeregpont (f, p_01, p_02)
syms X y

G(x,y)
g = matlabFunction(G);

=0

abs (diff (f,x)) + abs(diff(f,y));

while (g(p_01, p_02) - g(p_01+0.001, p_02) > O
>0 || g(p_01, p_02) p_02+0.001)
-0.001) > 0) && j < 10°6

- g(p_01,

F = g(p_01, p_02) - g(p_01+0.001, p_02); %
iranyba vett elojeles valtozasa
B = g(p_01, p_02) - g(p_01-0.001, p_02); 7%
if F >0 ||l B >0
if F >= B
p_01 = p_01+0.001;
else
p_-01 = p_01-0.001;
end
end
FF = g(p_01, p_02) - g(p_01, p_02+0.001);
fuggvenyeken
BB = g(p_01, p_02) - g(p_01, p_02-0.001);
if FF > 0 || BB > 0
if FF >= BB
p_02 = p_02+0.001;
else
p_02 = p_02-0.001;
end
end
jo= 3+
end
pl = p_01;
p2 = p_02;
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> 0

p_02) - g(p_01-0.001,
p_02)

p_02)
- g(p_0t, p_02

g(p_01,

[l g(p_01,

Az x-szerinti parcialis fuggveny elore

Hatra iranyba vett valtozas

%Ugyanez az y-szerinti parcialis



7Y

if f(p1+0.1%cos(n*pi/180), p2+0.1*sin(n*pi/180))

else
end
n =
end
if pos<l1

end

X

[XX,

error (’A talalt kritikus pont nem nyeregpont!’);

pos

neg

= pos+1;

= neg+l;

neg<1

linspace(pl-5, pl+5,

linspace (p2-5, p2+5,

YY]

surf (XX,
hold on
plot3(pl, p2, f(pl, p2),

end

YY

meshgrid(X,Y);

, T(XX,YY));

100) ;
100) ;

‘ro?,

if j >= 10°6 || g(pl, p2) >= 0.05
error (’Nem talaltunk kritikus pontot!’);
end
; pos = 03
neg = 0;
n = 0;
while (pos<l || neg<l) && n<360

’MarkerSize’,

3.2. forraskdd. Az univerzalis algoritmus kodja
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’MarkerFaceColor?’,



i function [pl, p2, lepesszam]= nyeregpont_xl_yu_matrix(f, p_01, p_02, r, A)
; if det(A) == 0

error (’A matrix determinansa 0!?);

5 end

6

rg = 0(x,y) £(ACL,1)*x+A(1,2)*y, A(2,1)*x+A(2,2)*y);

s j = 0;

9

0 while (g(p_01,p_02)-g(p_01+r,p_02) > 0 || g(p_01,p_02)-g(p_0l-r,p_02) > 0 || g(p_01,
p_02+r)-g(p_01,p_02) > 0 || g(p_01,p_02-r)-g(p_01,p_02) > 0) && j < 10-6

5

12 F = g(p_01,p_02)-g(p_01+r,p_02);

13 B = g(p_01,p_02)-g(p_01-r,p_02);

15 if F >= 0 || B >= 0

16 if F >= B

17 p_01 = p_01l+r;
18 chlisie

19 p_01 = p_01-r;

20 end

21 end

23 FF = g(p_01,p_02+r)-g(p_01,p_02);

24 BB = g(p_01,p_02-r)-g(p_01,p_02);
26 if FF >= 0 || BB >= 0
27 if FF >= BB
28 p_02 = p_02+r;
29 else
30 p_02 = p_02-r;
31 end
32 end
J o= 3+
35 end
3¢
57 if § >= 1076
38 error (’Nem talaltunk nyeregpontot!’);

39 end

1 b = A\[p_01; p_02];
2 pl = b(1);
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s p2 = b(2);

lepesszam = j;

X = linspace(pl-5, pl+5, 51);

7Y = linspace(p2-5, p2+5, 51);

[XX, YY] = meshgrid(X,Y);

surf (XX, YY, f(XX,YY))

hold on

plot3(pl,p2,f(pl,p2), ’ro’, ’MarkerSize’, 15, ’MarkerFaceColor’, ’r’);

; end

3.3. forraskdod. A matrixszal modosito eljaras kodja

function mult = multiplicitas(f, pl, p2)

m = 1;
for n=1:24
cur = f(pl, p2) - f(pl+0.1xcos(n*pi/12), p2+0.1*sin(n*pi/12));
next = f(pl, p2) - f£(pl+0.1*xcos((n+1)*pi/12), p2+0.1xsin((n+1)*pi/12));
if (sign(cur) == -1 && sign(next) == 1) || (sign(cur) == 1 && sign(next) ==
-1)
m = mt+1;
end
5 end
if m == 1

error (’Nem nyeregpontban vagyunk!’);

else

mult = floor(m/2);

end

end

3.4. forraskod. A multiplicitast meghatarozo eljaras kodja
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