Korosztasi polinomok vizsgalata

[rta:
Borsanyi Akos
ELTE TTK, matematika BSc.

Témavezetd:
Dr. Zéabradi Gergely
egyetemi docens

Algebra és Szamelmélet Tanszék

2021



Bevezetés

Szakdolgozatom célja a korosztasi polinomokra nagyobb ralatast nydjtani. Ezt részint sajat eredmények és bizonyitdsok
bemutatdsdval, részint a szakirodalom felhaszndldsdval teszem. Az 1.1. szakaszban egybegytijtom a korosztdsi polino-
mok alapvetd oszthat6sagi tulajdonsagait, amelyek szamos érdekes feladat megoldasahoz nyujtanak segitséget. Ezen rész
megirasara az is motivalt, hogy a szakirodalomban ilyen jellegli 6sszefoglaldssal eddig nem taldlkoztam. Az 1. fejezet 2.
szakaszdban 6néll6an ldtom be e polinomok Q feletti irredeucibilitdsat, melynek hasznos hozadéka az n-edik korosztasi
test diszkrimindnsdnak kiszdmoldsa. A bizonyitds teljes mértékben eltér az els6éves algebraanyagban szerepl6 bizonyi-
tastol. @, (z) legnagyobb egyiitthaté-abszolutértékét A(n)-nel szokds jelolni, a korosztasi polinomokkal kapcsolatban
leggyakrabban ezt vizsgéljdk. A 2. fejezetben A(n) felsd, majd bizonyos n-ekre A(n) alsé becslésével foglalkozom.
ElGszor osszefoglalom azokat a tételeket, amelyeket sajdt gondolataim, illetve a szakirodalom alapjén @y, (x)-r6l érde-
mesnek tartok elmondani, majd ezt kovetden Bang 1895-6s eredményét javitom, mely szerint az r < ¢ < p primekre
A(pgr) < r — 1. Ramutatok arra az érdekes tényre, hogy ®,,(x) egyiitthat6i abszoldtértékben az n két legnagyobb
primoszt6jatdl fiiggetlen korlat alatt vannak. Az A(n)-re vonatkozé alsé becsléseket bizonyos tipusi korosztdsi polino-
mok egy-egy alkalmasan megvdélasztott egyiitthatéjanak kiszdmoldsdval kezdem. Ezen tételek egyikébdl kideriil, hogy
a Marion Beiter 4ltal sejtett A(pgr) < %1 becslés tovabb nem élesithetd. (A Beiter-sejtés késébb hamisnak bizonyult,
a korrigdlt sejtés A(pgr) < %r.) Az utols6 szakasz folytatasaként megmutatom, hogy az tigynevezett primszdm k-asok
sejtésébol (2.3.6. sejtés) kovetkezik, hogy a 2.2.3. tétel dllitdsandl er6sebbet csak a konstansszorzok javitdsaval mondha-
tunk. A szakdolgozatot egy, az analitikus szdmelmélet eszkozeit is haszndl6 szép eredménnyel zdrom, melynek 1ényeges

s 2z

(azaz nem konstansszorzokkal t6rténd) javitdsa szimomra nem ismeretes.



1.

1.1. A korosztasi polinomok primoszto6irol

Legyenn > 1 egész, ¢ = e’ . Az n-edik korosztdsi polinomot a

eu(2)=  [[  @-€h (M
k=1
(k,n)=1
szorzattal definidljuk. Mivel € C pontosan akkor n-edik egységgyok, ha valamely d|n-re o(n) = d, tovabba (1)-ben
¥ az osszes n-edik primitiv egységgyokon fut végig, azért
2" =1 =[] ®a(x) (2)
d|n

(2)-bd1 Mobius-transzformacidval eldall a legtobbet alkalmazott aldbbi tétel.

1.1.1. Lemma.
O, (z) = [[(«® - 1)@ ()

d|n

Bizonyitds. Legyen x € R. Han > 3, akkor ®,,(z) @ darab nemnulla komplex norma szorzata 1évén pozitiv, igy
x > 1esetén ®,,(x) > 0 minden n > 1-re. Legyen most x > 1 rogzitett. Ekkor (2) logaritmusét Mobius-transzformélva

log @y () =Y _ pu(d) log(xd — 1)
dl

amibdl

D, (x) = H(x% —1)rd) (3"

d|n

Mivel (3’) mindkét oldalan polinomfiiggvények hanyadosa all, a (3) polinomazonossag érvényes. [J
Ebben a szakaszban a korosztasi polinomokat a szokdsosndl valamivel 4ltaldnosabb alakban vizsgaljuk. Ezt késziti
eld a kovetkezd jelolés bevezetése.

Definicié. Jelolje @, (x,y) azt a Clz, y]-beli polinomot, amelyet a ®,,(x)-nek az y hatdrozatlan segitségével p(n)-edfoki
homogén polinommd torténd kiegészitésével kapunk, azaz legyen

1

ou(zy)= [ (@-wh )
k=
kn)=1

(

(2)-vel azonosan nyilvan

2" —y" =[] ®alz,v) (5)
d

Emellett kordntsem meglepGen igaz az 1.1.1. lemma megfelel dltalanositdsa, ami az alabbi médon fest.

1.1.2. Lemma.

O, (z,y) =[] (=% - yg)u(d) .

d|n



Bizonyitds. (4)-bdl, (1)-bdl és (3)-bél

n n(d)
¢ n n
oo (£) oI () ) e

dln dln

s itt az utols6 egyenldségnél felhaszndltuk a p(n) = >_,, u(d) azonossigot. I
Elérebocsatjuk, hogy a tovabbiakban p-vel mindig pozitiv primszamot fogunk jeldlni.

1.1.3. Kovetkezmény.

1. a) ®,(x) € Zx]
b) @n(x,y) € Z[az,y]

2. Haa > 16s (n,p) =1, akkor

(I)np“ (Z‘, y) = o ('Tpoc—l pa—l) (7
specidlisan
®,, (zP")
By (2) = 5% o ®
3. Legyen p|n. Ekkor
q)np(xv y) = (I’n(xpa yp) 9
specidlisan
Prp(z) = P (2) (10)
4. Bdrmely k pozitiv egészre
Cp(,9)|@n (2", y")  Zlw,y]-ban an

Bizonyitds.

1. a) (3) baloldala véges, jobboldala egész egyiitthatés formalis hatvanysor C [[x]] -ben.
b) Kozvetleniil adédik az a) pontbdl.

2. (6) alapjan
)

“ a—Bmn a—Bmn H(dpﬁ) ! a—Bmn a—fBn M(dp
(I)npa(.fc’y):HH<Ip ﬁg_yp ﬁg) :H (xp ﬁg_yp ﬁg)
B=0d|n B=0d|n
ami éppen (7) jobboldala.

3. Ismét (6) szerint

np np\ H(d) np np\ H(d)
Op(2,y) = [ [ (wT - yT) -1 (:vT - yT)

d|n d|np

s itt a masodik szorzatban minden d-re p2|d, amiért igaz (9) is.

4. Azonnal adédik a kovetkezmény 1. b), 2. és 3. pontjaibdl. (]



1.1.4. Lemmaécska. Legyen n > 1. Ekkor ®,,(1) = eMn) ahol A az iigynevezett van Mangoldt-fiiggvény, vagyis

_f logp han=p* (a>1)
Aln) = { 0 kiilonben

Bizonyitds. Akar (1)-bdl, akér (3)-bol
p—1
a—1
Dpa(z) = pr k a>1 (12)
k=0

tehdt ®,0 (1) = p, ha pedig n = n1p*, n1 > 1, p f ny és o > 1, akkor (8)-b6l z = 1 helyettesitéssel adédik a
bizonyitand6 ®,,(1) = 1 egyenl8ség. O

A tovdbbiakban sziikségiink lesz a rend fogalmanak aldbbi dltaldnositdsdra. Legyen z, y, m € Z,m > 1, (zy,m) = 1.
Az Euler—Fermat-tétel miatt z#(™) = 3#(™)  (m), igy létezik az a legkisebb d pozitiv egész, melyre z¢ = y® (m). Ezt
ad-taz x és az y kozos rendjének nevezzilk mod m. Jelolése o,,(x, y), roviden o(z, y). Konnyen ldthatd, hogy a rend
ezen dltaldnositdsa szintén rendelkezik a kordbbrél megszokott oszthat6sagi tulajdonsaggal, vagyis 2 = y*  (m) ponto-
san akkor teljesiil, ha o,, (z, y)|k. Kézenfekvs foltenni a kovetkezs kérdést. Igaz-e, hogy ha x és y relativ primek, akkor
az op(x,y) = nés ap|®,(x,y) feltételek ekvivalensek egymadssal? A vdlasz lényegében igenls. Ha o,(x,y) = n, akkor
arend definicidja és (5) miatt p|®,,(z, y) , masrészt ki fogjuk mutatni, hogy legfeljebb egy p prim kivételével p|®,, (z, y)

Ve

esetén o, (x, y) = n. Az ezutdn kovetkezd tételekben és definiciékban mindvégig feltessziik, hogy (z,y) = 1.
1.1.5. Lemma. Legyen p a ®,,(z,y) tetszéleges primosztdja. Ekkor az o,(xz,y) # n és a p|n feltételek ekvivalensek.

Bizonyitds. Tegyiik fel el8szor, hogy o, (z,y) # n. Ezen feltétel alapjén 1étezik olyan d|n, d > 1,hogy x4 = y@ (p),
ekkor pedig barmely g|d primre x4 =y (p). Emellett (11) szerint p|®,, (,y)|®,(x 7,y ), amibSl az el6bbiek miatt
p|®, (x5, 2%) = galaD D,(1) = 2797V ¢ adédik, tehat (z,y) = 1 miatt p = q. Tegyiik most fel, hogy p|n, és legyen
n = nip®, ahol (ny,p) = 1. Ekkor (11) és a kis Fermat-tétel értelmében p|®,, (z,y)|®,, (27", y*") = &, (z,y) (p),
vagyis "™t = y™ (p). O

Ide kivankozik a kovetkezd definicid.

Definicié. Ha p|®,(x,y) és p

n, akkor p-t a ®,,(x,y) kivételes primosztdjdanak nevezziik.
A kivételes primoszté fogalmanak 1ényegileg az ellenkez6jét adja meg az aldbbi elnevezés.
Definici6. Ha o,(x,y) = n, iigy p-t a ,,(x,y), illetve az ™ — y™ primitiv primosztéjdnak nevezziik.

A kis Fermat-tételnek és a rend oszthatdsagi tulajdonsdganak kozvetlen folyomanya a soronlévé fontos és kozismert
kis észrevétel.

1.1.6. Lemmaéacska. Ha (x,y) = 1, akkor ™ — y™ minden primitiv primosztdja nk + 1 alaki. O

A kovetkez6 segédtétel f6 mondanivaldja, hogy a korosztasi polinomoknak legfeljebb egy kivételes primosztdja
lehetséges.

1.1.7. Lemma. Legyen p a ®,,(z,y) kivételes primosztdja, és legyen n = n1p®, ahol (n1,p) = 1. Ekkorp =1 (n1),
és igy p az n legnagyobb primosztdja.

Bizonyitds. Az 1.1.5. lemma bizonyitdsdban ltottak szerint p|®,,, (x,y), és mivel p { nq, azért szintén 1.1.5. miatt
op(x,y) = nq, vagyis 1.1.6. értelmében valébanp =1 (nq). O
A kivételes primoszté mdsik lényeges tulajdonsdgét adja meg az aldbbi segédtétel.

1.1.8. Lemma. Legyen p a ®,,(x,y) kivételes primosztdja. Ekkor az n = p = 2 eset kivételével p|| P, (x,y).



Bizonyitds. Legyen elészor p > 3. p|<I>p(x%,y%) miatt elég a lemmat az n = p esetben igazolni. Mivel ekkor
aP = yP (p), azért a kis Fermat-tétel értelmében x = y (p), vagyis ¢ = y + tp valamilyen ¢ egész szdmmal. A
korosztdsi polinomba behelyettesitve kapjuk, hogy

p_» Pt
N ) (Z) y (tp) (13)
k=0

Lithaté, hogy 0 < k < p — 3 esetén (13)-ban a k-nak megfeleld tag oszthatd p?-tel, valamint p > 3 miatt ugyanez
igaz a k = p — 2-hoz tartoz6 tagra is, (13) utolsé tagja viszont py?~!, amivel lemmank p > 3 esetét beléttuk. Legyen
most p = 2. Ekkor a 2 kivételes volta és az 1.1.7. lemma miatt n = 2% (o > 1), ebben az esetben pedig ®,,(z,y) =
2277 4 yza_l, s fgy 2 1 xy, amiért o > 2 esetén 2277 4 yza_1 = 2 mod 8, amivel az 1.1.8. lemma bizonyit4sat
befejeztiik. [J

Most mar igazolhatjuk a kdvetkezd tételt, mely azt mondja ki, hogy kiilonboz6 korosztasi polinomok azonos helyeken
felvett értékei majdnem mindig relativ primek.

1.1.9. Lemma. Legyenek x ésy egészek, (x,y) = 1ésn > k > 1. Ekkor

(@(9) ply)) = { o 0PI y)

Bizonyitds. A rend egyértelmiisége miatt @y (x,y) primitiv primoszt6i paronként kiilonboznek ®,,(x,y) primitiv
primoszt6itél. Igy ha p kozos primoszté, akkor p a ®,,(z,vy) és @y (x, y) koziil legaldbb az egyiknek kivételes primosz-
téja. Mivel k < n, azért ha p csak az egyik korosztdsi polinomnak kivételes primosztéja, akkor o, (z,y) = k. Emellett
n = n1p® ((n1,p) = 1), és igy az 1.1.5. lemma bizonyitdsdban ldtottak alapjan o,(x,y) = nq, vagyis n1 = k, tehét
n = kp®. Ha p mindkét esetben kivételes primoszté, akkor n = nypP, és k = kyp?, ahol (n1,p) = (ki,p) = 1,
és az el6bbiekhez hasonléan lithatd, hogy o,(x,y) = n1 = ki1, amibdl a lemma 4llitdsa kiolvashatd, felhaszndlva az
1.1.8. lemmat. OJ

1.1.10. Allitas. Legyen pln. Ekkor p|®,,(x,y) akkor és csak akkor, ha op(x,y) = n1, ahol n = n1p® és p { n1.

Bizonyitds. Ha op(x,y) = n1, akkor a rend definicidja és (5) értelmében p|®,,, (z,y), az 1.1.9. lemma miatt viszont
ekkor p|®,,(z,y). Az ellenkezd irdnyu implikdcidra nézve pedig lasd 1.1.7. bizonyitdsat. O

A kivételes primosztérél mondottakbdl kitlinik, hogy primitiv primoszté majdnem mindig 1étezik, ezt fogalmazza
meg pontosan a kovetkez6 tétel.

1.1.11. Tétel. Legyenek x,y,n pozitiv egészek, x > y és (x,y) = 1. Ekkor az aldbbi esetektdl eltekintve x™ — y™-nek
létezik primitiv primosztdja.

(i) n=1ésx=y+1
(ii) n=2ésx+y=2% a>2egész
(iii) n=6,x=2ésy=1

Bizonyitds. A tételt Zsigmondy 1892-ben igazolta, én sajat bizonyitdsomat kozlom rd. Az n = 1 eset trividlis. Ha
n = 2, akkor konnyen ldthatd, hogy x + y pdratlan primosztéi a primitiv primosztok. Legyen ezutdn n > 3 és jeldlje p
az n legnagyobb primosztéjat. 1.1.7. és 1.1.8. miatt azt kell megmutatnunk, hogy ®,,(z,y) > p. Mivel ®,,(z,y) @
darab komplex norma szorzata, azért nem-negativ, s igy (4) a kovetkezéképpen médosithato.

Co(zy)= [ e -y (14)
k=1
(k,n)=1



Ha z > y + 2, akkor (14)-b6l ®,,(z,y) > 2¢(n) > op—1 > p tehat ebben az esetben kész vagyunk. Tegyiik most
fel, hogy © = y 4+ 1. Ekkor a p = 2 eset trividlis, ennélfoga a tovabbiakban kikotjiik, hogy p > 3. (14)-ben az egyes
tényezdkre a koszinusztételt alkalmazva ®,,(y + 1,y) > ®,,(2) adédik, egyenlGség y = 1 esetén 4ll. Figyelembe véve,
hogy p(n) = de du(%), az 1.1.1. lemmdbol kapjuk, hogy

(n) 1\"(%) () T 1
B, (2) = 267 H(l_w) 5 2¢(n H(l—%) (15)
d|n

Beldtjuk, hogy [T~ (1 — 35) > 7. Becslésiinkhoz a trividlisan kiszdmolhat6 []r~, (1 — 7z) = 3 hatdrértéket
haszndljuk fel. Teljes indukciéval azonnal lithaté, hogy ha k > 8, akkor 2872 > k2, amibdl [],7 5 (1 — 5¢) >
[Tos (1 — ), ahdtralevs TTp_, (1 — 5¢) > [T5_s (1 — %) egyenlStlenséget pedig némi szamoldssal ellenrizhet-
jik. Igy [Te2, (1 — 3%) > 3. ami a bizonyitandé 4llitdst jelenti, (15)-b6l tehdt ®,,(2) > 2°(™ =2, Vezessiik be az
n = nyp jeldlést. Mivel p(ab) > ¢(a)p(b), azért ny > 3 esetén p(n) > 2p — 2, amibdl p > 3 miatt p(n) — 2 >p —1,
amivel az x > y + 2 esetbelihez hasonléan kész vagyunk. Hatra van az nqy = 1 és az n; = 2 eset. Hany = 1, akkor

n =p, ésigy ®,(2) =27 — 1 > p. Legyen most n; = 2. Ekkor

p—1

2
py+1,y) > 0n(2) =) 2P 1412272 41> p (16)
k=1

(16)-ban mindegyik helyen egyenl6ség az y = 1, p = 3 esetben 4ll, ekkor tehét nincs primitiv primoszté, minden mas
esetben (16)-ban valahol szigoru egyenl6tlenség érvényes, amivel 1.1.11.-et bebizonyitottuk. [
A kovetkez6 harom pontban n — igy, mint az eddigiekben — rogzitett pozitiv egészet jelol.

1.1.12. Allitas. Minden nk + 1 alakii p prim alkalmas x-re elédll ™ — 1 primitiv primosztéjaként.
Bizonyitds. p-nek tetsz6leges g primitiv gyokét véve op(gk) = n, igy az = = gF vélasztas megfelel. O]
1.1.13. Allitas. Az nk + 1 alakii primek szdma végtelen.

Bizonyitds. A tétel a Dirichlet-tétel elsGéves torzsanyagban targyalt specidlis esete, melyet a korosztasi polinomok
segitségével nem nehéz igazolni. Legyenek q1, . .., gs (s > 0) nk + 1 alakd primek, és legyen x = 4 Hle q;- Ekkor az
1.1.11. tétel alapjan =™ — 1-nek 1étezik primitiv primosztdja, ami 1.1.6. szerint nk+-1 alaku, tovabbd a ¢;-k mindegyikétdl
kiilonbozik. Minden s > O-ra van tehat s + 1 darab nk + 1 alakd prim, amivel 1.1.13.-at bizonyitottuk. [J

Megjegyzés. 1.1.13. kimutatdsa az 1.1.11. tétel nékliil, pusztdn az 1.1.5. lemma felhaszndldsdval is torténhet.

Szintén primitiv primosztdok segitségével oldhaté meg az aldbbi szép feladat.

1.1.14. Probléma. Legyenek x és y tetszdleges pozitiv egészek iigy, hogy x > y. Bizonyitsuk be, hogy

Megoldds. Elszor megjegyezziik, hogy (z,y) = 1 foltehetd, ugyanis ha (z,y) = d, x = dxy és y = dy;, akkor
zt — yP|e™ — y™ miatt p(z} — yT)|p(z™ — y™), és persze (x1,y1) = 1. A rend egyértelmiisége miatt az n tetszGleges
dy,ds osztéira a @4, (x,y) primitiv primosztdi paronként kiilonboznek P4, (x,y) primitiv primoszt6itél. Most 1.1.11.
alapjan megkiilonboztetiink harom esetet.

(i) x,y és n olyanok, hogy az n minden d > 1 osztdjira ®4(z, y)-nak van primitiv primosztdja.
(7i) 2nésx+y =2% (o > 2)

(iii) 6

n,x=2¢&y=1.



A megoldéshoz a p(m) értékét megado képletet és 1.1.6.-ot hasznéljuk. Eszerint az (i) esetben

a(n) n n
[[ d=n"=lo"~y"
dln
d>1

ha pedig (ii) 41l fenn, akkor mivel paros m esetén 2%p(m) = p(2%m), azért

d(n) n n

2 [ d=n""lp@" -y
dln
d#2

vagyis az elsd két esetben kész vagyunk. Az (iii) esetben a hidnyzé 6-os tényezGbdl a 3-at maga ®g(2) = 3 pétolja
(figyelembe vettiik, hogy a3 ®5(2)-bdl is elédll), a 2-t pedig (22 — 1)-bdl nyerjiik. (I

A szakasz llitasainak egy része kozismert, viszont az 1.1.5., 1.1.7., 1.1.8., 1.1.9. lemmakkal, és az 1.1.10. allitassal
a szakirodalomban nem taldlkoztam, megfogalmazasuk és bizonyitdsuk sajit munkdm eredménye. Szintén 6nédlléan

bizonyitottam az 1.1.11. tételt, illetve adtam megoldast az 1.1.14. probléméra. Megjegyzendd, hogy késSbb [1]-ben
olvastam 1.1.8. n = p specidlis esetének bizonyitdsat, tovdbba szintén [1]-ben a szerzd kimondja az 1.1.11. tételt.

1.2. Alternativ bizonyitas a korosztasi polinom irreducibilitasara

Ebben a szakaszban a korosztési polinomok Q feletti felbonthatatlansdgét igazolom a Schonemann—Eisenstein-kritérium
egy altaldnositasaval. A bizonyitasban lényeges szerephez jut Dedekind tigynevezett eldgazasi tétele, amelyet Karolyi
Gyula eldaddsan hallottam.

1.2.1. Tétel. A ®,,(x) n-edik kérosztdsi polinom minden n > 1 esetén irreducibilis Q felett.

Bizonyitds. A bizonyitashoz sziikségiink lesz néhdny segédtételre.

o

1.2.2. Lemma (Schonemann—Eisenstein-kritérium). Legyen megadva az R kommutativ egységelemes gyiiri folott az
f(z) =31 _, ara® polinom, és tegyiik fel, hogy létezik az R-nek olyan P primidedlja, melyre a,, ¢ P, aj, € P (0 <
k <n—1)ésag ¢& P> Ekkor f nem esik szét R[x]-ben két legaldbb elsdfokii tényezd szorzatdra.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekte, hogy

f(z) = <Z bixi> chxj 1<rs<n-1 a7
i=0 j=0

Ekkor ag = bocy € P miatt by € P vagy co € P. Feltehetjiik, hogy co € P s igy ag ¢ P? miatt by ¢ P. Legyen most
1 <t < s, éstegyiik fel, hogy ¢; € P minden 0 < j <t — 1 esetén. (17) szerint a; = ZZ:O bpci—p,ahol k > r+1
esetén értelemszerdien by = 0 veends. Mivel t < s < n — 1, azért a; € P, vagyis bocy = a; — 22:1 brei_x € P,
amib8l by ¢ P miatt ¢; € P. Azt nyertiik tehdt, hogy ¢; € P, dmde ez ellentmond annak, hogy a,, = b.cs ¢ P, amivel
a lemmat bebizonyitottuk. [J

A kovetkez6 két tételben legyen K n-edfokud bdvitése Q-nak, R pedig K algebrai egészeinek gyfr(je, tovabba K
diszkrimindnsét jelolje D .

1.2.3. Lemma (Dedekind eldgazasi tétele). Ha p tetszéleges primszdm, akkor a (p) féidedl pontosan akkor bomlik
négyzetmentesen az R idedljai kozott, hapt D.



1.2.1 bizonyitdsidban Dedekind tételébdl nekiink csak arra az implikdcidra van sziikségiink, hogy ha p 1 Dy, akkor
(p) négyzetmentes. Ezt az irdnyt konnyebb bizonyitani, ezt igazoljuk. Alljon el6 K Q-bdl a ) elem adjungildsaval
(mint ismeretes, ilyen 9 1étezik), és legyen 9 (Q feletti) kanonikus polinomja f. Jelolje tovabba az f felbontési testét
N, az N-ben lev§ algebrai egészek gyfirdjét pedig S. TetszSleges v € K esetén v K |@Q-nyoméra haszndljuk az T'(v)
jelolést, azaz T'(y) = Z?:1 ~9) ahol v19) a y szam j-edik konjugaltjat jelenti. Itt rogton megjegyezziik, hogy konnyen
lathaté médon T'(y) € Q, v € R esetén pedig T'(y) € Z. Végiil bevezetjik még a kovetkezdket. Legyen wy, ..., wy
K-nak egészbdzisa. Ekkor legyen a;; = T'(w;w;), és A = (a;j)nxn, Aij pedig legyen A-nak az a;;-hez tartozé elGje-
les aldetermindnsa. Tegyiik most fel, hogy léteznek olyan P, < R idedlok, melyekre P prim és (p) = P?Q. Legyen
a € PQ\ P?Q tetszbleges fix elem, megmutatjuk, hogy ekkor barmely 3 € R szdmra p|T (o3). Elegend azt kimutatni,
hogy p|T?(af3). a? € P2Q? C (p) miatt p|a® R-ben, és igy S-ben is. A kivetkezd szakaszban oszthatGsdgon és kong-
ruencidn mindig S-beli oszthatésagot ill. kongruenciat értiink. A binomidlis tétel ismételt alkalmazasaval, felhasznalva,

hogy 1 < k < p — 1 esetén p|(%), azt kapjuk, hogy
n p n

\\ P

((e®?)"  modp (18)

1

(@)= | 3 (@A) | =]

j=1 J

Most észrevessziik, hogy (18) jobboldala tagonként oszthat p-vel. A p|a? oszthat6sdgbdl p|(a3)P, és igy minden
1< j < nerep|((@B)?)?) = ((aB)9))". Ezzel megkaptuk, hogy p|T?(e) S-ben,vagyis w eEQNS =12,
amivel eljutottunk fenti oszthatésdgunkhoz. Legyen a kanonikus elddllitdsa o = >, Niw;, N € Z (1 <i < n).
Mivel o ¢ (p), azért alkalmas 1 < j < n-re p { A;. Rogzitsiink most egy ilyen j-t. Az elébb bizonyitott llitdsunk
szerint minden 1 < k < n-re p|T(awy), tovabbd T(awy) = T(X 1 iwiwk) = iy MT(wiwg) = Do g Niig,

amibdl
n n n n n
pIY S ApT(awr) =D Ak > Niain = Y N Y Ajraik (19)

k=1 k=1 i=1 i=1 k=1
A ferde kifejtési tétel miatt >, _, Ajra;, = 6;;det A, igy p 1 \; folytdn (19)-bdl p| det A. Ha tekintjiik a Dy defi-
nici6jaban szerepld determindnst, akkor oszlop-oszlop szorzassal meggy6zddhetiink rdla, hogy det A = Dy, s ezzel
1.2.3.-nak azt az oldalat, ami szdmunkra sziikséges, bebizonyitottuk. [



1.2.4. Lemma. Jelilje az o, . .., a, € R elemek diszkrimindnsdt D. Ekkor Dy |D.

Bizonyitds.Ugy, mint 1.2.3.-ban, legyen wy, .. .,w, K-nak egészbazisa. Akkor ay = S 1| Aj,wi, ahol A\ ; € Z
minden k-ra és i-re. EbbGl

Z? 1 )\1 sz( ) Z?:l )\g,iwé ) e Z?:l )\n Zwl( )

Z 1)\1 iW; 2 ZT‘L—l )\2 ,;w-g Z?'l—l )\n AWy 2
\/5 _ - = : = e : 1=

E?:l )\Liwgn) Z?:l )\2’2,0%(”) e Z?:l )\nﬂwfn)

Tudjuk, hogy ha egy C' determindns valamelyik oszlopdban (ill. sordban) az elemeket ¢; = a; + b, alakba irjuk, akkor
C = A + B, ahol A-t és B-t igy kapjuk, hogy C-ben a ¢; elemek helyett rendre az a;, ill. a b; elemeket irjuk. Ezt
felhaszndlva (természetesen az oszlopok mentén bontva) az adédik, hogy

ALf(l)%()l) Az, T@WE) - )‘n,f(n)w{z(n)
ALFOWiGy A2 f(2)w s A Wi
VD = Z . (1) 12 ' . (n)
7 : :
(n) (n) (n)
ALF(DWha) )‘2,f(2)wf(2) c A Wi in)
ahol az Osszegzés az osszes [ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} leképezésen fut végig. Nyilvanvald, hogy ha f nem

injektiv, akkor valamelyik két oszlop linedrisan Gsszefiigg, igy az f-hez tartoz6 tag nulla. Ha pedig f permutacid, akkor
a hozzd tartozé determindns [T}’ _; Ag ¢(x)(—1)?v/D, ahol p az f paritdsa. Ha tehat T-vel jel6ljiik a

/\1,1 )\1,2 s >\1,n
A2,1 )\2,2 e )\2,77,
An,l )\n,2 cee )\n,n

determindnst, akkor azt kapjuk, hogy D = T2 Dy, igy a lemmit igazoltuk. (]

1.2.5. Tétel. Legyen azn > 1 egész primfelbontdsa n = [],_, pi',ny = 1%, e=e ", D pedig az n-edik primitiv
t
egyéggyokok dltal generdlt Vandermonde-determindns négyzete. Ekkor
Loem —1)-1
|D| _ ptpt,l(at(m ) ) (20)

t=1

Bizonyitds. A korosztasi polinom egész egyiitthatds volta és a szimmetrikus polinomok alaptétele miatt D egész. Ha
tehdt megmutatjuk, hogy D és (20) jobboldala egymds egységszeresei Z[e]-ban, akkor ebbdl az kovetkezik, hogy e két
szdm kolcsonosen osztja egymdst Z-ben is, ami pedig (20)-at jelenti.

Az asszocialtsagi relaciéra bevezetjiik a kovetkezd jelolést. Ha az R kommutativ egységelemes gy(irt « és 3 elemei
(R-ben) egymads egységszeresei, akkor azt irjuk, hogy a ~r . Amennyiben vilagos, hogy az « és 3 elemek asszo-

7

cidltsdga mely gytrliben ertendo ugy az a ~ f jelolést is haszndljuk. ElGrebocsatjuk a kovetkezGt. Legyen p prim,

1 >1,ptaegészek ésn = e »' Ekkor
1—nrgpl-—n" (21
és
L= e~ (22)

tovabba p'|n esetén Z[n] C Z[e],s igy ekkor értelemszeriien

L—nr~ggl-n" (23)

10



és

(1= ™) g p (24)
(21) igazoldsa végett feltehetjiik, hogy a > 1. (p',a) = 1 miatt alkalmas b pozitiv egészre ab = 1 mod p!, igy az
1 —n1 —n?1—n = 1 — n kolesonds oszthatésdg fenndll,vagyis (21) igaz.1.1.4. szerint pedig ®,:(1) = p amibdl
(21) felhaszndldsdval adédik (22). Z[e]-ban D nyilvanvaldan egységszerese a

= ]I I[I a-h
j=1 k=1
Gn)=1 (kn)=1
k#3j

szamnak.Tekintsiik az 1-t6l n-ig terjedd, n-hez relativ primekbdl képezhetd kiilonbozg elem (4, k) rendezett parokat.
Ezekre vonatkoz6an most két esetet kiilonboztetiink meg.

e l.eset:  Zk mod n; minden 1 < ¢ < r-re
e 2.eset: 7 =k mod n; valamely 1 < ¢ < r esetén.

Az els6 esetben megadhatd olyan ¢4 és to, amelyre |j — k| primfelbontésdban p;, és py, kitevGje kisebb (esetleg 0), mint
v, , illetve ay,, igy ekkor w(o(e77%)) > 2, ami miatt 1.1.4.-b61 1 — £7=%|1 adédik, azaz 1 — e/ ~* egység (Z¢]-ban).

A masodik esetben mivel j # k& mod n, azért pontosan egy olyan ¢ 1étezik, amelyre ; = k£ mod n;. Most ¢-t
rogzitjiik, és egységszorzdban vald eltérés erejéig kiszamoljuk a

Pt:H{(l_gj_kM 1S]vkgna]#ka(jan):(kan):LJEk mOdnt}
szorzatot. Az eddigiekbdl vilagos, hogy

T
lYNIIH (25)
t=1

Az Buler-féle (-fiiggvény multiplikativitdsanak szokdsos bizonyitdsakor lathat6, hogy ha my, ms € NT, (mq,mo) = 1
és myms = m, akkor egy modulo m redukalt maradékrendszer elG4ll ¢ (m;) darab modulo mgy redukélt maradékrend-
szer egyesitéseként uigy, hogy az egyes redukalt maradékrendszereken beliil az elemek paronként kongruensek egymassal
mod my, és minden mq-hez relativ prim s-hez l1étezik ezen felbontasban olyan (modulo ms) redukalt maradékrendszer,
melynek szdmai s-sel kongruensek modulo m;. Ezt az észrevételt az m; = ng, mo = p;'* esetre alkalmazzuk. Vegyiik
fel a kovetkez§ jeloléseket. Legyen (n;,s) =1, Ry s ={1<k<n| (n,k)=1, k=s modn:}

Q= [ -

g, k€ R
J#k
2(1)‘7;
Ny =ePt’ €s
Pyt Pyt
= ]I I «a m ")
j=1 k=1
Gp)=1 (kp =1
k#j
Nyilvan
p= I @ (26)
s=1
(ng,s) =1
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Mivel (23) alapjan konnyen lathat6, hogy ha 7 = k& mod ny, akkor 1 — &7 =% ~ 1 — ng ~* tovébba allitdsunk szerint
R, s redukdlt maradékrendszer modulo p§*, azért

Qs ~ Qy 27)
minden (n;,s) = 1l-re. Feladatunk tehdt @; asszocidltsdg erejéig torténs kiszdmoldsa. ¢ rogzitett volta megengedi,
hogy py, oy, 1 és Q¢ esetében a t indexet a kdvetkez$ gondolatmenet folyamén elhagyjuk, igy egyszeriiség kedvéért ezt
megtessziik. TetszSleges a € Z és 3 € N szamokra jeldlje p?||a azt, hogy p?|a, de pP+1 | a, és legyen

2 pe
w= ]I [I a-»"% o0<p<a-1
j=1 k=1

(Jp)=1 (k,p)=1

Polli—k
Ekkor értelemszertien )

Q=1]]a (28)

B=0

Mivel p®||j — k esetén (23) alapjan 1 — 77 =% ~ 1 — npﬁ és (24) szerint (1 — np/j)pa_ﬁ_l(pfl) ~ p, igy célunk a ¢g-ban
szerepld tényezbk leszdmoldsa minden 0 < 5 < « — 1-re. gg-nak annyi tényez&je van, amennyi a

{(, k)1 <4,k <p™, (4,p) = (k,p) = 1,p||j — k}

rendezett parok szdma, ezen pdrokat kell leszdmolni. Legyen 3 fix, ekkor j-t p®~!(p — 1) féleképpen rogzithetjiik.
B = 0 esetén k-nak 1-t6l p®-ig pontosan a mod p 0-val és j-vel inkongruens elemeket vélaszthatjuk, ami p®~1(p — 1)

p*L(p —2) = p2@=D(p — 1)(p — 2) darab megfelels (j, k) part jelent, tehdt go ~ p?"  ®=2). Tegyiik most fel,
hogy 1 < 8 < a—1. (j,p) = 1 miatt k = j + Ip°-ra is teljesiil (k,p) = 1, igy a széban forgé (j, k) parok
szdma p®~1(p — 1)(p®~ 7 — p®~F~1), amiért most g ~ ppa_l(p’l). Figyelembe véve (28)-at, azt kapjuk, hogy @ ~
pP" 1 (@(=1)=1) A7 indexeket visszairva:

Qu~pptt UV (29)

ap—1 1y ap—1 1y
(29)-b61,(27)-b61 és (26)-b6l Py ~ pf Pt (D= fpaid ezutan (25)-b81 D' ~ [}, pf P (@)
@ (n)
(ae(pr—1)—1)

amibd] tekintetbe véve, hogy D' ~ D, azt nyerjiik, hogy D ~ [[,_, p/*™" , és ezzel megkaptuk (20)-at. OJ
1.2.6. Lemma. Legyen az n-edik kérosztdsi test diszkrimindnsa A. Ekkor p|A esetén p|n.
Bizonyitds. ¢ és D jelentése legyen ugyanaz, mint 1.2.5.-ben. Legyen ¢ foka s, és jelolje D* az 1,e,...,e57 !
egységgyokok diszkrimindnsat. Akkor
D* — H (s — eli)? 30)

1<j<k<s

ahol [; (1 < j < s) mindazon kitevSkon fut végig, melyekre € és €4 konjugdltak. Az 1.2.4. tételbdl A|D*, tovabba
nyilvdnvaléan D*|D Ze]-ban, ami mivel D* és D is egész, mint Z-beli oszthat6sdg is fenndll. Innen azt kapjuk, hogy
A|D, 1.2.5. szerint pedig D primosztéi megegyeznek az n primtényezGivel, amivel a lemmat beldttuk. O

Rétériink az 1.2.1. tétel bizonyitdsdra. A bizonyitdst w(n) értékére vonatkozé teljes indukciéval végezziik. Ha
w(n) =0, akkorn = 1,a ®;(x) = x — 1 polinom pedig trividlisan irreducibilis. Legyen ezutdn w(n) > 1, p primosztdja

n-nek, n = mp®, (m,p) = 1 és ¢ = e’m . Megmutatjuk,hogy
D, (x) = Il ey (31)

a=1

(a,m) =1
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2im

Azn=e?” és( = e jelolésekkel (31) jobboldala (4) alapjan az alabbi médon folytathatd.
m m p<
I @@= ]I [ (@-ne-
a=1 a=1 b=1
(a,m) =1 (a,m)=1 (b,p*)=1)
m p*
= I I @y (32)
a=1 b=1

(@,;m) =1 (b,p*) =1)

Koénnyen ldthatd, hogy {mb + p®a|]l < a < m, 1<b<p* (a,m)= (bp*) = 1} redukdlt maradékrendszer
modulo n, amiért a (32)-beli méasodik egyenlGség jobboldala a ®,,(x)-et definidlé (1) polinommal egyezik, tehét (31)
igaz. Jelolje R a Q(e) algebrai egészeinek gyftirtjét. A bizonyitds {6 1épése azt kimutatni, hogy ® o (z,e*) minden a-ra
R felett irreducibilis, amib8l majd r6vid dton kovetkezni fog a Q(¢) feletti irreducibilitds is. ®pe (z,e*) irreducibili-
tdsa nyilvan ekvivalens @0 (x + €%, %) felbonthatatlansdgdval, a Schénemann-kritériumot ez utébbi polinomra tudjuk

kényelmesen alkalmazni.

p—1 p—1p* 'k

a— a— a_lk o
Ppa (2 +€%,e%) :Z(ﬂc—i—ea)p "kgap® T (p—1-k) :Z Z (p ; )xtga(ﬂp )=t =

k=0 k=0 t=0

o

p

“p-1) p—1 iy
a “)—t t
_ ; cale(r™)—1) [z:}(t>x (33)
N k= patfl

Bebizonyitjuk, hogy az R[z]-beli (33) polinomra teljesiil az 1.2.2.-ben kir6tt feltétel. (33)-ban a legmagasabb, o (p®)-
adfoki tag egyiitthat6ja 1, tovabba (33) konstans tagja pe®?(P") | ami R-ben p-vel asszocidlt. Ha most A-val jeloljiik Q(e)
diszkrimindnsat, akkor p { m miatt az 1.2.6. lemma alapjdn p f A, amibsl 1.2.3. értelmében (pe?¢P")) = (p) primidedl
felbontdsaban nincs tobbszor elfordulé idedl. Ezek szerint ha megmutatjuk, hogy 1 < ¢t < p®~1(p — 1) — 1 esetén
(33)-ban 2! egyiitthat6ja R-ben oszthaté p-vel, akkor (33)-ra a Schénemann-kritérium (p) barmely primideéltényez8jével
alkalmazhat6va valik. e*(#(P*)—t) egység, igy amit igazolni kell, az a

p—1 =1
p| > (pt ) (1<t<p"(p-1)—1) (34)
kz[p“tfl]

Z-beli oszthatdsag. (34)-ben két esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset. p®~1 f t. It azt 14tjuk be, hogy (34) tagonként teljesiil, vagyis hogy p|(pa;1k). A Legendre-formula

a—1
felallitdsdndl alkalmazott gondolatmenet szerint (", *) p-ta

R (]

p=1

kitevén tartalmazza. Tudjuk, hogy =,y € R esetén 0 < [z + y] — [z] — [y], tovdbbd ha z + y € Z, akkor egyenlGség
pontosan akkor all, ha = és y egészek. Emiatt a v > 0 egyenlGtlenség akkor és csak akkor igaz, ha valamely 1 < § <
« — 1-re p® t t, azaz ha p®~! { t, az 1.esetre tehét (34)-et belattuk.

2.eset. t =p*~ Mt €Z 1<t <p— 2. Mostazt mutatjuk meg, hogy

a—1
p*k\ _ [k
<pa—1t’) = <t’) mod p 35)
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Ha ezt bebizonyitottuk, kész vagyunk, hiszen (35) fenndlltakor a (34)-ben szerepld Osszegre
p—1 a—1 p—1
Pk k p
= = =0 d
k;/ (p“‘lt’> kg; <t) <t’ + 1) mocr

Legyen pu,7,q € N, 0 <7 < ¢q < p— 1. Ekkor (g:z) = ’;Z; M .1 < s < ptr esetén irjuk s-et p¥(*) s’
alakba, ahol (s’, p) = 1. Ezen jel6lésekkel

ptr
pq\  Tr et g —r)+ s
() - 11 @

i
S
s=1

TetszGleges a € Z szamra jellje [a] az a-t tartalmaz6é mod p maradékosztdlyt. 0 < v(s) < u — 1 esetén trividlisan
P Y (g —7r)+ s = mod p, igy (36)-ot a Z, maradékosztilytestben folirva, majd tovabb folytatva

e o

s=1 j=1

(37) két sz€lének egyenldsége pedig azt jelenti, hogy a (35) kongruencia teljesiil. Igazoltuk tehat (34)-et, és ezzel azt,
hogy ®,a(x + €%,%), s vele egyiitt ®,a(x,c*) R felett irreducibilis. Most beldtjuk, hogy ®,« (z,e%) Q(¢) felett is
irreducibilis. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan f(x), g(z) € Q(e)[z] polinomok, melyekre grf, grg > 1 és ®pa (z,e%) =
f(x)g(z). Mivel ®pa (z, e”) normadlt, azért ekkor megadhatdk olyan f; és g1 Q(e) feletti normdlt polinomok is, melyekre
f-hez és g-hez hasonldan

Ppa(z,6%) = fr(z)gr(x)  grfi,grgr > 1 (38)

D0 (z,6%) gyokei egységgyokok 1évén algebrai egészek, igy (38) miatt f; és g; gyokei is azok, és ezért pedig fi és g1
normadltsdga folytén e két polinom egyiitthat6i szintén algebrai egészek, vagyis f1(x), g1(x) € R[z]. Eziltal (38)-ban
olyan egyenlet jelenik meg, amir8l bebizonyitottuk, hogy lehetetlen, tehdt @, (x, %) minden a-ra felbonthatatlan Q(e)
felett.

Legyen (a,m) = 1, és tekintsiik a

p(m)—1 @(m)—1
Vo | Y b= D e (heQ 0<k<p(m)-1)
k=0 k=0

hozzdrendelést. Mivel az indukci6feltevés értelmében @, (z) irreducibilis Q felett, azért az {e¥|0 < k < p(m) — 1}
egységgyokok Q felett linedrisan fiiggetlenek, vagyis a korosztési polinom fokszdmaét is figyelembe véve Q(¢) minden 3
eleme egyértelmien el6dll 8 = Zf(:”g)_l bre® alakban. Ennélfogva a ¥, hozzdrendelés fiiggvény, és értelmezési tarto-
mdnya Q(e). Trividlis, hogy ¥, dsszegtartd, és hogy Q elemeit fixen hagyja. ¥, szorzattartdsa is konnyen ellendrizhetd,
ez pedig az elGbbiekkel egyiitt azt adja, hogy ¥, a Q(¢) endomorfizmusa. Nem haszndljuk fel, de az is konnyen ldthat6
— és persze kozismert — hogy ¥, bijektiv, és hogy a T'(Q(¢)|Q) Galois- csoport automorfizmusai éppen az dsszes ¥,

leképezés. Tovabbmenve, a kézenfekvd

v, (Z /ka") =3 U.(Br)z*  (Br€Q(e),k=0,...,5)
k=0 k=0

értelmezéssel ¥, a Q(e)[x] automorfizmusavd terjed ki, ez szintén egyszertien beldthatd, és egyben kozismert.
Alljon el most az n-edik korosztdsi polinom a

Ou(z) = f2)g(z)  f(x),9(x) € Qlz] 39)
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alakban. Természetesen (39) mint Q(e) feletti szorzatta alakitds is érvényes. Elérebocsdtjuk, hogy a hdtralev részben az
oszthatésdgot Q(e)[z]-ben értjiikk. (31) alapjan @po (x, )| P, (x). Q(e)[xz] euklideszi, igy Ppa (2, €) felbonthatalansdga
folytdn ®pa (z, €) primeleme Q(g)[x] -nek, vagyis osztja (39) jobboldaldnak valamelyik tényez§jét. Feltehetjiik, hogy

Dpe(@,€)|f(2) (40)
Mivel U, (e) = &%, azért Uy, (Ppa (z,€)) = Ppo(x, %), és ennélfogva (40)-bsl
Dpe (2, ) [Wa(f(2)) = f(2) @n

A Dpa(z,e%) (1 < a <m,(a,m) = 1) polinomok normdltak és paronként kiilonbozdek, igy egyikiik sem asszocidlt a
madsikkal, tehat irreducibilitdsuk folytan paronként relativ primek, amibdl (31) és (41) miatt

@ ()| f(2) (42)

(39) és (42) egyiittesen azt jelenti, hogy f foka ¢(n), vagyis g konstans. Ezzel bizonyitdsunk véget ért. [J

A szakasz lemmadi és tételei koziil az 1.2.2., 1.2.3., és az 1.2.4. segédtételek egyetemi tanulmanyaimhoz kothetSk
azzal a kiegészitéssel, hogy a Schonemann-kritérium eredeti valtozatdn sziikséges volt egy kézenfekvd dltaldnositast
végrehajtani. Az 1.2.5., 1.2.6., valamint az 1.2.1. tétel bizonyitdsa pedig teljes mértékben 6n4ll6 tton tortént.

2. Korosztasi polinomok egyiitthatobecslése rogzitett w(n) érték esetén

Ebben a fejezetben ratériink a korosztasi polinomok egyiitthatobecslésére, amivel jelen szakdolgozat elsGsorban kivan
foglalkozni. Idevonatkozé jel6léseinket mindjdrt be is vezetjiik. Jelentse A(n) az n-edik korosztdsi polinom legna-
gyobb abszolutértékii egyiitthatdjanak abszoldtértékét, S(n) pedig jelolje ®,,(x) egyiitthatéinak abszolitértékdsszegét.
Legyen n kiilonb6zd primosztdinak szorzata nq, és legyen n = njd. Ekkor (10) ismételt alkalmazasaval azt kapjuk,
hogy @, (z) = ®,,(x%), vagyis az n-edik kérosztdsi polinom egyiitthatéinak vizsgalatit elegendd négyzetmentes n-
ekre végezni. Konnyen ldthaté tovabbd, hogy 2 1 m, m > 1 esetén ®o,, (z) = @,,,(—2), igy ekkor Do, (x) egyiitthat6i
rendre legfeljebb elGjelben kiilonboznek @, () egyiitthatditél. Ezen észrevételek birtokdban a tézis hartalévd részében
kikotjiik, hogy n paratlan négyzetmentes pozitiv egész. A korosztdsi polinomok egyiitthatéival kapcsolatos tételek bi-
zonyitasanal kétféle kiindulasi lehet6ségrdl van tudomasom. Az egyiknél, melyet a szerz6k tilnyomo tobbsége kovet, a
korosztdsi polinomot (3) segitségével atirjuk formdlis hatvanysorrd, a masikndl, mely sajét otlet, ®,,(z)-et olyan tortté
alakitjuk 4t, melyben a nevezd n alkalmas d pozitiv oszt6javal z¢ — 1 alakd, javitva ezzel ®, () kezelhetdségét. A
teljesség kedvéért megemlitjiik, hogy @ (z) és (=) elbdllitdsa nyilvanvald és kozismert, utébbira nézve lasd pl. (12)-t.
Vizsgdléddsainkat a legegyszeriibb nemtrividlis w(n) = 2 esettel kezdjiik. El6rebocsdtjuk, hogy a tovdbbiakban p-vel és
g-val rogzitett, egymastol kiilonb6zé 2-nél nagyobb primeket jeloliink.

2.1. ¢,,(x)-re vonatkozo allitasok
2.1.1. Tétel. A(pq) = 1. (Mds szavakkal mondva ®,,(x) minden egyiitthatdja 0, 1 vagy —1).

Bizonyitds. (8)-at alkalmazva, majd tovabb irva

(I)pq(x) _ (I)q(ajp) _ (I)q(zp)(x - 1) _ 1 (Z_: thp+1 _ Z_:xtp> (43)
t=0

Dy () zt—1 r-1\i=

Mivel p # q, azért {tp + 1|10 <t < g — 1,t € Z} és {tp|0 <t < ¢ — 1,¢ € Z} teljes maradékrendszerek modulo g.
Jelolje v {0, 1, ..., ¢ — 1}-nek azt a permutdcidjdt, amelyre tp + 1 = v(t)p mod ¢ minden ¢ € {0,1,...,q — 1} esetén.
Ennek felhaszndlasaval (43) a kovetkez&képpen folytathato.

1 a-! . a-! =l 1 u(t)p
p+1 _ tp | —
xq—1<t§%x ;ﬁ” =D (44)

t=0
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Nyilvénvald, hogy ¢ € {0,1,...,q — 1}, t > v(t) fennalltakor

(t=v()p+l 4 (t=v(t)p+l g
tp+1 _ qv(t)p v(O)p (p(t—v(t))p+1 _ a a
T €T _Z (J) 1) — pv()p kq _ v(t)pt+kq 45
T T T 45)
vt =1 v =1 k=0 k=0
t < v(t) esetén pedig
®-tp=1_4 (v®=tp=1_4
tp+1 v(t tp+1( . (v(t)—t)p—1 a a
2P _x()p__mp (z(V(O-t)p _1)__tp+1 g tptkqtl
— = —x Tt = x (46)
x4 —1 x4 —1 P P
Ennek alapjan
(t=v(t)p+1 () —t)p=1
=l 1 _ u(tp ! a ! -
e Y S e Yl ol
z?—1
t=0 t=0 k=0
t>v(t) y(t)>t

A (45) és (46) jobb szélén 4116 polinomokban mindegyik tag kitevGje kongruens v(t)p-vel modulo ¢, vagyis a (47)
jobboldalédn szerepld hatvanykitevSk paronként kiilonbozoek, ezzel pedig 2.1.1.-et igazoltuk.

A 2.1. szakasz hétralévg részében legyen c a p [1, ¢ — 1]-be es§ inverze mod g, tovabbi legyen a = g — ¢ (vagyis a a
p [1, ¢ — 1]-be es§ ellentett inverze modulo ¢). Most v megaddsaval felirjuk @,,,(z) explicit alakjat.

2.1.2. Tétel.

ap+1 _q ep=1_ 7
1

(I)pq(l.) — Z ptrtka Z Z ptrtkg+l (48)
t =0 t=0 k=0

Bizonyitds. Konny( észrevenni, hogy v(a) = 0, majd ezutdn hogy a < t < ¢ — 1 esetén v(t) = t — a. Ezenfeliil
nyilvdn v(0) = ¢, ésebb6l 0 < t < a—1-re v(t) = c+t, amivel v(t) értékét minden t € {0, 1, ..., ¢—1}-re megmondtuk,
ennek felhasznaldsaval pedig (47) jobboldala atmegy (48)-ba. Annak megfelel6en, ahogy (47)-ben, gy a (48)-ban 1év6
kitevok is paronként kiilonbozéek. [

*
Il

<

=~

Q

2.1.3. Tétel. ®,,(x)-ben a +1 és a —1 egyiitthatdjii tagok vdltakozva kévetik egymdst.

Két bizonyitast adunk.

1. Bizonyitds. n € Z esetén jelolje r, a |{(¢, k) : n = tp+kq ; t,k € N}| megolddsszamot. (p, ¢) = 1 miatt rogzitett
n egészre a tp + kq = n (t, k € Z) egyenletben ¢ és k modulo ¢ illetve modulo p egyértelmiien meghatdrozott, igy ha
n < pg—1, akkor r, értéke 0 vagy 1. Jeldlje I; (j =0,1,..., s) rendre azon ,,Z-beli intervallumokat”, melyekre a 0 illetve
1 r-értékeket ad6 szamokbdl 4116 maximélis hosszdsdgu egybefiiggd sorozatok [0, pg — 1] N Z-t végjak. Nevezziik az I
intervallumot jonak, ha j paros, és rossznak, ha j pdratlan. A korosztdsi polinom egyiitthatéira a ®p,,(z) = Y 2%/ Lan
jelolést haszndlva a kovetkez6t mutatjuk meg.

(i) a, = 1, han egy jo intervallum els eleme.

(7i) a, = —1, han egy rossz intervallum elsd eleme.

(2)-t bizonyitjuk, (i) bizonyitdsa (z)-ével 1ényegében azonos gondolatmenettel torténik. Mivel ro = 1, azért a jo

intervallumok tartalmazzék azon n-eket, melyekre r, = 1. Han € I5;, és azn = tp + kq (¢, k € N) elGdllitdsban ¢ > ¢
vagy k > ap;'l akkor az

cp—1

n—1=@t—-cp+( )q
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és az 41
n—lz(t+a)p+(k—ap

)q

linedris kombindcidk valamelyike konvex. Ha tehét n els6 elem egy j6 intervallumban, akkor n gy 4ll el6 a fenti alakban,
hogy 0 <t <ec—1650 <k < %2FL _ 1 ami (48) alapjén azt jelenti, hogy a,, = 1, figyelembe véve, hogy az ott
szerepld kitevSk paronként kiillonbozok.

Legyen most a,, = 1. Ekkor (48) szerint léteznek olyan ¢ és k egészek, melyekre

1
n=tpthkg O<t<c—1, 0<k<@TL 4 (49)
q
ami nyilvdn azt is eredményezi, hogy alkalmas j € {0, ..., [s/2]}-re n € Iy;. Tegyiik fel indirekte, hogy n nem els§
eleme Ip;-nek. Ekkorn —1 € I5; s 0 <n —1 < pg — 2. Ebbdl
n—1=tp+kq 0<t'<qg—1, 0<K <p-1 (50)
(49)-bdl pedig
-1 —1
n-l=@-cp+h+P ") t-c<0, 0<k+P " <p_1 (51)

Mivel rogzitett m egészre a pu + qv = m (u,v € Z) egyenletben u és v modulo ¢ illetve modulo p egyértelmien
meghatdrozott, azért (50)-bdl, és (51)-bSl k' = k + %, amibsl t' = ¢ — ¢, s ez pedig szintén (50)-re és (51)-re valé
tekintettel ellentmondas. [

2. Bizonyitds. Haszndljuk az els6 bizonyitds jeloléseit és fogalmait. Formadlis hatvanysorok segitségével észre-

vessziik, hogy
pg—1

Opg(w) = D (rn—rn1)a” (52)

n=0

Az 1.1.1. lemmabdl kiindulva, majd tovéabb folytatva

t>0 k>0
pqg—1 pq—2
=(1-uz) E PR = g rpx — E rpx™ T (mod 2P9) (33)
t,k>0 n=0 n=0
tp+kq<pq—1

Q[[:c}]-ben. Mivel az (53) két szélén 4ll6 polinomok koziil mindkettd foka kisebb, mint pg, tovabba r_; = 0, azért
(52) igaz. (Ebbdl természetesen A(pg) = 1 tiistént adédik). Ezutdn pedig ro = 1 és r—_; = 0 figyelembe vételével
megkapjuk, hogy 0 < n < pg — 1 esetén

1, han egy jo intervallum legkisebb eleme
Tp — Tn—1 = —1, han egy rossz intervallum legkisebb eleme
0, kiilonben O

7

Bér ®,,(x) fokszdma (p — 1)(¢ — 1), a benne szerepl6 nemnulla tagok stirtiségét az aldbbi szerint litom helyesnek
definidlni. Az egyiitthatékra alkalmazzuk a 2.1.3. tétel els6 bizonyitdsdnak jel6lését. ®,,(x)-hez hozzdadjuk az a,,z"
tagot minden (p — 1)(¢ — 1) < n < pq — 1 esetén. Ezdltal a kdrosztési polinomon nem véltoztatunk, hiszen a szGban
forgé n-ekre a,, = 0, viszont a ®,,4(z) = Zflq:_ol anx™ felirdsban az Osszegzés pontosan azokra az n-ekre terjed ki,
amelyek egyiittesen a jO €s a rossz intervallumokat adjak, a polinom tagjainak szdma pedig ekkor éppen pq. A tagsiiriség
meghatdrozésa tehdt A(pq) = 1 figyelembevételével a kovetkezd.

Spa)

Definicié. ®,,(z)-ben a nemnulla tagok siiriisége =22
Pq
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Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Az I és J diszjunkt intervallumokra I < J, hasupl < infJ. b € Z esetén

jelentse emellett [b] a b-t tartalmazé modulo ¢ maradékosztélyt.

2.1.4. Tétel.

a)
b)

c)

d)

O, (x)-ben a 0-16l kiilonbidzd tagok szdma S(pq) = 20% + <5

Q4 (x)-bena # 0 tagok siiriisége ( q) =2¢(1-92)+ ;)% < 3, ahol |9 < 1.

<
q

Megadhatok olyan pdronként diszjunkt Iy < I < ... < I,_1 intervallumok, tovdbbd az {1, ...,q — 1}-nek olyan o

permutdcidja, hogy tetszdlegesen vdlasztott pr, = k mod g (k € {1,...,q — 1}) primek esetén (ilyenek a Dirichlet-

tétel miatt léteznek) S;iqu) € L.

0(2) = q—1, ezenfeliil hap = 2 mod g, akkor % > %— ﬁ. (Mdsképpen mondva ®,,(x)-ben a 0-tdl kiilonbozd

o

tagok stiriisége a q szerinti 2] maradékosztdlyba esé p primekre a legnagyobb).
Bizonyitds.
Kozvetleniil adédik a 2.1.2. tételbdl.

Az allitas els6 felét azonnal kapjuk a)-bdl a J = % jelolést alkalmazva, ugyanis ¢ és a definicidja értelmében

P . L 2 .. 14251 3— . 1
1 <c¢,a < q— 1. Az egyenl6tlenség igazoldsdhoz vegyiik fel c-t “95/— alakban, ahol 5% < j < 45=. Ekkor

S(pq) :zc(q_c)Jrc—(q—C) _2 a+2j-1 ¢ 2-1_ }_i((Qj—l)Q B 23'—1)
pa ¢ pg? ¢ 2 2 p? 2 ¢ 2 p
Itt azt kell tehat latnunk, hogy M p , ami nyilvan igaz, ha j # 1. Mivel pedig a szakasz elején kikotottiik,

hogy p > 2, azért egyenl6tlensegunk j = 1 esetén is fennall.

Tekintsiik tovabbra is %-t, és irjuk c-t ezutan is % alakba. FEl8szor azt mutatjuk meg, hogy ha j-t ugy

rogzitjiik, hogy az 1 < j < ’I;Ql feltétel teljesiiljon, akkor w — % lehetséges értékei belefoglalhatdk a

q+2 2 25—1

esetben ¢ = ‘H , vagyis p = 2 mod ¢, p > 2 miatt tehat ekkor készen vagyunk. Legyen most j > 2. Mivel
(25 — 1,q) = 1 azért {gm + 2|0 < m < 25 — 2,m € Z} teljes maradékrendszer modulo 25 — 1, emellett
j > 2 miatt 2j — 1 { 2, amikbdl azt kapjuk, hogy létezik pontosan egy olyan 1 < mgy < 2j — 2 egész, melyre

Jj = (23'71)2 e il (2j71)2) intervallumba. Ehhez a 22 < p egyenl6tlenséget kell igazolni. A j = 1

qgj‘““ € Z. Jeldljiik ez utébbi szdmot s-sel. Médrmost ¢ € [25 — 1] - [2] 7! folytdn p € [2] - [25 — 1] 71, és igyp =5
mod g. Az mgp-ra vonatkozé korlatokat figyelembe véve 1 < q+2 < s < q ad6dik, amibdl 1 < p < 75 esetén

1 < s—p < g kovetkezik, és ez pedig ¢|p — s-sel egyiitt nem tel]esulhet, vagyis valéban 2qjt21 <np. Ezutan r0g21tsuk
j-ta 254 < j < 0 kikotés mellett. Most azt igazoljuk, hogy

(2j—1)2_2j—1:(2j—1)2+—2j+1€] _ ((23'—1)2 (2j—1)2+(2j—1)2

2 p 2 P 2 ’ 2 q—2
Bizonyitand6 a 2] +1 < p egyenlbtlenség. A j = 0 eset trivialis. Ha 352 < j < —1, akkor az el6z6 gondolatme-
nethez hasonléan alkalmas, egyertelmuen meghatdrozott 1 < mgy < —23 egészre 1% 2 +1 € Z Jelolje s ez utdbbi

szdmot. Mivel p € [—2] - [-2j + 1]}, azért p = s mod g, tovdbba l4thatd, hogy 1 < 2 +1 < s < g, tehat is-

mételten kész vagyunk. Utols6 1épésben belatjuk, hogy a J; ( 1<5<1 ) intervallumok pdronként diszjunktak.
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. 2
1<j< %t eseténsupJ; = inf Ji_; = %, vagyis J; N Ji_; = 0,és J; < Ji_;. Legyenmost 1 < j < 452,

Igazoljuk, hogy sup Ji_; < inf Jy4;. Azt kell ldtnunk, hogy

Gi-17, Q-1 _@+1® (2j+1
2 q—2 2 q+2

)

ami rendezve a
(25 -1)*  (2j+1)?

q—2 q+2

< 4j (54)

alakot olti, (54) viszont 2j — 1 < g — 2 és 2j + 1 < ¢ + 2 miatt valéban igaz. Megkaptuk tehat, hogy 1 < j < 952
esetén Ji_; < J;11, ami azzal egyiitt, hogy 1 < j < qgl-re Jj < Ji—;, a bizonyitandé éllitasunkat adja. Jeloljiik

. 2
most K;-vel az % — %Jj intervallumot. Ekkor a K-k is pdronként diszjunktak, tovdbba Slea) _ 1 L (M,
q Pq 2 q 2

,2117;1) € K;. (Itt emlékeztetiink rd, hogy a p primre c jeloli annak [1, ¢ — 1]-be esé modulo ¢ inverzét, valamint
arra, hogy j = ¢ — %1). Jelolje ezutdn o;(i = 1,2, 3, 4) az aldbbi leképezéseket.

o1:{1,2,..,q—1} = {1,2,..,g—1},01(k) - k=1 mod ¢;

o2 : {1, ..., -4, 524 > (c)=c— 4

4,
—q 5— _ . 2j—1, haj>1
03:{32‘1,52q7...7(5’21}—>{1,2,...,q—1},03(]):{ 52 haj<0

oq:{l,.,q—1} = {1,....,q—1},04()) = ¢ — L
3

=<y

1)

qT) definicié mellett I; < Iy < ... < I;_1. Igazolnunk kell,
1o3(ja)» Vagyis K < Kj,. 04 valamint a K; intervallumok
o3(j2) + 1 fenndlltakor J;, < J;,. Megkiilonboztetiink két

Megmutatjuk, hogy az I, ;) = K; (-
hogy U40’3(j2) = 0403(j1) + 1 esetén 1‘7403(
értelmezése miatt azt kell beldtnunk, hogy o3(j1)
esetet az aldbbiak szerint.

<
I,

(1) 1<ja < =L Tegyiik fel, hogy j; olyan hogy o3(j1) = 03(j2) + 1. Mivel most o3(j2) = 2j2 — 1, azért
o3(j1) paros tehdt o3 definicidja miatt — 9= 3 < j1 <0, azaz o3(j1) = 2 — 241, ami figyelembe véve, hogy
03(j1) = 2jo, azt eredményezi, hogy j; = 1 — Jo. A tétel bizonyitdsdnak folyaman pedig mér belattuk, hogy
esetiinkben J;, < Ji—j, = Jj,.

) —% < jo2 < 0. Tegyiik fel ujra, hogy o3(j1) = 03(j2) + 1. Ekkor 03(j1) = 3 — 2j5 = 2j; — 1, ahonnan
J1 =2 — ja, és jo # — 452, Azt kell teht latnunk, hogy

Jj2 < Jg_jz (55)

Vegyiik ehhez ol jo-t 1 — j alakban, ahol most 1 < j < %. Ekkor (55) a J;1_; < Jy4; alakot 6lti, aminek
igaz voltardl szintén meggy6z4Gdtiink. Legyen mosto {1, 2, ..., ¢—1}-nek 04030901 dltal adott permuticidja.
Lattuk, hogy ha p = £ mod ¢ prim, akkor (pq) € Koyo, (k) = Loso50001(k) = Lo(k)- Ezzel 2 2.1.4. tétel c)
pontjat bebizonyitottuk.

d) Leolvashaté6 a ¢) pont bizonyitdsabol. [J
2.1.5. Allitds. ®,,(z) kozépsd, 3(p — 1)(q — 1)-edfokii tagjdnak egyiitthatdja (—1)2.

Bizonyitds. A 2.1.2. tételt haszndljuk, és a paritdsa szerint két esetre bontunk.

(1) 2|a. Ekkor 2[c—1és 2| atl 1 At= clésk = f(‘”’+1 1) vélasztés esetén tp+kq = (‘”’+1 —1)g=
fep—pt+ap+1—q) = %( 1)(g—1), Vagyls (48) miatt az §(p — 1)(g — 1)-edfokd tag egyutthatOJa valéban 1.

(ii) 2{ a. Ekkorat = 91 f(cqul —1) vélasztassal tp—|—kq—|—1 = L(ap—p+ep—1—q+2) = 3(p—1)(¢—1),
tehét (48) szerint most a kozepso tag egyiitthatéja —1. O
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2.1.6. Allitas. Jelolje m(pq) a pq(x)-ben eldforduld egymdsutdni nemnulla tagok maximdlis szdmdt. Ekkor
m(pq) < min(2¢+ 1,2a + 1) (56)
és p =2 mod q esetén (56) egyenldséggel dll.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ®,,(z)-ben megadhaté 2¢ + 2 egymds utdni # 0 egyiitthatGjd tag. Akkor a @,,,(x) =

Z(p D(a—1) anx" jelolést haszndlva 2.1.3. értelmében alkalmas I-re a;12; = 1 minden 0 < j < c esetén. Tovdbb-
menve, ¢ + 1 < ¢ miatt az [ + 2j szamok paronként inkongruensek modulo ¢, ami ellentmond annak, hogy a 2.1.2.
tétel alapjan a 41 egyiitthat6ju tagok kitevoi belefoglalhatok ¢ darab modulo ¢ maradékosztalyba. Belattuk tehat, hogy
m(pq) < 2¢ + 1, és ugyanigy lathaté be m(pq) < 2a + 1 is. Legyen most p = gm + 2 (m € N). Ekkor ¢ = %1,
ésa = q;l’ vagyis ¢ darab egymdst kdvet§ # 0 egyiitthat6t kell felmutatnunk ®,,(x)-ben. Azt igazoljuk, hogy a
polinom "kdzepén" elhelyezkedik ¢ darab ilyen tag, azaz 0 < j < g — 1 esetén Ap_)az1 # 0. Mivel 2.1.5. miatt

Aporyazt = (—1)%1, tovabba 2.1.3. szerint a szomszédos # 0 tagok egyiitthat6i elGjelben eltérnek, azért azt kell csak

latnunk, hogy 0 < j < q;—l esetén g, gya=1yg; = 1.
A 2.1.2. tétel szerint most
q 1 q 1m q 3 q+1
Z Z ptrtka Z Z ptprkatl (57)
t=0 k=0 t=0 k=0
(57) alapjan garantdlni akarjuk a
q—1 . q-—1 g—1
(p—2)7+2]:tp+kq (0<t<T, ogkng; t,keZ) (58)
el6allitist minden 0 < j < 951 egészre. p = 2 mod ¢ miatt (58) fennalltakor ¢ = j, vagyis kq = (p — 2)(52 — j
2
mq(q;—1 —j), amib8l 0 < k < m%. Lépéseink megfordithatdk, tehdt a k = (q—l -7, t =7 valasztassal

(p— 2)(15—1 + 2j-nek (58)-beli elballitasat nyerjiik. [J

Az ebben a részben foglalt bizonyitdsok dontd tobbsége télem szarmazik, a kivételt 2.1.3.-ban a j6 és rossz intervallu-
mok bevezetésének otlete képezi, melyet [2]-ben olvastam. Ennek ellenére a kozolt eredmények zome a szakirodalomban
fellelhetd, megtaldlhatésdgukat az aldbbiakban ismertetem. 2.1.1. tétel: [3], 2.1.2. tétel: 1ényegében [2] (4), illetve [4]
(22) sora tartalmazza. 2.1.4. tétel a) [2], 2.1.4. tétel b) — d) sajat eredmények. 2.1.5. allitds [5], 2.1.6. &llitds sajat
eredmény.

2.2. Felso becslések A(n)-re

Ebben a szakaszban két eredményt mutatunk be. El6bb Bang [6] klasszikus becslését javitjuk, mely szerinthar < ¢ <p
primek, akkor A(pgr) < r — 1, majd dltaldnossdgban dllapitunk meg A(n)-re olyan felsd korlatot, melynek értéke nem
fiigg az n két legnagyobb primosztdjatol.

. . 3r—1
2.2.1. Tétel. Legyenek 2 < r < q < p primek. Ekkor A(pqr) < =7

Lényegében ezt az eredményt érte el Marion Beiter [7] is, én sajat bizonyitdsomat adom a tételre. Miel6tt a bizonyi-
tashoz hozzakezdenénk, el6rebocsatunk egy kis segédtételt.

2.2.2. Lemmacska. Legyen f(z) = Z;.”ZO ajzl € Clx] és d € Nt. Ekkor x¢ — 1|f(z) pontosan akkor teljesiil, ha
minden 0 < b <d—1,b € Nesetén Z aj = 0.

Jj= b(d)
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Bizonyitds. Legyen 0 < b < d — 1 rogzitett egész. Ekkor j € N, j = b(d) esetén 2¢ — 1|27 — z?, vagyis

a;x’ = ( Z aj)z® mod 2% —1 , amibsl
=0 j=0
Jj=b(d) J=b(d)
m d—1 m d—1 m
flz) = Zajx] = Z a;z’ = ( Z aj):zzb mod 2% — 1 (59)
=0 b=0 ;=0 b=0 j=0
j=b(d) j=b(d)

Jeloljiik az (59) jobb szélén 4116 polinomot g(x)-szel. Ekkor (59) miatt az ¢ — 1| f(z) és az 2% — 1|g(z) oszthatésdgok
ekvivalensek, s mivel g foka legfeljebb d — 1, azért ¢ — 1|g(x) pontosan akkor igaz, ha g(x) = 0, amivel lemmacskéankat
igazoltuk.

Rétériink 2.2.1. tétel bizonyitdsdra. Jelolje p* illetve ¢* a p és a ¢ azon inverzét modulo r, melyre |p*| < % és
lg*| < “5*. A bizonyitds sordn [p*| és |¢*| nagysdgatdl fiiggGen az alabbi két esetet kiilonboztetjiik meg.

1. eset. |p*| < ** vagy |¢*| < "

2. eset. p*| > T és |g*| > =

Az els6 esetben formadlis hatvanysorok hasznalata, a masodikban pedig a korosztasi polinom megfelel$ atalakitisa
visz célhoz. A bizonyitas érdekessége, hogy a hasznalt két mddszer kiegésziti egymadst abban az értelemben, hogy amint
az egyik mdr nem adja a kivant eredményt, a masik éppen alkalmazhat6va valik.

Az 1. eset tdrgyaldsa. Legyen n,a € N; e1,e9 € {0, 1}, és jelolje m,, (o, e1,€2) azon (B, y, A) harmasok szdmat,
melyekre

apg + Bpr +ygr + A+ e1p+e2g =n, By, NeEN; A< r—1 (60)
®pqr(z)-et az 1.1.1. lemma alapjan felirva, majd Q[[x]]-ben tovdbbalakitva

(1 —aP)(1—2")(1 —29)(1 — zP) _
(1—a)(1 —are)(1 —aPm)(1 — 297)

= (1—2P) Z Z Z § i i (_1)51+52$QPQ+BPT+’Y(IT+>\+51P+52(I ©61)

a>0B>0v>0A=0e1=0e2=0

Dpgr (z) =

Mivel p(pgr) +1=(r—1)(¢g—1)(p—1)+ 1 < (r — 1)pg < pqr, azért (61)-bdl

q)pqr(x) = S Z Z Ti i i (_1)51+52xapq+ﬂpr+vqr+>\+61p+szq mod xgo(pqr)+1 (62)

a=04>0~>0A=0¢e1=0e2=0

_ xe(pgr)
- n=0

Q[[z]]-ben. A kérosztdsi polinom egyiitthatdira a @, (z)
kapjuk.

an,x™ jelolést alkalmazva (62)-bdl a kovetkezbt

r—2 r—2 r—2 r—2
an, = Z mp (e, 0,0) 4+ Z mp (o, 1,1) — Zmn(a,o, 1) — Z mp(a,1,0) 0<n < p(pgr) (63)
a=0

a=0 a=0 a=0

Konnyen lathat6, hogy ha 0 < n < ¢(pgr) rogzitett egész, tovabbd « € N, g1, e5 € {0, 1} ugyancsak fixek, akkor (60)-
ben 3,7 és A helyébe legfeljebb egy-egy szdm irhatd, igy ezen feltételek teljesiilésekor m,, (o, €1, £2) értéke 0 vagy 1.
Mivel a korosztasi polinom reciprokpolinom (ez pl. abbdl lathatd, hogy n > 2 esetén (6) jobboldala nem véltozik, ha

z-et és y-t felcseréljiik), azért az a,, becslésénél feltehetjiik, hogy n < @. Ekkor viszont o > Tgl esetén nyilvan
my (e, e1,82) = 0, (1,£2 € {0,1}) vagyis (63) az aldbbival helyettesithets.
r—3 r—3 r—3 r—3
- - - - ¢ (par) 6
n = n(@,0,0 n(a,1,1) — n(a,0,1) — n(a, 1,0 0<n< 4
a az::om (a )+a§::0m (a ) ;::Om (a ) az::om (a ) n 5 (64)
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amibgl egyébként m,, (o, €1, €2) lehetséges értékeit figyelembe véve kozvetleniil adédik [6].
Tegyiik fel, hogy p-re és g-ra az 1. esetbeli feltétel teljesiil. Ez az aldbbi esetek valamelyikének fennalldsét jelenti.

r—1

(1) 1<p" <%
(i) —" <p* < -1

r—1

(i17) 1 <q* <3
(iv) -T2 <g* < -1

A bizonyitdst (i)-re, majd (i7)-re hajtjuk végre, a mdsik két esetben a tétel verifikdcidja analég. Tekintsiik az (i) esetet, és
legyen p*p = rk+1. Ekkor azn = apg+Spr+~yqr4+A+e1p (0 <n < @; n,a, 8,7, A €N A<r—1,¢1 € {0,1})

elGallitasbol n = (o — p*)pg + Bpr + (v + k)gr + A+ e1p + ¢, ami « > p* esetén k € N miatt szintén az n (60) tipusu
eldallitdsa, igy ha p* < a < 752, akkor

mp(a,0,0) — my,(a—p*,0,1) #1 (65)
és
my(a,1,0) = mp (e —p*,1,1) #1 (66)

Legyen most 0 < n < ‘p(p 0") rogzitett, és 1 < j < 8 esetén definidljuk s;-t a kovetkez8k szerint.

p*71 7';3 '7'53
s1 = Z mp(a,0,0), s = Z mp(a,0,0), s3 n(a,1,1), s4= Z mp(a,1,1),
a=0 a=p* = "= 1—p*
7‘;3 —p* 7‘;3 p -1 r23
S5 = Z my(a,0,1), s¢= Z my(a,0,1), s7= Z mp(@,1,0), sg= Z my(a, 1,0)
a=0 —r—1_ .« a=0 a=p*
a=*5=—p

(64)-et az s;-k segitségével frva fel

4 8
a”:Zsj_ZSj 67)
j=1 j=5

(65) miatt pedig

r_3
2
S92 — 85 = Z (mn(a,0,0) - mn(a 7p*a07 1)) § 07
a=p*

emellett 51 < p*, s3 + s4 < I3, és persze sg, s7, 53 > 0, amiért (67)-bél

-1 3(r -1
" <’ = 7 68
an < —5 +p* < 1 (68)
(66)-bol ugyanigy
r—3
2
83 — 88 = Z (mn(oz _p*7 17 1) - mn(a, 170)) > 07
a=p*
emellett s5 + sg < ’;—1 s7 < p* és sy, 82,54 > 0, amiért megint (67)-bdl
r—1 3(r—1)
n>——— —p' > 69
an 2 5 = 1 (69)
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minden rogzitett 0 < n < 2297 esetén, vagyis A(pgr) < 3(7 <

(68) és (69) egybevetésébdl pedig |a, | < 2
3r—1

.
Vizsgéljuk most (i7)-t, és legyen p’ = —p*. Ekkor 1 < p’ < =rk —1, ahol £ € N.

Azn = apq+ Bpr+yqr+A+ep+q (n,a,B,7,A€N,n< @(Z;q r)

A<r—1le €01}
felirdsbél n = (a —
szamnak, tehat p’ < «

6pr + (v + k)gr + X + e1p, ami « > p’ fenndlltakor szintén (60) alaki el&éllitdsa az n
esetén

P'pg
<r

mp(a,1,1) —muy(a—p',1,0) # 1 (70)

mn(avoa 1) _mn(a_p/5070) 7& 1 (71)

()-hez hasonldan legyen 0 < n < @ jbol rogzitett, és 1 < j < 8 esetén definidljuk az s, Gsszeget az aldbbiak
szerint.

3 P 2 p'—1 e
s) = mp(a,0,0), sy = Z mp(a,0,0), sh= Z mp(a,1,1), s = (a,1,1)
a=0 a=r=1 p’ a=0 a=p’
b1 7‘;3 7‘;3 ' 7‘;3
s = Z mp(a,0,1), sg= Z mp(a,0,1), sh= mp(a,1,0), s§= Z mp(a, 1,0)
a=0 a=p’ a=0 a:Tgl —p!
4 ’

Ertelemszertien a,, = D18 — Zf 5 85> €5 (70)-b61 sy — s7 < 0, (71)-bdl pedig 5§ — s > 0, igy |a,| < 3= 1)
s vele egyiitt A(pgr) < 3T L jelen esetben is igaz.

A tétel bizonyitdsa a 2 esetben. Jeldlje c a g [1,7 — 1]-be es§ inverzét modulo r, és legyen a = r — c. A (8) képlet
haromszori alkalmazasaval a korosztasi polinomra az alabbit kapjuk.

@, (2P) (27 — 1) S i
B (1) = — w )(zq_ia =07 (72)

A 2.1.2. tétel alapjan (72) jobboldaldnak szamldldja pedig

c—1 aq+1 -1

Z p(ta+kr)p z:l Zl (tg+kr+1)p Zxﬂ (73)

t:O = t=0 k=0

cqg—1

A 2.2.2. lemmadcska és amiatt, hogy (72)-b6l kovetkezGen 9" — 1 osztja a (73) polinomot, a (73)-beli szorzds
elvégzése utan (az esetleges azonos kitevdji tagok Osszevondsa eldtt; ilyenek pontosan akkor 1éteznek, hap < ¢ + r)
minden [b] modulo gr maradékosztély esetén a [b]-be ess kitevsjli 41 egyiitthat6ji tagok és a [b]-be esS kitevsji —1
egyiitthatdju tagok szdma megegyezik. Jelolje ezt a szdmot my,. Eszerint minden 0 < b < gr — 1 egészhez 1éteznek
olyan 0 < 551 < sp2 < ... < Spm, €solyan 0 <ty <tpo < .o <ty oy, egészek, melyekre s, ; =t ; = b mod gr
minden 1 < j < my-re, és amelyekkel (73) a

qr—1 my qr—1 my
3D SRR )
b=0 j=1 b=0 j=1
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alakban irhat6. Marmost ekkor (72)-bdl

—1
qr mp 2563 —g(;t

qu
b=0 j=1

Legyen fy(x) = Y27, 202" & jelolje Abyr az fy(w) legnagyobb abszolitértéki egyiitthatojanak abszolitértékét
(b=0,1,....qr — 1). Az 2%3=2"J polinomnak sp; > tp,; esetén minden # 0 egyiitthatdja 41, ha s; ; < tp, ;, akkor

xrdr—1

pedig —1, amiért Aéq,- < my. Be lehet l4tni, hogy tetszSleges b, 7, j esetén sy ; # ¢4 ;, ennek meggondoldsat az olvaséra
250, —gthd
zdT—1

bizzuk. Konnyen lathaté tovabba, hogy minden # 0 tagjanak kitevSje kongruens b-vel modulo gr, igy ugyan-

ez igaz fy(x)-re is, amibSl A(pgr) = maxo<p<gr—1 AéZ)T < maxo<p<qr—1 Mp. Nyilvdnvald, hogy maxo<p<gr—1 M
megegyezik azzal a legkisebb M egésszel, melyre az {s; ;|0 < b < gr — 1,1 < j < my} kitev6rendszer belefoglalhaté
M darab modulo gr teljes maradékrendszerbe. Ha tehat azt az elemrendszert, ami a (73) szorzds elvégzése utdn a kapott
+1 egyiitthatdju tagok kitevoinek felsoroldsakor fellép, elegenden kicsi szamu (azaz [3T4_1] darab) modulo gr teljes
maradékrendszerbe bele tudjuk foglalni, a bizonyitassal kész vagyunk.

Vezessilk be a kovetkezket. Ha az egész szamokbdl dll6 A elemrendszer olyan, hogy alkalmas m, s egészekre
y = s mod m minden y € A esetén, akkor erre az A = s mod m jel6lést haszndljuk. Ha A = s mod m mellett
még valamely B elemrendszerre B = s mod m is fenndll, 4gy ezt a A = B mod m irdsmdéddal tlintetjiik fel. Jelolje
rogzitett 0 <t; <c—16s0 <ty < a— 1esetén H;,, valamint Hy 4, a kovetkez6 halmazokat.

aqg+1 .
Hyy, ={(tig+kr)p+¢0<k< qr — 1} és Hay, = {(taqg+ kr + 1)p |O<k:<

_1}

Ekkor a fent emlitett kitevérendszer:

{sp,0<b<qr—1,1<j<mp} = (U5 His,)U(Uf L Hap,) +{0,1,..r — 1} =
= Ui g(Hi, +{0,1,..,r — 1)) UL (Hay, + {0,1,...,7 — 1}) (74)

ahol A + B a szokasos komplexusdsszeadast jelenti Z-ben. Ezen rendszert akarjuk minél kevesebb modulo qr teljes
maradékrendszerbe belefoglalni. Nyilvadnvald, hogy H; 4, illetve Hy 4, elemei paronként inkongruensek modulo g, mo-
dulo r viszont azonos maradékokat adnak, igy a H1 4, +{0,1,...,r — 1} ésa Ha 4, + {0, 1, ..., — 1} halmazok részei
egy-egy modulo gr teljes maradékrendszernek. Konnyen ldthaté ezen tdlmenden, hogy H; ;, U Ha 4, teljes maradék-
rendszer modulo ¢ (ugyanis Hy ¢, és Hay, helyett nyilvan tekinthets a Hy, = {kr[0 < k < 2t — 1} lletve a
Hy, = {kr+1/0 <k < <=L — 1}, majd H},, helyett a

aq+

aq—l—l
r

Hy ., ={(k+ o<k <X

—1} {kr| <k<qg-1}

halmaz), igy Hy ¢, = Hay, mod resetén Hy ¢, UHo,+4{0,1,...,r—1} teljes maradékrendszer modulo gr. Végiil az is
rogton lathatd, hogy a Hy ;, = Ha 4, mod r feltétel a kezelhetSbb p* — ¢* =t —¢; mod r alakkal ekvivalens, hiszen
aH;; = Hy;, mod rkongruencia atigp + ¢ = tagp + p mod r feltétel teljesiilését jelenti, amit 4trendezve, majd
p*q*-gal szorozva a kivant formahoz jutunk. Jel6lje most M,.(p, ¢) azon kivdlaszthaté (1, to) parok szdmét, melyekre
0<t;1<c—1,0<ty <a-—1,6ésp" —q¢* =ty —t1 mod r teljesiil. Megjegyezziik, hogy nyilvdnvaléan 0 < ¢} <
c—1,tg —t; = to — t§ mod r-b8l ¢} = 1, és ugyanigy 0 < ¢, < a — 1,5 —t; = th — t; mod r-b8l ¢, = 1o
kovetkezik. Mivel ¢; és ¢ egyiittesen dsszesen r értéket vesz fel, azért az dsszes H; ¢, halmazok szdma is 7, vagyis (74)
az eddigiek miatt belefoglalhaté r — M,.(p, ¢) darab modulo gr teljes maradékrendszerbe. A bizonyitds befejezéséhez
elegendd tehat a kdvetkez6t megmutatni.

Alitas. M, (p,q) = min (|p*],|q*)
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Allitdsunk bizonyitdsa végett jeldljiik I-vel a {ta —t1]0 < t1 <ec—1, 0<ty <a-1, t,ts € Z} =
[1 —¢,a — 1] N Z "intervallumot". Ekkor p* £ 0 mod r miatt létezik olyan j € I, melyre p* — ¢* = j mod r, vagyis
M, (p,q) > 1, ahonnan Bang[6] eredménye ismételten kovetkezik. Mivel I elemei paronként inkongruensek modulo 7,
azért j egyértelmiien meghatdrozott. Célunk igazolni hogy j-t min(|p*|, |¢*|)-féleképpen lehet t5 — ¢ alakban elGallitani,
aholty,to e Nyt) <c—1,t3 <a—1.

Tegyiik fel el6szor, hogy ¢* > 0. Ekkor ¢ = ¢* < % < a. Megkiilonboztetjiik az alabbi négy esetet.

() 1—c<j<0

s - a—c—1
(i) 0<j <=5

(i) =t < j<a-—c
ivya—c<j<a—-1
A felsorolt esetekben verifikdljuk éllitdsunkat.

(1) to —t; = j-b6l t; > O miatt —5 < t; < c— 1, s ezen t; szdmok mindegyikéhez parosithaté megfeleld to = ¢4 + j
érték, hiszen 0 < ¢t;+j < ¢—1 < a—1. Esetiinkben tehdt M,.(p, q¢) = c¢+j. Mdsrészt p* = ¢*+j = c+j mod r,
s minthogy — 51 < p* < 7l és1 < c+j < ¢ < 51, azért p* = ¢ + j, ahonnan ¢* = c figyelembevételével
kivant eredményiink leolvashaté.

(ii) Most 0 <t; <c—Tlesetén0 <t +j < c—1+4 2=5= < 53 < — 1, vagyis minden t; € [0,c — 1] N Z-hez
taldlhat6 olyan to € [0,a — 1] N Z, melyre j = to — t1, azaz M,.(p,q) = c¢. Mésrészt p* = ¢+ j mod r és
1<c+5< % egybevetésébdl p* = ¢ + 7, igy allitasunk helyessége most is leolvashato.

(iii) Azonos médon (i7)-vel M,.(p, q) = ¢, masrészt most T'gl <c+j<a<r—1,vagyisp* =c+j—r=j—a,
tehét [p*| = a — j > ¢ = ¢*, készen vagyunk.

@iv) t14+j =ta < a—1-b6lt; < a—1—j7 < c—1, és megforditva, minden 0 < ¢; < a—1—j-hez megadhaté a megfelels
Jj <ts <a-—1¢érték, azaz M, (p,q) = a — j. Mésrészt% <a<c+j<r—lmiattp*=c+j—r=j5—a,
vagyis [p*| = a — j < ¢ = ¢*, készen vagyunk.

Tegyiik most fel, hogy ¢* < 0. Ekkor ¢* = c— 7, |¢*| = a < 7;1 < c. Itt a kovetkezd esetekre bontunk.

i 1—-c<j<a—c

- : a—c—1
(i) a—c< g <45

(iii) @~ < j <0
(iv) 0<j<a-1

A mostani esetek a fentiekhez hasonl6 gondolatmenettel intézhetdk el. Igazoltuk tehat, hogy M,.(p, ¢) = min(|p*|, |¢*|),
tovabbd feltevésiink szerint most min(|p*[,|¢*|) > +*, ennélfogva a (74) elemrendszer belefoglalhaté legfeljebb
r— = % darab modulo gr teljes maradékrendszerbe. Ez pedig a kordbban leirtak szerint azt jelenti, hogy
A(pgr) < #7100

Az elvégzett bizonyitas 1. esetének alapotlete Marion Beiter[8] cikkébdl szarmazik, mig a 2. eset targyaldsa kizar6lag
sajat elgondoldsokon nyugszik.

A kovetkezkben w(m) > 4 esetén adunk A(m)-re felsG becslést.

2.2.3. Tétel. Legyen k > 4és2 < p; < py < ... < pi primek. Ekkor

a) A(pipapsps) < 3pips
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b) k > 5 esetén
k 3 2k=5 |2 i
—1-l_g
A(Epl) < <8) Hp? (75)

A bizonyitdshoz sziikségiink lesz néhany segédtételre.

"'2
2.24.Lemma. Ha 2 < r < q < p primek, akkor S(pqr) < P45~

Bizonyitds. Haszndljuk a 2.2.1. igazoldsdndl alkalmazott jeloléseket és gondolatokat. Legyen 1 < 5 < % egész, és
tegyiik fel, hogy (j—1)pg < n < jpg—1. Ekkora,, = Zjo;lo (mp(a,0,0) + my (e, 1,1) — my(a,0,1) — my, (e, 1,0)),

’ r—1
amibdl |a,, | < 2j. Mivel $o(pgr) < “5tpg — 1, azért Zi(:pgr)m lan| < 2pg3_;2, j =pq T24’1, és innen felhasznélva,

hogy ®,,,(x) reciprokpolinom, kapjuk, hogy S(pgr) < p(]T2T’1 < %.
Most a korosztasi polinomot egyiitthatébecslés leolvasdsara alkalmas alakra hozzuk.

2.2.5. Lemma. Legyenk > 2 éspy < ... < py primek. Ekkor

k-2 , ‘
Py, .prs (zP*) Hj:() (I)m...pj (Pit2-Pr-1)

xP1--Pk—1 — ]

Py pi () = (76)

Bizonyitds. A bizonyitas sordn k-szor alkalmazzuk (8)-at, el6szor az eredeti korosztdsi polinomra, majd minden
tovabbi 1épésben az aktudlis tort nevezdjére. Teljes indukcidval megmutatjuk, hogy minden 1 < 7 < k-ra az i-edik

atalakitds utdn -
Di. 11— o e _
¢P1~~~pkf1(xpk)l_‘[j:1 (bpln'pk—j—l(xpk it Ph 1)

Dy, () = T, () ()]
Allitasunk i = l-re (8) segitségével kozvetleniil adédik. Legyen most 1 <@ < k — 1, és tegyiik fel, hogy (77) igaz
i-re. Azn = ;:11 -1 P, P = Pr_; valasztas mellett a nevezdre (8)-at alkalmazva

o it1Dh— i—1 e Ph—
& . Py pey (X)L (PR PR I)H‘;zl P, ppey, (@PFFI=I PR .
prope (T) = Dy, pp_s_, (TPR—iPrmibrPE1) -
Dl

[ (.CL'p") Hi' P _(a’jnf;kl#»l—j pz)
— Hlelpl j=1 "P1---Pk—1—j

k—1 >

(xHj:kfi pj)

(bl—lk—l—i
=1 D
ami ®,, ,, (z)-nek szintén (77) alakd felirdsa, csak éppen ¢ helyett i + 1-re. EbbGl azt kapjuk, hogy (77) minden
1 <4 < k-rahelyes, az © = k esetben pedig (77) konnyen lathat6an dtmegy (76)-ba. Ezzel lemmankat igazoltuk.

2.2.6. Lemma. Legyen k > 2 éspy < ... < py primek. Ekkor
k—2
A(p1--pr) < A(p1---pr-1) H S(p1-.-p;)
3=0
Bizonyitds. Vezessik be a ®,,,(z) = Zi(:"é) a(m, n)z™ jeldlést. (76) jobboldalét Z[z]]-ben tovabb alakitva

k—2
(I)Pl --Pk (:L') = 7(1);01 c-Pk—1 (ka>(H (I);Dl -Pj (xpj+2mpk_1 )) Z ‘Ttplmpk_l (78)
7=0 t>0

Az egyiitthatokra (78)-bol az aldbbi Osszefiiggést nyerjiik.

k e(T1= po)

a(thn) =— Soi_o... .’ Z Z

=1 5;=0 Sp—2=0 t=0

%
Il
o
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k—1 k=2 j k—2 k
a([[oe.r) TT a([ T 1o 55) ‘Tpk-i-zsg H pl+thz =n} (0<n<o(]m)
=1 =0 I=1 1=j+2 =1
amibdl
k 1 e(Ili_yp) o127 p) o(TT12) Pr) pr—1
W1 CRIED S SRS >
=1 so=0 ': Sk—2=0 r=0 t=0

k—2
{la( sz, IHIa Pis5; |‘7"pk+28] H pl+thz—n} 0<n<s0sz (79)
7=0 =1

j=0 l=j+2
s itt végrehajottunk & — 1 darab szummacserét. Ha most n mellett az s; (0 < j < k — 2) szdmok értékét is elSirjuk,
akkor az
k—2
T’karZSj le+t]:[pl—n rtelZ, 0<t<pp—1 (80)
=0 I=j+2

egyenlet alapjan ¢ egyértelmuen meghatdrozott lesz modulo py, amely észrevétel 0 < ¢ < p, — 1 miatt {-t mint egész
szdmot is rogziti. Ebbdl pedig mdr r értéke is kovetkezik, noha az s;-k fixdldsa utdn (80)-ban r nem feltétleniil lesz
nemnegativ. Jeloljiik az s;-k rogzitése utdn (80)-bdl r-re kapott értéket (80, 1, ..., Sk—2)-vel. Ennek segitségével (79)
jobboldalat valamivel egyszer(ibb alakba frhatjuk, és ezaltal

o(Ti_ 1)

e(Il7 =7 m) k—1

k—2 J
S {la([] prsralsos s se—2)) [T la([ T o 55)]
=1 j=0 I=1

sk,2=0

Tr (80, 81, -y Sp—2) > 0} 81)

Ezutan (81) jobboldalat trividlisan becsiilve a kovetkez6t kapjuk.

1 e(lisp) eIz p)k—2

le, |<Anplz DR S 1 (0 AR 'ﬁplgsﬁm

so=0 5;=0 sk—2=0 j=0 =1 =1

vagyis A(TTiy p) < AL, 20 TT5=g ST ). O
Megjegyezzilk, hogy a 2.2.6. lemma k = 2 és k =
bizonyitottaknal gyengébb eredményeket szolgaltat.
Most mar a megfeleld eszkozok birtokdban igazoljuk a 2.2.3. tételt. Legyen k > 4, és tekintsiik adottnak a 2 < p; <
< p2 < ... < pg primeket.

3 esete érdektelen, hiszen ekkor segédtételiink a kordbban

a) Figyelembe véve, hogy S(1)S(p1) = 2p1, 2.2.6.,2.2.1. és 2.1.4. b) szerint

3pp — 1 pip2 — 1 3 3
SOy P22 - )
1 D1 5 < 4}91102

A(p1papspa) < A(pip2aps)S(1)S(p1)S(pip2) <

b) Teljes indukciét alkalmazunk k-ra vonatkozdéan. Els6 1épésben ellendrizziik, hogy (75) igaz k = 5-re. Tekintetbe
véve, hogy S(1)S(p1) = 2p1, 2.2.6.,2.2.3. a), 2.1.4. b) és 2.2.4. alapjdn

3 1 3
~pips - pips - 51)?192193 = gpipﬁps,

A(p1p2p3paps) < A(p1p2p3ps)S(1)S(p1)S(p1p2)S(p1p2p3) < 1
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amit latni akartunk. Legyen ezutdn k£ > 6, és tegyiik fel, hogy (75)-ben k helyére j-t irva (75) igaz minden 5 < j < k—1
esetén. 2.2.6.-ot, az indukcidfeltételt, 2.1.4. b)-t, 2.2.4.-et, valamint w(m) > 4 esetén a trividlis S(m) < mA(m)
becslést haszndlva

k k— 3 2k=6 [—3 et 3 k=2 j J
A(Ip) < sz H sz (8> Hp2 plpgpg JPiPaPIPapspa- 1T {dImA]]r) <
=1 7=0 =1

j=5 I=1

3 2"+ ok—2-1 k2 3 2 2 j—1—1
< (8) PiP3pEDa( Hp 11 <8> piwp; [0 =
j=5 =1

ok—5 k-2 j-1
3 k—2—1 i—1—1
= (8) PiP3paPa( H I I P (82)
j=5 I=1
Vezessiik be a

k—2
PSpppa( le" T Hp] Hp” =11 (83)
t=1

jelolést. Egybevetve (82)-t, (83)-at és (75)-6t, most azt kell latnunk, hogy 1 <t < k—2esetén 7, = 28~1=t — 1, Legyen
eldszor 1 < t < 4. Ekkor (83)-b6l ry = 2470 42820 1 - 57 M 2 oi—1ot —gd—t  gk=2-t 4 g4t 52k R 055 -
24—t pok—2-t 1 4 24_’5(2’“_6 1) = 2717t — 1. Legyen mdsodszorra 5 < t < k — 2. Esetiinkben (83) alapjin
rg =227t 1414 Zj o 2Tt =okm2mt o okm2mt g — 9h—1ot ] Ezzel megkaptuk, hogy (75) igaz k-ra,
igy a2.2.3. tétel bizonyitast nyert. [J

Megjegyezziik, hogy ha a 2.2.4. becslés felallitasanal elég nagy n-re az |a,| < eredményt alkalmazzuk, ugy
2.2.4. helyett némi szdmoldssal a valamivel élesebb S(pgr) < 55 15pqr? becsléshez jutunk, ami a (75)-ben szerepld 3 3ot

45
195 -Ta modositja.

[3r 1]

ok—1

2.2.7. Kovetkezmény. Legyenn € N, w(n) = k > 1. Ekkor A(n) <n~ % ~L

A kovetkezmény bizonyitasat az Olvasdra bizzuk.

A 2.2.5.,2.2.6. lemmak, a 2.2.7. kovetkezmény, és 1ényegében a 2.2.3. tétel [9]-ben olvashatd, utébbinak kons-
tans szorzokkal valg élesitése viszont tdlem szarmazik. A 2.2.4. lemma gondolata pedig a 2.2.1. tétel bizonyitdsdbdl
kézenfekvden adodik.

2.3. A(n)-re vonatkozé alsé becslések

Az A(n) alsé becslésére irdnyuld kutatdsok a szakirodalom szerint az 1930-as években indultak. Az elsd egyszerd,
ugyanakkor szép eredmény 1931-bdl valé és 1. Schur-tdl szdrmazik, aki azt egy Landauhoz {rott levelében kozolte, és
amelyet az aldbbiakban ismertetiink. A korosztdsi polinomok egyiitthatdira a tovabbiakban is haszndlni fogjuk a 2.2.6.
lemma bizonyitdsdban bevezetett jelolést.

2.3.1. Tétel. Legyen k > 3 pdratlan, py < ps < ... < pr < p1 + p2 primek, és legyen m = H?lej. Ekkor
a(m,pg) =1 — k, vagyis O, (x)-ben xP* egyiitthatdja 1 — k.

Megjegyezziik, hogy a primszamtétel értelmében minden k > 3 egészhez létezik olyan x¢ € R, hogy barmely
p1 > xp prim esetén a po, ..., pi, primek a fenti tulajdonsdggal megadhatdk, igy a tétel kozvetlen folyomdnya, hogy A(n)
nem korlatos.

Bizonyitds. k paratlansdga és py < p1 + ps miatt Q[[z]]-ben

E

mod zPrT! (84)

Op(2) = [ (1 = 2h)td) =

dlm ]:1
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(84)-et folytatva, szintén py < p; + p2 kovetkeztében

k pr—1 - pr—1
= Z H (1—am) = Z z')(1 - prf mod zP++1 (85)
j=1 i=0 Jj=1 1=0

Legyen f(x) = (X050  2)(1 — Y.5—1 2#7). Bkkor (84) és (85) GsszevetésébSl adoddan @, (z) és fn (1) elsd
pr + 1 tagja megegyezik, f,,,(z)-ben pedlg aPr egyiitthat6ja lathatéan —(k — 1). O

Szintén bizonyos korosztasi polinomok valamely konkrét egyiitthatjanak megallapitdsaval nyert két majdnem azo-
nos eredményt Emma Lehmer 1936-ban illetve Herbert Moller 1971-ben az aldbbi tételekkel.

2.3.2. Tétel Legyenek r < q < p olyan primek, melyekre ¢ = rk + 2 ésp = (grm —1)/2  (k,m € N,24m). Ekkor
a(pqr, 3°(pq + 1)) = (par) > 5.

2.3.3. Tétel. Legyenek 3 < r < q < polyan primek, melyekre ¢ = rk +2ésp = (grm —1)/2 (k,m € N,2{ m).
Ekkor a( S (pg + 1)) = 22, amiért A(pgr) > =5

A Dirichlet-tétel szerint adott r pdratlan primhez végtelen sok a fenti tételekben emlitett tulajdonségi (¢, p) primpdr
létezik. A 2.3.3. tételt bizonyitjuk, 2.3.2. bizonyitdsdra nézve lasd [10]. A (8) képlet alkalmazdsdval

D, (zP)
® _ Fer\T7)
PQT(x) q)qr(x) ’ (86)
emellett 1.1.1.-et hasznalva
I (1—=a2")(1—29) i - .
5@ - A=) —ar) Zﬂf Yot = b (87)

k>0 k>0
Q|[[«]]-ben. (87)-bdl pedig leolvashatjuk, hogy

1 hak=j (¢gr)és0<j<r—1
br=<—-1 hak=j (gr)ésq<j<gqg+r-—1 (88)
0 kiilonben

Bevezetve a h = 751

(pq + 1) jeldlést, szintén (86)-bél és (87)-bbl

(3]
a(pgr,h) = Z{a(qr, )bpl0 < i < p(gr),k>0,k+ip="h}=> a(qr,i)bh—ip,

S

s ts Th) _ r—1
ami a nyilvédnval6 [ 2] = 5
7';1q

a(pqr, h) = a(qT’, Z)bh—zp (89)
=0

alakot olti. A folytatds otletét az az észrevétel adja, hogy 2p + 1 = 0 (gr) miatt az ip = "5 (g — 2) jeloléssel egyrészt
h —iop = 5H(2p + 1) = 0 (gr), mésrészt tovdbbmenve h — (ip + 21)p = I (gr), amivel bj,_;, értéke konnyen
megallapithatéva valik. Most tehat ¢ lehetséges értékeit tekintve hdrom esetre bontunk.

(1) ¢ =149+ 2l,ahol 0 <1 < Tgl

(i) i =g+ 2l,ahol =% <1< —1
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(iii) i =do + 20 — 1, ahol —o-1 <7< =1

Megjegyezziik, hogy (ii)-ben az els§ egyenl&tlenségnél csak 4k + 1 alaki r esetén dllhat egyenlGség, mig (ii7) els
egyenl6tlenségénél egyenléség csak 4k — 1 alakd r esetén lehetséges.

Az (i) esetben a 2.1.6. 4llitds bizonyitdsdban ldtottak alapjan a(gr,i) = a(qr,ip +20) =1 (0 <1 < =),
emellett h — ip = h — igp — 2pl = 1 (gr), amibdl 0 < [ < Tgl < r — 1 miatt (88) figyelembevételével by,_;, = 1.
Ezutdn megmutatjuk, hogy a mdsik két esetben b,_;, = 0, ami (89)-re val6 tekintettel az el6bbiekkel egyiitt kivant
eredményiinket fogja adni. (i) fenndlldsakor legyen s = [ + qr, vagyis ekkor h — ip = s (qr). Mivel ezen tilmenGen
g+r—1<2q< %qr < qr — Tll(q —-2) =gqr— %0 < s < gr — 1, azért (88) miatt most valéban by, = 0.
Tegyiik most fel, hogy i-re a (iii)-ban foglalt feltétel teljesiil, és legyen s = % + 1. Mivel p = £ 1

hfip:h7i0p721p+pzp+lEs(qr),tovébbé%gsgLQ_lJrTgl,Vagyis

(gr), azért

qg+1
2

1
i(2qr—(r—1)(q—2))§s§ r—1<gr-—1
(88) miatt mdr csak azt kell ldtnunk, hogy ¢ + r < 1(2¢r — (r — 1)(q — 2)), azaz qr — 3¢ — 2r — 2 > 0, vagyis
(g —2)(r — 3) > 8. Legutdbbi egyenl6tlenségiink pedig ¢ > r > 5 miatt valéban igaz. O

A 2.33. tétel dllitdsa 7 = 3-ra nem igaz, s6t ¢ = —1 (3) és p = 241 (3¢) esetén a 2 nem 4ll el§ Pspq(2)
egyiitthatéjaként (a —2 viszont igen).

A 2.2.7. kovetkezmény illetve a 2.2.3. tétel megforditasat foglalja magédba a kdvetkez6 megoldatlan probléma és
allitasanak folyomanya.

2.3.4. Sejtés. Minden k > 1 egészhez megadhatd olyan ¢y, > 0 konstans, melyre taldlhaté végtelen sok olyan n € N,

2k—1 4

hogy w(n) =k és A(n) > cxn™ =

2.3.5. Kovetkezmény. Minden k > 1 egészhez létezik olyan ¢, > 0 konstans, melyhez megadhaté végtelen sok
L . k k—2 ok—1-j_
p1 < p2 < ... < py primszdm k-as ugy, hogy A([[;_, p;) > cx Hj:f P2

2.3.5. ugyanugy kovetkezik 2.3.4.-b6l, mint ahogyan 2.2.7. a 2.2.3 tételbdl. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a
2.3.4. sejtés levezethetd egy hires megoldatlan szamelméleti problémabdl, amely a kovetkez&képpen hangzik.

2.3.6. Sejtés (Primszam k-asok sejtése). Legyenek megadva az aq, as, .., ay pozitiv egészek, és a by, ..., by, egészek azzal
a tulajdonsdggal, hogy bdrmely p primre

k
H (a;z+b;) =0 mod p (90)
j=1

kongruencidnak p-nél kevesebb megolddsa van. Ekkor végtelen sokt € N esetén az ajt+b; (1 < j < k) szdmok mind
primek.

Megjegyezziik, hogy a Dirichlet-tétel a sejtés k = 1-hez tartozé specidlis esete.
2.3.7. Tétel. 2.3.4. kovetkezménye a 2.3.6. sejtésnek.
A bizonyitashoz igénybe vessziik az alabbi segédtételt.

2.3.8. Lemma. Legyenekr > 5 és k > 1 egészek, tovabbd 1 < j < k-ra p; legyen olyan prim, melyre p; = 2r +1 (4r),
végiil legyen n = H?Zl Djése = ezr. Ekkor

1@, ((—1)F1e)| = (ctg T )QH > <5r> . 1)
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A lemma bizonyitdsa. Az 1.1.1. lemma miatt

(D)) = [T = (0 e?rt® = JT i+ (D@ T 1+ (=pFetptd. 92
2fw(d) 2|w(d)

Legyen el8szor w(n) = k pératlan. (92)-b6l

[T 1=e
dln

2fw(d)
I -
dln

2|w(d)

|®n(e)] = 93)

Mivel a,b = 2r £ 1 (4r) és u,v = £1 (4r) esetén ab = +1 (4r), wv = +1 (4r) és au = 2r + 1 (4r), tovdbba
g2l = —gés |1 et = |1 & €|, azért (93)-bél

II [+
dln

2t w(d) e w2
I \1_ﬂ"u_d%*"@@LJ
dln

2|w(d)

P (e)] =

Legyen most w(n) = k pdros. Ismét (92)-bdl, majd a fentebbi meggondoldsokbdl

I 11+e9 I 1+
dln dln
Bu(—e)] = A _ 2 e (aem)"
" 11 1+ &9 I [1— ¢l |1 —g[2"! 4r
dln dln
2 f w(d) 2 w(d)

Ezzel (91)-ben az egyenlSséget igazoltuk. Az egyenlStlenség megallapitdsdhoz pedig elég ldtni, hogy sin 7= < -, és
r > 5 miatt cos 7 > 3%5. Utdbbit szdmoldssal ellendrizhetjiik, példdul abbdl kiindulva, hogy 2cos £ = 1+2‘/5, majd
kétszer haszndlva a 2 cos § = /2 + 2 cos o azonossagot. []

A 2.3.8. lemma alkalmazdsdval gyakran hasznalt és hatékony eszkdzhoz nytlunk az A(n) alsé becslésére. Ha ugyanis
z € C, |z| = 1 esetén |®,(2)]|-et alulrdl tudjuk becsiilni, azzal |z™| = 1 (m € N) és a hdromszdg-egyenlGtlenség miatt
S(n)-re, és igy A(n)-re is becslést adunk. Kiemelend§ az a specidlis eset, amikor z egységgyok, hiszen ekkor |®,,(2)|
kongruencidkkal kezelhet6, ami sokszor tovabbi segitségiinkre valik.

Ratériink a 2.3.7. tétel bizonyitdsdra. Vezessiik be a Qr = [] 2<qg<k jelolést, ahol k£ > 1 egész, és legyen

q prim

a; = 2‘7Qk ha2J[.]’ valamint b; = (—1)7 (1 < j < k). Nyilvéanval6, hogy ekkor (90)-nek p < k esetén
2(j - D@k ha2j

nincs megolddsa, ha pedig p > k, akkor (a;,p) = 1 miatt (90)-nek legfeljebb k megolddsa van, és mellékesen az is
konnyen lathaté, hogy a megoldasszam éppen k. 2.3.6. allitasa szerint tehat végtelen sok olyan ¢ € N 1étezik, melyre
{ajt + b;|1 < j < k} minden eleme prim. Rogzitsiink most egy ilyen ¢-t, és legyen p; = a;t +b; (1 < j < k),
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n = H] 1Dj, T = Qit és e = e¥r. Mivel 1 < 7 < k esetén ﬂ = 2 mod 4, azért a p; = 2r £ 1 mod 4r
kongruencidk fennallnak, igy a haromszog-egyenltlenség és a 2.3.8. lemma miatt

k-1
nA(n) > (p(n) + 1)A(n) > S(n) > [2,((~1)F )| > (Z) . ©4)
Az a;-k definici6jdbdl leolvashato, hogy p; < 25Qt = 2jr, azaz r > , innen pedig 7% > 5% 7> Vagyis
n¥
o1 .
T 221 (1) ¥
azaz
gk—1 gk—1
(;}«) g 6?”1(;')2’“ = >
Felvéve a ¢, = %2,61 jelolést, (94)-bdl és (95)-bsl nA(n) > e adédik, amiért valoban A(n) >

1,625 (k) TF
> ckn =10
Eszrevehetjiik, hogy a 2.3.6. sejtés igen sokat 4llit, az ikerprimsejtés azonnal kivetkezik beldle. Megmutatjuk
azonban, hogy 2.3.4. és 2.3.5. 4llitasat némiképpen gyengitve olyan eredményekhez juthatunk, amelyek igazoldsdhoz az
eszkozeink mdr megvannak. A kovetkez6t bizonyitjuk.
2.3.9. Tétel. Minden k > 1 egészhez létezik végtelen sok olyan p1 < ps < ... < py primszdm k-as, melyre az n =

k—1
2 k
pk

k o
[1;=, pj jelolés mellett A(n) > T

A bizonyitdshoz sziikség van tobb segédtételre, amelyeket az aldbbiakban ismertetiink. Legyen y € R, y > 2,
a,m € NT és (a,m) = 1. Ekkor 7(y, m, a) jeldli a [2, y] intervallumba es6 modulo m a-val kongruens primek szdmét.

2.3.10. Lemma. Ha a,m € N, (a,m) =1, és y > e’”3 akkor

1 Yodt y
W(yamva) - go(m) L logt + O<log100 ) (96)

és itt az O jelben foglalt konstans értéke fiiggetlen m-tdl ds a-tol.

A lemma allitasa konnyen levezethetd [11] (36)-ban irt formuldjabdl.

2.3.11. Lemma. Létezik olyan § szdm, melyre y > 2 esetén

[y]
1 105¢3) (logy)
2. ©(q) 24 y+o+0 y

A lemma bizonyitdsara nézve lasd [12]-t.

2.3.12. Lemma. Minden k pozitiv egészhez létezik végtelen sok pozitiv egész r szdm, melyre megadhatok a p1, p2, ..., Pk
primek a kovetkezd tulajdonsdggal.

p; =2r+1 modd4r, p; <5bkrlogr (1<j<k). (Co)
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Bizonyitds. Legyen a bizonyitds sordn k rogzitett. Definidljuk = > 1 esetén a P(z), Q(x) és M (x) halmazokat a
kovetkezSképpen.
P(z)={pprim| p=-1 mod4, z<p< Tz}

4 12
Q) ={s€N| 2fq, tklogs <q< —klogs}

M(x) ={(p,q)lp € P(x),q € Q(x),p=1 mod q}

Most a 2.3.10., és 2.3.11. lemmdk segitségével elegendGen nagy x esetén alsé becslést adunk |M (z)|-re. Mivel az
a=—1 mod 4,a =1 mod ¢ szimultdn kongruenciarendszer megolddsa a = 2¢g + 1 mod 4q, azért

IM(z)| = Y Hpprimp=2¢+1 moddgz<p<Ta}|= Y  (n(72,4q,2¢+1) — w(x,4q,2q +1)). (98)
q€Q(z) q€Q(z)

2.3.10. szerint 4q < log% x fennélltakor

> (w(72,49,2q + 1) — 7(x,4¢,29 + 1)) =
q€Q(x)

_Z(l /”’dtJrO( Tz )_ 1 /Idt+0< x ))_
2¢0(q) Jo logt log'? 7z 2¢(q) Jo logt log'® z
q€Q(x)
1 gt T
= 5T T +O0 | —- ) ) 99
Z (290((1)/95 logt+ <log100x>> 9

q€Q(w)
.. . 2 E3 S 92,16k2 P .. o Lo s T dt
Konnyen lathat, hogy 4¢g < log? x teljesiil, hax > e . Ismeretes, és egyben konnyt beldtni, hogy f2 Togi =
= Toer T O(Mg%), tovabbd |Q(z)| = O(log ), és ezért
1 ™ dt ( x 1/ 6z T 1 x
Z — — 40| —— | | =2 +0 | —— Z — 4+ 0| —5— . (100)
s . e O () =2 (o 0 () ()
oot \29(@) Jp log log™ & ogx log*z /) L~ #la) log™ x
A23.11. lemma miatt 3, ) Sy = 105 log3 4 (1";50{;5"), és igy (98), (99) és (100) szerint
315¢(3) log 3 log1
()| = 2B ]og3 2, BT s 21—, (101)
274 log x log” log z

amint = elég nagy. Ertelmezziik ezutdn M (x)-en az f, fiiggvényt a kovetkezdképpen. p € P(z) és ¢ € Q(x) esetén
legyen f.(p,q) = %. Jelolje f, értékkészletét R(x), az (g5imoss Tormgs) intervallumot 1(x), egy tetszdleges J
intervallum hosszat pedig A(J). Ekkor a P(z), Q(z) és M (x) halmazok definicidja folytan R(z) C I(x)NZ, és f+(p,q)
paratlan, amiknél fogva

1 20z—-2 25 x
= - — = — ]_ s
2 4,8klogx +00) 12k logx +00)

|R@)| < GA(T(@) +O(1)

vagyis (101) miatt elegendéen nagy z-re
|M(x)| > k|R(z)]. (102)

Legyen zy € R olyan, hogy = > g esetén (102) valamint

5klogx < x0:038 (103)
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teljesiil, és legyen « > x( rogzitett. A skatulya-elv szerint van olyan r € R(x), melyhez megadhaté k (s6t val6jaban
k+1) darab (p, q) € M(x) pér tgy, hogy ’%ql = r fenndlljon. Fixaljunk egy ilyen r-et, és valasszuk kia (p;, q;) € M(x)
pérokat a
pj—1_
=r
2Qj

kovetelménynek megfeleléen. Ekkor a p;-k nyilvdn paronként kiilonbdzbek, hiszen p; = p; maga utén vonnd ¢; = g;-t
is. Mivel 1 < j < k esetén g; pdratlan, azért a

(1<j<k) (104)

p; =2r+1 mod 4r
kongruenciafeltétel teljesiil, és most megmutatjuk, hogy
p; < bkrlogr (1<j<k).

(104)-bél és ¢; € Q(x)-bdl adédbéan
pj =2q;r+1<4,8krlogx + 1, (105)

emellett (103) miatt = > 500, amiért € I(z)-et is figyelembe véve

T r—1
) 106
5k10gx<4,8klog:r<r (106)
tovabba most mar (106)-ra is tekintettel
1kxl
1 < QULkzlogx 1 p10p s, (107)

5k log x
(105)-6t és (107)-et egybevetve latjuk, hogy a
4,81krlogx < bkrlogr

egyenl6tlenséget kell igazolni, ami helyett (106) miatt elég latni, hogy

4,81 < log x — log 5k — loglog x

5 log x ’
ez utébbi fenndllasat pedig éppen (103) jelenti. Belattuk tehdt, hogy x > x( esetén létezik olyan r € N, melyre

m <r<g ksli”; —, €s amelyhez megadhatk a py, pa, ..., pr primek a (97) tulajdonsdgokkal. Legyen most z1 > o,

€s i € Z, 1 > 1 esetén valasszuk x;;1-et igy, hogy g

‘fg’gx - < 515;;;1 teljesiiljon, r; € R(x;) pedig legyen olyan,

hogy a (pij,qij) € M(x;) (1 < j < k) parok megadhatdk legyenek a %
m <r < 8k3150”g$i minden i-re torténd fenndlldsa, és az x;-k megvdlasztdsa miatt r; < g kgli?xi <z klzg;ﬂ
ri+1. Mivel a ldtottak szerint minden ¢ > l-re és 1 < j < k-ra p;; = 2r; + 1 mod 4ry, és p;; < Skr;logr;,
segédtételiinket bebizonyitottuk. [J

Most mér a sziikséges lemmak birtokaban igazolhatjuk a 2.3.9. tételt. Legyen & > 1 egész, és legyenek a p; <
< p2 < ... < p primek Ggy megadva, hogy alkalmas r > 5 mellett (97) teljesiiljon, tovabba legyen n = H?zl p;. (97)
kovetkeztében py, < 5krlogr < bkrlogp, vagyis 51@% < r, amibdl a 2.3.8. lemmat is haszndlva

= r; kovetelménynek eleget téve. Ekkor

gP1
ok—1 ok—1
Dk 5 k—1
S ——— < |®n((~1 . 108
e < (3r) <) (108)

A haromszog-egyenlbtlenséget figyelembe véve pedig

|4 ((=1)*""e)| < S(n) < (p(n) +1)A(n) < nA(n) < ppA(n). (109)
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Végiil (108) és (109) osszekapcsoldsaval
ok—1_p

I
— Ltk < A(n), 110
(dklogpr)? " = ) (1o

s mivel a 2.3.12. lemma folytan végtelen sok p; < p2 < ... < pj primszam k-as felirhat6 gy, hogy az n = H?zl Dj
jelolés mellett (110) fennélljon, a 2.3.9. tételt bebizonyitottuk. [
Az aldbbi két tétel 2.3.9. kozvetlen folyomadnya.

2.3.13. Kovetkezmény. Minden k > 1 egészre megadhato végtelen sok olyan py < pz < ... < py primszdm k-as 1gy,
k o ) A
hogy azn = [[;_, p; jeloléssel A(n) > W. O

Sh—1
n_k__
(4logn)2F~1"

-1

2.3.14. Kovetkezmény. Minden k > 1 egészhez létezik végtelen sok n € N, melyre w(n) = k és A(n) >
O

A szakaszban kozolt dllitdsok koziil 2.3.1. bizonyitdsa [10]-ben olvashatod, a 2.3.3. tételt pedig [4] nyomdn igazoltam.
A 2.3.4.-2.3.14. pontok mindegyike [9]-ben szerepel.
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Jelolések

Ebben a listdban azok a jelolések szerepelnek, amelyek a szakdolgozatban tobb helyen (tétel, lemma bizonyitdsa, stb.)
el6fordulnak, tovabba amelyek a tézisben nincsenek ismertetve, de megitélésem szerint mégsem tartoznak a legk6zismer-
tebb fogalmak kozé. Azon jelolések bevezetését, amelyek csak egyetlen tételnél, lemmanal, stb. jonnek els, a megadott

pont (tétel, lemma, stb.) alatt kell keresni.

@, (x)
o(e)

u(n)

p(n)

Py (z,y)

om(z,y)

w(n)

p’|la (pprim, B €N, a € Z)

Om(a)
d(n)
a~fB,a~gf

[]

Va(B)
I'(N|K)

A(n)

S(n)

¢, a (a2.1. szakaszban haszndlt jel6lés)
K[[z]]. R[]

mn(aa €1, 62)

M, (p,q)

a(m,n)

m(y, m,a)

lasd 3. oldal, (1) sor.

az € komplex egységgyok rendje, vagyis az a legkisebb n pozitiv egész,
melyre €™ = 1.

Mobius-fiiggvény, azaz

(n) = { (=17 han=][_pi (1 <p2<..<pr)
H 0 ha valamely p primre p?|n

Euler-féle (-fiiggvény

l14asd 3. oldal, (4) sor és a folotte levé definicid

lasd 5. oldal, 1.1.5. lemma folott

n kiilonb6zd primosztdinak szama

p?|la, de p®*1 t a (a B = 0 eset hozzivétele miatt egy drnyalatnyival
mas, mint a szokdsos definicid, 1asd a 12. oldal).

(a,m) = 1 esetén az a szdm rendje modulo m

n pozitiv osztéinak szdma

l4sd 10. oldal, 1.2.5. tétel bizonyitdsa, (21) és (22) sorok kozott

az x € R szam egész része. Megjegyezzilk, hogy a szogletes zaréje-
let maradékosztily jelolésére is hasznaljuk, de ezt a szovegben mindig
eldre jelezziik.

l14sd 14. oldal, 1.2.1. tétel bizonyitasa, (38) és (39) sorok kozotti kiemelt
SOT.

az N test K test feletti relativ automorfizmusainak csoportja (Galois
csoport).

lasd 15. oldal, 2. fejezetet bevezetd szoveges rész, 2. sor.

l14sd 15. oldal, 2. fejezetet bevezet6 szoveges 1ész, 3. sor.

l14sd 16. oldal, a 2.1.1. tétel bizonyitdsa utdn.

a K test, illetve az R gyfir( feletti formdlis hatvanysorok gyfir(ije

lasd 21. oldal, (60) sor folott

lasd 24. oldal, alulrél a 7. sor.

lasd 26. oldal, 2.2.6. lemma bizonyitdsanak eleje

lasd 32. oldal, 2.3.9. tétel kimondasa alatt
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