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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Csikds Balédzsnak,
aki ezt a rendkiviil érdekes témat ajanlotta a szakdolgozatom megira-
sahoz, és itmutatasaival segitette munkéamat.

Tovabbé szeretném megkdszonni egyetemi oktatéimnak és kozépis-
kolai tandraimnak, hogy matematikai tudasuk atadasaval hozzajarultak
az elérehaladasomhoz.

Nem utols6 sorban pedig szeretném kifejezni halamat a csaladom-
nak, akik egyetemi tanulményaim alatt is mindvégig tdmogattak.



1. Bevezetés

A kozépkortol kezdédGen sok neves matematikus foglalkozott olyan
problémakkal, amelyek a racsok geometridjahoz fiz6dnek. Azonban a
matematika ezen aganak valodi kezdetét 1891-re teszik, amikor Her-
mann Minkowski publikalta hires tételét. Ezt az eredményt a racsok
geometriajanak alappilléreként szokés emliteni. Azota szamos szép
racsgeometriai és szamelméleti alkalmazaséara deritettek fényt.

Szakdolgozatom 3. fejezetének elss felében f6ként Cassels [1] kony-
vének a segitségével ezen tételt és altalanositésait jarom koriil, valamint
néhény érdekes szédmelméleti alkalmazésara is mutatok példat. Ide so-
rolhat6 példaul a diofantikus approximacio és a hires négy négyzetszam
tétel bizonyitésa is. A fejezet masik részében bevezetem a szukcessziv
minimumok fogalméat, és veliik, valamint origéra szimmetrikus kon-
vex testek racspontjainak a szamaval kapcsolatos tételeket mutatok be.
Ezek kozé tartozik Minkowski masodik tétele is, amelybdl konnyedén
bebizonyithato az eredeti. A 4. fejezetben olyan halmazokkal kapcso-
latos erdményekrél irok, amelyek egy adott racs origojan kiviil nem
tartalmaznak mas racspontokat. Ide tartozik példaul egy meglehetGsen
Osszetett tétel is, amellyel Minkowski a palyafutasa végén rengeteget
foglalkozott, de csak 1944-ben sikeriilt Edmund Hlawkanak bebizonyi-
tania. Végiil utolsé témakorként a racsok geometriajanak egy az eddi-
giektdl eltérd szép szegmensérsl, a racspolitopokrol is targyalok néhany
érdekességet, amelyekhez Gruber [3] miivét hasznaltam fel.



2. El6késziiletek

2.1. Definicié. Legyenek vy,..., v, linearisan fiiggetlen vektorok az
n-dimenzioés euklideszi térben. A

A={uvi+ -+ uv, :ug,...,u, €Z}
ponthalmazt racsnak nevezziik, amelynek a bazisa vy, ..., v,.

A csupa egész koordinatajiu vektorokbol allo racsot R™-ben Agp-val
fogjuk jelolni. Jelolje A = (v, ..., v,) azt az n X n-es matrixot, amely-
nek ¢-edik oszlopa v;.

Ha a A racs bazisa vy, ...,v,, akkor A pontjai éppen az Ap, p € Aq,
pontok, azaz A = AAy. Vagyis tetszbleges A racshoz létezik olyan
A € R""-es nemszingularis matrix, amivel A = AA,.

2.2. Lemma. Legyen a A egy bazisa vy,...,v,, A = (v1,...,0,).
Ekkor a vy, ..., v, € A vektorok pontosan akkor alkotjak a A bazisat,
ha a B = (v},...,v)) matrixhoz létezik olyan U € Z"*" unimoduléris

(azaz f+1-determinansi) matrix, amivel B = AU.

Bizonyitds. Ha létezik olyan U € Z™™ unimoduléris matrix, amivel
B = AU, akkor U és U~! egész matrixok, igy Ay = UAg. Ekkor
BAg = AUAg = ANy = A, igy B is a A béazisa.

Megforditva, ha B is a A bazisa, akkor AAg = A = BAy, vagyis
A7'B = Uy esetén Ughg = Ny = Uy ' Ay, azaz Uy, Uyt € Z™". Ek-

kor a determinansok szorzastétele szerint Uy unimodularis. O
2.2.1. Kévetkezmény. Ha a A réacs két bazisa vy, ..., v, ésvy,..., v,
akkor

det(vy,...,v,) = £det(v],...,v)).

n

Ezért d(A) = |det(vy,...,v,)| nem fiigg attol, hogy A melyik ba-
zisat valasztjuk. Mivel a bézis linedrisan fiiggetlen vektorokbol all, igy
d(A) > 0.

2.3. Definicid. Ezt a d(A) szamot a A racs determinansanak nevezziik.
2.4. Lemma. Minden racs az R” tér diszkrét additiv részcsoportja.

Bizonyitds. Legyen A egy B = (vy,. .., v,) bazist racs. Ekkor tetszdle-
ges a,b € A pontok ujvy+- - +u,v, (ug, ..., u, € Z) alakban irhatok,



és a—b is ilyen alaki. Ezért A az R™ additiv részcsoportja. Tetsz6leges
ce Apontraésa K ={x = (21,...,2,) e R": |z;| < 1;5=1,...,n}
kockédra A-nak nincsen c-en kiviil mas ¢ + BK alaku pontja. Mivel
BK tartalmaz egy megfelel6 » > 0-nal nem nagyobb sugari gémbot,

igy barmely két kiilonb6zé A-beli pont tavolsdga minimum r. Vagyis A
diszkrét. n

2.5. Lemma. Ha A az R" térnek egy olyan diszkrét additiv részcso-
portja, amely nincs benne egy (n—1)-dimenzios linearis altérben, akkor
A egy racs.

Bizonyitdas. Egy eljarast adunk n kiilonb6z6 vy, ..., v, pont vilaszta-
sara, és megmutatjuk, hogy A egy olyan racs, amelynek (vy,...,v,) a
bézisa.

Mivel A diszkrét, igy tudunk valasztani egy olyan v; € A origotél kii-
16nb6z6 pontot, hogy az origdt és vi-et 6sszekots szakaszon ne legyen
méas A-beli pont. Tegytik fel, hogy a vy,...,v;_1 pontokat mar induk-
tivan megvalasztottuk, és legyen L;_y = span{vi,...,v;_1}. Vegyiink
egy tetszéleges a € A pontot, ami nincs benne L;_;-ben, és jeldlje az
a,v,...,vj_; pontok altal kifeszitett j-dimenzios paralelopipedont P;.
Ekkor @ € PN A miatt P;NA # 0, és mivel A diszkrét, igy Pj-ben csak
véges sok A-beli pont lehet. Ezek koziil vélasszunk egy olyat v;-nek,
amelynek L;_;-t6] valo tavolsaga az L;_,-t6l valé pozitiv tavolsagok
koziil minimalis. Ha a wvq,...,v, pontokat az eljarasnak megfelelGen
valasztottuk meg, akkor

Ul%OéS’Ungj_l (]Z2,,7’L)

miatt vy,...,v, linearisan fiiggetlen A-beli pontok. Mivel A additiv
csoport, igy minden ujvy + - + u,v, (uq,...,u, € Z) alaka pont A-
beli. Mar csak azt kell megmutatni, hogy A-nak nincsen mas pontja.
Legyen b € A tetszSleges pont. Mivel A az R™ részcsoportja, igy b =
riv; + - -+ + r,v, alakban irhaté megfelels r1,...,r, € R szamokkal.
Mivel A csoport, igy

b = (ry— [r])vr+ -+ (rn — [ra))vn € A

A v,, pontot tgy valasztottuk a P; N A-beli pontok koziil, hogy tévolsa-
ga L;-t6l az L;-t6l valo pozitiv tavolsagok koziil minimaélis legyen, igy
csakis 1, — [7,] = 0 lehet. Ugyanigy adodik, hogy r,—1 — [1-1] =
0,...,7r1 — |r] = 0, vagyis r1,...,m, € Z. Ez bizonyitja, hogy A egy
v1,...,V, bézisu racs. O



Megjegyzés. Legyenek ayq,...,a, a A racs linearisan fliggetlen pontjai.

Ekkor az el6z6 lemma bizonyitasaban j = 1,...,n-re a j-edik lépésben

a-t a;-nek valasztva v; € span{a;,vs,...,v;_1}, amivy,..., v, linearis

figgetlensége miatt ekvivalens azzal, hogy a; € span{vy,..., v;}.

Tehat azt kaptuk, hogy tetszdleges aq,...,a, € A linearisan fliggetlen

pontokra létezik A-nak egy olyan vy, ..., v, bazisa, hogy 7 = 1,...,n-re
a; € span{vy,...,v;}.

S6t, a kovetkezd lemma szerint ennél erésebb allitas is igaz.

2.6. Lemma. Tetsz6leges aq, ..., a, € A linearisan fiiggetlen pontokra
és A racsra létezik A-nak egy olyan vy, ..., v, bazisa, hogy j =1,...,n-

re megfelelS u;; € Z szamokkal

a; = U1;V1 + e+ U;;0j, ahol

Uj4 >0éSUjj > Uiy >0 (jzl,,n,l<j)
Bizonyitds. A megjegyzés szerint 1étezik A-nak olyan vy, ..., v, bazisa
ésj=1,...,n;1=1,...,j-re léteznek olyan u;; € Z szdmok, amikre

a; = ujjvy + -+ u;,;v;. Rogzitett j-re legyen

/ e - — . —_— . e e — . . .
v; = +(vj — 51501 8j-1,Vj-1),
ahol az s1;,...,5;_1; € Z szamokat ¢és az elGjelet késébb valasztjuk
meg. Ekkor vy,...,v; 1,0}, v11,...,v, is bazisa A-nak, és

— . . . . .« o o . . . . . . . .. /
a; = (uy; + s15uj;)v1 + + (U1 + 85-1,4Uj,5)051 T Ujs V.

Az s1,...,5j-1; € Z szamokat és az elGjelet Ggy valasztjuk meg, hogy
1=1,...,7 —1-re

Fuj; > 0880 < upj+ si5us; < |uyl

teljesiiljenek. Ekkor j =1,... n-re a v; baziselemet vi-re cserélve egy
a lemma allitasanak megfelel6 bazist kapunk. O

S6t, ha j =1,...,n-re u;; = 1, akkor minden A-beli racspont felir-
hat6é a4, ..., a, linearis kombinaciojaként, igy a, ..., a, bazisa A-nak.
Ennek az eredménynek a felhasznalasaval adodik egy egyszerd kritéri-
um annak az eldontésére, hogy egy sikbeli racs két linearisan fiiggetlen
pontja bazist alkot-e. Az alabbi kovetkezménynek a 3. fejezeteben egy
szép alkalmazasat is meg fogjuk mutatni.
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2.6.1. Kévetkezmény. Legyen a; és as a A C R? racs két linearisan
fiiggetlen racspontja. Ha conv{0, a;, as}-ben nincs mas A-beli pont,
akkor aq,as a A racs bazisa.

Bizonyitds. v1,vs legyen a A bazisa ugy, hogy az u; 1 > 08s 0 < ug; <
Ug o egészekkel a; = w;v; valamint ay = ug ;v + ug vy teljesiiljon.
Mivel a-et és az origot 0sszekotd szakasz belsejében nincs A-beli pont,
igy u11 = 1. Vagyis ha us» = 1 is teljestil, akkor a,, as valéban a A ba-
zisa. Tegyiik fel indirekt moédon, hogy us o > 2. Ekkor a conv{0, a;, a2}
haromszoglemez uy; = 0 esetén tartalmazza a vy racspontot, ug; > 1
esetén pedig a v; + vy rdcspontot. Ez ellentmondés, tehat ug o = 1. O

2.7. Definici6. Legyenek adottak a wvq,...,v, bazisi A racsban az
n

ai,...,a, vektorok. (Ekkor a; = Z u;;v; alakban irhatok, ahol u;;-ek
j=1
_ldet(a,...,an)|

= Tdet(or o] SZAM Az @y, . .., ap vektorok

egész szamok.) A | det(u;;)|
indexe A-ban.

2.8. Definici6é. Ha a A’ rdcs minden pontja egyben a A réacsnak is
pontja, akkor azt mondjuk, hogy A’ részracsa A-nak.

Legyenek vy, ..., v, és v|,..., v, rendre a A és A’ bazisai. Ekkor
n

. 2 : ! __ /
léteznek olyan w;; szdmok, amikre v; = E u;jvj, mert v; € A

j=1
2.9. Definicio. A |det(u;;)| = :32:55352;: = C(li((lx)) szamot a A’ racs

indexének nevezzik A-ban.

A 2.4-es lemma miatt ez megegyezik a A’ (algebrai értelemben vett)
indexével A-ban, azaz A-nak a A’-szerinti jobb-, illetve baloldali mel-
lékosztalyainak a szamaval.

Most pedig vezessiik be a keresztpolitopok fogalmat, amely nem ki-

fejezetten racsgeometriai, azonban a szakdolgozatomban tobb tétel bi-

zonyitasaban is hivatkozni fogok rajuk.

2.10. Definicié. A K, = {(z1,...,2,) € R" : || + -+ + |z, < 1}

ponthalmazt keresztpolitopnak nevezziik.

2.11. Lemma. Egy K, C R" keresztpolitop (n-dimenzios) térfogata
2n

Tl

Va(Kx)



Bizonyitds. n szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1-re az allitas
teljestil, mert a [—1,1] intervallum hossza 2. Tegyiik fel, hogy n-ig
teljesiil az allitds. Az R"*! térben vegyiik fel a K, keresztpolitopot.
Ekkor K, .q-et ugy kapjuk, hogy az n + l-edik dimenzi6 szerint Vit &
[—1, 1]-re K,,-nek az 1— |t|-szeresre nagyitott valtozatat t-vel eltoljuk az
n+1-edik koordinatatengely mentén, és ezeket a hipertesteket egymasra
pakoljuk. Szimmetriai okokbél az n — 1-edik dimenzié szerinti also,
illetve felsG féltérre esG része egybevagd K, . 1-nek, igy

2n+1 (1 o t)n+1 1 gn+l
{_ n+1 LZO ENCES

]

n!

1
2n
Vi1 (K1) 2/—|1—t
n
0



3. Minkowski-tételkor

3.1. Minkowski tétele és Altalanositasai

Erdekes szamtani probléma volt a 19. szazadban egy adott f: R™ —
R fiiggvényhez olyan nem csupa 0 egész koordinatakbol allo (uq, ..., u,)
vektort talalni, amelyre f(uy,...,u,) < 1. Ez ekvivalens azzal, hogy a
Z" racs egy olyan origotol kiillonbozd racspontjat keressiik, amely benne
van az {x : f(x) < 1} halmazban. Ennek hatasara kezdett Minkowski
azzal foglalkozni, hogy milyen feltételek mellett tartalmaz egy adott
halmaz biztosan egy az origotol kiilonbo6zé racspontot.

3.1. Tétel (Minkowski-féle konvex test tétel). Minden R™-beli, origdora
szimmetrikus, V(H) > 2" térfogati konvexr H test tartalmaz minimum
eqy origotol kiilonbozd, egész koordindtdkkal rendelkezd pontot.

Minkowski eredetileg ezt a tételt bizonyitotta be, amelynek segit-
ségével késébb szémos szép eredményre jutottak a matematikusok a
racsgeometria teriiletén. Mi azonban a tételnek egy erdsebb valtozatat
fogjuk Blichfeldt tételének a segitségével bebizonyitani.

Megjegyzés. Fz az eredmény éles, hiszen példaul a 2™ térfogatu
H=A{(z1,...,z,) € R" : |21] < 1,...,|z,| < 1} kocka nem tartalmaz
a Ag racsbol origétol kiilonbozs pontot.

3.2. Tétel (Blichfeldt tétele). Legyen adott eqy k pozitiv egész szdam,
egy d(A) determindnsi A rdcs és eqy V(H) térfogati H C R™ halmaz.
Tegyiik fel, hogy az aldbbi két lehetdség kozil az eqyik teljestil:

o V(H) > kd(A)
o V(H)=Fkd(A) és H kompakt.

Ekkor létezik H-nak k 4+ 1 kilonbozo pa, ..., Prr1 pontja igy, hogy a
pi — p; kiilonbségek mindegyike A-beli.

Bizonyitds. Legyen g1,...,g, a A racs bazisa, és M = {a1g1 + -+ +
angn : 0 < a; < 1;1 =1,...n}. Ekkor d(A) = |det(g1,...,9,)] =
V(M).

Legyen P(q) :== {r € M : q+ r € H} minden q € A racspontra.
A pontjai a1g1 + - - - + a,g, alakuak, ahol aq,...,a, € Z, ezért a tér
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minden p pontja egyértelmtien irhato6 fel p = g+ r alakban, ahol g € A
és r € M. Ebbdl az kovetkezik, hogy

> V(P(q)) =V(H).

qEeA

El6szor nézziik a V(H) > kd(A) esetet.

Mivel minden g € A-ra P(q) € M, igy a skatulya-elv szerint létezik
olyan 79 € M, amire teljesill i = 1,...,k + 1-re, hogy ry € P(q;).
Tehat a p; = ro + q; és p; = 79 + q; kiilonb6z6 H-beli pontokra
Pi—Pi=4q—¢q €A

Ha V(H) = kd(A) és H kompakt, akkor (g,,) legyen egy 0-hoz tarto
pozitiv szamsorozat. Ekkor minden m-re

V(1L +en)H) = (1 + )"V (H) = kd(A),

igy az el6z6 eset szerint léteznek olyan p,,; € (1 + ¢€,,,)H pontok (j =
1,...,k+1), hogy minden i # j-re py; — Pmi € A €S Ppj — Prmi # 0.

Mivel H kompakt, igy p,,;-eknek létezik p,,, ; konvergens részsorozatuk,
lliglo Pmyj = p;. Mivel H kompakt, igy nem lehet bel6le kikonvergalni,

azaz pj; € H.
Igy i,j = 1,...,k+ 1, i # jre p; —p; = lllm(pmlj—pmli) € A és
p; —p; # 0. O

3.3. Tétel (Minkowski tétele). Legyen adott egy k pozitiv egész szdam,
eqy d(A) determindnsi A rdcs és eqy V(H) térfogati, origdra szimmet-
rikus, konvex H halmaz. Teqyiik fel, hogy az aldbbi két lehetdség kozil
az eqyik teljestil:

o V(H) > k2"d(A)
e V(H)=k2"d(A) és H kompakt.

Ekkor létezik H-nak minimum 2k egymdstol és az origotol kiilonbozd
+p; rdespontja (1 < i < k).

Bizonyitds. Blichfeldt tételét az o=V (H) térfogata 1H halmazra al-
kalmazva azt kapjuk, hogy létezik k£ + 1 kiilénb6z6 %ql- pontja H-nak
(t=1,...,k+ 1) agy, hogy az %qi — %qj pontok a A racs origotol kii-
16nb6z6 pontjai.

Az n-dimenziés vektorok halmazan definialjunk egy olyan rendezést,
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amelyre p; > p; akkor teljesiiljon, ha a p; — p; vektor els6é nem nulla
koordinatéja negativ.
Feltehetd, hogy %ql >~ %qg e - %qmﬂ.

p; = %ql- — %qmﬂ—re +p;-ek egymastol és az origotol kiilonbozdek.
—Qm+1 € H, mert q,,.1 € H és H szimmetrikus az origéora. Mivel H
konvex, igy azt kapjuk, hogy p; = %qi + %(—qmﬂ) € H. O]

A kovetkezSkben mutatunk egy-egy érdekes példat arra, hogy mi-
ként lehet Blichfeldt és Minkowski tételeit nemnegativ fliggvényekre
altalanositani.

3.4. Tétel (Blicheldt tételének altalanositasa). Legyen A egy d(A) de-
termindnsu rdcs, és f eqy integrdalhato figguény. Ekkor létezik olyan pg
pont, amelyre a

d(M)> " flg+po) > | ) dz

qeA
egyenldtlenség teljesil, ahol dx = dxy . ..dx,.

Bizonyitds. Blichfeldt tételének bizonyitasahoz hasonléan gy, . . ., g, le-
gyen a A racs egy bézisa, és

M :={a1g1+ - +aygn:0<a; <1;i=1,...,n}. Ekkor a tér minden
x pontja egyértelmien irhatoé fel x = p+q, p € M, q € A alakban.

Rnf(w)dwzz f(q+p)dp=/MZf(q+p)dp,

qeh Y PEM qeA

igy d(A) = V(M)-bdl kivetkezik, hogy Ipg € M, amire a bizonyitando
egyenlGtlenség teljesiil. O]

Megjegyzés. Ha f-et a Blichfeldt tételében kapott H halmaz karakte-

risztikus fiiggvényének valasztjuk, akkor V(H) = [, f(x)dz. Ha

egy adott k pozitiv egész szamra V(H) > kd(A), akkor az altalano-

sitott tétel szerint létezik olyan pg pont, amire Z flg+mpo) > k, azaz
qeA

> " flg+po) = k+1 teljesiil. Vagyis létezik k + 1 kiilénboz6 q; € A

qeA
pont, amikre py + q; € H. Ezek paronkénti kiilonbségei mind A-ban

vannak, tehat ez a tétel valoban altalanositja Blichfeldt tételét.

Minkowski tételének altalanositasahoz két lemmara lesz sziikségiink.
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3.5. Lemma. Legyen adott vektorok egy sg, s1,... sorozata. Ekkor
létezik egy olyan tg,t;,... vektorsorozat, amelyre t, = 0, ¢ # j-re
+t;, #t;, és Vr > O-ra 3k, < r,l, <r, amelyekre t, = s, — s;,..

Bizonyitds. Vezessiik be az n-dimenzios valos vektorok - lexikografikus
rendezését, ahol w; > w, pontosan akkor, ha w; — w, elsé nemnulla
koordinataja pozitiv.

A t,ty,... vektorokat ugy valasszuk, hogy Vr > O-ra t, = 0 le-
gyen. ty adott, és tegylik fel, hogy rogzitett » > 1-re t1,...,t,_1-eket
méar megkonstrualtuk. Még meg kell adnunk egy megfelel§ ¢,.-et. Az
So, 81, - - -, 8 vektorok rendezése legyen s,,, > -+ > Sy, > Spy-

Ekkor @ = 1,...,r-re az 8,,, — S, vektorok rendre kiilonboznek egy-
méastol és az origotol. Mivel ez r darab vektor, igy kivalaszthatd kozii-
liikk egy olyan t,-nek, ami kiilénbozik ¢4, ..., t._; mindegyikétsl. Mivel
1 =1,...,rre t; = 0-at valasztottunk, igy ¢, = —t; sem fordulhat
eld. O]

Mostantol A jeloljon egy lineéris leképezést az n-dimenzios vek-

tortérr6l 6onmagaba ugy, hogy « = (x1,...,2,), € = (2],...,2)) és
n

Ax = a' esetén x| = ZAijxj legyen, és a det(A) = det(A;;) jelolést
j=1
vezessiik be.

3.6. Lemma. A egy tetszéleges racs. Legyen adott egy ¢: R" — R
fiiggvény, ami olyan, hogy Va,y € R"-re

p(Az — Ay) > min{p(z), p(y)},

és legyen det(A) # 0 (vagyis A1), Ekkor Vv € R™-re

_ _ 1
D (AT U+ AT) < p(0) + 5 > ().
u€eA 11:76&13

Bizonyitds. Rogzitett v € R"-re (s,) legyen s € A vektorok olyan
sorozata, hogy ' > r esetén

(A v+ A s) < p(A'w+ Als,)
teljesiiljon. Igy a 3.5-6s lemmaban kapott k, < r és [, < r-ekre

min{p(A~ v + A7 s, ), (A7 v + A sy )} > (AT v+ AT,
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A 3.5-6s lemma jeloléseivel élve és azt az s, vektorokra alkalmazva
t, = A(Av + A sy,) — (ATlw + AT'sy)).
Igy az el6z6 egyenldtlenség és a lemma feltételei szerint
o(t,) > p(A v+ A ls,).
Ao+ A7y, és A7'v + A lsy, szerepeseréjével adodik, hogy a
p(—t;) = p(A7 v + A7's,)

egyenlGtlenség is teljesiil. A t, vektorok mind A-beliek és ¢ nemnegativ
fiiggvény, igy

D o(u) > olte) + D _(@(t) +o(—t.) = (At + A™'v)) +

uecA r>0
2> (A + AT ) = —p(AT M+ AT 0) +2) p(AT u+ A ).
r>0 ueA

Mivel Vo, y € R"-re

p(Ax — Ay) > min{p(z), o(y)},
igy « = y helyettesitéssel adodik, hogy V& € R"-re ¢(0) > p(x), azaz
©0(0) > (At + A ).

Ezt 6sszevetve az el6z6 egyenlGtlenséggel éppen a bizonyitando allitas

adodik. U

3.7. Tétel (Minkowski tételének altalanositésa). Legyen adott egy tet-
szdleges N rdcs €s eqy korldtos halmazon kivil eltind ¢: R" — Ry
fiigguény, ami olyan, hogy Va,y € R"-re

p(Az — Ay) > min{p(x), p(y) }-

Ekkor az aldabbi egyenldtlenség teljestil:

V) <0000+ 5 X wtw)

ueA
u#0

ahol V() = [ p(x)dx és de =dx; ... dv,.

]Rn
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Bizonyitds. Legyen M :={ajg1+- - +angn:0<a; <1l;i=1,...,n}.
Ekkor

/ > (A u+ A ) do = /90(,4—11,) dv =

veM u€h Rn

— |det(A)] [ (o) dv = |det(A)V ()

felhasznalva a linearis transzformalt integralaséra jol ismert formulat.
Maésrészt

[ 00+ 53 et do = V(1) 0(0) + 5 3 plw) =

= i i
1
= d(A)(p(0) + 5 > p(w).
ueA
u#0

Ekkor a 3.6-os lemmét alkalmazva éppen a bizonyitando6 egyenlStlenség
adodik. O

Megjegyzés. Ez a tétel valoban implikalja Minkowski tételének az els6
alternativajat abban az esetben, ha ¢ a Minkowski tételbeli H hal-
maz karakterisztikus fiiggvénye (vagyis V(p) = V(H)), és A(z) = ix.
Ekkor min{y(x),¢(y)} = 0 kivéve, ha @,y € H. Ilyenkor ugyan-
is min{p(x), p(y)} = 1, de H konvexsége miatt A(x — y) = 1z +
s(—y) € H, igy p(Ax — Ay) = 1 is teljesiil. Vagyis Va,y € R"re
o(Az — Ay) > min{p(z), ¢(y)}. Ezen kiviil a det(A) = (3)" egyenls-
ség is fennall. Ha [-el jeloljiik az olyan origétol kiilonbozé +u € A pont-
parok szamat, amik H-ban vannak, akkor a tételben szerepls egyenlGt-
lenség jobb oldala éppen [+ 1. Igy azt kapjuk, hogy a tételben szerepld
egyenlGtlenség bal oldala legfeljebb [ + 1, a Minkowski-tétel elsé alter-
nativajaban szereplé V(H) > k2"d(A) feltétel pedig azt eredményezi,
hogy K-nal nagyobb. Tehéat k <[+ 1, azaz k < [.

3.2. Minkowski tételének szamelméleti alkalmazasai

3.2.1. Tételek négyzetszamok Osszegére

3.8. Tétel. Minden p primszdm, amire —1 kvadratikus maradék felir-
haté p = a® + b alakban, ahol a,b € 7.
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Bizonyitds. Legyen ¢> = —1 (mod p), és A C R? legyen az a récs,
aminek bazisa {(0,p), (1,¢)}. Ekkor d(A) = p. Vegyiik az origo6 kozép-

ponti r = ,/%p sugart korlemezt. Ennek a teriilete 7r? > 22p, igy a

Minkowski-féle konvex test tétel szerint létezik az origétol kiilonbozd
racspontja. Ez legyen n(0,p) + m(1,¢c), ahol m,n € Z. Ekkor a = m,
b= np+me, a®>+ b = m?>+m?? = m?(1+¢c*) = 0 (mod p), és
0<a®+b* < 3p, igy p=a®+ 2 O

3.9. Lemma. Barmely p primszamhoz léteznek olyan x,y € Z szémok,
amelyekre 72 + y?> +1 =0 (mod p).

Bizonyitds. Ha p = 2, akkor 2 = 0% + 12 + 1. Mostantol tegyiik fel,
hogy p > 2.

Mivel 02, 12, 22,...,(’%1)2 paronként mind inkongurensek (mod p),

és (p—u)? = (—u)? = v? (mod p) minden u € Z-re, igy 2! darab

kiilonbo6z6 értéket vesz fel 2%, amint az z valtoz6 (mod p) egy teljes
maradékrendszer elemein fut végig. Ugyanigy ’%1 kiilonb6z6 értéket
vesz fel —y?—1, amint az y valtoz6 (mod p) egy teljes maradékrendszer
elemein fut végig, igy —y% — 1 és 22 Osszesen p + 1 értéket vesznek fel
(mod p). Vagyis a skatulyaelv miatt létezik olyan (xg,yo) szampar,
amire 22 = —y2 — 1 (mod p), azaz 22 +y2 +1 =0 (mod p). O

3.10. Tétel (Négy négyzetszam tétel). Minden pozitiv egész szam fel-
irhato 4 négyzetszdm dsszegeként.

Bizonyitds. Ha az m,n € Z~q szamok felirhatok 4 négyzetszam Ossze-
geként n = a®> + b2 + 0> + d? és m = 2% + y® + 2% + w? modon, ak-
kor a szorzatuk is felithat6 nm = h? + h3 + h3 + h3 alakban, ahol
hy = ax+by+cz+dw, hy = —ay+bxr—cw+dz, h3 = az—bw—cx —dy,
hy = aw + bz — ¢y — dz. Igy a tételt elég p primszamokra belat-
ni. A 3.9-es lemma szerint léteznek olyan t,s € 7Z szamok, amikre
2 +s>+1 =0 (mod p). Legyen A C R?* az a racs, aminek egy ba-
zisa {(0,0,0,p),(0,0,p,0),(0,1,t,—s),(1,0,s,t)}. Ekkor d(A) = p, és
egy tetszbleges (i,j,k,1) € A racspontra is + jt = k (mod p) illetve

it —js =1 (mod p). Vegyiink egy origé kozépponti, r = 4/12p suga-
ra R*-beli gombot. Ennek a térfogata %r‘*. Itt felhasznaltuk azt az
egyszer( analizisbeli allitast, hogy egy B, C R*" gémb 2n-dimenzits
térfogata V(Bs,) = Zrr?". Mivel %27"4 > 242, igy a Minkowski-féle
konvex test tétel szerint létezik olyan (i,7,k,l) € A racspont, amire

;2 _|_j2 + k4w < %p. Mivel (i,j, k, l) #0, és
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P24 52+ k2 +w? =%+ 5% 44252 + 522 4 2igst + 22 + j2s% — 2ijst =
P2t 4+ 2+ 1)+ 2t + 52+ 1) =0 (mod p),
igy i2 + 52 + k* + w? = p. O

3.2.2. Diofantikus approximacioé

A Minkowski-féle konvex test tétel sikbeli valtozatat irracionalis sza-
mok raciondlis szamokkal vald kozelitésére is lehet alkalmazni.

3.11. Tétel (Diofantikus approximécio). Bdrmely « irraciondlis szdm-
hoz végtelen sok olyan kiilonbozd § szam létezik (p,q € Z), amelyre

P 11

< ==.
q‘ 2¢?

Bizonyitds. Az éllitassal ekvivalens, hogy tetszGleges «v irracionélis szam-

hoz végtelen sok olyan kiilonbo6zé § szam létezik (p,q € 7Z), amire

(p — aq)q| < % Legyen © = p —aq és y = q. Az (x,y) sikbe-
li pontok egy A paralelogrammarécsot hatdroznak meg, amint p és ¢
befutjdk az egész szamokat. Tehat azt kell bizonyitanunk, hogy az
lzy| < 3 egyenletd hiperbola zy = § és zy = —1 4gai kozé végte-
len sok racspont esik. A v(1 — a,1) és u(—a, 1) vektorok a racs egy
bazisat alkotjak, igy d(A) = |det(v,u)| = 1. Vegyiik fel a (0,/2),
(v/2,0), (0,—v/2), (—v/2,0) csticsokkal rendelkezé négyzetet a sikon.
Ez a (i\%,i%) pontokban érinti az |zy| = $ egyenlett hiperbolat,
és belseje az |zy| < i tartoményba esik. Tehét kaptunk egy orig6-
ra szimmetrikus, konvex, zart tartoményt, aminek 4 a teriilete. Igy a
Minkowski-féle konvex test tétel szerint van benne egy origotol kiilon-
b6z6 racspont. Ha ¢ # 0 is elérhetd, akkor erre |av — §\ < %q% teljesil.
Egyszert geometriai allitas, hogy egy adott hiperboladg barmely pont-
beli érintGje és a koordinatatengelyek altal meghatarozott haromszog
teriilete allandé. Igy az |zy| = % hiperbolapar 4 4gahoz a (£a, +b) pon-
tokban (a,b > 0) huzott érinték altal meghatarozott paralelogramma
egy origora szimmetrikus, 4 teriileti, zart tartomany. Ugy valasszuk
meg az érintéket, hogy a paralelogrammaba es§ racspontok ne tartal-
mazzak az imént felvett négyzetbe es6 racspontokat. Igy Minkowski
tétele szerint 4j racspontokat kaptunk az |ry| < % tartomanyban. Ezt
iteralva végtelen sok racspont adoédik. Arra tigyelni kell, hogy ¢ # 0
mindig teljesiiljon, de ez elérhetd gy, hogy a-t egyre kisebbnek vélaszt-

juk.
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A kapott (z,y) racspontoknak megfelels § szamok kozott végtelen sok
kiillonb6z6 van, mert ellenkezd esetben a (p,q) pontparok véges sok
egyenesen helyezkednének el. Ekkor azonban lenne olyan egyenes, amin
végtelen sok (p,q) pontpar van. A két tengely nem lehet ilyen, mert
q # 0 és a irracionalis. Ezeken kiviil minden egyenesnek csak egy véges
szakasza esik a hiperbolaagak altal meghatarozott tartoményba, igy
ilyen egyeneseken nem lehet végtelen sok racspont. Vagyis ellentmon-
désra jutottunk. O

Megjegyzés. A diofantikus approximéciora vonatkozo legerésebb tétel
Hurwitz nevéhez fiiz6dik, amely azt mondja, hogy tetszéleges « irraci-

onalis szamhoz végtelen sok olyan kiilonb6z6 § szam létezik (p,q € Z),

amire |a — 2| < L L.
q

Ez a tétel is bizonyithato racsgeometriai eszkozokkel, azonban ennek
el6készitése 1ényegesen hosszadalmasabb lenne.

3.12. Lemma. Legyenek [q,...,[, n-valtozos valos linearis formak,
amiknek d determinansa nem nulla. Ekkor tetszéleges aq,...,a, po-

zitiv szamokra, amikre a; .. .a, > |d| létezik az

(21, )] < an, .. |l(x, .o zn)| < ayp

rendszernek (xq,...,z,) # (0,...,0) egész megoldasa.

Bizonyitds. H = {(x1,...,z) : |li(z1, ... xn)| < aq, ..o bz, .0 x)]
< a,} esetén

2%ay ... ay
V(H) = % > on.

igy a Minkowski-féle konvex test tételt H-ra és a Ay récsra alkalmazva
az allitas adodik. ]

3.13. Tétel (Szimultan diofantikus approximéacio). Tetszdleges aq, . . .,
a, € R szamokhoz az

n+1

V41 — _ntl
‘Oél—z|§q ",...,|C¥n——‘<q n

rendszernek végtelen sok (p1,...,pn,q) € Z" megolddsa létezik (q # 0).

Bizonyitds. Ha aq, ..., a, mind racionalisak, akkor py,...,p,,q # 0 le-
gyenek olyanok, amikre oy = %, T O %. Ekkor minden k € Z-re
(kp1, ..., kpy, kq) megoldas. Ha ay, ..., a, nem mind racionéalis, akkor
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feltehets, hogy « irracionalis.

Az n + 1-valtozdés qay — p1, .. ., gy, — Pp és q linearis formak determi-
nansanak abszolut értéke 1, igy tetszbleges 0 < e; < l-re az 3.12-es
lemmat alkalmazva az

lgan =pil S erseolgan = pal Serslal <

1
rendszernek létezik nemtrivialis egész (pi, ..., pl, ¢") megoldasa, ahol
q' # 0, maskiilénben 0 < g; < 1 miatt p] = --- = p. = 0 lenne.

pi irraciondlis, igy 0 < |q¢'a; — pi|. Legyen 0 < ey < &; olyan, hogy
g9 < |¢*ay — pi|. Ekkor az

|q051 _p1| S 527-~-7‘q05n _pn| S €2, |q, S

n
)

rendszernek létezik (pi,...,pL, ¢")-t6l killonbozs (p3,. .., p2, ¢*), meg-
oldasa, ahol ¢% # 0. Ezt ismételgetve végtelen sok kiilonb6zé megoldas
adodik. ]

3.2.3. Als6 becslés irreducibilis polinomok diszkriminansara

3.14. Tétel. Ha p(z) = 2" + ap 12" + ap 0™ 2 + -+ + a1 + ay
eqy egész eqyitthatos irreducibilis polinom, aminek mind az n komplex
gyoke valos, akkor p-nek a D diszkirimindnsdra teljesiil, hogy

n

oo
D > (m) .
Bizonyitdas. Legyenek p gyokei xq,...,x,, és nézziik az alabbi linearis
formékat:
Li(w) = 20wy + 27 2o + -+ iU + Uy
() = oy + 25 2y q + -+ Tous +uy

Ty + 22Uy g e Tl + U,

~

£
I
8

ahol u = (uq, ..., uy,).

u € Z" \ {0} esetén minden i = 1,...,n-re [;(u) # 0, mert kiilonben
l;(u) egy x;-ben legfeljebb n — 1-edfoku (vagyis p-nél alacsonyabb foku)
egész egyiitthatos polinom lenne, aminek z; gyoke. Ez azonban nem
lehetséges, hiszen p irreducibilis. Igy I;...1, # 0. {1...1, egy szim-
metrikus polinom az x4, ..., x, valtozokban egész egyiitthatokkal, igy
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a szimmetrikus polinomok alaptétele szerint felirhat6 [(vy, ..., v,) alak-
ban, ahol [ egész egyiitthatos, és vy, ...,v, € Z. Ezért [, ...[, egész,
azaz |l1(u)...l,(u)| > 1 minden u € Z™ \ {0}-ra.

Igy a A = {(l1(u),...,l,(uw) : w € Z"\ {0}} rdcs nem tartalmaz az
{1y yn) Y1 ---yn| < 1} halmazbol origotol kiilonbozs pontot.

A szamtani és mértani kozepek kozti egyenlGtlenség szerint ez a halmaz
tartalmazza a H = {(y1,...,yn) : =(Jta] 4+ +|yal) < 1} origora szim-
metrikus, konvex halmazt, igy A nem tartalmaz az origotol kiilonbozd
H-beli pontot sem. H egy keresztpolitop, igy térfogata a 2.11-es lemma
szerint V(H) = £

Igy a Minkowski-féle konvex test tételt felhasznalva d(A) > %+ adodik.
Vandermonde tételét az

n—1
1 x ... ] X
n—
A 1 2z ...
n—1
1 =z, ... )

matrixra alkalmazva D = (det(A))? adodik. Vagyis D = (d(A))?, ami-
bél a tétel allitdsa kovetkezik.
0

3.2.4. Rédei és Hlawka tétele

3.15. Tétel (Rédei). Tetszdleges m pozitiv egész szamra legyenek

ki, ..., kny pozitiv egészek, és K legyen eqy origora szimmetrikus V (K) >
2"k ...k, térfogati konvex test R™-ben. Az fi,..., fm fligguények le-
gyenek olyanok, hogy

e minden u € No-ra f;(u) értelmes és egész (1 =1,...,m)

e hai=1,...,m-re fi(u1) = fi(uz) (mod k;), akkor fi(u —us) =
0 (mod k;).

Ekkor létezik K-nak olyan az origotol kiilonbézé wy € Ay rdcspontja,
amire i = 1,...,m-re fi(ug) =0 (mod k;).

Ehelyett Hlawkanak egy erdsebb eredményére mutatunk bizonyi-
tast, amely azonnal implikalja Reédei tételét.

3.16. Tétel (Hlawka). Legyen G = {qgo,...,q-1} C R™ egy véges hal-
maz, és ¥ @ Ng — G olyan leképezés, amire ¥(p1) = V¥ (p2) esetén
Y(p1 — p2) = go teljesiil.
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Ekkor egy tetszdleges V (K) > 2™ térfogati, origdra szimmetrikus kon-
vex K test tartalmaz olyan origdtdl kilonbozd p pontot, amelyre ¥ (p) =

Jo-

Bizonyitds. Jeloljei = 0,...,l-re H; azoknak a p € Ay pontoknak a hal-
mazat, amelyekre 1)(p) = go. Ekkor pi, pb € H; esetén p| —ph € Hy, igy
Hy a A racs additiv részcsoportja. S6t p' € H; esetén H; — p* C Hy,

azaz 1 = 1,...,l-re H; része egy H, szerinti mellékosztalynak. Ki-
!

hasznalva, hogy Ay = UHi azt kapjuk, hogy Hy a Ay racsnak egy
i=0
[-nél nem nagyobb indexi részracsa. Ezért A € R™*" nemszingula-
ris matrix, amellyel Hy = AAg és |det A| < [, azaz |det A7 > 7.
Ekkor d(A™'Hy) = 1, és igy V(AT'K) = [det A7 V(K) > 2" =
2"d(A~'Hy), vagyis alkalmazhat6 Minkowski tétele A~!K-ra, amely
szerint A™'K tartalmaz az origotol kiilonbozé pontot az A~ Hy récs-
bol. Tehat K tartalmaz az origotdl kiillonboéz6 pontot az Hy racsbol.

Epp ezt kellett bizonyitani. O

Megjegyzés. Rédei és Hlawka tételeinek a jeloléseivel ¢ = 1,...,m-re
c;-et lefixalva, ha G elemeinek a g; = ¢; (mod k;) kongurenciak altal
meghatarozott redukéalt maradékrendszereket valasztjuk, akkor nyilvan-
valdan teljesiilnek Rédei tételének a feltételei, igy Hlawka tételébsl va-
loban kovetkezik Rédei tétele.

Rédei tételének sok érdekes szamelméleti kovetkezménye van, amelye-
ket mas eszkozokkel nehéz bebizonyitani, de a tételt alkalmazva azonnal
adodnak. Erre mutatok két példat.

3.16.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy p egy primszam és K egy 4p
teriiletd, origora szimmetrikus, konvex sikidom, ami nem tartalmaz a
Z? récsbol olyan origotol kiilonbozs v = (v1, v5) racspontot, amelynek
mindkét koordinataja oszthatd p-vel. Ekkor barmely k& € Z p-vel nem
oszthato szamhoz létezik vy, vy € Z, amelyek nem oszthatok p-vel, v, =
kvy (mod p) és (v1,v9) € K.

Bizonyitds. Ez Rédei tételének alkalmazasa az m = 1, ky = p, fi(v) =
kvy — vy esetre. O

3.16.2. Kévetkezmény. Legyenek n, k, m, ky, ..., k,, pozitiv egész sza-

mok, ahol m < n és ky ...k, < k™. Ekkor tetsz6leges h;; (i =1,...,m;
j = 1,...,n) egészekbdl allo szamhalmazra léteznek uq, ..., u, nem

mind nulla egész szdmok, amelyekre
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jg=1,...,nre |uy;| < (k™)n ési=1,...,mre Zhijuj =0 (mod k).
j=1

Bizonyitds. Alkalmazzuk Rédei tételét a
K = {(:1:1, Cmy) ERY my | < (™)L |aal < (kzm)%} kockara. [

3.3. Konvex testek szukcessziv minimumai

3.17. Definici6. Legyen A egy n-dimenzios racs, és H C R” egy origo-
ra szimmetrikus konvex test. Ekkori =1,... ,n-re A\;(H,A) = min{\ €
R>o : AH tartalmaz ¢ linearisan fliggetlen A-beli racspontot} szamot a
H A-ra vonatkoz6 i-edik szukcessziv minimumanak nevezziik.

A definiciobol adodik, hogy

A kovetkezGkben egy érdekes becslést mutatok be a szukcessziv mini-
mumok szorzatara, amelyet Minkowski mésodik tételeként is szoktak
emliteni.

Elsbb azonban tegyiink két egyszerd észrevételt:

Tetsz6leges A C R™ racshoz létezik olyan A n x n-es nemszinguléris
matrix, amivel A = AN, és \;(H,A) = N\ (A7 H, Ag).

A masik észrevétel, amit fel fogok hasznalni az, hogy tetszéleges uq, . . .,
u, € A linearisan fliggetlen vektorokra létezik olyan (vy,...,v,) € A
béazis, amelyre span{ui,...,u,} = span{vy,...,v,}. Specidlisan ha
Z1,...,2, € Ay olyan linearisan fliggetlen racsvektorok, amelyekre i =
L,...,nre z; € \j(H,Ag)H, akkor a 2.2-es lemma szerint létezik olyan
U n X n-es unimoduléris matrix, amellyel 1 =1, ..., n-re

Uz; € \i(UH,No)UH N span{ey, ..., e,}.
Itt e; az i-edik egységvektort jeloli.

3.18. Tétel (Minkowski tétele konvex testek szukcessziv minimumai-
ra). Legyen A eqy n-dimenzids racs, H C R" eqy origdra szimmetrikus
konvex test, és \; = \;(H,\). Ekkor

ZA(A) < Ay NJV(H) < 20d(A).
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Bizonyitds. Az els6 észrevétel szerint elegendd, ha a tételt A = Ay
esetén bizonyitjuk be. A masodik észrevétel szerint pedig feltehetjiik,
hogy av!, ..., v" linearisan fiiggetlen pontokra, amelyekre j = 1,...,n-
re v/ € \;HN A,y teljesiil, hogy span{v',... v’} = span{e',... e’} :=
L;. Ttt e',..., e’ az R? tér standard bazisat jeloli. Legyen H; = %H.
Tetsz6leges k € N-re K := {v € Ay : |v;] < k;jj = 1,...,n}, és
j=1,...,n—l-relegyen K] = K N L;. Mivel H korlatos, igy létezik
olyan ¢ konstans, amelyre

V(Kp + Hy,) < (2k +¢)".
Tetszbleges v, v’ € Ay racspontokra
(v +int(Hy)) N (v +int(Hy)) =0,
maskiilonben a

v—v € (mt(Hl) — mt(Hl)) ﬂAO = mt(H1 — Hl) ﬂAO = mt()\lH) on
= {0} ellentmondésra jutnank. Ezért

2k + 1)" A}
V(Kp 4+ Hy) = (2k+ 1)"V(Hy) = %V(H).
j=1,...,n — l-re azt szeretnénk megmutatni, hogy

A\
Ve + ) = (S) VO )

J

Ebbdl kévetkezne, hogy

An
(2k+¢)" > V(K; + H,) > ()\ ) V(K] + Hyq) >

n—1
)\n )\n—l ?
n > 00>
() () v
/\n -1

(An 1) (:\\:2>2 (%)n_l V(K} + Hy) =

2k +1\"
:)\1...)\”< 2+ ) V(H),

vagyis A1 ...\ V(H) < 27 (g,’:ﬁ)n Ez minden k£ € N-re igaz, amibdl

A1 AV (H) < 2™ kovetkezik. Ez d(Ag) = 1 miatt éppen a jobboldali
bizonyitand6 egyenlStlenség. Mar csak azt kéne megmutatnunk, hogy
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n—j

. n Aj n
j=1,...,n—lre V(KP + Hjs1) > (T+> V(KD + H)).

Aj+1 = Aj esetén az egyenlStlenség egyértelmien teljesiil, ezért tegyiik
fel, hogy Aj41 > A;. Legyenek v, v’ € Aj olyan racspontok, amelyekre

(Vg1 n) # (Ui, ..., 0;,). Ekkor

(v + int(Hy 1)) 0 (0" + int(Hji)) = 0,
méskiilonben lenne j 4 1 darab v, ... v/, v — v € int(\;41H) lineari-
san fliggetlen racspont, ami ellentmond \;;; definiciojanak. Ebbdl az
kovetkezik, hogy

V(K + Hjr) = 2k + )" V(KL + Hyph).

Hasonléan adodik, hogy

V(K + H;) = (2k + 1)" V(K] + Hy),

igy elég belatni, hogy

, Ao\ .
V(K + Hja) > ( ;\H) V(Kj + Hj).

J

Ehhez vezessiik be a kovetkezs f, g: R™ — R”™ linearis leképezéseket:

Aj+1 Aj+1
f(m):(J 1'1,.._7J—x.7x.+17_..,33n),
>\j )\j MR}

/\'+1 /\j+1
g(.’E) = <x1,...,x<,]—x-+1,...,—xn .
J )\j J )‘j

Mivel V(K] + H;1) = g(Ki + f(H;)), igy

A o\ .
VG Hye) = (S2) VR £,

vagyis elegendé az
V(K] + Hj) < V(K] + f(H,))

egyenlGtlenséget igazolni. Egyszeri geometriai észrevétel, hogy Va €
Li-ra 3y € Lj, amelyre

Hin(x+L;) Cy+ (f(H;)N(x+Lj)), azaz
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(K{+ H;) N (z+ L;) Cy+ (K] + f(H;) N (z+ Ly)].

Ekkor a j-dimenzids térfogatot Vj-vel jelolve és a Fubini-tételt alkal-
mazva a bizonyitando

vu¢+fum>=/' V(KL + FU) 0 ( + L)) de >

s
weLj

[ v )0 1) de = VR + 1)
wELj

egyenlGtlenséget kapjuk.

A tételben szerepld baloldali egyenlGtlenség bizonyitasdhoz vegytink
olyan linearisan fiiggetlen v!,...,v" € Ay racspontokat, amelyekre
j=1,...,nesetén v/ € \;H. Mivel H az origora szimmetrikus konvex

test, igy ekkor tartalmazza az M = conv {i"/{—l, e ,:I:X—n} keresztpoli-
1 n
topot. Vagyis a 2.11-es lemma szerint

1 n n 1 n
det(v— v_)‘:2|det(v,...,v)|>

n

V(H) > V(M) =

N n! A17'..7An ﬂJAl"'An N
2n
> —
Tl A\,
Mivel d(Ag) = 1, igy éppen ezt kellett bizonyitani. O

Megjegyzés. Ebbdl a tételbsl kovetkezik a Minkowski-féle konvex test
tétel, ugyanis

ANV (H) <A\ V(H) <2"d(A),

igy ha 2"d(A) < V(H), akkor A\; < 1, ami ekvivalens a konvex test
tétellel.

Ugyan Minkowski méasodik tételének nincs olyan sokféle ismert fel-
hasznalasa, mint az eredetinek, de példaul érdekes becslések adhatok
egy konvex test racspontjainak a szaméara a szukcessziv minimumok se-
gitségével.

Mostantol jelolje #(H N A) a H test A-beli racspontjainak a szamét.

3.19. Lemma. Legyen A egy n-dimenzids racs, A’ a A részracsa, és
H C R" egy origéra szimmetrikus konvex test. Ekkor

d(A) :
#HNA) <L i) #2HNAN).
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Bizonyitds. Legyen k = #(HNA), és tegyiik fel, hogy létezik minimum
k + 1 kiillonb6z6 uy, ..., uxr € AN H pont, amikre ¢ = 1,... k + 1-
re up —u; € AN. Mivel H az origora szimmetrikus és konvex, igy
H—H=2H. Tehat i =1,...,k+ 1-re

ul—uZG(H—H)ﬁA'=2HﬂA’,

ami ellentmondés, mert #(HNA) = k. Vagyis A-nak minden A’-szerinti
mellékosztalya legfeljebb k£ darab A N H-beli pontot tartalmaz. Az
algebrabol ismert Lagrange-tétel szerint A-nak d( A, darab A’-szerinti
mellékosztalya van. Ez bizonyitja a lemma alhtasat O]

3.20. Tétel. Legyen n > 2, A egy n-dimenzids rdcs, és H C R" eqy
origora szimmetrikus konvex test. Ekkor

#(HNA) < 2" lzﬂb (]3 A)+1J.

Bizonyitds. Ha az wq,...,u, € A linearisan fiiggetlen pontok olyanok,
hogy i = 1,...,n-re u; € \;(H,A)H, akkor a szukcessziv minimumok
definicidja szerint

int(N(H,AN)H) N A C span{0,uy,...,u;—1} NA.

Ezt 6sszevetve a Minkowski méasodik tételét megel6z6 észrevételekkel és
azzal, hogy tetszéleges A nemszingularis matrixra #(HNA) = #(AHN
AAN) feltehetjiik, hogy A = Ag, ési=1,...,n-re

int(Ni(H,No)H) N Ay C span{0,e;,...,e;_1} NAp.

1 H’ A.
hogy konstrualhatok olyan d; természetes szamok, amelyekre teljesiil,
hogy d, = ¢,, ési = 1,...,n — l-re ¢; < d; < 2¢;, valamint d;-nek
osztdja d;v1. Meg kell mutatni, hogy megadhato ilyen dg, feltéve,
hogy d,, ..., d;1-et mar megkonstrualtuk. Ha dp,q > ¢, akkor le-
gyen dy = diy1. Ekkor az oszthatésidg nyilvan teljesiil, és ¢ < dpiq =
dk < QCk—H < 2¢.
Ha dyy1 < ¢, akkor maradékosan osztjuk cg-at diii-gyel, azaz ¢, =
qdg+1 + 1, ahol ¢ > 0 és 0 < r < dpyq egész szamok. Ez esetben legyen
dp, = dk+1 + ¢, — r. Ekkor dk+1 OSZt()j& dk—nak, és ¢ < di < 2¢.
A legyen a Ag- nak az a részracsa, amit a dieq,...,d,e, vektorok ge-
neralnak. Vagyis —O =di...d,, igy a 3.19-es lemmat alkalmazva

- 2
Legyen ¢ = 1,...,n esetén ¢; = H Lm + lJ. Megmutatjuk,
i=1
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= 2
#(HNAo) < dy...d,#(2HNN) < 271 k———~+q#@HmN)
o= 1} Ni(H, A)

adodik. Tehat a bizonyitas befejezéséhez elég megmutatnunk, hogy
#2HNA) =1.

2H az origora szimmetrikus és konvex, igy 0 € 2HNA’. Tegyiik fel, hogy
0+#pe2HNN, és p, legyen p-nek a legnagyobb indexii nem nulla
koordinataja. Ekkor megfelels by, ..., b, € Z szamokkal p a kovetkezd
alakban frhato fel:

p=bde +---+bydy,e, €2H.

Mivel d,, osztja a di,...,d, szamokat, igy dip € Z—H N Ag. Mas-

részt dy, . .., d, konstrukcidja miatt % < An(H, Ay), ezért z—H NAy C
Znt()‘m(Hy AO)H) N Ao, azaz

1
—p € int(\n(H, Ao)H) N Ao

De feltevésiink szerint
int(Am (H, No)H) N Ay C span{0,ey,...,e,_1} N Ay,
ami viszont ellentmondés, mivel p,, # 0. Vagyis 2H N A’ = {0}. O

3.21. Tétel. Tetszdleges n-dimenzios A racsra és H C R™ origora
szimmetrikus konvex testre

(i)

S6t, ha H szigorian konvex, akkor

s ([g])

Mindkét becslés éles.

Bizonyitds. Most is elegend6 a A = Ay racsra bizonyitani. Legyen

d = {ﬁ + 1J, és tegyiik fel, hogy létezik H-ban két kiilonbozo
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u = (uy,...,u,) és v = (vy,...,v,) racspont ugy, hogy i = 1,...,n-re
u; = v; (mod d). Mivel % < M (H,A) és H konvex, igy

u ; v _ % @u) +% (_§v> € int(\(H, AOYH) N (Ag \ {0}),

c stz

pont, amelyeknek mind az n darab koordinatajuk azonos d-szerinti ma-

radékosztalyba tartozna. Ebbdl d = {ﬁ + 1J miatt kovetkezik a
tétel elso fele.
Tetszbleges | € N szamra a K = {&¢ € R" : |¢y| < ;i = 1,...,n}

n-dimenzios kockara

igy a becslés valoban éles. Ha H szigoruan konvex, akkor legyen d =

ﬁw , ésu, v € HNAg olyan pontok, amelyek megfelel§ koordinatai

kongurensek (mod d). Ekkor 2 < A(H,A) miatt § (2u) + 35 (—2v)
pont a A;(H, Ag) hataran van, ami H szigoru konvexitasa miatt csakis
ugy lehet, hogy v = —wv. Vagyis minden koordinata d-szerinti ma-
radékosztalyahoz legfeljebb egy u, —u pontpar tartozhat, ahol u €

H N (A \ {0}. Ez bizonyitja a tétel masodik részét. O

Maig is bizonyitatlan sejtés, hogy az el¢zé tétel a kdvetkez6 moédon
erGsithetd:
Tetsz6leges n-dimenziés A racsra és H € R™ origéra szimmetrikus kon-
vex testre

#(HﬂA)ﬁilj{ﬁjtlJ.

S6t, ha H szigortan konvex, akkor
#HNA) <2 ﬁ _ 2 )= 1
- i=1 )\’L(H7 A) ‘
Azonban n = 2 esetre a sejtés bizonyithatéan igaz.

3.22. Tétel. Eqy 2-dimenzios A rdcsra és H C R? origdra szimmetri-
kus konvex sikidomra az

#(HNA) < LerlJ {ﬁ—i—lJ
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eqyenldtlenség is teljesil. Sot, ha H szigorian konvex, akkor

wuron) <2 || ||

Bizonyitds. Megint elég a tételt a A = Ay = Z? racsra bizonyitani.
Legyen vy és vy két linearisan fliggetlen racspont, amelyekre v; €
M (H, Ag) és vy € M\y(H, Ny), és az Gket 6sszekotd szakaszon nincs mas
racspont. Ekkor conv{0,vy,vo} N Ag = {0, v, v2}, igy alkalmazhatjuk
a 2.0.1-es kovetkezményt, amely szerint v;,vs a racs béazisa. A 2.2-
es lemma szerint feltehets, hogy vy = (1,0) és vo = (0,1). Legyen

Jj = 1,21e d; = + lJ, és tekintsiik az aldbbi f: R? — R?

linearis leképezést:

b (H,Ao)

f((z1,29)) = (;lxl, ; xg) .

Mivel % < Xo(H, Ap), igy a masodik szukcessziv minimum definicioja
szerint f(H) legfeljebb egy linearisan fiiggetlen racspontot tartalmaz-
hat, azaz vi-et. De 2 < X\(H,Ao), igy f(H) nem tartalmazhatja v;-et
sem, vagyis f(H) N Ao = {0}.

Legyenek a,b € H olyan racspontok, amelyekre

a; = by (mod dy) és ag = by (mod dy).
H konvex és f linearis leképezés, ezért f(H) is konvex, igy

by as — by

3@+ -0 = (" TR € i n (o o)),

Ez azonban ellentmondés, tehét nincs két olyan racspont H-ban, ame-
lyeknek megfelels koordinataik rendre azonos maradékosztélyba tar-
toznanak di-gyel illetve do-vel osztva is. Vagyis H-ban legfeljebb dyd,
darab racspont lehet.

Ha H szigortan konvex, akkor legyen j = 1,2-re d; = {%-‘,

5 (H,Ao

és az a,b pontokat, valamint az f fiiggvényt definialjuk tugy, mint
az el6z6 esetben. Most j = 1,2-re d%_ < X(H,Ay), ezért az el6z6
esettel analég modon azt kapjuk, hogy int(f(H)) N Ay = {0}. Igy
%f(a) + %f(—b) a szigoriuan konvex H hataran van, ami csakis agy le-
het, hogy @ = —b. Vagyis j = 1, 2-re a j-edik koordinata d;-szerinti ma-
radékosztélyahoz legfeljebb egy a;, —a; koordinatapar tartozhat, ahol
a = (a,a2) € HN (Ap\ {0}). Ebbdl adodik a tétel masodik része. [
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3.23. Tétel. Legyen A eqy n-dimenzios rdacs, H C R™ eqy origora
szimmetrikus konvex test, és \j(H,A) < 1. Ekkor

2" MH, A\ 1
sz (0250 iy

Bizonyitds. Most is elég a A = A racsra bizonyitani. Legyenek ¢ =
L,...,nre u; € \(H,Ng)H linearisan fiiggetlen Ag-beli racspontok,

vagyis m € H. Legyen P az a keresztpolitop, amelynek csucsai
im—ek, ¢és () az a keresztpolitop, amelynek csicsai 45—+ pori = Ao) -ek.

Ekkor nyilvin Q C P C H, igy
#(H N Ag) > #(PNAg) > #(QN Ay).

A keresztpolitopok térfogatara megmutatott 2.11-es lemmabeli képlet

szerint
n " 1
V =— |l
igy elég megmutatni, hogy

(1-258) i@ < #@n .

Legyend = 1— w ési=1,...,nre L; = span{ey, ..., e,}. Teljes
indukciéval megmutatjuk, hogy minden u; € L N Ag N dQ-ra

Vil(w; + L) NdQ) < #((u; + L;) N Q N Ag)

teljesiil ,ahol V; az i-dimenzids térfogatot jeloli. Ebbdl kovetkezik az
allitas, hiszen n = i-re az alabbi két egyenlGség teljesiil:

#((un + LN> neN AO) = #(H N AU)?

Vol(u, + L) NdQ) = (1 — M)n V(Q).

i = 1-re az (u; + L;) N Q szakasz hossza % az (w; + L;) N dQ sza-
kaszé pedig Al(%Ao) = /\1(13,/\ ) — 1 kihasznélva, hogy @-nak 4+ -+ (H o)

ek csicsai és e egységnyi hosszii. E mellett tetszéleges S szakaszra
#(S,No) > Vi(5) — 1, igy i = 1-re allitasunk helyes. Tegyiik fel, hogy
i = j-ig igaz. Legyen w1, € Lj%rl NAyNdQ és ¢ .= max{c € R :
ceji1 +uj € dQ}. Ekkor
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#((wipr + L) NQNA) = D #((wjpr + kej + L) NQN Ag) >
k=—00

Lc] ]
> #((ujr+ ke +L)NQNA) > > Vi(wji + keji +
:—LcJ k‘=7LCJ

Lc]
L) (1dQ) = Vi((us1 + L) 1dQ) 3 (1—"2’),
k=—|c|

ahol a masodik egyenldtlenségnél az w1 +ke; 1 € L NAgNdQ miatt
fennall6 indukcios 1épést alkalmaztuk. Vezessiik be a

TN\ J

g(x) = (1 - —) ' #(x € (—00,])

C

folytonos valos fiiggvényt, ahol > a karakterisztikus fiiggvényt jeldli.

Erre
B (- gy

k=—|c|

2i< (2"““)) >20/cg(m)dxjicl,

kihasznélva g konvexségét és az integral-Osszeg kozelité formulara vo-
natkozo egyenl6tlenséget. Vagyis

Vier(wjr1 + Lj1) NdQ) = ji_—clvj((uﬁ-l +L;)NdQ) <
< #((wjr1 + L) N QN Ag)

felhasznalva a keresztpolitopok 2.11-es lemmaban felirt térfogatképle-
tét. O

Ezen kiviil Minkowski mésodik tételét egy test és polar testének
térfogatszorzatanak a becslésére is lehet alkalmazni.

3.24. Definicié. Egy olyan K C R" test polar teste, amelyre 0 €
int(K) a koévetkezo:

Kr={yeR": (z;y) =1V e K}.

Itt (-;-) a skalaris szorzast jeldli.
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3.25. Definici6. Egy A C R™ racs polar racsa a kovetkezd:
AN ={v eR": (u;v) € ZVu € A}.

3.26. Lemma. Tetsz6leges H C R™ origéra szimmetrikus konvex testre

e < VUV ().

Bizonyitds. Mivel tetsz6leges nemszingularis A: R™ — R" linearis transz-
formaciora V(H)V(H*) = V(AH)V(AH*), igy feltehetjik, hogy a
P ={x € R" : |x1| + -+ + |x,] < 1} keresztpolitop a H-ba irha-
t6 keresztpolitopok koziil a maximalis térfogatii. Ekkor H C K, ahol
K={{x e R": |5y <1;i =1,....,n}. Mivel P C H C K, igy
K* C H* C P*. Egyszertien lathato, hogy P = K*, mert

Kr={xeR": || <L;yi=1,....n}={yeR": (x;y) <1
Ve e K} ={y € R": [y + - +[yn| < 1},

igy a keresztpolitopok térfogatképlete (2.11-es lemma) alapjan

n!

VHW(H) > V(P)V(K*) = (V(P))? = (2n> . 0

3.27. Tétel. Adott eqy n-dimenzios A racs és H C R™ origora szim-
metrikus konvex test, ahol \; = N(H,A\) és A\ = Xi(H,A). Ekkor

1=1,...,n-re

4TL
L< M o < —— < (n))2
— n—i+1 — V<H)V(H*> — ( )

Bizonyitas. Legyenek uq,...,u, € A és vy,...,v, € A* olyan line-

arisan fliggetlen pontok, amelyekre Vk,[ = 1,... ,n-re up € A\ H és

v, € N\ H*, vagyis :l:ﬁuk € H és i)\%vl € H*. A polar test defini-
l

cidja miatt i<’;—:; f\’—l> < 1, azaz £(uy;v)) < MAF. Igy a polér racs

l
definicidja szerint Vk,l =1,...,n-re

1 < M\ AS vagy £(uy;v) = 0.

Az wuq,...,u; altal kifeszitett altér i-dimenziés, mert a pontok linea-
risan fiiggetlenek. Igy ennek az altérnek az ortokomplementere n — 4-
dimenzids, ezért a linearisan fiiggetlen vy, ..., v, ;11 pontok kdzott van
olyan v;, ami nincs benne az ortokomplementerben. Tehat megfelel
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1<k<iésl1l<Il<n—i+lre (ug;v) # 0, ezért 1 < A\ A Mivel
E<iésl<n—ui+1igy \py <N és A\f <A\, _,.,, azaz

1 <N < )‘i)‘jz—i-i—l'
Minkowski mésodik tétele szerint
AL AN V(H) <2Md(A) és AT+ - MV (H*) < 2"d(AY),

vagyis ezen két egyenlGtlenség megfeleld oldalait Gsszeszorozva
VHW(H) [ AN iy < 47d(A)d(A) = 47
=1

adodik, mert a polar racs definicidja és a determinansok szorzéstétele
szerint tetszdleges A racsra d(A)d(A*) = 1. Felhasznélva a 3.26-es lem-
mat és azt, hogy minden i = 1,...,n-re ;;Ay_, ., > 1 a tétel maradék
két egyenlGtlenségét is megkapjuk. O]

Ezt a tételt kombinalva Minkowski méasodik tételével kaphatunk egy
tjabb érdekes eredményt a diofantikus approximaciohoz kapcsolodoan.
Meg fogjuk mutatni, hogy tetszéleges aq, ..., ar € R szdmokat ponto-
san akkor nem tudunk szimultan azonos nevez§ji racionalis szamokkal
jol approximélni, ha az uj oy +- - - +ugay linearis forméat (ahol uy, . .., u,
nem mind 0 egészek) nem tudjuk egészekkel jol approximalni. Ehhez
elGszor egy lemmara lesz sziikségiink.

3.28. Lemma. Legyenck H = {& € R" : |Az| < 1} és K = {x €
R™ : |Bx| < 1}, ahol A, B € R™™-es matrixok, 1 € R" csupa l-es
koordinatabol allo vektor, és A=1 = B.

Ekkor az alabbi két egyenlStlenség teljesiil:

M(H, Ag) < (nAi (K, Ao)| det A[)a (1)

MK, Ao) < (nA(H, Ag)| det BJ)71 2)
(Az A~T matrix (A~")7-at jeldli.)
Bizonyitas. Tetszbleges origora szimmetrikus L konvex testre
(AL ={yeR": (y; A 'z) <IWVx e L} =
{ATA Ty e R":yTA e = (A Ty)Tx = (A Ty;x) < 1Vx € L}
={ATz e R": (z;z) < IWVx € L} = ATL*, igy
H ={zeR": |Az| <1} ={A7'z eR": |z| <1} =
Az eR" x| <1} =By eR":fyi| + -+ |yu| < 1} =
{z € R : by 4+ - 4+ bipzp| + - 4 |bpizs + - + bpnzn| < 1}
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Ebbdl az kovetkezik, hogy %K C H* C K, azaz
M (K Ao) < M (H™ Ag) < ndi(K, Ag).
Minkowski masodik tétele szerint
(AL(H, M) P < M(H, Ag) ... M1 (H, Ap) <

< 2n | det A

Az 3.27-es tétel szerint 1 < A\, (H, Ag) N (H*, \y), igy

2" det A
=l < = < * ]
(M (H, Ag))" ! < N H ATV~ M(H Ay = A (H*, Ag)|det A

Mivel )\1(H*, AQ) < n)\l(K, Ao), igy
()\1(H, Ao))nil < )\1(H*, A0)| det A’ < ’n,)\1<K, A0)| det A’,

vagyis az els§ bizonyitando egyenlStlenséget belattuk. (2) szimmetriai

okokbol ugyanigy kovetkezik. O]
3.29. Tétel. Tetszdleges ay, ..., ay € R szdamokra a kovetkezdk ekviva-
lensek:

o Létezik b > 0 konstans gy, hogy a kévetkezd egyenldtlenség-

rendszernek nincs (ug, u1, ..., ug) egész megolddsa, ahol uy # 0:
Uy b Uy, b
ap — —| < - ap — —| < -
U 4+ Uo 1+
0 0

o Létezik ¢ > 0 konstans gy, hogy a kévetkezd egyenlitlenségnek
nincs a csupa 0-bol dllé megolddson kivil egész (ug,uy, ..., ux)
megolddsa:

c

(max{|uq], ..., |ug|})F

]ulal + -+ U —u0| S

Bizonyitds. Csak azt mutatjuk meg, hogy az elsé allitdsbol kovetkezik
a masodik. A masik irany teljesen hasonléan miikodik.
Ha az els6 allitas teljesiil, akkor f > b* esetén az

b
[uo| < f, |uooy — | < —, ..., Juga — wp| < —
f* fr

egyenlGtlenség-rendszernek csak a trividlis egész megoldésa létezik, ezért
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%xo‘ <1

f

— )

1
v (.Tl - 041370) S 1

g e ey

{zc e RFHL . %(Sﬁk — o) | <

< 1}
ZF*1 1acsbol nem tartalmaz az origon kiviil més racspontot. Azaz
1 ) .

M (H,ZF) > 1. A H-t meghatérozo linearis formak egyiitthatomatri-
xa legyen A, azaz

1
ff% fO}C 0 0
ajg
A= b 5 0
_f%ak 0 0 f%
b

Ez egy als6-haromszog méatrix, igy izverzének a transzponéltja egysze-
riien meghatarozhato:

L . 0 0
0 0 0o =
fE

K = {w e RFFL . floaixey + -+ apzg + o) < 1, max

T L
1<i<k

gl}
fr

esetén A~T éppen a K-t meghatarozo linearis forma egyiitthatoméatrixa
gy \i(H,ZF™) > 1, és a 3.28-es lemma miatt

((k 4+ D)AL(K, ZF )| det A|)*F > A

M(H, ZF) > 1,
vagyis

bk ( ( Zk+1>)k :
< N (K, ZFH
Kl (k +)MaAy—M(’ )

kihasznélva, hogy det A = bik Ebbél kovetkezik, hogy
{0}. Mivel

k+1
LK NZH =

K =
{a: € R¥ s oy + -+ + agap + o] <
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igy ebbdl adodik, hogy az

bk bkflf% bkflf%

< < <
’Oé1$1+ +Ozkxk+$0|_<k+1)f7|$1|_ Er1’ >|37k|_ ol

egyenlGtlenség-rendszernek nincsen nemtrivialis egész megoldéasa, vagy-
is nincs olyan (ug, uq, ..., u,) egeész megoldésa amelyre (uq,...,u,) #

1
_ bTfE _
(0,...,0). Azm ==~ ésc=
az

W helyettesitésb6l adodik, hogy

|zt + -+ - + agxy + o < s lr <my g <m

egyenlGtlenség-rendszernek nincs olyan (uo, U1, ..., u,) egész megolda-
sa, ahol (uy,...,u,) # (0,...,0), ami az xy helyett —xo-at behelyette-
sitve ekvivalens azzal, hogy az

c
larxy + - - 4+ gy — o < oo lra <my o <m

rendszernek sincsen ilyen megoldasa. O
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4. Elfogadhat6 racsok

4.1. Definici6. Adott egy H ponthalmaz és egy A racs. Ha A-nak
legfeljebb az origd az egyetlen olyan pontja, amelyet H tartalmaz, akkor
A-t H-elfogadhatonak hivjuk.

4.1. Becslések a racskonstansra
4.2. Definicio. A A(H) = ,zit?f) d(A) kifejezés értékét a H halmaz
H

racskonstansanak hivjuk, ahol A(H) = {A : AH-elfogadhato}. Ha
A(H) =0, akkor A(H) = oo.

4.3. Definicié. Ha egy H-elfogadhatd A racsra A(H) = d(A) teljesiil,
akkor azt mondjuk, hogy A a H halmaz kritikus racsa.

Ha H az origéra szimmetrikus, konvex halmaz, akkor a Minkowski-
féle konvex test tételbsl kapjuk az alabbi alsé becslést:

A(H) > %V(H).

Ha H nem ilyen tulajdonsagi, de irhato a belsejébe egy origora szim-
metrikus, konvex H' halmaz, akkor mivel minden H-elfogadhat6 racs
egyben H’-elfogadhato is, igy az el6z6 becslés szerint A(H) > A(H') >
>V (H).

Halmazok racskonstansédnak felsé becslésére a Minkowski-Hlawka tétel
segitségével kaphatunk eredményeket. Ehhez sziikségiink lesz néhany
el6készitd lemméra.

4.4. Lemma. Adott egy p primszam és egy n-dimenziés A racs.

ai,...,a; legyenek olyan A-beli pontok amelyek nem pa, a € A alaku-
ak, mq,...,my pedig legyenek tetszéleges valos szamok. Ekkor 1étezik

olyan I' racs, amelynek az indexe A-ban p, és

pn—l -1
> mw < o1 > mw
a €l 1<k'<k
Bizonyitds. vq,...,v, legyen a A racs egy bazisa, és vegylink olyan
p-nél kisebb [y, ... [, nemnegativ egész szdmokat, amelyek koziil nem

mindegyik 0. A I racs alljon a hyvy + - - - + h,v, alaka racspontokbol,
ahol hy,... h, € Z és

hiliy + -4 hul, =0 (mod p).
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Mivel A a hyv+- - -+h,v, alaka racspontokbol all, ahol hq, ..., h, € Z,
I' pedig azon hyv; + --- + h,v, alaktakbdl, ahol hy,... h, € Z, de
koziiliik n — 1 darab egyértelmtien meghatarozza az n-ediket (mod p),
igy I indexe A-ban p. A lehetséges I' racsok szama p™—1, mert ennyiféle
lehetséges (I, ..., 1,) létezik.

Minden a; € A, ami nem pa, a € A alaku felirhato

ap = hpvy + - + hppv,

alakban, ahol a hy1, ..., hg, egész szamok nem mind oszthatok p-vel.
Ha hy; a p-vel nem oszthaté (az egyik, ha tobb is van), akkor a

hirly 4+ -+« + hppl, =0 (mod p)

kongurencia egyértelmtien meghatéarozza l;-t Haly = --- = 1,1 = ;11 =
<o =1, = 0, akkor [; = 0, ami nem lehetséges, igy (l1,...,l;i_1 =
lis1,--.,1,) pontosan p"~ ! —1-féle lehet. Vagyis minden ilyen tulajdon-

sdgl ay éppen p" ' —1 lehetséges I racsnak pontja (k' = 1,..., k). Eb-
bél kovetkezik, hogy Z my-et atlagolva az Osszes lehetséges I racsra

ak/EF

L nfl_l . 1 . . ~ .
éppen ppn_l E my adodik, azaz 1étezik olyan I' racs, amire

1<k/<k

]

4.4.1. Kovetkezmény. Adott egy p primszam és egy n-dimenzids
A récs. aq,...,a, legyenek olyan A-beli pontok amelyek nem pa,
a € A alaktak. Ekkor létezik olyan I' racs, amely nem tartalmazza
az ai, ..., a, pontokat, és az indexe A-ban p.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4.4-es lemméat ugy, hogy k' = 1,...,p-re
my = 1 legyen. Ekkor

amibdl az allitas kovetkezik. O
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4.5. Lemma. f: R" — R legyen egy Riemann-integralhato fliggvény,
ami egy korlatos halmazon kiviil azonosan 0. Ekkor adott ¢ > 0 és
dy > 0 szamokhoz létezik olyan I' racs, aminek determinansa d; és

dlzf <€~|—/f

acl
a#0

(Jelolesiink szerint @ = (z1,...,x,) és dx = dz; ... dx,).

3=

Bizonyitdas. Legyen a = (%) . Mivel minden R™-beli korlatos halmaz

befoglalhat6 egy origd kozépponti n-dimenzids kockaba, igy feltehetd,
hogy V& ¢ K-ra f(x) =0, ahol K az origo kézéppontu 2c-éli kocka (¢
valos konstans).

Definialjuk a

A= {(aky,...,ak,) ki, ... .k, € Z}

racsot. Ennek egy bazisa (o, ..., a), igy d(A) =
Mivel f Riemann-integralhato, igy kell6en kicsi a-ra az integralja a
megfelels integralkozelits-osszeggel alulrol becsiilhetd:

aZf <6+/f

acl
a#0

1
a = (%) " miatt o akkor lesz kellsen kicsi, ha p elég nagy. p-t va-
lasszuk olyan nagynak, hogy p > ¢ teljesiiljon. Mivel azok az orig6tol
kiilonb6z6 @ € A pontok, amikre f(a) # 0 a K-n kiviil vannak, igy
nem lehetnek pa’, a’ € A alaktiak. Ezért a 4.4-es lemma jeloléseivel
ai,...,a; legyenek azok az a € A origétol kiilonbo6z6 pontok, amikre
f(a) #0, és m; :== f(a;) minden i = 1,..., k-re. Ekkor létezik olyan I'
racs, amire

> fla) Zf )-Tey di Y fla) =pa™ ) f(a) <

ael’ acl acl’ ael’
a#0 a;éO a#0 a#0
p_pi <€+/f da:)<€+/f
Pt = 1 acA
a#0
Es szintén a 4.4-es lemma szerint d(I') = pd(A) = d;. O
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4.5.1. Kévetkezmény. Ha H egy V(H) < d; térfogati halmaz, akkor
létezik olyan H-elfogadhato I' racs, amire d(I') = d;.

Bizonyitds. Legyen a 4.5-6s lemmabeli f a H karakterisztikus fiigg-
vénye. Ekkor a H halmazban az origotol kiillonbozd racspontok szama

Z f(a), ami nemnegativ egész szam. e-t valaszuk olyan kicsinek, hogy

acl
a#0
V(H) + e < d teljesiiljon. Ekkor a 4.5-es lemma szerint
1 1
> fla) < - <g+ /f(;c) dm) = —(V(H)+e) <1
acl 1 1
a#0
Igy csakis Z f(a) = 0 lehet, azaz I' H-elfogadhato. O
acl
a#0

4.6. Definici6é. Az x pont a A récsnak primitiv pontja, ha € A, de
Bk > 1 egész szam és y € A, hogy = = ky.

4.7. Definicié. n > 1 egész szamra a Riemann-féle ( fliggvény igy

definialt:
=1
C(n) =) =
k=1

4.8. Lemma. f: R" — R legyen n > 1-re egy Riemann-integralhaté
fiiggvény, ami egy korlatos halmazon kiviil azonosan 0. Ekkor adott
e > 0 és dy > 0 szamokhoz létezik olyan I' racs, aminek determinénsa
dl és
1
ai¢"fla) <=+ [ (@) da,
acl’
ahol ” azt jeloli, hogy csak az adott racs primitiv pontjai szerint 6sszeg-
ziink.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a 4.5-0s lemmaban kapott I' racs jo
lesz.

A A racsot, a-t és a K kockat definialjuk tgy, mint a 4.5-es lemmaban.
Megint tegyiik fel, hogy f a K-n kiviil azonosan 0. Egy tetsz&leges racs
primitiv pontjainak Osszes pozitiv egész szdmszorosai éppen az 0sszes
racspontot adjak ki, igy

3 fa) =33 f(ka).

aclA k=1 a€A
a#0
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A Mobius-féle inverzids formulat alkalmazva adédik, hogy

S @) =Y uk) Y f(ka).
acA k=1 376!3

Mivel A = {(aly,...,al,) = by, ..., 1, € Z}, igy

03" f@) = 3 "W (ka) 3 fka)).
acA k=1 lli/\é]

A pozitiv ka-val 0-hoz, azaz p-vel co-hez tartva a Riemann-integralhatosag
definici6jabol kapjuk, hogy

kgglo(mn)lz; Fkad) = / fla) da.
lE;AOO

pu(k)

kn

Felhasznélva a (-fliggvényre ismert ﬁn) = Z formuléat azt kap-

juk, hogy =
N N
ti 0”3 ) = o [tz

Ez ekvivalens a bizonyitandé allitassal, mert d(A) = o™ és a K koc-
kan beliil egy pont pontosan akkor primitiv pontja I'-nak, ha A-nak is
primitiv pontja. ]

4.8.1. Kovetkezmény (Minkowski-Hlawka tétel). Ha adott d; € R,
és H egy V(H) < 2d;((n) térfogati origora szimmetrikus, korlatos csil-
lagszert test R™-ben, akkor 1étezik olyan H-elfogadhato I' récs, amire

Ehelyett egy olyan allitast latunk be, ami n = 2 esetén a Minkowski-
Hlawka tétellel ekvivalens, de n > 2 esetén erésebb néla:

4.8.2. Kovetkezmény. Ha adott d; € R, és H egy Jordan-mérhetd,
V(H) térfogati, origora szimmetrikus csillagszerd test R™-ben, amire

S 1¢(n),

H -
Vi )<1+21—n 1

akkor létezik olyan H-elfogadhato I' racs, amire d(I") = d;.
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Bizonyitds. Legyen s a H halmaz karakterisztikus fliggvénye, és

f(x) := »(x) + 25¢(2x).

3 hazxe %H,
Vagyis f(x) =41 haze H\ iH,
0 haz¢ H.
e > 0 legyen olyan kicsi, hogy

teljestiljon. Mivel
/ F() da = (1+25-")V(H),

igy a 4.8-es lemmat (14 2'"")-ra és %dl—re alkalmazva létezik olyan A
racs, aminek determinénsa %dl, és

S Fa) < =142+ [ fo)da =

acA

=e(1+2""") + (1 +2V""V(H) < 3d,((n),

igy Z//f(a) < 6.

acA
Mivel H szimmetrikus az origora, igy f(x) = f(—x), amibdl az kovet-

kezik, hogy nincs olyan a € A primitiv pont, amire f(a) = 3, vagyis
%H -ban nincs az origon kiviil més A-beli pont.

E mellett a ZH f(a) < 6 egyenlétlenséghbdl az is kovetkezik, hogy leg-

acA
feljebb két +ay, +as € A primitiv pontpéar lehet H-ban.

A 4.4.1-es kovetkezmény szerint 1étezik olyan I' racs, aminek az indexe
A-ban 2, azaz d(I') = 2d(A) = d;, és nem tartalmazza a-et valamint
as-ct sem. Mivel T' indexe A-ban 2, igy 2a,,2a, € T, de a1, a; & 1 H
miatt 2a,2ay ¢ H. Vagyis I' H-elfogadhato. O

Wolfgang Schmidt egy ehhez hasonlo, de joval tébb szamolast igény-
16 bizonyitassal adott felsé becslést Jordan mérhetd, korlatos halmazok
racskonstansara.
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4.9. Lemma (Schmidt lemmaéja). Ha adott d; € R+, és H egy Jordan-
meérhetd, V(H) térfogati, korlatos halmaz R"-ben, amire

2d,
I+ 2 m)(1+307)

telsjestil, akkor létezik olyan H-elfogadhato I' racs, melyre d(I") = d;.

V(H) <

4.2. Tételek konvex testekre

Most pedig az elfogadhato racsok és a konvex testek egy érdekes
kapcsolatara mutatunk ra.

4.10. Tétel (Swinnerton-Dyer). Legyen H C R™ egy origdra szimmet-
rikus, korldtos, konvex nyilt halmaz, és A a H kritikus rdcsa. FEkkor H

hatdrdn minimum %n(n + 1) darab A-beli (+p, —p) pontpdr van.

Bizonyitds. Legyen A bazisa vy, ...,v,, és txq,..., tx; legyenek A-
nak pontosan azok a pontparjai, amik H hatardn vannak. Egyszert
geometriai allitas, hogy egy korlatos konvex halmaznak minden pontja-

ban létezik érint6 hipersikja. Az xi,...,x; pontokban rendre vegyiik
fel H-nak egy-egy érint6 hipersikjat, Xq, ..., Xp-at. Definidljunk egy A’
racsot a A egy kis |0]|-sugaru kérnyezetében, amelynek bazisa vy, ..., v/,

ugy, hogy i = 1,...,nre v, = v; + 52(1,-3»1)]- legyen, ahol minden
j=1

i,j =1,...,nre |a;| <1ési# jesetén a;; = aj; teljesiiljon. Ez a H

halmaz origéra valo szimmetridja miatt megtehets. E mellett kossiik

ki, hogy [ = 1,..., k-ra a A’ racs o) pontja ¥;-ben legyen. Ezt Osszevet-

ve azzal, hogy minden ¢ = 1, ..., k-ra x; € 3; adodik az a;;-ek linearis

kombinécidjara, hogy

53l =0

j=1 i=1
minden [ = 1,..., k-ra. (7}; csak x;-t6l és ¥;-t6l fiigg). Mivel a;-ek a H
nyilt halmaz érinté hipersikjaiban vannak, igy nincsenek H-ban,ezért

kellGen kicsi |0|-ra A’-nek az origon kiviil nines mas pontja H belsejében.
Tehat A’ H-elfogadhato. Legyen

1 + CL115 CL12(5 e a1n5
A _ a,215 1 + CL225 e a2n5
amé an2(5 T anné
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Ekkor (vq,...,v,) = A(vy,...,v,), igy felhasznalva a determinansok
szorzastételét és azt, hogy A kritikus racsa H-nak:

d(N') = | det(A)|| det(vy, ..., v,)| > |det(vy,...,v,)| =d(A) = A(H).

Igy 1 < det(A) = 1+ By6+ By6? + - - -+ B,6™. Ez minden kellSen kicsi
|0]-ra igaz, ezért By = 0 és By > 0, vagyis

2B, — B} > 0.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy k£ < %n(n +1). Mivel az n? darab a;;
kozott $n(n — 1) par rendre megegyezik, igy 3n(n+ 1) darab véltozora
adott kevesebb, mint %n(n + 1) egyenlet, tehat létezik olyan megoldas,
ahol az n? darab a;; valtozo koziil nem mindegyik 0. Ekkor azonban

2
2B2 — B% =2 (Z Qi Q55 — Zajiaij> — (Z aii) = — Z a?j < O,

7> j>i 1<5<n
1<i<n

ami ellentmondaés. ]

4.11. Definici6é. A H halmazt szigortian konvexnek nevezziik, ha min-
den 0 < t < 1-re és H béarmely két kiilonb6z6 x és y hatarpontjara
tx + (1 — t)y a H-nak belsé pontja.

4.12. Tétel. Legyen H eqy az origora szimmetrikus, szigorian konvex
nyilt halmaz, és A eqy H-elfogadhato rdacs. Ekkor legfeljebb 2™ —1 A-beli
(+p, —p) pontpdr eshet H hatdrdra.

Bizonyitds. vq,...,v, legyen a A egy bazisa, és tegyiik fel, hogy p =
a1v1 + -+ + a,v, a H egy hatarpontja. Ekkor aq,...,a, mindegyike
nem lehet paros, mert ilyenkor H szigoru konvexitédsa miatt az %p racs-
pont a H-nak egy az origotol kiilonbozé belsé pontja lenne. Ez nem
lehetséges, mivel A H-elfogadhato.

Tegyiik fel, hogy p' = ajvy +--- 4+ a,v, is a H egy hatarpontja agy,
hogy minden i = 1, ..., n-re a; és a, azonos paritastak. Ekkor %(p+ )
szintén racspont, és H szigoru konvexitdsa miatt a H-nak bels§ pont-
ja. Mivel A H-elfogadhato, igy ez a pont csakis az origd lehet, vagyis
p = —p’. Ebbdl kovetkezik, hogy a hatarpontparok maximalis szama
megegyezik az n-es szamsorozatokra képzett (mod 2) maradékoszta-
lyok szaméaval a (0, ...,0) maradékosztalyt leszamitva. O
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5. Racspolitépok

A racspolitopok a racsok geometridjanak szintén egy kiilénosen bé
fejezte. Mi ezen beliill most a racspolitopok racspontjainak szaméra
vonatkozo6 érdekességekre fokuszalunk. Ebben a fejezetben kizérolag a
Ay raccsal fogunk foglalkozni.

El6szor Pick tételét fogjuk ismertetni, amelynek bizonyitasdhoz két
lemmara lesz sziikségiink.

5.1. Definicié. Egy sikbeli konvex racssokszoget nevezziink egyszert-
nek, ha csiicsai egész koordinataju pontok, de rajtuk kiviil nem tartal-
maz tovabbi racspontokat.

5.2. Lemma. Minden sikbeli egyszerii H = conv{vy, v1,v2} racsha-
romszog teriilete %

Bizonyitds. Jelolje A a vy és vy pontokat 6sszekotd szakasz felez&pont-
jara valo kozéppontos tiikrozést. A vg,vq,v9,v74+v9—vq csiicsu P parale-
logramma és a Ay = Z? récs is szimmetrikus A-ra, igy a P = HUA(H)
paralelogramma is egyszerd, és egész koordinataju eltoltjaival kipar-
kettazhato a sik. Vagyis v; — vy, v3 — vy a Z* racs bazisa, aminek
determinansa 1, igy P teriilete 1, azaz H teriilete % O

5.3. Definici6. Egy sikbeli P réacssokszog felbontasat olyan récshé-
romszogekre, amelyek csiicsai P belsé és hatarra es6 racspontjai koziil
valok a P haromszogelésének nevezziik.

5.4. Lemma. Minden sikbeli racssokszognek létezik haromszogelése.

Bizonyitds. A racssokszog csucsinak a szama legyen n. A lemmat n-
szerinti indukcioval bizonyitjuk. n = 3-ra trividlisan teljesil. n > 4
esetén tegyiik fel, hogy az indukcios feltevés n — 1-re teljesiil. Ahhoz,
hogy a lemma egy tetsz6leges n-csticsi racssokszogre is teljesiiljon elég
talalni egy olyan atlot, amely két olyan kevesebb csiicsti racssokszogre
vagja az eredetit, amik OsszeilleszthetSk gy a megfelel§ oldalak men-
tén, hogy visszakapjuk az eredetit.

Nevezziink egy p csticsot konvexnek, ha a récssokszog p-nél 1évé bel-
s6 szoge 180°-nal kisebb. A racssokszog belss szogeinek az Gsszege
(n —2)180°, igy a skatulyaelv szerint létezik legalabb 3 konvex cstcsa.
Legyen egy ilyen cstics p, és p két szomszédos cstucsa legyen q és 7.
Amennyiben a qr szakasz teljes egészében a racssokszogben fekszik,
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akkor § jo lesz atlonak. Ha nem, akkor a pgr haromszog tovabbi csi-
csokat is tartalmaz, igy a qr szakasz egyenesét toljuk el p felé addig,
ameddig ra nem esik az utols6 pgr-ben 1év6 s csics. Ekkor sp teljes
egészében a racssokszogben van, és ¢ megfelel§ atlo lesz. O]

5.5. Tétel (Pick). Bdrmely P sikbeli ricssokszdg teriiletére teljesiil

1
t(P) =np + inh —1
egyenldség, ahol ny és ny, rendre a sokszdég hatdrdn, illetve belsejében
[évd rdcspontok szamdt jelolik.

Bizonyitds. Az el6készitd lemmaink szerint 1étezik P-nek haromszoge-
lése % teriiletd racsharomszogekre. Ezt a haromszogfelbontast értelmez-
ziik egy sikbeli grafként, ami a sikot & — 1 darab % teriiletli racsharom-
szogre ¢s egy nem korldtos tartomanyra bontja. Tehat t(P) = (k—1)3.
P cstcsainak és éleinek a szamat jelolje rendre n és e, a grafnak P olda-
laival megegyezs éleinek a szamat ey, a tobbi élének a szdmat pedig e,.
Minden kis racsharomszoégnek 3 oldala van, és minden ej,-hoz szamolt
¢l egy, mig minden e,-hez szamolt ¢l két kis hdromszogenek oldaléle,
igy 3(k — 1) = ey, + 2ey, vagyis k = 2(e — k) — e;, + 3. Nyilvan ny, = ey,.
A sikgrafokra jol ismert Euler-formulat felhasznalva adédik, hogy

k=2e—k)—en+3=2(n—2)—np+3=np+2n, — 1,

azaz )
t(P):nb+§nh—1. ]
[.G. MacDonald és J.E. Reeve egy nagyon szép kiterjesztését mutat-
tak meg Pick tételének magasabb dimenzios euklideszi terekre. Tételiik
bizonyitasahoz fel fogjuk hasznalni Ehrhart polinomialitasi és recipro-
citasi tételét. Ezeknek a bizonyitasa [3]-ban megtalalhato, azonban
rendkiviil hosszadalmasak, igy én most csupan kimondom és nem bizo-
nyitom Gket.
Mostantol az egyszertiség kedvéért egy P C R™ politopban 1évs Ay =
Z"-beli racspontok szamat [(P):= #(P N Ag)-vel jeloljik, és legyen
tovabba [°(P) := (—1)"~ 4 P) 4 (relint(P) N Ay).

5.6. Tétel (Ehrhart). Legyen P eqy tetszdleges R™-beli konvex politdp,
amelynek a relativ belseje nem dres. Ekkor:
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o [(kP) = pp(k) VE € N, ahol pp egy olyan n-edfoki polinom,
amelynek féegyiitthatdja V (P) és konstans tagja 1.

o I"(kP) = (—1)"pp(—k) Vk € N.

Megjegyzés. Erdekesség, hogy M. Henk, A. Schiirmann és J.M. Wills egy
meglepd Osszefliggést taldltak az Ehrhart-polinomok gyokei, és a récs-
politopok szukcessziv minimumai kézétt. Megmutattak, hogy amennyi-
ben P egy R™-beli konvex racspolitop, amelynek a relativ belseje nem
iires, és ¢ = 1,...,n-re szukcessziv minimumai a Z"™ racsra vonatkozo-
an \;(P,Z") = A\i-ek, a pp Ehrhart-polinomnak a gyokei pedig a;-¢ek,
akkor

(4t an) KL 4+ M)
Es egyenléség csakis a P = {x € R": —1 < x; < 1} kockara all fenn.
Most azonban térjiink ra MacDonald és Reeve tételére.

5.7. Tétel (MacDonald és Reeve). Legyen P C R™ egy konvex Z"-beli
racspolitop, amelynek relativ belseje nem tires. Ekkor:

o nlV(P) = i(—l)"‘j (T.L>l(jP)-

=0 J

n—2
. (n—21)n!V(P) _ %‘i‘ (—21) + E (_1)3 (nj )L((n—l—])P), ahol
=0

L(P) = } (1(P) + 1(P).

Bizonyitds. Ehrhart tételének elsé része szerint létezik olyan n-edfokt
V(P) f6egytitthatoju és 1 konstans tagt pp polinom, hogy Vk € N-re
[(kP) = pp(k). Mivel i = 0,...,n-re pp(i) = I(iP) # 0, igy alkal-
mazhatjuk Lagrange parcialis tortekre vonatkozo tételét, amely szerint
megfelel§ c; egyiitthatokkal

vagyis




j=0,1,...,nre végezziik el az x = j helyettesitést. Igy

I(jP) = pr(j) = ch<3’ —i) =
i
GGI=0)G—1)...0—G-1)G—G+1D)...(j —n), azaz
_ (=)GP)

=) )

Mivel az (1) egyenlgség bal illetve jobb szélén allo kifejezésben az ™

n
egylitthatoja rendre V(P) és ch, igy ezeknek meg kell egyezniiik.

Jj=0
A (2) egyenlGség alapjan n! E ¢ = E (—1)"7 (@)l(jP), igy épp az
, . J
Jj=0 Jj=0

els6 bizonyitando egyenlGség adodik.
A tétel méasodik részének bizonyitasdhoz fontos észrevétel, hogy Ehrhart
tételébsl k € N-re

L(kP) = 5 (IEP) + I'(kP)) = £ (op(k) + (~1)"pp(—H))) = ap (k)

kovetkezik, ahol ¢p egy n-edfoku, V(P) f6egyiitthatoju polinom, amely-
ben az n — 1-edfoku tag egyiitthatoja 0, a konstans tag pedig % -+ %

Mivel i@ = 0,...,n-re gp(i) # 0, igy megint alkalmazhatjuk Lagrange
tételét, de most olyan forméaban, amelyben kihasznéljuk, hogy qp f6-
egyiitthatoja V(P). Tehat megfelels d; egytitthatokkal

n—1
n—?P(x) - V(P) + Cﬁ ’
[Te- =t
i=0

vagyis

Megint végezziik el j =0,1...,n-re az x = j helyettesitést. Igy
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L(jP) = qp(j) = d; 1:[(] — 1), azaz
=

—1)"77'L(jP)

Mn—j—1) (4)

Itt L(OP) jeloli 3 + %—et. Mivel a (3) egyenlgség két oldalan allo
kifejezésben 2" egyiitthatojanak meg kell egyeznie, és g,(z)-ben ez

az egylitthato 0, igy (4) alapjan

0= (n— 1)V (P) <2<—j>> n (2(—1%]‘* (” ; 1)L<jP>) .

j=0 7=0

dj:(

Ebbdl az egyenlGséghdl azonnal kovetkezik a tétel mésodik része kihasz-

n—1
-1
nalva, hogy Z(—j) = —%.

J=0

]
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