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Koszonetnyilvanitas

ElsGsorban szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Palfy Maténak, aki min-
dig elérhetd volt szdmomra és iranymutatéassal latott el. Olyan kozeget teremtett,
amiben élvezetes és konnyti volt 0j témakat felfedezni, sosem éreztem a részérél sem-
milyen nyomést vagy elégedetlenséget. Tovabba halédval tartozom neki a motivalt,
jo hangulatu konzultaciokért, végtelen tiirelméért és a tdmogatasért, amit nytujtott.
Oriasi koszonet illeti a csaladomat is, akik mindig hittek benne, hogy én barmire
képes vagyok és ezt éreztették is velem. Ezen feliil szeretném megkoszonni a bara-

taimnak az elképzelhetetlen mennyiségi tiirelmiiket és segitségiiket.



Bevezetés

Az atdarabolasok témakore tekintélyes matematikatorténeti multtal rendelkezik.
Kezdetben sokszogek sokszogdarabbal vald egymasbadarabolhatosagaval foglalkoz-
tak, Bolyai tétele azt allitja, hogy ez pontosan akkor teheté meg, ha a két sokszog
teriilete ugyanakkora. Ezt kivetGen Max Dehn cafolta ennek az allitasnak a megfe-
lel6jét harom dimenzidoban, avagy létezik két egyforma térfogatt poliéder, amelyek
nem darabolhatoak at poliéderdarabokkal (Hilbert 3. probléméja).

Ezutan az altalanos érdeklédés afelé terel6dott, hogy tetszéleges darabokat meg-
engediink az atdarabolés soran. Ennek az idészaknak a legmegddbbentébb tétele a
Banach—Tarski-paradoxon, amely azt mondja ki, hogy egy tomor egységgdémb egy-
maéasbadarabolhat6 két tomor egységgdmbbel. A szakdolgozat keretén beliil belatjuk
a Banach—Tarski-paradoxont és annak egy erd@sitését is.

Az euklideszi terekben vald atdarabolhatosag fogalmat altalanositva, lehet vizs-
gélni tetszdleges G csoport hatasat egy X téren, és ez a csoporthatas mellett két
X-beli halmaz egyméasbadarabolhatésagat. Adott A, B C X részhalmazok akkor da-
rabolhatok at egymasba, ha léteznek A = A U...UA, és B = By U...UB), diszjunkt
felbontésok és g; € G csoportelemek, hogy ¢;(A4;) = B; minden i = 1,..., k-ra. Itt
egy klasszikus kérdés, hogy mikor lesz a G hatésa paradox az X halmazon, ami azt
jelenti, hogy X egymasbadarabolhato két diszjunkt nemiires részhalmazaval is. A
2.2-es alfejezetben belatjuk a neves Tarski-tételt, ami végesen additiv mértékekkel
karakterizalja, hogy mikor lesz egy GG csoport hatésa paradox az X téren.

Tekinthetjiik egy G csoport hatasat onmagéan bal eltolassal, ha ez a hatas nem
paradox, akkor a csoportot amenébilisnak nevezziik. A 2.3-es alfejezetben az ame-
nabilis csoportok alapvet tulajdonsdgait fogjuk vizsgéalni, mint példaul zartak a
részcsoportképzésre, direktosszegre, stb.

Késébb teret nyert az a kérdés, hogy a sokszogeknél altalanosabb, de valami-
lyen regularitasi feltételnek mégis eleget tevé darabokkal mely halmazok lesznek
egymasbadarabolhatoak. A regularitéasi feltétel altalaban azt jelenti, hogy Borel,

Baire-mérhet6 vagy Lebesgue-mérhet§ darabokat hasznalunk. Fzen témakor vizsga-



TARTALOMJEGYZEK

lata a Borel-kombinatorika eszkozein alapul. Emiatt a 3.1-es alfejezetben bevezetjiik
a Borel-graf fogalmét és alapvetd tételeket mondunk ki és bizonyitunk be a lokalisan
véges Borel-grafokrol. Ezek utan a sziikséges ismeretekkel felvértezve a 3.2-es alfe-
jezetben belatjuk a Banach—Tarski paradoxon Baire-mérhets valtozatat, avagy az
atdarabolasban szereplé darabokroél feltehetjiik, hogy Baire-mérhetéek. Ez az alli-
tas azért is figyelemre mélto, mert Lebesgue-mérhets darabokkal mar természetesen

nem oldhato meg az atdarabolas, igy ez a tétel valamilyen szempontbol "optimalis".



1. fejezet

Elokészuletek

1.1. El6ismeretek és jelolések

1.1.1. Definicié. Egy p: P(X) — [0, 00] halmazfiigguényt végesen additiv mérték-
nek nevezink, ha p(0) = 0 és ha diszjunkt Ay, ... A, C X halmazokra igaz, hogy

(Ui, Ai) = D00, n(As).

Megjegyzés. Altaliban a mérték definicidja ennél szigoribb, viszont a szakdolgozat
keretein belil csak erre lesz sziikségiink. A tovdbbiakban szerepeld mértékek emlitése-

kor mindig végesen additiv mértékre gondolunk.

1.1.2. Definici6. Egy p : P(X) — [0,00] mérték invarians eqy G az X-en hato
csoportra, ha minden A C X-re és g € G-re u(A) = u(g(A)).

Megjegyzés. Minket azért a végesen additiv G-invaridans mértékek fognak érdekelns,
mert a G-invaridnssdg garantdlja, hogy a g-beli elemmel eqymdsba vihetd halmazok
meértéke megegyezik, és ez a véges additivitdassal eqyiitt azt eredményezi, hogy az eqy-

mdsbadarabolds mértéktarto.

Jelolés. Egy G = (V, E) grdfban jeloljik az X C V csicshalmaz szomszédainak
halmazait Ng(X)-el, vagy ha a kontextusbdl egyértelmi, akkor N(X)-el.

1.1.3. Tétel (Konig-Hall-tétel). Legyen G = (V, A, B) egy véges pdaros graf A és B
osztdalyokkal. A grafban akkor és csakis akkor van teljes pdrositas, ha minden W C A
és minden W C B részhalmazra |N(W)| > |[W|.

Megjegyzés. A tétel igaz nem eqyszeri grafokra is, hiszen a tobbszords élek elha-
gyasaval a szomszédhalmazok nem valtoznak, igy az eredeti tétel dllitdasa haszndlhato

a modositott grifra (amelybdl elhagytuk a tobbszords éleket).
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Jelolés. Legyen Z = X X Y. Ekkor az X-re valo vetitést my-al, az 'Y -ra valo vetitést

pedig 1 -el jelolyik.

Jelolés. Legyen X egy tetszdleges tér, A C P(X) pedig egy tetszdleges halmazrend-
szer. Ekkor az A dltal generdlt o-algebrdt o x (A)-val jeloljik, ha X egyértelmd, akkor
o(A)-al.

Jel6lés. Ha (X, T) egy topologikus tér, akkor a o(T) halmazcsalddot B(X)-el jeldljik

és a tér Borel-halmazainak nevezzik.

Jelblés. Legyen (X, 1) egy topologikus tér. Egy A C X halmaz belsejét int(A)-val,
kiilsejét ext(A)-val, a lezdrtjdt A-val, a komplementerét pedig A€ -vel jeléljiik.

1.1.4. Definicié. Legyen (X, T) egy topologikus tér. Egy A C X halmazt sehol sem
stirimek neveziink, ha int(A) = (). Egy halmazt elsé kategoridjinak neveziink, ha
elddll mint sehol sem siridek megszamldlhato unioja. Eqy halmaz rezidudlis, ha a

komplementere elsd kategoridju.

1.1.5. Definicié. Egy A C X halmazt Baire-tulajdonsdginak neveziink, ha létezik

v

Megjegyzés. A Baire-tulajdonsdgu halmazok épp megegyeznek a nyiltak €s az elsd

kategoriajiak dltal generdlt o-algebraval.

Feltételezziik, hogy az olvas6 tudja, mi az a szabadcsoport és a speciélis ortogo-

néalis csoport.
Jelblés. Jeliljik az n dimenzids specidlis ortogondlis csoportot SO(n)-nel.

Megjegyzés. 3 dimenzioban a specidlis ortogonalis csoport elemei megegyeznek az
origon dtmend egyenes kiorili forgatdsokkal, igy a tovdbbiakban SO(3) elemeire for-

gatdsokként tekintiink.

1.1.6. Tétel (A végesen generéalt Abel-csoportok alaptétele). Ha G egy végesen

generdlt Abel-csoport, akkor izomorf valamely Z”@ijl P.. .EBijk. -el, aholn,j; € N,
. 1 k

Di prim €s a iji a pl*-rendd ciklikus csoportot jeloli.

1.1.7. Lemma. Létezik egy olyan im* : [*° — R linedris fiigguény, amelyre igaz,

*

hogy liminf, . x, < lim)

z, < limsup,,_,. ,. Fzt a lim* figgvényt Banach-

limesznek nevezzik.

Megjegyzés. A hagyomdnyosan definidlt Banach-limesznek dltaldban a fentieken

kil mds elvdrt tulajdondgai, de szamunkra csak erre lesz sziikség.
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Megjegyzés. A Banach-limesz fenti tulajdonsdgaibol kovetkezik az is, hogy ha

*

T > Yn minden n-re, akkor lim, .
*

enes, akkor lim z, = lim T, azaz a hatarérték "szépen" kiterjeszthetd a
i n— oo n—o0 n

x, > lim’ , _ y,, tovdbbd ha (x,)nen konver-

konvergens sorozatok terérdl a korldtos sorozatok terére.

1.1.8. Definicié. Egy (X, 1) topologikus teret szepardbilisnak neveziink, ha létezik
megszdmldalhato sird részhalmaza. Teljesen metrizdlhatonak nevezzik, ha megadthato

olyan teljes metrika, amely kompatibilis a topologidval.

1.1.9. Definicid. Egy (X, 1) topologikus teret lengyel térnek nevezink, ha szepard-

bilis és teljesen metrizdalhato.

1.1.10. Lemma. Ha X,Y lengyel terek, akkor a szorzattér Borel o-algebrdja meg-

egyezik a terek Borel o-algebrdinak szorzatdval, azaz:
B(X xY)=DB(X)xB(Y)
[5, Azonossag 3.1.

1.1.11. Lemma. Legyen (X, T) egy lengyel tér, By, Bs, ... € B(T) Borel-halmazok
eqy sorozata. Ekkor létezik olyan ™ O T lengyel topoldgia, hogy minden B; halmaz
nyitzdart '-ben. |3, Tétel 13.1., 13.3.]

1.1.12. Tétel (Lusin-Souslin). Legyenk X,Y lengyel terek és f : X — Y Borel. Ha
A C X Borel és f|a injektiv, akkor f(A) is Borel. |3, Tétel 15.1.]

1.1.12.1. Kovetkezmény. Ha (X, 1) és (X, 7') lengyel terek, tovaibbd T a 7' topo-
logia finomitdsa (7' C 1), akkor B(1) = B(1').

Bizonyitds. A B(r') C B(7) iranyu tartalmazas nyilvanvalo, a masik iranyhoz hasz-
naljuk az id : (X,7') — (X, 7) injktiv fuggvényt. Ha A € B(7’), akkor az A halmaz
1d szerinti képe az el6z6 1.1.12 tétel miatt Borel, viszont ez épp azt jelenti, hogy
A € B(T). O

1.1.13. Tétel (Lusin—Novikov uniformizécios tétel). Legyenek X,Y lengyel terek, és
f: X =Y egy Borel-fligguény. Legyen A C X olyan Borel, hogy minden y € Y -nak
megszamldalhato sok f szerinti dsképe van A-ban. Ekkora f(A) CY egy Borel-halmaz.
Tovdbba létezik megszdmldlhato sok g, : f(A) — A, n € N Borel-fiigguény gy, hogy
mindegyik [ jobb inverze és minden x € A-hoz létezik n € N, melyre g,(f(x)) = x.
[5, Tétel 3.8.]
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1.1.14. Tétel (Kuratowski-Ulam). Legyenek X,Y lengyel terek és A C X x Y.

Ekkor ha A Baire-tulajdonsdgi, akkor a kovetkezdek ekvivalensek:
o A elsd kategoriagi (illetve rezidudlis)

o Az {x € X : A, els6 kategoriaju (illetve rezidualis) Y-ban} halmaz rezidudlis

X-ben, ahol A, :={y € Y|(x,y) € A}
[3, Tétel 8.41.], 8.41 tétel

1.1.15. Tétel (Tychonoff-tétel). Tetszdlegesen sok kompakt tér szorzata a szorzat-
topoldgidval eqy kompakt tér lesz.

1.1.16. Lemma. Legyen g; : X — {0, 1} Borel-fiigguények egy olyan sorozata, hogy
minden x-hez létezik i, melyre g;(x) = 1. Ekkor a G : X — N fiiggvény, amely

minden x-hez a legkisebb i indexet rendeli, amelyre g;(x) = 1 egqy Borel-fiiggvény.

Bizonyitds. A g; fuggvények segitségével definialjuk a g : X — {0,1}* fiiggvényt
g(x) == (g1(x), g2(x), . . .)-ként. Emlékeztetsiil {0, 1} téren a bazisnyiltak tgy néz-
nek ki, hogy véges sok koordinataban rogzitiink valamit, a tébbiben az egész teret
vessziik. Ekkor ¢ is Borel-fiiggvény lesz, hiszen egy ilyen alakd halmaz ¢ szerinti
dsképe véges sok Borel-halmaz metszete ([);c; 9; 1(0/1) valamilyen véges I-re), igy
Borel.

Legyen V; := {(xn)nen € {0,1}*¥ | 2; =1, és x; = 0 ha j < i}, természetesen V;
egy Borel-halmaz (nyilt is). Ekkor a fent definialt G fliggvény valoban Borel, mert
G(r)=1i < z € g (V). O



2. fejezet

A hagyomanyos kontextus

2.1. Klasszikus eredmények

Jelolés. Jeloljik F,-nel az n elem dltal generdlt szabadcsoportot és F.-nel a meg-

szamldlhatoan végtelen elem dltal generdlt szabadcsoportot.

2.1.1. Definicié. Egy x4, ... x,-bdl képzett redukdlt sz6 az eqy olyan w(xy,...x,) =

wila? . ik formdlis kifejezés, ahol e; = £1, iy € {1,...,n} minden j €
{0,1,...,k}-re és xfj # x;ijl“ minden j € {0,1,...,k— 1}-re.

Ha G egy csoport, és ay,...,a, € G, akkor eqy beldlik képzett redukdlt szot

w(ay,...ay) =ata? ... a;*

i @iy i alakban adhatunk meg.

2.1.2. Definici6é. Legyen G csoport, ekkor ay,as, ..., a, € G elemeket fiiggetlennek

nevezziik, ha az 6sszes beldlik képzett nemiires redukdlt szo kiilonbézik az identitdstol.

2.1.3. Definicié. Legyen G csoport, ekkor ai,as,... € G elemeket fiiggetlennek

nevezzik, ha minden véges részhalmazuk fiiggetlen.
2.1.4. Lemma. SO(3) tartalmaz Fy-t.

Bizonyitds. Az Fy 1étezésének bizonyitédsahoz elég megadni fiiggetlen a, b elemeket.

A bizonyitésban azt fogjuk beldtani, hogy az x és z tengelyek koriili arccos (%) szogti

3
forgatasok fiiggetlenek.
Legyen a az x koriili arccos (%) szog forgatas, b pedig a z koriili ugyanilyen szogi

forgatas. Ekkor a forgatasok matrixalakban:

3 0 1 1 =22 0
3a=10 1 —=2V2| é3b=[2v2 1 0
0 22 1 0 0 3
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Vizsgaljuk a fenti matrixokat harmas maradék szerint (a ’[ |’ jeloli a harmas
maradékosztalyt):
0 0 1 0 O 1
Baj=10 1 V2| Ball=[0 1 =2

0 —v2 1 0 v2 1

1 V20 1 —V2 0

Bb]=1-v2 1 0 B =1v2 1 0

0 0 O 0 0 0

Nevezziik a fenti matrixokat alapmaéatrixoknak. Nézziik a kovetkezé matrixokat:

0 0 1 0 0 1
A=Bal=10 1 V2| B=[|0o 1 2
0 —v2 1 0 vV2 -1
0 vV2 -1 0 —v2 1
C=10 1 V2 D=0 1 2
0 0 0 0 0 0

Egyszerd szamoléssal ellenérizhets, hogy az A, B,C, D, —A, —B, —C, —D, 0 méat-

rixok zartak az alapmatrixokkal valo balrél szorzasra. Példaul:

1 V20 0 V2 -1 0 2v2 1
30 -C=|-v2 1 0 0 1 V2]=1|0 -1 22]|=
0 0 0 0 0 0 0 0
0 —v2 1
={0 -1 —V2|=-C
0 0 0
A teljes szorzotabla a kévetkezSképp néz ki:
X A B C D
Ba] =A|-A 0 A A
3] | 0 -B B B
30] cC C -C o0
317 | D D 0 -D

Vegyiink egy tetszoleges M = a*1b*2 . .. a* a-ra végz6ds redukalt szot (k, € ZF, k; €
Z\ {0} Vi =1,2,...n — 1), ehelyett az egy 3-hatvannyal felszorzott 32i=1lkl )] =

(3asontk)lkal(3psgnk)lkal - (3q)kn s76t fogjuk vizsgalni, és a szorzatot jobbrol balra
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egyszertsitjiik. A = [3a], ezért 3Xi= kAL = (3gson)lkl - (3pson(hn—1))lkn-1] ghn
viszont A¥» = 4+ A a szorzotabla szerint, ezért a kifejezés (3a)k ... (3b)*n-1(£A)-ra
egyszertisodott. A kovetkezos lépésekben {+A, +B, +C, £ D}-beli elemet kell szoroz-
nunk balrél az alapmatrixokkal a szorzoétabla szerint. Ezt a redukcios 1épést folytatva
a szorzat egy {0,+A, £ B, +C, +D}-beli elemmé egyszertisodik.

Viszont nem lehet 0 a kovetkezs érvelés miatt: tegyilik fel, hogy a koévetke-
z6 tényezs, ami utdn nullava valt a szorzat a [3b] volt, ekkor az addig egysze-
risitett szonak +D-nek kell lennie végén, de az esetben az eredeti szoban meg-
jelent volna egy [3b][307!] tag, ami ellentmond azzal, hogy a sz6 redukalt volt.
Ezért a redukcios lépéseket el tudjuk végezni, anélkiil, hogy nullat kapnénk, amibdl
3= kM € {£A, £B,+C, £D} kivetkezik. Ebbél kivetkezik, hogy M # I, mert
32 iz ki

I = 0 lenne a harmas maradékok vizsgalataval. Szimmetria okokbdl hason-

1

l6an definialhatoak segédmatrixok a~'-re, b-re vagy b~ '-re végz6ds szavak esetén is

és a bizonyitas lényegében ugyanigy megismételhetd. O]

Megjegyzés. Jol ismert csoportelméleti dallitds, hogy egy Fy tartalmaz F..-t, igy
SO(3) is tartalmaz Fy-t

2.1.5. Tétel. Legyen S = {x € R3 : |x| = 1}. Ekkor létezik olyan E C S, amelyre
E-nek van végtelen sok diszjunkt egybevago példanya S-ben, de S lefedhetd E-nek
négy eqybevdgo példdnydval.

Bizonyitds. Legyen U C SO(3) végtelen fiiggetlen origd koriili forgatasokbol &allo
rendszer (ilyen létezik az el6z6 lemma és megjegyzés miatt). Legyen a € U, V =
U\ {a}, G pedig a V elemei &ltal generalt részcsoport (ezt az a-t késébb fogjuk
hasznalni). Definialjuk S elemein a kévetkez ~ ekvivalenciarelaciot: @ ~ y <=
dg € G g(x) = y. Legyen C C S a G\ {id} elemeihez tartozo fixpontok halmaza.
Ekkor C' ekvivalenciaosztalyok unioja, mert ha y ~ x € C, akkor egyrészt 3 f € G,
melyre f(z) = xz, masrészt dg € G, melyre g(z) =y = z = fg ' (y) =
y=g9fg(y) = y € C.Legyen HC S\ C egy olyan halmaz, mely minden
S\ C-beli ekvivalenciaosztalybol pontosan egy elemet tartalmaz. Egy tetszéleges
rogzitett b € V mellett definidljuk a kévetkezSképp az altalunk keresett halmazt:
E={g(x): x € H, g € G, és a g-t definialo G-beli sz6 b hatvanyaval kezdddik}.
Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy S-ben létezik E-nek végtelen sok egybevago
példanya, azt fogjuk belatni, hogy tetszéleges kiilonbo6zs vy, v € V' \ {b}-kre v1E N
voF = (). Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy 3 f(x), g(y) € E (x,y € H),
melyekre v1 f(x) = vag(y). Atalakitva g~'vy 'v1 f(2) = y adodik, ahol a baloldali

fiiggvény nem az identitas, mert vy, v, és b fiiggetlenek, igy v, 'v; nem b-hatvany,



KLASSZIKUS EREDMENYEK 8

f és g viszont b-hatvannyal kezdédik. Ebbél x ~ y kdvetkezik, de mivel z,y € H,
ezért egyenl@ség all fenn, ekkor viszont x fixpontja egy nem identitas elemnek, ami
ellentmond H definicidjéval.

Most megmutatjuk, hogy S\ C' lefedhets E két egybevégo példanyaval. Legyen
x € S\ C tetszoleges, ekkor létezik y € H, melyre © ~ y, azaz x = ¢(y) valamely
g € G-re. Ha g b-hatvannyal kezdddik, akkor g(y) € E, egyébként bg(y) € E, azaz
S\CCEUV'E.

Vegyiik a bizonyitas elején definialt a-t, amely fiiggetlen G elemeitsl. Utolso lé-
pésként azt latjuk be, hogy C C a 'EUa'b~E. Vegyiik észre hogy ehhez elég lenne
az is, hogy CNaC = @, mert akkor aC C S\ C C EUb™'E. Indirekt bizonyitunk, le-
gven x € C és a(x) € C, C definicioja miatt ekkor léteznek f, g € G\ {id}, melyekre
f(z) =z és ga(z) = a(x), azaz a 'ga(z) = x. Tehat x fixpontja mindkét forgatas-
nak, ami viszont csak akkor torténhet meg, hogy ha azonos a tengelyiik. Ez esetben
viszont kommutalnak, amibsl fa~'ga = a"'gaf, majd f~la'¢ lafa"lga = id
adodik. Ez viszont ellentmond azzal, hogy U fiiggetlen, hiszen f és g a V elemeibdl

képzett nemiires szavak.

[]

Megjegyzés. Az is igaz, hogy SO(3)-ban létezik kontinuum sok elem dltal generdlt
szabadcsoport. Ennek a felhaszndldsdval a bizonyitdst lényegében ugyaniigy megismé-
telve azt is belathatjuk, hogy létezik olyan E, aminek van kontinuum sok diszjunkt

egybevigo példinya S-ben, és S lefedhetd E-nek négy egybevago példdnydval.

Jelolés. Ha X,Y C R", akkor X =Y, ha létezik R™-nek olyan f eqybevdgdsdga,
amelyre f(X) =Y, és ekkor az X ésY halmazokat egybevigonak nevezziik.

2.1.6. Definici6. Az X,Y C R" dtdarabolhatoak egymdsba, ha léteznek X =
UL, Xi ésY = U, Y: (paronként) diszjunkt felbontdasok, amelyre X; = Y;. Ezt
X ~Y-el jelolyiik.

2.1.7. Definicié. Az X beledarabolhato Y -ba, ha létezik Z CY, melyre X ~ Z.

2.1.8. Tétel (Hausdorff-paradoxon). Legyen S = {x € R3: |z| = 1}. Ekkor S elddll
A, B,C, D diszjunkt unidjaként, ahol D megszamldlhato, A, B,C, BUC' pedig mind
atdarabolhatok egymdsba.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk, viszont a 2.1.5 tétellel egy egyszertibben bizonyit-

hato és a tovabbiakban jobban hasznélhato allitast lattunk be.
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2.1.9. Lemma (Cantor-Schréoder—Bernstein atdarabolasokra). Legyenek XY C
R™ tetszdlegesek. Ho X ~ U CY ésY ~V C X — X ~ Y, avagy ha X
beledarabolhato Y -ba és Y beledarabolhato X -be, akkor a két halmaz dtdarabolhato

eqgymdsba.

Bizonyitdas. X ~ U, ezért léteznek X = |J_, X;, U = J._, U; diszjunkt felbontasok
és @; (i € {1,...,n}) egybevagosagok, melyekre ¢;(X;) = U;. Hasonloan, legyenek
Y = Uf:j Y;, V = U§:1 V; diszjunkt felbontasok és ¢, (j € {1,...,k}) a megfelels
egybevagosagok.

Definidljuk f fiiggvényt a kovetkezoképp: f(x) = ¢;(x), ha € X;, hasonloan
legyen g(z) = ¢;(x), ha z € Y,. Ekkor f fliggvény egy injekci6 X-bél Y-ba, a
g fliggvény pedig Y-bol X-be. A Cantor-Schroder—Bernstein-tétel bizonyitasanak
egy kovetkezménye [1, Tétel 4.3., 4.4.] tétel, hogy ekkor léteznek X = A; U Ay és
Y = By U B, diszjunkt felbontasok tigy, hogy f(A1) = By és g(By) = As. Ekkor

n k
X =AUAy = A Ug(B,) = J(XinA) U (YN By)

i=1 j=1

n k

i=1 j=1

amibdl vilagos, hogy X ~ Y. O]

2.1.10. Tétel (Banach—Tarski-paradoxon). Legyenek B, By, Bo C R3 azonos sugari
zart gombok, ekkor By U By ~ B.

Bizonyitds. A 2.1.9 tétel miatt elég azt bizonyitanunk, hogy B;U B, beledarabolhaté
B-be, hiszen a masik irdnya beledarabolhatésag nyilvanvalo. A 2.1.5 tétel alapjan
léteznek A, As, ..., Ag, C1, Cy, . .. egybevagd halmazok, melyekre A;UA;UA3UA, =
Sp, (a By gomb felszine) és A5 U Ag U A7 U Ag = Sp,, tovabba a C,, halamzok
paronként diszjunktak és U:;Cn C Sg. Az A; halmazok nem feltétlen diszjunktak,
de ez nem okoz gondot, néhany A; metszetét darabolhatjuk ugyanis a legkisebb
indext A; szerint. Ebbdl mar a gombfelszinek dtdarabolhatosaga kdnnyen lathato, a
gbmbok belsejeire a kovetkezdképp fogunk attérni. Ha A része valamely fenti gémb
felszinének, akkor jeldlje A* a gomb kozéppontja és az A altal kifeszitett kupot a
kozéppont nélkiil, azaz az olyan pontok halmazat, amik elGallnak a A egy pontjanak
és a gomb kozéppontjanak konvex kombinéaciojaként, de nem a gémb kdézéppontjai.
Jeloljik B;, By, B gombdk kozéppontjait rendre Oi-el, Os-vel és O-val. Ekkor a
fentieket Osszefoglalva azt kapjuk, hogy A3, ..., A3, CT, C5, ... tovabbra is egybevagd
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halmazok, AjUASUASUAU{O} = By és AfUAFUASUALU{Os} = By, tovabba
a C* halamzok paronként diszjunktak és UZOZIC';; C B. Ezekbdl a felbontasokbol
adodik, hogy B\ {O;} beledarabolhato CTUC;UC;UCS-ba, és hasonléan By \ {02}
beledarabolhaté Cz UCE UCT UCE-ba. Ha még a két kozéppontot is "beledaraboljuk”
Cj-ba és Cfy-ba, akkor megkapjuk, hogy B; U B, valéban beledarabolhatoé B-be. [

Megjegyzés. A tételt néha azzal az extra feltétellel mondjik ki, hogy By és B,

diszjunktak, de a nem diszjunkt eset trividlisan kévetkezik a diszjunkt esetbdl.

Megjegyzés. Ugyanezzel a gondolatmenettel az is 1gazolhato, hogy ha
B, By, ...,B, CR3 azonos sugari zdrt gémbok, akkor B ~ By U...U B,.

A kovetkezd kovetkezményt mint a Banach—Tarski-paradoxon erds alakjat is

szoktak emliteni.

2.1.10.1. Kovetkezmény (Banach-Tarski-paradoxon). Ha X,Y C R? korldtosak

és nem tres belsejiek, akkor X ~Y.

Bizonyitds. Elegendd azt belatani, hogy X beledarabolhaté Y-ba, hiszen ekkor a
szimmetria és a 2.1.9-es tétel miatt X ~ Y. Legyen B C Y gomb, ekkor mivel X kor-
latos, lefedheté B-nek véges sok egybevago példanyaval, legyenek ezek By, ..., B,.
Az el6bbi megjegyzés miatt By U. ..U B, beledarabolhat6 B-be, igy X is beledara-
bolhaté Y-ba. O

2.2. Tarski-tétel

A tovabbiakban az dtdarabolhatosagot sokkal &ltalanosabban vizsgaljuk, amihez az

eddigi fogalmaink altalanositésara lesz sziikségiink.

2.2.1. Definici6. Az (X, G) pdrt térnek nevezziik, ha X # 0, és a G az X permu-

tacioibol dllo részcsoport, ahol a mivelet a kompozicio.

2.2.2. Definicio. Legyen (X,G) tér, A,B C X. Ekkor A és B dtdarabolhatdak
egymdsba, ha léteznek A = |J;_, A; és B = |J;_, B; (pdronként) diszjunkt felbon-
tasok, valamint g; € G transzformdciok, amelyre B; = g;(A;). Ezt az dltaldnositott

datdarabolhatésdgot is A ~ B-el jeldljiik.

Konnyen lathato, hogy ez az eddigi atdarabolhatosag-fogalmunkat valoban ki-
terjeszti. Példaul a Banach—Tarski-tétel(2.1.10) ebben az altalanos felallasban tugy
fogalmazhaté meg, hogy X = R? és G = SO(3) (a térben csak ezek az irdnyitas-
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és térfogattartd transzformaciok). Emiatt az eddigi elnevezéseinket a tovabbiakban
ugyanugy hasznalhatjuk, és a legtobb eddig hasznélt tétel is atoroklsdik, példaul

Cantor—Schroder—Bernstein tétel dtdarabolasos verzidja is kidltalanosodik:

2.2.3. Tétel. Legyen (X,G) tér. Ho A/ B C X, A~ By C B és B~ Ay C A,
akkor A ~ B.

Bizonyitds. A bizonyitas lényegében ugyanaz, mint a tétel el6z6 fejezetben emlitett

kevésbé altalanos valtozataé (2.1.9). O

2.2.4. Definicié. Az A C X halmaz paradoz, ha A# 0, A=A UAy;, AiNAy =10
€s A~ Ay ~ Ay. Az A = Ay U Ay-t az A halmaz paradozikus dekompozicidjanak

nevezzik.

2.2.5. Példa. Vegyiik észre, hogy a 2.1.5 tételben, amikor megadtunk a gombfelszi-
nen eqy olyan halmazt, amelynek négy egybevago példdanya lefedi a gombfelszint, de
megszamldlhato diszjunkt példdany is elfér, akkor igazdabdl a gombfelszin egy paradoxi-
kus dekompozicidjdat taldltuk meg. Ugyanis ha Ay, As, ... a megszdmldlhato diszjunkt
példany, akkor S ~ A; U Ay U A3 U Ay-el (2.1.9) és S ~ A5 U Ag U .. .-al is, azaz
S = (A UAyUA3UA) U (A5 U Ag U ...) egy paradozikus dekompozicio. Termé-
szetesen ha a gomfelszinen levd halmazokhoz tartozo kiupokat vesszik, akkor B\ {0}

eqy paradoxikus dekompoziciojdat kapjuk.

A tovabbiakban a paradox halmazokat szeretnénk jellemezni, a kivetkezs tétel

egy nyilvanval6 feltételt ad meg arra, hogy egy halmaz mikor nem paradox.

2.2.6. Tétel. Legyen (X,G) tér és X-en egy p : P(X) — [0, 00] végesen additiv,
G-invaridns mérték. Ekkor, ha A,B C X és A ~ B, akkor u(A) = u(B), tovdbbd
ha p(A) =1, akkor A nem paradoz.

Bizonyitds. Legyenek A = A U ... U Ay és B = By U ... U By diszjunkt fel-
bontésok, melyekre g;(A;) = B; megfelels g; € G transzformaciokkal. Ekkor
p(A) = 30, p(As) = 300 ml9(A)) = 20, p(Bi) = p(B). Ha A paradox lenne,
akkor A = AjUA, és A ~ A ~ Ay. A feltételeinket hasznalva ebb6l u(A) = 2u(A)
adodik, ami nem allhat fenn, ha pu(A) = 1, azaz A nem lehet paradox. ]

A fejezet £6 eredménye a fenti tétel megforditasa lesz, ehhez viszont sziikségiink
lesz némi el6késziiletekre.

Az atdarabolhatosag mint ekvivalenciarelacio ekvivalenciaosztalyokra bontja az
(X, Q) teret, és mi ezeken az ekvivalenciaosztalyokon szeretnénk definialni egy Gssze-
adast, melyre AN B = () esetén [A U B] = [A] + [B] teljesil ([A]-val jeloljik az A
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halmaz osztalyat). Mivel csak diszjunkt halmazokat szeretnénk Osszeadni, viszont
nem fér el minden halmaznak két diszjunkt példanya X-en, ezért egy nagyobb tér-
re lesz sziikségiink. Legyen az 1j tertink X megszamlalhato sok példanya "egymas
mellett", azaz formalisan az X x N halmaz a G' = {(g,7) : g € G, 7 € Sy} csoport-
tal ellatva. Legyen A = {A: 3N A C X x{0,...,N}}, ekkor A invarians G'-re,
azaz az (A, G) par egy tér. Legyen S = {[A] : A € A}, ez lesz az alaphalmazunk.
Az X térnek van egy természetes bedgyazasa X x N-be (X — X x {0}), igy X
részhalmazai A elemeinek tekinthet&ek.

A fent beharangozott modon definidljuk S-en az 6sszeadast a kovetkezGképp: ha
a,b € § elemekhez léteznek A, B € A diszjunkt reprezentanselemek, akkor legyen
[A] + [B] = [AU B]. Ez a mivelet joldefinialt, mert tetszélges A’ € [A], B’ €
[B] diszjunkt reprezentanselemeket vélasztva A U B ~ A" U B’ (hiszen A ~ A’
és B ~ B’'), ebbdl pedig [A'] + [B] = [A'U B'] = [AU B] = [A] + [B] adodik.
Ahhoz, hogy az 0sszeadés minden S-beli elemre definiélt legyen, azt kell belatnunk,
hogy minden a,b € S elemekhez léteznek A, B € A, [A] = a, [B] = b halmazok,
melyek diszjunktak. Ehhez valasszunk tetszéleges A, By reprezentanselemeket rendre
az a és b osztalyokbol. Az A, By halmazokhoz létezik N, melyre A, By C X X
{0,...,N}. Legyen 7 € Sy olyan, hogy 7({0,...,N}) C{N +1,N +2,...}. Ekkor
B = (id, 7)(By) diszjunkt A-tol és B ~ B’ is teljesiil. Igy tehdt S minden elemére
értelmeztiik az Osszeadést.

A definiciobol konnyen ellenérizhetd, hogy a fent definialt (S, +) par kommutativ,
nullelemes félcsoport.

Megadunk egy parcidlis rendezést az S halmazon a kovetkezSképp: a,b € S

elemekre a < b pontosan akkor, ha létezik ¢ € S, melyre a + ¢ = b.

Megjegyzés. Az a < b reldcio igazdbol azt jelenti, hogy tetszdleges A, B reprezen-

tinselemek vdlasztdsdval A beledarabolhato B-be.

2.2.7. Tétel. Ez a relicio reflexiv, tranzitiv és asszimetrikus, azaz ha a,b,c € S,
akkor

e a<a
e a<b,b<c = a<c
ea<bb<a = a=b

Bizonyitds. Az elsé két allitas konnyen ellendrizhets. Tegyiik fel, hogy a < bésb < a,
tovabba legyen A € a és B € b. A rendezés definicioja miatt létezik olyan d = [D],
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melyre a + d = b (azaz [AU D] = [B]). Ebbdl adodik, hogy A beledarabolhato B-
be (hiszen egybevagd B egy részhalmazaval), igy a 2.2.3 tétel miatt A ~ B, azaz
a=>b. O

2.2.8. Tétel. Ha a,b € S,n € N-re na < nb, akkor a <b.

Ez a tétel a fenti eredményeket felhasznélva kovetkezik az alabbi tételbdl.

2.2.9. Tétel (Konig-Valko). Legyen (X,G) tér. Ha Ai,..., A, diszjunktak és
By, ..., B, szintén diszjunktak, A1 ~ Ay ~ ... ~ A,, By ~ ... ~ B, tovdbbd
A U...UA, beledarabolhato By U ...U B, -be, akkor A beledarabolhaté B;-be.

Bizonyitds. A feltétel szerint A;U...UA, ~C C BU...UB,ahy,....,h €G
segitsegével. Legyen f : |J;_, A; — C az a figgvény, melyre f(z) = h;(x), ha z abba
a részbe esik, amire h;-t alkalmazzuk az atdarabolasnal. A tovabbi atdarabolhato-
sagokbol ugyanigy adodnak az f; : A; — Ay és a g; : By — B; fiiggvények.
Tekintsiik azt a paros grafot, melynek két csticshalmaza A; és By (kozos pontok
esetén azokat duplikalva, hogy a grafban A; és B; diszjunktak legyenek), és melynek
{(z,y) rx € A,y € By,3i,7, y = gj_lffi(x)} az élhalmaza. Minden x € A, esetén
x foka n (t6bbszoros éleket is megengedve), mert a gj’1 f fi(z) kifejezésben csak i
valaszhato szabadon, j-t mar meghatarozza, hogy fi(x) melyik B;-ben van. Minden
y € By esetén y foka legfeljebb n a fentihez hasonl6 érvelés miatt. Legyen V' C A,
véges halmaz, N (V') C B pedig V szomszédainak halmaza. Ekkor a V-bél indulo élek
szama pontosan n|V|, masrészt az N (V')-bdl induld élek szama lefeljebb n|N(V)], és
a V-bol indulé élek részhalmaza az N(V')-bdl induld éleknek, igy n|V| < n|N(V)],
azaz |V| < |N(V)|, vagyis teljesiil a Kénig-Hall-tétel (1.1.3) feltétele. Igy a grafban
van parositas, amely fedi Aj-et, ami az atdarabolasok nyelvére visszaforditva azt
jelenti, hogy A; beledarabolhaté Bi-be. O

2.2.10. Tétel. Ha ¢ : S — [0,00] homomorfizmus, akkor a u(A) = p([A]) G-
invaridns, végesen additiv mérték P(X)-en.

Bizonyitds. Ha A C X és g € G, akkor [g(A)] = [4], ezért u(g(A)]) = ¢([g(A)]) =
= ¢([A]) = p(A). Ha pedig A, B C X diszjunktak, akkor u(AU B) = ¢p([AU B]) =
= ¢([A] + [B]) = ¢([A]) + ¢([B]) = u(A) + pu(B). O
2.2.11. Tétel. Ha A € X nemiires és An € N*, melyre (n+ 1)[A] < n[A], akkor A

paradox.

Bizonyitds. Indukcioval adodik, hogy n[A] > (n + 1)[4] > ... > 2n[A], amibdl a
2.2.8 tétel szerint [A] > 2[A]. Ugyanakkor a definiciobél lathato, hogy [A] < 2[A],
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tehat a 2.2.7 (3.) pontja szerint [A] = 2[A], ami azt jelenti, hogy léteznek Ay, Ay ~ A
diszjunkt halmazok, ugy hogy A; U Ay ~ A, ami tanusitja, hogy A paradox. m

2.2.12. Tétel (Tarski-tétel). Legyen (X,G) tér, A C X, A # (. Az A halmaz
pontosan akkor nem paradoz, ha létezik olyan p : P(X) — [0, 00] végesen additiv

G-invaridns mérték, melyre pu(A) = 1.

Bizonyitds. Az egyik irdnyt mar belattuk a fejezet elején a 2.2.6 tételben, azaz
p(A) =1 esetén A nem lehet paradox.

A mésik iranyhoz tegyiik fel, hogy A nem paradox és legyen S mint fent, legyen
még a = [A]. A 2.2.10 tétel miatt elég egy olyan ¢ : S — [0, 0o] homomorfizmust
adni, melyre ¢(a) = 1.

Legyen S, = {na : n € N}, tovabba legyen p(na) = n (n € N), ekkor ¢ egy
joldefinialt hozzérendelés, azaz na = ma esetén n = m. Ha ugyanis ekkor mondjuk
n < m volna, akkor m > n 4+ 1 miatt na = ma > (n + 1)a, ami azt jelentené, hogy
A paradox az el6z6 tétel miatt. Igy definialtuk -t S,-n, konnyen lathato, hogy ¢
homomorfizmus ¢és p(a) = 1.

A tovabbiakban -t szeretnénk kiterjeszteni transzfinit rekurzioval kivetkezé hal-
mazra: F = {x € § : In € Njx < na}; ekkor S, < F < S. Legyen « egy
rakovetkezd rendszam és tegyiik fel, hogy az el6z6 lépésekben -t méar kiterjesz-
tettitk 77 — [0, 0o] homomorfizmussé, ahol S, < T < F. Ez a feltétel az 1. 1é-
pésben igaz, mert T = S,-ra teljesiil, hiszen ha na < ma, akkor n > m + 1-bél
ma > na > (m + 1)a kovetkezne.

A «. lépésben, ha T' < F, akkor valasszunk egy z € F'\ T-t. A (T, z) generélt
félesoport a {x + nz : © € T,n € N} halmaz. Egy alkalmas ¢ € [0,00) szammal
szeretnénk definialni ¢ kiterjesztését a kovetkezSképp: p(z + nz) = ¢(x) 4+ ne, ha
x € T,n € N. A joldefinialtsag, illetve a homomorfizmus megmutatasihoz elég

belatni, hogy ha =,y € T, n,m € N, akkor = + nz <y + mz esetén
o(x) +ne < ¢(y) + me. (2.1)

Koénnyen ellendrzihetd, hogy ¢ : (T, z) — [0, 00] ekkor homomorfizmus. A kovetke-
736 részben tehéat egy olyan c létezését fogjuk bizonyitani, amelyre igaz a fenti 2.1
implikacio.

Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor n = m, azaz x + nz < y + nz. Mivel
z € F,van olyan u € § és k € N, melyre z + u = ka, igy nz + nu = nka. Ebbdl
r+nka=z+nz+nu < y+nz+ nu=1y+ nka adodik, és mivel mindkét oldalon
T-beli elem all, ezért p(z) + nk < p(y) + nk; azaz egy ilyen tipusi egyenlGtlenség

nem ad megszoritast c-re.
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A kovetkezs esetben legyen n < m, azaz x + nz < y + mz. Ekkor azt kell
belatnunk, hogy valamely c-re ¢(x) +nec < p(y) + me, azaz atrendezve % <c

tetszéleges x,y € T', n < m-re. Legyen

A:{M:x,yET,n<m,x+nz§y+mz},
m—n

ekkor A # (), mert 0 + 0z < 0+ 1z, azaz 0 € A. Ebb6l az esetbdl c-re az a feltétel
adodik, hogy ¢ > supA.
Az el6z6 esethez hasonléan, ha u+pz < v+¢qz, ahol p > ¢, akkor a

p0)=g() ~ .

nek kell teljesiilnie és analég moédon definidljuk az

v) —p(u
F:{%:v,uET,q<p,u—|—pz§v—|—qz}
halmazt, ami szintén nem iires, mert z € F’' miatt van olyan £ € N, hogy 0+ 2z <
ka + 0z, igy k € F.
Pontosan akkor van megfelels ¢, ha sup A < inf F, vagyis ha
p(r) —ely) _ plv) = p(u)
m-—n o p—q

(2.2)

feltéve, hogy x +nz < y+mz (n <m) ésu+pz <v+qz (¢ <p). A kezdeti 2.2

egyenlGtlenséget atrendezve
(P —q)e(z) = (p— Qply) < (m —n)o(v) — (m —n)p(u)

= (p— Q@)+ (m—n)p(u) < (m—n)p() +(p—qply) =
= o((p—q@r+ (m—n)u) <p((m—n)v+(p—qy).

Ennek igazolasahoz tekintsiik az alabbiakat:
r4+nz<y+mz = (p—qr+(p—qnz<(p—qy+(p—qgmz,
u+t+pz<v+qgz = (m—n)u+ (m—n)pz < (m—n)v+ (m—n)gqz.
A két sort Osszeadva és rendezve
(p— @z + (m—n)u+ (mp—ng)z < (p—q)y + (m —n)v+ (mp —ng)z.
A korabbiakban lattuk (az n = m esetnél), hogy ekkor (¢ valasztasatol fiiggetleniil)
o((p — q)x + (m —n)u) + (mp — ng)e < p((p — )y + (m — n)v) + (mp — nq)c,

ez pedig a bizonyitand6 allitas volt. Létezik tehat megfelels ¢, amivel belattuk, hogy
v a feltételeinkkel kiterjeszthetd.
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Tehat a a. transzfinit rekurzios 1épésben kiterjesztettiik a figgvényt T-rél (T, z)-
re  tulajdonsdgainak megérzésével. Ha o limeszrendszam, akkor az elStte levs ki-
terjesztések uniovjat vegyiik a a. 1épésben. Ez is megérzi ¢ tulajdonsagait, mert azok
véges elemmel ellendrizhetGek. Azaz a ¢ fliggvény valoban kiterjeszthet§ F-re ren-
dezéstarté homomorfizmusként. Az F' halmazon kiviil pedig definidljuk -t co-nek,
azaz ha w € S\ F-re p(w) = oco. Kénnyi ellen6rézni, hogy ekkor ¢ : & — [0, 00]

homomorfizmus. O]

2.3. Amenabilis csoportok

Egy G csoport hat sajat magéan balszorzassal, igy tehat (G, G) tér és ennek a segit-

ségével definialhatunk egy csak a csoporttol fiiggs paradoxités-fogalmat:

2.3.1. Definicio. Egy G csoportot akkor nevezink paradoznak, ha a (G,G) téren a

G halmaz paradoz.

A Tarski-tétel (2.2.12) alapjan a kovetkez6 mondhat6 a G csoport paradoxitasa-

rol:

2.3.1.1. Kovetkezmény (Tarski-tétel speciélis esete). A G csoport pontosan akkor
nem paradox, ha létezik pn : P(G) — [0,1] végesen additiv, G-invaridns mérték,

melyre u(G) = 1.

2.3.2. Definicié. A G csoport amendbilis, ha létezik u : P(G) — [0,1] végesen
additiv, G-invaridns mérték, melyre u(G) = 1. (Azaz a Tarski-tétel miatt G pontosan

akkor amendbilis, ha nem paradoz)
2.3.3. Tétel. Az F, csoport paradox.

Bizonyitds. Legyen a két generaldo elem a,b és legyen ekkor A =
{a™bFr .. a™ b redukélt sz6 : n; # 0}, konnyen lathato, hogy (aA) U A = F)
(mert n; lehet negativ is). Az A, bA, b*A és b*A halmazok diszjunktak, tovabba
Fy beledarabolhaté A U (bA)-ba és (b*A) U (b*A)-ba. Ezt a konnyen ellendrizhets
allitast a legkdonnyebb vizudlisan latni, ehhez nyujt segitséget a 2.1 és a 2.2 abra.
F»>-t a beledarabolashoz bontsuk fel A U B-re, ahol az B a valamilyen b-hatvannyal
kezd6dé elemek halmaza. Ekkor bA C bA és aB C A, tehat A U B = F;, valéban
beledarabolhat6 bA U A-ba és ugyanigy természetesen (b?A) U (b3A)-be is. A 2.2.3
tétel szerint (mivel a masik iranya "beledarabolhatosag" trivialis) igy Fy ~ AU (bA)
és Fy ~ Fy \ (AU (bA)).

0
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2.1. abra. Fy (Cayley-)grafja 2.2. abra. AUbA a Cayley-grafon

A kovetkezd két tétel kapcsolatot teremt a tér és a rajta hato csoport paradoxitésa
kozott:

2.3.4. Tétel. Legyen (X,G) tér, ahol G paradox. Ha minden g # id € G elemre
teljestil, hogy nincs fixpontja, akkor X paradoz.

Bizonyitds. A G hatasa ekvivalenciaosztalyokra bontja X-et, ahol x ~ y, ha létezik
g € G, melyre y = g(z). Legyen U olyan halmaz, amely minden ekvivalenciaosztaly-
bol egy elemet tartalmaz.

Ekkor, ha g # h, akkor gU NhU = (). Tegyiik fel az ellenkezsjét, legyen x olyan,
melyre x = gu; = huy valamilyen uy, uy € U-ra. Ebbd6] viszont az kévetkezne, hogy
h='qu; = uy = u; ~ uy = U] = Uy, ami viszont ellentmondas, hiszen h~!g-nek
nem lehet fixpontja.

Legyen G paradoxikus dekompozicidja G = AUB (azaz G ~ A ~ B). Ekkor X

paradoxikus dekompozicidja megadhato

X = AU B alakban, ahol A := U gU és B := U gU.
geA geB
Altalanosan ha H C G, akkor legyen H := Uge?—[ gU. Az "egybevagosag" és a ~
relacio is atoroklédik ez a megfeleltetés mellett G-r6l X-re. Ha példaul C;, D; C G
halmazokhoz létezik valamilyen h € G, amelyre h(C;) = D;, akkor a fenti modon
képzett A;, B; halmazokra is igaz, hogy h(A;) = B;, hiszen

he)=\JrU=J fv=J fu=n.
9€C; fehe; feD;
Tovabba, ha C ~ D, akkor a definici6 szerint léteznek C = J_, C; és D = |J;_, D;
particiok és ¢g; € G elemek, melyekre g;(C;) = D;, ami a fenti érvelés miatt azt jelenti,
hogy a bel6liik képzett halmazokra is C = | JI_, C;, D = U, D; és ¢;(C;) = D;, azaz
C ~ D. Az U szerepe annal a tulajdonsagnal fontos, hogy ha C és D diszjunktak,
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akkor C' és D is az lesz. Tehat az atoroklédés miatt X ~ A ~ B, tovabba ANB = ()

teljestil a fenti érvelés miatt. m

2.3.5. Tétel. Legyen (X,G) tér és G eqy amendbilis csoport. Ekkor létezik egy
p o P(X) — [0,1] végesen additiv, G-invaridns mérték, hogy n(X) = 1, azaz G

hatdsa a téren nem lehet paradozx.

Bizonyitds. Legyen v : P(G) — [0,1] a G amenéabilitasat tantsité mérték, és rog-
zitstink egy zo € X elemet. Definialjuk ekkor a keresett p : P(X) — [0, 1] mértéket
a kovetkez6képp: pu(A) == v({g € G | g(zo) € A}). Ekkor p additiv és pu(X) = 1.

Ellenérizziik, hogy p invarians-e egy h € G-beli elemmel val6 szorzasra:
uhA) =v({g € G| g(zo) € hA}) =v({g € G | h " g(x0) € A}) =

=v(h{g e Glglxo) € A}) =v({g € G| g(xo) € A}) = p(A)
O

Az amenabilis csoportok tovabbi vizsgalatahoz be kell vezetniink egy bizonyos

szempontbol altalanositott integrélfogalmat.

2.3.6. Definicio. Legyen A # (), amelyen van egy olyan p : P(A) — [0, 00) végesen
additiv mérték, amelyre u(0) = 0.

o Ha f: A— R egyszerd (véges értékkészleti), R(f) = {c1,...,ck} (ci-k kiilon-
biziek), akkor legyen [, f dp:= S0 csu(f~1({ci}))-

e Ha f korldtos fiigguény, akkor létezik eqyszerd fligguények f, sorozata, melyek-
re fo — [ egyenletesen (2.3.7). Ez esetben legyen [, fdp:= lim, o [, fndp
(2.8.8).

A tovabbiakban azt fogjuk meggondolni, hogy a fent leirtak valoban megtehetéek

és az integral rendelkezik a megszokott alaptulajdonsagokkal.

2.3.7. Lemma. Ha [ korldtos fligguény, akkor létezik eqyszerd fiigguények f,, soro-
zata, melyekre f, — f egyenletesen.

Bizonyitds. Legyen f(A) C (a,b). Ha f(z) € [a+ =%, a+ ©=2(i + 1)), akkor legyen
fo(@) == fla+220). Igy | f — fo] <=2, tehét f,, — f egyenletesen. O

2.3.8. Lemma. Ha f, eqyszerd fiigguények eqy sorozata és f, — f egyenletesen,
akkor limy, o0 [, fr dpv létezik.
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Bizonyitds. Legyen € > 0 adott, ekkor létezik olyan ng, hogy ha m,n > ng, akkor

‘fn - f‘ <¢és |fn - fm| < 2e. Ebbdl |fA In d,u_fA fm d/LISIA |fn - fm’ dﬂ<25N(A)v
tehat limy, o0 [, fn dpt tényleg létezik. O

Megjegyzés. Az integrdl tulajdonsdagainak bizonyitdsai valdjaban nem korkérdsek,
méqg ha elsére annak tinhetnek is. A fenti bizonyitdsban csak azt haszndljuk ki, hogy
eqyszeri figguényekre az integrdl linedris €s teljesil ra a hdromszogegyenldtlenség,
amit a késdbbi tételekben be fogunk ldtni. Ezen tételek mdsodik feleihez (a korldtos

eset) viszont mar szikségiink lesz a fenti hatdrérték létezését garantdlo tételre.

2.3.9. Lemma. Az dgy definidlt integrdl linedris, azaz [, (of +Bg)dp = o [, f dp+
B [, fdu, ahol f,g: A — R korldtos figguények, o, 5 € R.

Bizonyitds. A fent definialt esetek szerint fogunk bizonyitani:

e Ha f: A — R egyszert, akkor f = >"  ¢;xa, valamely ¢; € R szamokkal
és A; C A halmazokkal. Legyen hasonléan g = 2521 d;xB,, ekkor af + Bg =

Yo ij:l(aci + Bd;)X a,nB;, az integralokra attérve és a definiciot hasznalva:

n k
/A(Ozf + Bg) dp = /AZ Z(aci + Bdi) X s, dp =

i=1 j=1
n k

= Z ‘ (ac;+Bd;) (AiNBj) = « Z Z cip(ANB;)+5 Z Z dip(ANB;) =

n k
—a D () + 53 du(B) —a [ gdu+s [ fau

e Ha f, g korlatos fiiggvények, akkor a hozzajuk egyenletesen tartéd egyszerti fiigg-
vények sorozatai legyenek f,, és g,, ekkor af, + Bg, — af + Bg egyenletesen.

a/fdu—l—ﬁ/fd,u:ahm/fndu—l—ﬂlim/gndﬂ:

— tim [ af,+ Bgndy = / of + Bgdy
A A

n—o0

Ezzel belattuk, hogy integral valoban linearis minden fliggvényre.
O

2.3.10. Lemma. FErre az integrdlfogalomra is teljesiil a hdromszégegyenldtienség,

azaz | [, fdul < [, |fldp.
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Bizonyitds. A fent definialt esetek szerint fogunk bizonyitani:

eHa f : A — R egyszerd, akkor [, fdu = S an(f{a)) <
k _
i leilu(F~ {e}) = [41f] du.
e Ha f: A — R korlatos, akkor a hozzéa egyenletesen tartd egyszeri fliggvények
sorozata legyen f,. Ekkor [, fdu =1lim, o fr < limy o0 | ful = [, [f] dpe.
O

2.3.11. Lemma. Ha G csoport, u : P(G) — [0,1] végesen additiv, G-invaridns
mérték, tovabba F : G — R korldtos figguény, és g € G, akkor

/GF(gfc)du:/Gqu

Bizonyitds. Ha F' = x4, akkor

1, hagrec A 1, hazeg!tA

F(gz) = =
0, hagr¢A 0, hazé¢g'A

= nglA(.flf),

ezért
/ F(ga)dp = p(g~"A) = p(A) = / Fdp.
G G

Ha F egyszerd fiiggvény, azaz F' = Y . | c;ya, alakban irhato valamely ¢; € R

szamokra, akkor

LF(9$)dM:iilci/GXAi(gx)d:u:iﬁ;CiLXAidM:LF($)dN-

Ha F korlatos, akkor van olyan s,, egyszert fiiggvényekbdl allo sorozat, amely egyen-
letesen tart F-hez G-n. Ekkor

/ F(gz)dp = lim [ s,(gx)dp= lim [ s,(x)dp= / Fdpu,
G e Ja G G

n—oo

igy készen vagyunk. ]
Ezzel visszatérhetiink az amenabilis csoportok tovabbi vizsgalatahoz.
2.3.12. Tétel. Ha G amendbilis, akkor minden részcsoportja is az.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitunk, legyen H < G egy paradox részcsoport, és legyen
tovabba U C G olyan halmaz, mely H minden jobboldali mellékosztalyabol pontosan
egy elemet tartalmaz. Mivel G = HU, és H parodoxitasa miatt 1étezik olyan C, D
diszjunktak, melyekre H = CUD és H ~C ~ D. Igy G = (CUD)U = CU U DU,
ahol CU N DU = () és persze G ~ CU, G ~ DU (mert ugyanazt a darabolast kell

megcsinélni csak minden mellékosztalyban). O
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Megjegyzés. Az eldzd tételt és azt felhaszndlva, hogy Fy paradox (2.3.3) adodik,
hogy ha egy csoportban van két fiiggetlen elem, akkor paradoz. Ezek utdn természe-
tes kérdésként meriilhet fel, hogy vajon a mdsik wrdny is 1gaz, azaz a paradox halma-
zok tartalmaznak-e sziikségszerden Fy-t részcsoportként. A probléma sokdig nyitott
volt, ma mdr tudjuk, hogy a vdlasz nemleges, eqy ellenpélda az dllitisra a B(2,665)
Burnside-csoport (amelyet két elem generdl, a definidld reldcié pedig w®® = 1, ahol

w befutja a csoport elemeit).

2.3.13. Tétel. Legyen G egy csoport, H < G. Ekkor ha H és G/u amendbilisak,

akkor G is amendbilis.

Bizonyitds. Legyen az amenébilitast tantsité mérték H-n py, a G/a-n pedig ps. Egy
tetszdleges A C G-re definialjuk az fa(z) := i (zAN H) fliggvényt. Gondoljuk meg,
hogy ha x és y H azonos jobboldali mellékosztalyaban vannak, akkor fa(z) = fa(y).
Legyen ugyanis ekkor y = hz (valamilyen h € H-ra), ebbdl

faly) = m((yA)NH) = pa(ha ANH) = iy (b~ (ha AN H)) = pu (2 A) N H) = fa(x).

Mivel f4 konstans a mellékosztalyokon, ezért definialhatjuk az fu : G/u — [0,1]
fiiggvényt a kovetkezéképp: fa(Z) := fa(z), ahol T a Hx mellékosztalyt jeldli.

Legyen a keresett mérték pu(A) =/, /Hf_Ad,uQ. Ellenérizziik p tulajdonsagait.
fo =1, emiatt u(G) = 1. Legyenek A, B diszjunktak, ekkor

faup(x) = m(x(AUB) N H) = m(xANH) + (BN H) = fa(z) + fp(2),

amib6l az adodik, hogy faup(ZT) = fa(T) + f5(T) és (AU B) = u(A) + u(B).
Mar csak azt kell ellenérizniink, hogy p mérték G-invarians. Mivel
gA) =/, /Hfg_Ad,ug, ezért ehhez fg4-t kell jobban megérteniink a tovdbbiakban:
foa(z) = 1 (x(gA) N H) = fa(gx), és ez igaz fya(T) = fa(g7) formaban is. Ezeket
osszefoglalva felirhatjuk, hogy

u(gA) = / (@) din(z / TA(gD) dyn(z / Fa(?) din(7) = u(A)

hasznalva a 2.3.11 lemmat a 3. egyenl@ségnél. Ezzel belattuk, hogy u valoban G-

invarians és be is fejezetiik G amenéabilitasanak bizonyitasat. [
2.3.14. Tétel. Ha G minden végesen generdlt részcsoportja amendbilis, akkor G 1is.

Bizonyitds. A célunk egy olyan p : P(G) — [0,1] tanusit6 mérték adasa, amely
végesen additiv, G-invarians és pu(G) = 1. Legyen H < G egy végesen generalt
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részesoport. Ekkor P(H )-n létezik egy v mérték, melyre v(H) =1 és v(hA) = v(A)
(Vh € HA A C H). Ezt terjessziik ki P(G)-re 1gy, hogy tetszSleges A C G esetén
p(A) :=v(ANh). Erre a mértékre igaz lesz, hogy

whA) =v(hANH) =v(h *"hANh™'H) = v(AN H) = u(A),

ha A C G, h € H, azaz p invarians a H-beli elemekkel val6 balrél szorzasra.
Tekintsiik az X := [] 1[0, 1] teret, amely a Tychonoff-tétel (1.1.15) miatt kom-
pakt. Az X tér elemeire tekinthetiink ugy, mint az osszes p : P(G) — [0, 1] fiigg-

vényre, ezért mi X egy specialis elemét keressiik. Legyen tovabba
My ={p: P(G) — [0,1] | p additiv, u(G) =1, p(hA) = u(A) YVh € H, A C G}.

Az el6z6 érvelés miatt My # (), ha H egy végesen generalt részcsoport. Tovabba
az M§ halmaz nyilt, mert ha az My halmazt definidlo feltételek valamelyike nem
teljesiil, akkor létezik egy kis kornyezet, amelyben ugyanaz a feltétel szintén nem
teljesiil (emlékeztetsiil az X téren levs bazisnyiltak tgy néznek ki, hogy véges sok
"koordinatat" lefixalunk, a tobbiben pedig a [0, 1]-et vessziik). Példaul lassuk be,
hogy az additivitas egy zart feltétetel. Ha p @ P(G) — [0, 1] nem additiv, akkor
léteznek valamilyen diszjunkt A, B halmazok és ¢ > 0, hogy u(AUB) +¢e < u(A) +
p(B). Ekkor ha csak p(A) értékén valtoztatunk legfeljebb e-nyit, akkor p tovabbra
sem lesz additiv, ezzel megadtuk p egy nyilt kornyezetét, amelyben egyik fiiggvény
sem additiv.

Az természetesen igaz, hogy ha Hy, Hs, ..., H; végesen generalt részcsoportok,
akkor (Hy,..., Hy) is egy végesen generalt részcsoport, emiatt () # My,....m, €
My, O ... N My, , ami miatt My, N ... N My, # 0. lgy azt tudjuk, hogy barmely
véges sok My (ahol H végesen generalt) zart halmaz metszete nem tires, igy a
Cantor-metszettétel miatt (N yo, won. Mu # 0, és az ebben a metszetben levé p jo

véalasztés tanumértéknek. O

2.3.14.1. Kovetkezmény. Ha G; (i € I) amendbilis csoportok névd lanca (I ren-
dezett, ha i < j, akkor G; < Gj), akkor \J,c; G is amendbilis.

Bizonyitds. Legyen H < |

valamilyen véges J indexhalmazra H < |

.1 Gi egy tetszbleges végesen generalt részcsoport. Ekkor
ics Gi = Gaa()), azaz H egy amendbilis

csoport részesoportja, igy ¢ is amendbilis. Mivel | J,., G; minden végesen generalt

iel
részcsoportja amenéabilis, igy az el6z6 tétel miatt 6 is amenéabilis. O]

Megjegyzés. Minden véges csoport amendbilis, hiszen a szamldalomérték lenormdlva

a csoport elemszdmduval eqy megfeleld tanumeérték.
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2.3.15. Tétel. Minden Abel-csoport amendbilis.

Bizonyitds. Legyen G egy Abel-csoport, ekkor a 2.3.14 tétel miatt elég G végesen
generalt részcsoportjaira ellenérizni az amenabilitast, és ezek a részcsoportok az 1.1.6
tétel miatt izomorfak Z™ & Zpglvi D...P Zpi,c—el valamely n, j; € N, p; prim értékek
mellett.

A 2.3.13 tétel miatt ha egy direktdsszeg minden tagja amenébilis, akkor maga a
direktOsszeg is az, igy csak azt kell leellendrizniink, hogy Z és Z, amenabilisak (ahol
p egy tetszoleges prim). Z, természetesen amenabilis az el6z6 megjegyzés miatt.

Lassuk be, hogy Z amenéabilis. Ehhez egy p : P(Z) — [0, 00] végesen additiv,
Z-invarians mértéket fogunk megadni. Legyen A C 7Z tetszGleges, ekkor definnidljuk
a kovetkezd halmazfiiggvényt:

Természetes lenne az a gondolat, hogy definialjuk p(A)-t lim,, o pn(A)-ként,
viszont ez a limesz altalaban nem létezik. Ehelyett az 1.1.7 lemméaban kiterjesztett
hatéarérték-fogalmat, az Banach-limeszt fogjuk hasznalni, legyen

p(A) == lHm* p, (A).

n—oo

Ellendrizziik, hogy az igy definialt u végesen additiv. Legyen A, B C Z két disz-

junkt halmaz, ekkor

(AU B) N [—n,n]| _ |AN [—n,n]| + |BN[—n,n||

(AUB) =
fin ) om—+1 m+ 1

= tin(A) + pin(B),

ezzel i, additivitasat belattuk, p additivitasa pedig kovetkezik bel6le: u(A U B) =
lim,_, . pin (AU B) = lim,_(0n(A) + ia(B)) = i, jin(A) + i, __jin(B) =
u(A) + 1u(B).

A bizonyitas befejezéséhez csak azt kell belatnunk, hogy p egy Z-invarians mér-
ték. Legyen A C Z, k € Z tetsz6legesek, n rogzitett. Vegyiik észre, hogy az A

halmazra és a k(A) := A + k eltoltjara a kévetkezs tartalmazas teljesiil:

ANnf—n,n] Ck(A)N[-n—kn+kl CAN[—n—2k,n+ 2k].

dik:
(2n 4+ Dpn(A) < (2(n + k) + Dpn(k(A)) < (2(n + 2k) + 1) (A)
2n+1 2n + 4k + 1

mﬂn(fl) < pn(k(A)) <

— 1, (A
- 2n+2k+1””( )
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2k 2k
——————— i (A) < pp(k(A)) — pn(A) < ————— (A4
o on 5 1M (A) S pn(k(A)) —pn(A) < oo pa(A)
A két szélss sorozat konvergens (ha n — oo), hiszen 0 < p,(A) <1 és % — 0.

A rendér-elvet hasznalva emiatt y, (k(A)) — pun(A) — 0, azaz

p(k(A)) = T o (k(A)) = T oo (A) = u(A).

n—oo n—oo

Ezzel belattuk p sziikséges tulajdonsagait, amivel bebizonyitottuk, hogy Z ame-

nabilis, és csak erre volt sziikségiink a bizonyités befejezéséhez. O
2.3.15.1. Kovetkezmény. Minden feloldhato csoport amendabilis.

Bizonyitds. Legyen G feloldhato és legyen egy normallanca {1} < H; <...<H, = G.
Teljes indukcioval bizonyitunk. Ha n = 1, akkor G' Abel, azaz a 2.3.15 tétel miatt
amendbilis. Ha n > 1, akkor az indukcios feltevés miatt H, ; amenébilis, ¢/u,_,
Abel, igy a 2.3.13 tétel miatt G is amenébilis. n



3. fejezet

A modern kontextus

3.1. Borel-kombinatorika és lokalisan véges grafok

3.1.1. Definicid. A standard Borel-tér egy olyan (X, A) pdar, ahol X egy halmaz és

létezik rajta olyan T lengyel topologia, melyre A egyenld ox(7)-val.

3.1.2. Definicid. Borel-grifnak azt a G = (V, E,B) hdrmast nevezzik, ahol (V, E)
eqy grif (azaz E C V? egy szimmetrikus antireflexiv reldcic), (V,B) egy standard

Borel-tér és E a V. x V-nek eqy Borel-részhalmaza.

3.1.3. Definicié. Eqy G = (V, E, B) Borel-grdafot akkor neveziink lokdlisan végesnek,
ha minden él foka véges, azaz minden v € V-re |[N({v})| véges. (Ez nem jelenti azt,

hogy létezik eqy kozos felsd korldt a fokszamokra.)

3.1.4. Lemma. Minden X lengyel téren létezik eqy J megszamldlhato csaldd,
amelyre B(X) = ox(J).

Bizonyitdas. Rogzitsiink egy megszamlalhato stird Y C X halmazt és egy kompati-
bilis d metrikat. Legyen J az olyan racionalis sugart gémbdok unidja, melyek kozép-
pontja Y-beli. Nyilvan J C B. Minden nyilt halmaz el6all 7-beliek megszamlalhato

uni6jaként, igy o(J) tartalmazza a nyiltakat és ezért az egész o-algebrat is. O

Megjegyzés. A fenti lemmdban J vdlaszthato algebrdnak is. Ehhez csak azt sziik-
séges meggondolni, hogy az dltala generdlt o-algebra nem vdltozik és a halmazcsaldd

tovabbra is megszamldalhato marad, de ezek természetesen igazak.

3.1.5. Lemma. Legyen X eqy lengyel tér és J egy algebra, mely generdlja B(X)-et.
Tetszbleges A, B C X véges halamzokra létezik J € J, hogy A C J és BNJ = 0.
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Bizonyitds. Kiilonboz6 a,b € X elemekhez 1étezik egy J,, € J, mely a és b koziil
csak az egyiket tartalmazza (kiilonben B(X) = ox(J) nem szeparalna a-t és b-t).
Feltehetd, hogy J,; a-t tartalmazza, ellenkez6 esetben attérhetnénk a komplemen-
terére. Egy rogzitett a € A-ra a J, := (),c5 Ja» halmaz tartalmazza a-t és diszjunkt

B-t6l, innen J = |, , J, kielégiti a lemma allitasat. ]

acA

3.1.6. Lemma. Legyen (V,B) egy standard Borel-tér, és G = (V, E) egy lokdlisan

véges grdf. Ekkor a kévetkezdek ekvialensek:

(i) Az E C V? halmaz Borel (azaz (V,E,B egy Borel-grdf)
(ii) Minden Y C V' Borel-halmazra a szomszédainak N(Y) halmaza is Borel

(iii) Minden Y C V' Borel-halmazra, az NSY(Y) egységgomb (azaz az olyan
csicsok halmaza, amelyek tdavolsiga Y -tol legfeljebb 1) is Borel

Bizonyitds. Lassuk el6szor be, hogy (i) = (ii), legyen Y C V tetszbleges Borel.
Vegytiik észre, hogy N(Y) el6all, mint Z := (Y x V) N E projekcidja a masodik
koordinatara. A vetitést egy folytonos fiiggvény, és Z-r6l V-re minden elemnek meg-
szamlalhato (igazabol véges) az Gsképe. Ezért N(Y) = m1(Z) egy Borel-halmaz az
1.1.13 tétel miatt.

A (i) = (dii) trividlisan kovetkezik abbol, hogy N<'(Y) = N(Y) UY.

Bizonyitsuk be, hogy (iii) = (i). A 3.1.4 lemma miatt létezik egy megszamlal-
hat6 J o-algebra, amely generélja B—t. Egy J € J-re legyen Aj a J x (V\ N=Y(J))
halmaz és atlora vett tiikorképének, (V' '\ N=1(J)) x J-nek az unidja. Az 1.1.10 mi-
att ezek az A;-k Borelek. A diagonalis eleme a szorzat standard Boreljeinek, azaz
Diagy = {(z,x) : € V} egy Borel halmaza V%-nek. Elég azt belatni, hogy

E=V?\ (Diagy U (| A),
Jeg
mert az Osszes jobboldali halmaz Borel.

Az A;-k definiciojukbol adédoan diszjunktak az E-t6l, ezért az C iranyu tar-
talmazas nyilvanval6. A masik irdnyhoz vegyiink egy tetszéleges (z,y) € V2 \ F
elemet. Feltehets, hogy = # y, kiilénben (x,y) € Diag, és kész lennénk. A 3.1.5
lemma miatt létezik olyan J € J, amely tartlmazza z-et, de diszjunkt N=!(y)-t6l.
Ekkor y ¢ N<!(J), emiatt pedig az (x,y) par Aj-beli. O

3.1.7. Definicié. Eqy r € N-re a G grdf < r-edik hatvinya G=" eqy grdf ugyanazon
a csucshalmazon, és két csics kozétt akkor van él, ha G-beli tavolsaguk legfeljebb r.
A G grdf r-edik hatvdnya az a G" grdf, amelyben két csics kézott akkor van él, ha a

tdavolsdguk pontosan .
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3.1.8. Lemma. Ha G = (V, E, B) egy lokdlisan véges Borel-grdf, akkor az < r-edik
és r-edik hatvinya, azaz GS" és G" is Borel-grafok (r € N).

Bizonyitds. Elészor lassuk be a G=" grafra. G=" graf nyilvan lokalisan véges. An-
nak az ellendrzéséhez, hogy G=" Borel-graf-e, a 3.1.6 lemma (iii) feltételét fogjuk
ellendrizni. A G=" graf definiciojabol adodik, hogy N5L,(A) = NG"(A). Az NE'(A)
halmazt megkaphatjuk tgy is, hogy A-ra alkalmazzuk az Ngl operaciot r-szer. A
3.1.6 lemmaban belattuk, hogy ez az operaci6é megdrzi a Borel-halmazokat. Belattuk,
hogy a G=" gréfra teljesiil a 3.1.6 (iii) feltétele, igy a graf Borel.

Ahhoz, hogy beldssuk a G'-ra is, vegyiik észre, hogy Ner(A) = N5"(A)\
N5"7'(A), ami egy Borel-halmaz, azaz teljesiil a 3.1.6 tétel (ii) feltétele, tehat G” is
egy Borel-graf. O]

3.1.9. Definicié. Legyen G = (V, E, B) egy lokdlisan véges Borel-graf. A szinezés
egy olyan ¢ : V. — X fiiggvény (ahol X wvalamilyen halmaz), amelynél barmely két
szomszédos csiucs szine (azaz ¢ szerinti képe) kilonbozd. Eqy Borel-szinezésen azt

értyiik, hogy a c fligguény Borel és az X eqy standard Borel-tér.

Megjegyzés. A szakdolgozat keretein belil mi csak megszamlalhato szinezésekkel
fogunk foglalkozni, ekkor pedig az eldzd dltaldnos definicio csak annyit jelent, hogy

minden szinosztdaly Borel-halmaz.

3.1.10. Tétel. Minden lokdlisan véges G = (V, E,B) Borel-grdf Borel-szinezhetd
megszdmldalhato szinnel (egy ¢ : V — w Borel-fiiggvénnyel).

Bizonyitds. Rogzitsiink egy megszamlalhato J = {Jy, Ji,...} algebrat, ami gene-

ralja a B-t, ez létezik a 3.1.4 lemma miatt. Definialjuk a kovetkezd halmazt:
A={(z,k) eV xw:xz € Jyés Nx)NJ, =0}

Azaz (z,k) € A, ha a J; szeparalja x-et a szomszédaitol. Minden = € V-re léte-
zik legalabb egy k, melyre (z,k) € A a 3.1.5 lemma miatt, és valasszuk c(x)-et a
legkisebb ilyen k-nak.

Ha két kiilonb6z6 cstics ugyanazt a k szint kapna, akkor mindketten Ji-beliek
lennének, de akkor nem lehetnének szomszédosak, mert a szomszédaik J-tol disz-
junktak (A definicioja miatt). Azaz ¢ : V — w tényleg egy szinezés.

Azt kell meggondolni, hogy ¢ : V' — w egy Borel-fliggvény. Egy rogzitett k-ra
definialjuk:

By :={zx eV :c(zx) >k}
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Mivel ¢ Y(k) = By \ Bpy1, ezért elég azt belatani, hogy minden Bj Borel. A By
komplementere ekkor pontosan az AN (V x {0,...,k —1}) halmaz 7, szerinti képe
(A-bol kivessziik az olyan parokat, amely masodik koordinataja < k, majd vessziik
ezen pontok elsg koordinatait). Ekkor az 1.1.13 tétel miatt elég azt belatni, hogy
A C V x w Borel. Ehhez vegyiik észre, hogy A a definiciéja miatt elGall, mint
A = Upen((Jx \ N(Ji)) x {k}). Ebben a megszamlalhat6 unioban minden halmaz

Borel a 3.1.6 lemma miatt, azaz A is Borel és ezzel befejeztiik a bizonyitast. O]

3.1.11. Definicid. Legyen G = (V, E) egy grif. A ¢: V — w szinezést r-ritkanak
nevezzik, ha a dg(z,y) <r = c(x) # c(y) implikdcio teljesiil.

Megjegyzés. Legyen G = (V, E) egqy Borel-grdf. Vegyiik észre, hogy eqy ¢ : V — X
fiigguény pontosan akkor r-ritka, ha ¢ a G=" grdf eqy szinezése. Mivel G" is Borel-
graf (3.1.8), a 3.1.10 tétel miatt létezik Borel-szinezése, igy G-nek is létezik r-ritka

Borel-szinezése.

3.2. Baire-atdarabolas

3.2.1. Definici6. Legyen G = (V, E) egy grif. Az A CV csicsok egy halmaza G-
invaridns, ha dsszefliggdségi komponensek unidja, azaz nincs A-bol nem A-ba mend

él.
Kovetkezzen néhany technikai, a kés6bbiekben nagyon hasznos lemma és tétel:

3.2.2. Lemma. Ha G = (V,E) egy lokdlisan megszamlalhato grif, akkor létezik
Borel involiciok olyan T; 'V — V' sorozata, melyre x és y pontosan akkor vannak
eqy oOsszefiiggdségi komponensben, ha létezik T;, amire Ty(x) = y [, 7.1-es tétel

specialis esete.].

3.2.3. Lemma. Ha G = (V| E) egy lokdlisan megszamldlhato grdaf, akkor létezik
Borel involiciok olyan T; : V' — V' sorozata, melyre x és y kozott akkor van él, ha

létezik T;, amire Ti(x) =y |5, 7.1-es tétel specialis esete.|.

3.2.4. Definicié. Legyen G eqy graf. A G cimkézésnek neveziink barmilyen | fiigg-
vényt, amely G-bdl valamilyen megszdmldlhato halmazba képez. A (G, 1) part cimké-

zett grdafnak nevezziik.

3.2.5. Definicio. Legyen (G,1) eqy cimkézett graf. Ekkor az F fiiggvényt r-lokdlis
szabdlynak nevezziik a (G,1)-en, ha F a V-bol képez és az értéke csak a N5"(x)-tdl

[

és az ottani cimkézéstdl fiigg, azaz ha N5"(x) = NG'(y) és létezik a cimkézéssel
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kompatibilis a izomorfizmus, akkor F(x) = F(y). Az F figguényt lokdlis szabdlynak

nevezzik, ha valamely r-re r-lokdlis szabdly.

3.2.6. Tétel. Legyen G = (V, E,B) egy lokdlisan véges Borel-grif egqy 2-ritka 1 :
V' — w Borel-cimkézéssel. Ekkor minden F :V — w lokdlis szabdly a (G,1)-en egy
Borel-fiigguény. |5, Tétel 5.17.]

3.2.7. Tétel. Legyen G = (V, E,B) egy lokdlisan véges Borel-graf eqgy | : V — w
Borel-cimkézéssel. Legyenek F tetszdleges fiigguény V -rdl és F,, figguények lokdlis
szabdlyok (G, 1)-en. Ha minden x € V -re létezik n,, hogy minden n > n,-re F,(z) =
F(x), akkor F is Borel. |5, Tétel 5.20.]

Az elBkésziiletek utan most ratérhetiink a fejezet {6 eredményéhez vezetd utra.

3.2.8. Tétel. Legyen a G egy lokdlisan véges Borel-grif eqy (X, T) lengyel téren, és
f N = N egy tetszdleges fligguény. Ekkor létezik Borel-halmazoknak eqy A,, sorozata
gy, hogy A =, ey An rezidudlis, G-invaridns és v #y € Ap-re dg(x,y) > f(n).

Bizonyitds. Minden r € N-re, legyen ¢, : X — N a G=" egy Borel-szinezése (ilyen
létezik a 3.1.8 lemma és 3.1.10 tétel miatt), legyen tovabba B;, = ¢, !(i).

Definidljuk a kovetkezs halmazt:

H:={(z,p) € X xN* | z € X, == | ] Bym).pm }-
neN

Elgszor lassuk be, hogy H Borel. Az 1.1.11 lemma miatt vehetiink egy olyan 7/
lengyel topologiat, amiben minden B,;, halmaz nyiltzart. Azt fogjuk belatni, hogy
H nyilt az (X, 7') x N¥ térben (a finomitott topologiaval). Ehhez vegyiink egy tet-
sz6leges (x,p) € H-t. Ekkor valamely n-re € Bpu) rmn), legyen ez ny Vegyiik
észre, hogy ha p és p’ megegyeznek az ng. helyen, akkor x € X, is teljesiil. Emiatt
legyen U C N“ azon p’-k halmaza, melyek megegyeznek p-vel az ng. helyen, igy
(Bp(no),f(no) X U) € H valoban (z,p) egy nyilt kornyezete. Ezzel belattuk, hogy H
nyilt (X,7') x N¥-ban, az 1.1.10 lemmat és az 1.1.12.1 kovetkezményt hasznalva
ebbdl adodik, hogy H Borel (X, 7) x N¥-ban.

Jeloljiik egy fix x € X-re H,-el a H halmaz z-beli fliggéleges szekcidjat, azaz
H, :={p € N¥ | z € X,}. Ekkor H, egy stri nyilt halmaz (X,7) x N*-ban. A
nyiltsag bebizonyitasdhoz vegylink egy tetszéleges p € H,-et. A definicié miatt x
valamilyen ng-ra eleme Bj,) r(no)-nak, ekkor p-nek egy H,-beli kornyezete lesz az
olyan pontok halmaza, amelyek megyeznek p-vel az ng. helyen. Stird, mert tetszéleges
(p1,...,pn) Véges sorozat befejezhetd ugy, hogy H,-beli legyen. A komplementere

sehol sem siird, ezért H, rezidualis.
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Ezek utén a 3.2.2 lemméabol adodo Tj-ket felhasznalva definialjuk a H; halmazo-

kat a kovetkezSképp:
H; = {(z,p) € X xN¥ | Ty(z) € X,}.

Erdemes ezekre a H;-kre ugy tekinteni, mintha a H fiiggSleges szekcioit kevertiik
volna 6ssze Borel modon. Precizen legyen az f; : X x N¥ — X x N“ az a fiiggvény,
melyre f;(z,p) := (T;(x), p). Ekkor f; egy injektiv Borel-fiiggvény, mert 7; is injektiv
Borel volt, tovabba H; a H Borel-halmaz f; szerinti képe, ezért H; is Borel (1.1.12
tétel). Legyen H := MNiexn H;. Vegyiik észre, hogy H Borel, és minden fiiggéleges
szekcidja egy rezidudlis halmaz N“-ban, hiszen ez H-ra igaz volt, de akkor minden
H;-re és ezaltal a metszetiikre is.

A Kuratowski-Ulam-tétel (1.1.14) miatt rezidualis sok p € N¢ létezik, melyre

Hr (a p-beli vizszintes szekcid) rezidualis. Valasszunk egy ilyen p-t, és legyen
A, = HPN Bp(n),f(n)-

Az A, halmazok Borelek, mert a metszet mindkeét tagja is az. Az |J, .y An = HrN
X, = Hr halmaz rezidualis. Tovabba G-invaridns, mert ha z € HP, akkor minden
i-re T;(z) € X, ami épp azt jelenti, hogy minden y-ra, ami z-el egy GsszefliggGségi
komponensben van y € HP. Ha © # y tetszélegesek A,-belick, akkor az f (n)-edik
szinezés azonos szinosztalyaban voltak, viszont az f(n). szinezésben két azonos szint

tavolsdga nagyobb, mint f(n). Igy az A,, halmazokra valoban igaz a tétel allitasa. [

Jelolés. Ha G egy grdf, M pedig egy pdrositds, akkor G — M legyen az a grdf, amit

G-bdl kapunk az olyan csicsok elhagydsdval, amelyek le vannak fedve M élei dltal.

3.2.9. Definicio. Egy G grdfon az M pdrositdist Borel-pdrositisnak nevezzik, ha
M C G x G egy Borel-halmaz.

Megjegyzés. Ha G eqy lokdlisan véges Borel-graf és M C G xG egy Borel-pdrositds,
akkor G — M 1is eqgy lokalisan véges Borel-graf.

Késsbb latni fogjuk, hogy a parositasok és az atdarabolasok koézott szoros kap-
csolat van. Mivel a mi végss célunk egy Baire-tulajdonsagu dtdarabolas, ezért most
nem csak egy tetszGleges parositast keresiink, a késébbiekben sziikségiink lesz erd-
sebb tulajdonsagokra. Ehhez viszont sziikséglink lesz egy kevésbé szokvanyos erésebb

Hall-feltételre is, ami lehetévé fogja tenni a késébbi konstrukciokat.



BAIRE-ATDARABOLAS 31

3.2.10. Tétel. Legyen G eqy lokdlisan véges pdros Borel-graf eqy lengyel téren By, By
osztdlyokkal. Tegyiik fel, hogy létezik e, melyre minden olyan véges F' halmazra, mely-
re F C By vagy F C By igaz, teljesil az, hogy |No(F)| > (1 + ¢)|F|. Ekkor léte-
zik olyan rezidudlis, G-invaridns Borel-halmaz, melyre G-t megszoritva létezik teljes

Borel pdrositds.

3.2.11. Definicié. Egy G paros grif a By, By osztalyokkal kielégiti a Hall. ,,-t, ha
G kielégiti a Hall feltételt és tovdbbd minden G?-ésszefiiggé F halmazra, amelyre
|F| >n és F C By vagy F' C By igaz, arra teljesil, hogy |No(F)| > (1 +¢)|F|.

Megjegyzés. Ha G egy pdros grif X -en, akkor minden véges F' C X particiondlhato
G?-6sszefiiggd halmazokra, hogy az dsszefiiggd részek szomszédai ekkor diszjunktak.
Vegyiik észre, hogy ezt az észrevételt felhaszndlva a 3.2.10 tétel feltétele éppen az,
hogy a grdaf valamely e-ra kielégiti a Hall, ;-et.

Bizonyitds (3.2.10 tétel). Legyen G mint a tételben, és ¢ olyan, amelyre G kielégiti
a Hall, ;-et. Felhivnank a figyelmet arra, hogy azt nem koveteljik meg, hogy By
vagy B; Borel legyen. Legyen f : N — N egy monoton noévs fiiggvény, amelyre
minden n-re f(n) > 8 és > % < e. Alkalmazzuk a 3.2.8 tétel allitasat erre a

figgvényre, igy kapunk egy G-invarians, rezidualis A = |J _y A, halmazt, ami olyan

neN
A,, Borelek unidja, amely elemeinek paronkénti tavolsaga nagyobb mint f(n). Erre
az A-ra megszoritva fogunk Borel teljes parositast keresni.

Indukcioval fogunk konstrualni M,, Borel parositasoknak egy felszallo sorozatat

ugy, hogy az M, parositas élei lefedik a J A,, csucsokat. Azt is meg fogjuk

m<n
kovetelni, hogy G — M,, kielégitse a Hall,, f,) _feltételt, ahol ¢, = ¢ — Zign %.

A jelolés kompatksaga céljabol legyen M_y = () és e_; = e. A tétel feltétele
szerint a Hall. | ; teljesiil. Tegyiik fel, hogy megkonstrudltuk M, _,-et, ahogy fent,
ebbdl fogjuk most megadni M,,-t. Legyen X,, 1 C X a G— M,,_; graf csicshalmaza.
Minden x € A, N X,,_;-re tudunk taldlni egy z-re illeszkedd e élet ugy, hogy a
(G—M,_1)—{e} graf kielégiti a Hall-feltételt. Ez azért van, mert G — M,,_; kielégiti
a Hall-feltételt és barmely e €l jo valasztas lesz, amely benne van a G — M,,_i-en lev§
teljes parositasban. Legyen M) egy Borel-halmaz, mely minden z € A,, N X,,_1-hez
tartalmaz pontosan egy 6t fedd fenti tulajdonsagu élet. Ilyen M -et konstrualhatunk
a 3.2.3 lemmaban levs T;-k segitségével. Minden x € A, N X,,_;-re az {z, T;(z)} ¢él
eleme M/ -nek, ha az i a legkisebb olyan index, amelyre T;(x) # x és (G — M, _; —
{{z, T;(z)}}) kielégiti a Hall-feltételt.

Rogzitsiink le egy i-t. Annak a belatasahoz, hogy M/ Borel, elgszor azt fogjuk

bebizonyitani, hogy az az F' fliggvény Borel, ami z-hez 0 — 1 értéket rendel, attol
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figgden, hogy (G — M,_1 — {{z,T;(x)}}) kielégit-e a Hall-feltételt vagy sem. A
Hall-feltétel egy nagyon egyszert ekivalens atfogalmazasat fogjuk hasznalni: legyen
x egy fix cstics, és ellendrizziik sorban, hogy minden r-re N5" v, () lefedhetd-e egy
G — M,,_1-beli parositassal. Ez ekvivalens a Hall-feltétellel, hiszen ha van pérositas,
akkor nyilvan teljesiil, a masik iranyban pedig egy véges halmaz benne lesz valamely
r sugari kornyezetben, azt lefedtiik parositassal, ezért teljesiil ra a Hall-feltétel.

A fenti megfigyelés motivélja a kovetkezo fiiggvény definialast (fix i-re):

, haze A, NX, 1, Ti(zx) #xés NG" a,, (2) — {2, Ti(x)} lefedhets
F(z) = egy G — M,y — {x, T;(z) }-beli parositassal
0, egyébként

Errdl az F, fiiggvényrol szeretnénk belatni, hogy egy (r + 1)-lokalis szabaly (a
lokalis szabaly definiciojat 1sd. 3.2.5-ben) alkalmas cimkézés mellett. Legyen ¢ : V' —

w a csucsok egy 2-ritka szinezése. Legyen a G — M,,_; graf cimkézése a kdvetkezs

(a#bésa,béw):

a, haxe A, NX,_1
l(x) =< b, ha x = T;(y) # y valamely y € A, N X,,_1-re
c(x), egyébként
Ez a cimkézés Borel, hiszen A, N X,,_; Borel-halmaz, T; Borel-fliggvény. Mivel
az Ap-beli pontok legalabb 8 tavolsdgra vannak egyméstol, igy a cimkék valoban
joldefinialtak, "nem érhetnek Ossze". Gondoljuk meg, hogy ekkor az F, fliggvény
valoban egy (r + 1)-lokalis szabaly (G — M,,_1,()-en. Ha NGSSQ/}?H (x) = Néﬂ{}nil (y)

és van a cimkézéssel kompatibilis izomorfizmus, akkor I(z) = I(y).

e Hal(z) =1l(y) =n € wvagy l(z) = l(y) = b, akkor z,y ¢ A, N X,_,, azaz
Fi(z) = F.(y) =

e Ha I(z) = l(y) = a és nincs a szomszédaik kozott b cimkéjd, ez azt jelenti,
hogy Ti(x) = x és Ti(y) = vy, azaz F,.(x) = F,(y) = 0.

e Ha l(z) = l(y) = a és van a kornyezetiikben b cimkéji, akkor NGSTJ%H(%) —
{z,T;(z)} = Néiﬁn,l(?/) —{y,Ti(y)}, és emiatt a NGSiMnil(x) — Az, T;(z)}
és N5" a._ (W) —{y, Ti(y)} grafok ugyanakkor fedhetSek parositassal (mert
a < r tavolsagra levé pontok parositasaban csak < r + 1 tavol levé pontok

szerepelhetnek).
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Tehat az F, fiiggvény valoban egy (r + 1)-lokalis szabély (G — M,,_1,1)-en, ebbdl a
3.2.6 tételt hasznalva az kovetkezik, hogy F). egy Borel-fiiggvény.

A fent emlitett ekvivalens Hall-feltétel miatt igaz az, hogy lim, ., F,.(z) = F(z)
(fix x-re az F,.(z) fiiggvény r-ben monoton csokkend). A 3.2.7 tétel miatt F' figgvény
is Borel.

Emlékeztetsil M) -t ugy definialtuk, hogy minden = € A, NX,,_;-re az {z, T;(z)}
¢l eleme M) -nek, ha az ¢ a legkisebb olyan index, amelyre T;(x) # x és (G — M,,—1 —
{{z, T;(x)}}) kielégiti a Hall-feltételt. Fent belattuk, hogy fix i-re ez a fiiggvény
Borel és ekkor az 1.1.16 tétel miatt a legkisebb megfelel§ index kivéilasztasa is egy
Borel-fiiggvény.

Ezzel belattuk azt, hogy M/ véalaszthato Borel-modon, definialjuk az ) parositéast
a kovetkezsképp:

M, := M, UM].

A bizonyitas befejezéséhez azt kell belatnunk, hogy a G — M, kielégiti a Hall., ¢(n)-t,
feltéve, hogy a G — M,,_; kielégiti a Hall., | ¢,—1)-et. Legyen F egy véges (G — M,,)*
Osszefiiggs részhalmaza By N X,,-nek vagy B N X,,-nek, ahol X,, C X a G — M,, graf
csticshalmaza.

Legyen D = Ng_pr,_,(F)—Ng_n, (F). El6szor tegyiik fel, hogy |D| > 2. Minden
x € D-nek létezik F-beli y, szomszédja. Tovabba minden x € D vagy A,-beli vagy
egy A,-beli elem szomszédja (hiszen az M,-hez olyan éleket vettiink hozza, amelyek
egyik végpontja A,-beli). Rogzitsiink kiilonboz6 =, ' € D-ket. Ekkor z-hez és 2’-hez
rendre egyértelmtien hozzarendelhetSek z és 2’ elemek az A,, halmazbol (vagy maga x
és 2’ vagy az M,-beli parjaik), hogy do(z, 2z) <1, dg(a’,2") < 1. Vegyiik észre, hogy
z és 2’ sziikségszertien kiilonboz6ek, mert ha x € A, 2’ € A, akkor z = x # 2’ = 2/,
hax € A,, 2’ ¢ A, akkor z = x, de 2/ nem lehet x, mert = és 2’ koz6tt nem futhat él
(egy osztalybeliek), ha pedig = € A,, ' € A, akkor mindkettejiiknek kiilonbozs A,,-
beli parjuk van (M,, egy parositéas). Azt tudjuk tovabba A,, tulajdonséga miatt, hogy
da(z,2') > f(n) (mert z # 2'), {gy dg(Ys, Yor) > f(n) — 4. Mivel F egy (G — M,)*
osszefiiggs halmaz, ezért nézhetjiik az y,-et és y,-t Osszekots utat (G — M,,)%-ben.
Ezen az uton minden masodik elem F-bei, igy az y,-t6l lefeljebb (f(n) —4)/2 tavol
van legalabb | (f(4)—4)/4| > f(n)/8 pont. Az (f(n)—4)/2 sugart zart gémbdk az y,
pontok koriil mind paronként diszjunktak, ezért |F| > %]D\. Mivel Ng_p, ,(F) D
Ne_u, (F), tovabba felhasznalva, hogy |F| > f(n) és azt, hogy Ng_p,_, kielégiti a

Hall., | r(n-1) feltételt:

8

[Ne—a1, (F)| = [Na—aa, ., (F)] = [D] = (1 + £01) | F| — )

[F] = (1 +en)|F|



BAIRE-ATDARABOLAS 34

Ezzel csak a Hall,, ¢, feltételt lattuk be, viszont sziikségiink van a hagyoméanyos
Hall-feltételre is. Az egyenl6tlenséglanc csak akkor teljesiil, ha |F| < f(n — 1), az
ellenkezé esetben:

8 8
W|F|Z|F|_mf(n_1)

Ha % f(n —1) < 1, akkor a Hall-feltétel teljesiil, ez viszont igaz, ha minden n-re
f(n) >8f(n—1) (f valaszthato igy). Ezzel a |D| > 2 esetet belattuk.

Nézziik most azt az esetet, amelyben |D| < 1. El6szor lassuk be azt,
hogy |Ng_n, (F)| > |F|. Vegyik észre, hogy Ng_n, (F) = Ng_n, ,(F) vagy

Ng-m,(F) = Ng-m,_,—1e}(F) valamilyen e € M;-re. Az els6 esetben az induk-

NG, (F)| = [Na-,_,(F)| = |D| = |F| =

ci6s hipotézis miatt, a méasodikban az M, valasztdsa miatt teljesiil a Hall-feltétel.
Mivel |Ng-n, ,(F)| — [Ng-n, (F)] < 1 és ha azt is tudjuk, hogy |F| > f(n), ak-
kor [Ne—ag, (F)| = [Ne-as,—, ()] = (1/f(n))|F|, amib6l |[Ne_p, (F)| = (14 &n)|F]
kovetkezik. O

A kovetkezGekben kapcsolatot szeretnénk teremteni a paradoxikus dekompozici-

6k és a parositasok kozott.

3.2.12. Definicid. Legyen a I' eqy X téren hato csoport és S C ' eqy véges szim-
metrikus (s € S <= s~' € S) halmaz. Legyen G(S) egy pdros grdf a {0,1,2} x X
csucshalmazon, ahol (i,z) és (j,y) csicsok kozitt akkor megy €l, ha i és j kozil

pontosan eqy 0, és létezik olyan v € S, amelyre yx = y.

Ekkor G(S)-ben pontosan akkor létezik egy M teljes parositéas, ha I'-nak létezik
paradoxikus dekompozicidja S elemeit hasznalva. Ahhoz, hogy ezt belassuk, legyen

S =A{7,...,m} és M egy teljes parositas G(S)-en. Most legyen

A; = {z: (0,2) csics (1,,x)-el van 6sszekotve M-ben és v, # vz, ha j < i},
és teljesen analog modon

B; = {x : (0, z) cstcs (2,7;x)-el van Osszekotve M-ben és v;x # v;x, ha j < i}.

Azt megjegyeznénk, hogy az A;, B; halmazok kozott lehet iires. Ha X-et a
{0} x X-el azonositjuk, akkor lathato, hogy {Ai, ..., A,, By, ..., B,} halmaz X egy
particiojat adja. Viszont, ha tgy tekintiink ra, mint {1} x X vagy {2} x X, akkor
rendre azt fogjuk kapni, hogy a {71 A41,..., %4, } ésa {nB1,...,7 By} halmazok
is particionaljak X-et. Az A = J,,, Ai, B = ,.,, Bi jelolést hasznalva a parado-
xikus dekompozici6 AU B ~ A ~ B. A mésik ;rény ugyanezzel az azonositassal

bizonyithato.
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{1} xX {2} xX

@) J>
QLB

{0} x X

3.2.13. Definicié. Legyen I' a G csoport egqy hatdsa az (X, T) topologikus téren
(azaz T eqy G x X — X fiigguény). Azt mondjuk, hogy G Borel-automorfizmusokkal
hat, ha minden g € G elemre a I'y : X — X fiiggvény Borel, ahol I'y(x) :==T'(g, z).

A fejezet {6 tétele a kovetkezd:

3.2.14. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy csoport Borel-automorfizmusokkal hat egy
lengyel téren, és ennek a hatdsnak van paradoxikus dekompozicioja. Ekkor en-
nek a hatdsnak van olyan paradoxikus dekompozicioja, ahol minden darab Baire-

tulajdonsdgu.

Bizonyitds. Legyen I egy csoport, amely Borel-automorfizmusokkal hat az X lengyel
téren, és a hatasnak van egy paradoxikus dekompozicidja az S véges szimmetrikus
halmaz elemeit hasznélva. Ekkor az el6bbi észrevétel miatt, amely Osszekapcsolja a
parositasokat a paradoxikus dekompoziciokkal, G(S)-ban van teljes parositas, azaz
kielégiti a Hall-feltételt. Bovitsiik az S-et S% := {~d : 7,0 € S}-¢, ekkor azt allitjuk,
hogy G(S?) kielégiti a Hall, ;-et.

Az F = {0} x F’ alaku halmazokra kénnyen lathato, hogy igaz, hiszen
Nes)({0} x F') = {1,2} x F", ahol || > [F| (és me |[Ngs)(F)] < [Ngse) (£)])-

{1} x X {2} x X {1} xX {2} x X

—

{0} x X {0} x X
(a) F = {0} x F’ eset (b) F ={1,2} x F’ eset

A bizonyitas befejezéséhez elég ellendrizni az F' = {1,2} x F’ alaka halmazokat,
mert Nogse ({1 % F)UX2) ) = Nogss ({1, 2) x (FUF) és |({1) x F)U({2) x
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Fy)| < [{0,1} x (Fy U Fy)|. Ezért vegylink egy tetsz6leges F' = {1,2} x F’ halmazt.
Ha Ngs)({1,2} x F') = {0} x F”, akkor |F"| > |F|, mert G(S) kielégiti a Hall-
feltételt. A kovetkezd lépésben azt szeretnénk belatni, hogy Ne(s)({1,2} x F”) C
Ngs2y({1, 2} x F'). Vegyiik a bal oldal egy tetszéleges (0,x) elemét és az 6 egyik
{1,2} x F"-beli szomszédjat (i, f1)-et. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan s € S, hogy
sfi = x. Mivel f; € F”, ezért léteznek fo € F', s’ € S elemek, melyre s'fo = fi.
Ezeket Gsszesitve az adodik, hogy a (0,z) csics az (1, f5) szomszédja Ne(s2)-ben,
mert s'sf, = x. Emiatt Ngs)({1,2} x F") C Ngs2y({1,2} x F') valoban igaz.

A fentieket Gsszefoglalva:
| Nos2) (F)| = [Nas2({1,2} x )| = [Nes) ({1, 2} x F7)| > {1,2} x F"| = 2| F|

(itt hasznaljuk, hogy G(S) kielégiti a Hall-feltételt).

A fenti érvelés miatt G(S?) egy paros Borel-graf, amely kielégiti a Hall; ; feltételt,
ezért a 3.2.10 tétel értelmében létezik egy Borel teljes parositas egy G(S?)-invarians
rezidualis A Borel-halmazon. A kivalasztasi axioméat hasznalva kiegészithetjiik egy
teljes parositassa az egész grafon. Ekkor a fenti médon ehhez a grafhoz asszocialt
paradoxikus dekompozicié Baire-tulajdonsagu darabokbdl all. Ez azért van, mert az
olyan z-ek halmaza, hogy (0,z) € A Borel és rezidualis, és emiatt a paradoxikus

dekompozici6 relativ Borel egy rezidualis Borel halmazon. O

3.2.14.1. Koévetkezmény (Dougherty és Foreman tétele). A hdromdimenzids B C
R3 egységgomb eqymdsbadarabolhato két eqységgombbel csak Baire-tulajdonsdgi da-

rabokat haszndlva.

Bizonyitds. Az SO(3) csoport hat a B\ {0}-n, és a 2.2.5 példdban meggondoltuk,
hogy a modositott Hausdorff-paradoxon épp B\ {0} egy paradoxikus dekompozici-
6jat adja. Mivel ez a hatas folytonos (azaz Borel) és B\ {0} egy lengyel tér, ezért a
3.2.14 miatt ennek a hatdsnak van olyan paradoxikus dekompozicidja, amely Baire-
tulajdonsagu darabokat hasznal. A befejezéshez a fentieket csak azzal a konnyt
allitassal kell kombinalnunk, hogy B\ {0} egymasbadarabolhaté B-vel csak Borel
darabokat hasznalva |2, Kévetkezmény 3.10.]. ]
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