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Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom a témavezetémnek, Terpai Taméasnak, aki végig segitett e szak-
dolgozat anyaganak feldolgozasa, valamint annak megirasa sordn. Mindig készséggel
adta at intuicioit és érveléseit, amik sokat segitettek, hogy bennem is kialakuljon
egy kép a témarol. Lekotelez az alapossiga amit a dolgozatom irant, és a tiirelme
amit felém tandsitott. Szeretném még megkoszonni a csaladomnak, hogy egy biz-
tos pontot nyujtottak, és minden téliik telhetd segitséget megadtak, a stresszesebb
napokban is. Végiil, de nem utolsésorban a barataimnak szeretném megkoszonni a
rengeteg tamogatast és tandcsadast, és hogy hittek bennem, ha nekem magamban
nehéz is volt.

Enélkiil a sok csodés ember nélkiil nem sziilethetett volna meg e szakdolgozat.



1. fejezet

Vektornyalabok

A wvektornyaldbok az érintGterek, a norméalnyaldbok és mas olyan tereket altaldno-
sitanak, melyek egy iranyban vektortér struktirajuak. Az érintGtér altal motivalva
a pontos definicioban majd lesz egy bdzisunk, amelynek minden pontjahoz tartozik
egy vektortér. Ilyen szempontbdl a direkt szorzatra hasonlit a konstrukci6, meg is
fogjuk kovetelni, hogy lokalisan direkt szorzatot lassunk. (Pont mint ahogy ez az
érintGterek esetén is torténik.) Viszont globalisan tipikusan nem direkt szorzatokrol
lesz sz0; a vektortérben nem tudunk kanonikusan koordinatazni. Tegyiik precizzé

ezt a képet:

1.1. abra. Egy Vektornyalab, specifikusan egy (nyilt) Mobius-szalag.

1.1. Definicio. Egy ¢ (valos) vektornyaldb a B topologikus tér bdzis felett egy

o (&) topologikus tér, a totdlis tér. Ha egyértelmi csak F-vel jeloljik.
e m: ' — B (folytonos) leképezés, a vetités vagy projekcid.

e Minden 771(b),b € B fibrumon egy (valos) vektortérstruktira. A fibrumokat
gyakran jeloljiik F,(§)-vel vagy Fy-vel.



Gyakran hasznalatos a m: £ — B jelolés az egész nyalébra.

Ezek mellett megkoveteljiik még a lokdlis trivialitds feltételét: Vb € E
B -hez AU C B kornyzete b-nek, ahol megadhato egy trivializacio, egy lﬂ
B

h: U xR" — 7 1(U)

homeomorfizmus, mely minden fibrumra megszoritva egy izomorfizmus az R"
vektortérrel. Ekkor (U, h)-t egy lokdlis koordindtarendszernek hivjuk. Ha U = B-re
létezik ilyen leképezés, akkor azt mondjuk & egy trividlis nyaldb. Egy ilyen vektor-
1.4 Definiicio)

n az Fy fibrum dimenzo6ja. Ha ez konstans, £-t n-sik nyalabnak, R"-nyaldbnak, n
rangu nyaldbnak, vagy csak siman n-nyalabnak hivjuk. n = 1 esetén vonalnyalabnak.
A lokalis trivialitas kévetkeztében n lokalisan konstans, igy Osszefiiggs bézis felett
mindig konstans lesz. Igy az egész vektornyalabnak lesz egy jol definialt rangja. A
tovabbiakban feltessziik, hogy Osszefiiggs bazisu nyaldbban dolgozunk, elkeriilvén az
Osszefiiggési komponensek okozta diszkussziot.

Anal6g modon definidlhatunk sima vektornyaldbokat, melyekre B és F sima so-
kasagok kell legyenek, 7 egy sima leképezés és minden lokélis koordinatarendszerhez

tartozo h egy diffeomorfizmus.

1.1. Példa. Tetsz6leges B topologikus tér felett a B x R™ egy trivialis nyalab. A
vetités kanonikusan megy: 7(b, z) = b. Barmely b € B-re B egy trivializalo kornyezet

az identikus lokalis koordinatarendszerrel.

1.2. Példa. A (nyilt) u Mébius-szalag vonalnyalab. (1.1. abra.) Definialjuk, mint

{(z,y): 0<zx <7, —-1<y<1}
(an) ~ (7T7 _y)

a bézisa a kozepén fekvs S'-gyel homeomorf:

E(p) =M =

{(,0): 0 <z <7}
(0,0) ~ (m,0)
):

B(u) =

A bézis egy b pontja felett keresztben {(b,y): —1 <y < 1} ~ R! nyilt interval-

lumok a fibrumok. Trivializal6 kornyzeteket az alabbi modon kereshetiink:

e Hab € {(2,0): 0 < < 7} akkor tetszéleges U C {(z,0): 0 < = < 7}

kornyezete b-nek a direkt szorzatbol orokolt koordinatazéassal jo lesz.



e b =[(0,0)] esetén pedig jo lokalis koordinata rendszer lesz az alabbi kornyezet

és leképezés, mivel a faktorizaldsnal y-t —y-nal azonositjuk:

_ : 2
N (XORSYCAY
h:U x (0,1) = 7~ H(U)
hu, ) = (u,xz), hau<i
(u, =), hawu>7

1.3. Példa. Egy sima M sokasag feletti 7y, érintdnyaldb, T M totélis térrel egy
vektornyalab, raadasul sima is. M = R" (és barmely R™-be simén beagyazhato n-
sokasag) érintényalabja természetesen trivialis lesz, hisz megegyezik M x R"-nel az
érintGtér beagyazast hasznalo definicioja alapjan. Tetszéleges sima M-re egy x € M
korili lokélis koordinatarendszert megad egy x koriili térkép, hiszen az kiterjeszthets
a fibrumokra is, és igy ad egy azonositast R™ trivialis nyalabjaval.

Ez a példa betekintést ad abba, hogyan segithetnek vektornyalabok vizsgalatéra
kialakitott technikak tetszGleges sokasagok jellemzésében. Hiszen ha az érintGterérdl
megtudunk dolgokat, az a bazis tulajdonsigairol is informal minket. Sehol sem el-
tind vektormezdk 1étezése, a parallelizalhatosdg, példaul ekvivalens az érintényalab

trivializalhatosagaval. Egy jol ismert eredmény ebben a téméaban az alabbi tétel:

1.1. Tétel. Sindisznotétel: Paros n-ekre nem létezik S™-nek el nem tiing folytonos

érint6 vektormezdje. [SAT)|

1.4. Példa. A vy, normdlnyaldabja egy M C R™ k-sokasidgnak az F C M x R”
halmaz mely azon (b, x) parokbol &ll, melyekre (x,y) = 0 Vy € T,M. Ez egy n — k

nyalab lesz. A vetitést és a miiveletet a természetes moédon definialjuk:

w(b,x) =2 & ai(b,x1)+ as(b,x2) = (b, a1z1 + asxs)
A lokalis trivialitast késébb fogjuk latni. (3.4 Kovetkezmény)

1.5. Példa. RP", az n dimenzioés (valos) projektiv tér R™*! lineéris egyeneseinek
tere. RP" felett a kanonikus vonalnyaldb, v}, fibrumaira mint R" diszjunktizalt egye-

neseire fogunk gondolni:



E(v}) = {(e,x) € RP" x R"*!: 7 € ¢}
B =RP"
m(e,x) =e

A fibrumokon a vektortérstruktirat 6rokoljik R”-bél. Lokélis koordindtarendszer

kereséshez tekintsiik D"t mint az egységfélgémb R™1-ben, és RP"-t, mint:

D’n
x ~ —x, hax € oD

Ekkor U = int(D") egy j6 kornyzete lesz minden pontjanak. Ha i.(z): R — R"**!

azon linearis bedgyazéasa e-nek, melyre i.(1) € U, akkor

h:UxR— 7 HU)
h(u, z) = (u,i.(x))

jo lokalis leképezés lesz. U-n kiviili pontok koriil lokalis koordinata rendszer ke-

reséséhez bevihetjilk az adott pontot U-ba RP™ egy automorfizmusaval.

A vektornyalabok tobb struktiraval rendelkeznek hétkoznapi topologikus terek-
nél. A vizsgalatukra igy olyan fogalmakat kell bevezetniink, amik ezt a strukturat
nem hagyjak figyelmen kiviil. Leképezésektsl példaul a folytonossagon kiviil a fibru-

mokban a vektortérstruktira megérzése is fontos:

1.2. Definicié. Egy nyaldb leképezés € és n vektornyaldbok kozott egy

[+ EE) = E()

folytonos leképezés, mely fibrumokat fibrumba képez lineérisan.
B-t az F;, fibrumok origb6jaként realizalva megszorithatjuk a nyalab leképezést

B-re. Egy a bazisok kozti folytonos leképezést kapunk, ezt jellemzéen f-sal jeloljiik.

1.3. Definici6. Egy nyalab leképezést, mely minden fibrumban izomorfizmus a vek-

torterek kozt fibrumonkénti izomorfizmusnak hivunk.

1.4. Definicié. Egy fibrumonkénti izomorfizmust, mely bijektiv és inverze is foly-
tonos izomorfizmusnak, vagy ha ez a kontextusban félreértést okozhat nyaldb izo-
morfizmusnak hivunk.

Ha & és n kozott van izomorfizmus azt mondjuk izomorfak: € ~ 7.



1.6. Példa. Egy adott B bazis feletti trividlis nyalabok izomorfak lesznek
" = B x R"-nel, az izomorfizmust egy B-t kornyzetnek valaszté trivializald lekeé-

pezés ad meg.

1.7. Példa. ~ izomorf az M Mobius-szalaggal. Ha 7] konstrukci6jaban R*-re az
(r, @) polarkoordinatazassal tekintiink, akkor az alabbi médon konstrualhatunk egy

izomorfizmust:

fr M — E(y,)
fla,b) = ({(z,a): z € R}, (tan(b), a))

egy izomorfizmus lesz. Csak a (0,b) és az (1,b) képére kell kiilon figyelni, de ott
a Mobius-szalag faktorizalasa pont meg fog egyezni a 0 és a 7 irdanyszogi egyenesek

azonositasaval.

Vektornyalabok jellemzésénél az egyik célunk azt megfogni, mennyire tér el a
nyalab a trividlistol, mennyire ,csavarodik”. Mar lattunk egy példat, amirdl biztos
tudjuk nem trivialis: A Mobius-szalagrol kozismert, hogy nem azonos egy nem csa-
vart szalaggal, az S' x R trivialis nyalabbal. Ezt igazolja példaul, ha megfigyeljiik,
hogy a totalis térbsl B x {0}-t kivonva a szokvanyos szalag szétesik két Osszefiiggdsé-
gi komponensre, de a Mobius nem. A Mobius-szalag azért viselkedik igy, mert ,meg
lett csavarva”. Egy fibrumban egy bézispont feletti pontot korbevive azt tapasz-
taljuk, hogy alul jon vissza. Ezt a csavartsagot akarjuk jobban megfogni az alabbi
fogalommal. Rogtén kapni fogjuk mar nem csak y; nem-trivialitasat, hanem minden

yL-6t.

1.5. Definicio. Egy 7 projekcioju £ vektornyalab egy szelése egy s: B(§) — E(§)
folytonos fiiggvény, melyre m o s = idg. Ez pontosan azt fogja jelenteni, hogy foly-
tonos moédon minden fibrumban kivalasztunk egy pontot.

Ha ez a pont egy adott fibrumban az origo, azt mondjuk a szelés ott eltinik.

Gyakran kerestink sehol sem eltind szeléseket.

1.2. Megjegyzés. Minden vektornyalabban van legalabb egy — a trivialis — szelés,

a mindenhol elting.

1.3. Megjegyzés. Trivialis n-nyalabnak mindig van sehol sem elting szelése: Egy
tetszdleges x € R™ \ {0}-ra s: b (b, x) jo lesz.

1.4. Tétel. A ~} vektornyalab nem trivialis.



Bizonyitds. Az 1.3 megjegyzés alapjan elég belatni, hogy nincs sehol sem eltiing
szelés.

Legyen s: RP" — E(v!) egy tetszleges szelés. RP"-re gondoljunk, mint S™
faktora, és vegyiik a p: S™ — RP™ 2-réti fedést. Képezziik az f = sop kompoziciot.
Ez egy © € S™ pontot egy (%z,t(x)x) pontba viszi, ¢ folytonos, hisz s méasodik
koordinata-fliggvényébdl és a tavolsaghol megkaphato. Mivel p(z) = p(—x) ezért
f(z) = f(—x) tovabba t(z) = t(—x).

Roégzitsiink egy tetszdleges @ € S™-et. Ha itt t(x) = 0 akkor s(z) = (£x,0), azaz
s itt eltinik és kész vagyunk.

Ha t(z) # 0, akkor t(z) és t(—x) ellenkezd el6jeld. Vegyiink egy 6: [0,1] — S™
folytonos gorbét melyre §(0) = z és §(1) = —z. Ekkor ¢ o § folytonossaga miatt
lesz egy yo € [0, 1], melyre t 0 §(yo) = 0, azaz y = 0(yo)-ra t(y) = 0. Ekkor viszont
+y € RP"-ra s(y) = (£y,0). Tehat s valahol biztos elttinik. O

1.6. Definici6. A sehol sem eltiing szelést altalanositjak a fiiggetlen szelések. Egy
projekcioju & vektornyalab sy, so, ..., s szelései fiiggetlenek, ha Vb € B(&)-re s1(b),

So(b), ..., sk(b) linearisan fliggetlenek.

1.5. Megjegyzés. Egy n-nyalabnak legfeljebb n fiiggetlen szelése lehet, hiszen mar

csak egy fibrumban is csak n fliggetlen vektor van.

1.6. Megjegyzés. Trivialis n-nyaldbnak mindig van akar n fiiggetlen szelése is: Egy

tetszdleges x1, Ta, ..., x, € R" fliggetlen vektor n-esre s;: b — (b, x;) jo lesz.
S6t, ennél tobb is igaz!
1.7. Allitas. A ¢ n-nyalab trividlis <= Léteznek sq, 5o, .. ., s,, fiiggetlen szeléseik.

Bizonyitds. ( =) : Ezt az iranyt lattuk az 1.6 megjegyzésben.
(<) : ¢ legyen m: E — B. Az aldbbi moédon konstrualt izomorfizmus jo6 lesz:

f:BxR" > FE

[, x1, 20, .. 2y) = Z%’Si(b)
i=1

Ez tetsz6leges b € B-re a w!(b) fibrum és képe kozt izomorfizmus lesz, hiszen
s1(b), s2(b), ..., sg(b) bazist alkotnak. Az s;-k folytonossaga miatt h is az lesz, igy

az alabbi lemma segitségével vagyunk: O]



1.8. Lemma. Egy olyan f fibrumonkénti izomorfizmus, mely £-bél a vele azonos
B bazis feletti n vektornyalabba megy, és minden b € B felett a fibrumokat izomorf

modon képzi egymésba, egy izomorfizmus.

Bizonyitds. A bijektivitas azonnal adodik, f~! folytonossaga kell még. Mivel ez egy
lokalis tulajdonsag, elég egy U &-t és n-t is trivializalo kdrnyezetre ellenérizni. Ha U-n
a &-t és -t trivializalé leképezések rendre hy és hy, akkor képezziik a g = hyo foh]?
leképezést. g igy g(b,x) = (b, Ap(z)) alaka lesz, ahol A, € GL,(R) és folytono-
san fiigg b-t6l. Ab’l is folytonosan fog fiiggeni b-t6l. (Példaul mert Ap-re méatrixként
tekintve annak elemei is folytonosan fognak b-t6l fiiggeni, és A, matrixanak eleme-
ivel Ab_1 matrixa folytonosan kifejezhets.) Ebbsl adodik ¢! folytonosséga, ezennel

viszont kész vagyunk a lemmaval, hiszen f~' = h{' 0 g7' o hy. O

1.9. Kovetkezmény. Gombok parallelizalhatisdaga

St érint6terében van egy sehol sem elting szelés, (11, x5) € S'-re:

(l’l, .CEQ) — (—33’2, I’l)

Igy 7¢1 trivialis lesz, S* parallelizalhato.
S? nem parallelizadlhato, hiszen a Siindisznotétel értelmében 7g2-nek nincs sehol
sem elting szelése. Igy 72 nem lesz trivialis.

S3 esetén megint talalunk szeléseket:

(x17$2>x37x4) — <_x27x17 —x4,:1:3)
($17I27$3,$4> — (—273,1)4,[['1, _xQ)

(x17 T, X3, x4> — <_x47 —T3, T2, .7;1)

Ezekrdl ellendrizhets, hogy merdlegesek, igy fiiggetlenek lesznek. Igy a 3 fiiggetlen
szelésnek héala 7¢s trivialis és S® parallelizalhato.

Vegyiik észre, hogy ha azonositjuk R?-t C-vel a fentebbi szelésiink pont z + i - 2
lesz. Ez a gondolat tovabbvihets. Ri-et H-val azonositva z + i-2, 2+ j-2z, 2+ k-2
lesz a 3 szelésiink. Fzek adnak egy mély okot arra, miért miikodik, amit csinalunk.
R felett 2 illetve 4 dimenzioban léteznek nullosztomentes algebrak, ahol szorzés
teljesiti, hogy ||zw|| = ||z||||w]. Igy az ortonormaélt béazist alkotd egységekkel valo
szorzas meg fogja nekiink adni ezeket a konstrukciokat.

S7 parallelizdlhatosagat is tanusithatjuk egy hasonlé konstrukcioval, ez alkalom-

mal a 8 dimenzios oktonidkat hasznalva.



2. fejezet
Uj Nyalabok Készitése

Lassunk most néhany alapvetd konstrukciot, ahogy mar ismert vektornyalabokbol
tjakat készithetiink!

2.1. Definicié. Egy vektornyalabnak képezhetjiik egy résznyaldbjat fibrumonkénti
sziikitéssel. £ résznaldbja n-nak, ha mindketten B feletti nyalabok, F(£) C E(n) az

altértopologiaval, és € minden fibruma az 1 megfelel§ fibruménak részvektortere.

2.2. Definicié. Egy vektornyalabot megszorithatunk a bézis egy részére. Legyen
¢ am: E — B projekcioju vektornyalab és B’ C B. Ekkor E' = 7 }(B’) totalis
térrel és ' = 7|, projekcioval kapunk egy 4j £|,, vektornyalabot. Minden F;(§| )
fibrum megegyezik az Fy,(§) fibrummal, és ugyanazt a vektortérstrukturat kapja. A
trivializalo kornyzeteknek a régi trivialzalo kornyezet B’-vel vald metszete megfelels

lesz, ha a trivializalo leképezést is megszoritjuk.

2.3. Definicié. Egy altalanosabb konstrukcié egy leképezés altal indukdlt nyaldb.
Legyen £ a w: E — B projekcioju vektornyalab. f egy A — B folytonos leképezés.
Az indukalt nyalab, f*£, bazisa A lesz. A totalis tere:

E'={(a,z) e Ax E: f(a) =7(x)}

A projekcio 7' az els6 koordinatéara valo vetités lesz. F,(f*¢) azon z-ekbdl fog
allni akikre 7(z) = f(a) = b, tehat ha £ rangja b felett n volt, akkor f*(£)-nek is n
lesz a felett.

A lokalis trivialitast az kovetkezé modon lathatjuk: &-n vett (U, h) lokalis koor-
dinatarendszerbdl képezziik U’ = f~1(U)-t és az alabbi leképezést:



WU x R = (U
h/(av $) = (a’a h(f<a)7$))

Ez homeomorfizmus lesz és a fibrumokon linearis, mivel A is

az volt.
f kiterjed egy f': E' — F fibrumonkénti izomorfizmussa, ugy £’ L> E
hogy f' = f, mint f(a,z) = z. o lﬂ
A jobboldali diagramm kommutativ lesz ezen definici6 alap- 41 B

jan, hiszen 7(f'(a,x)) = w(x) = f(a) = f(7'(a,x))
Egy B’ C B halmaz esetén az i: B’ — B beagyazas altal indukalt vektornyalab

kanonikusan izomorf a B’-re val6 megszoritassal kapottal.

2.1. Megjegyzés. Ha £ egy sima nyalab és f egy sima leképezés meg lehet mutatni,
hogy E’ egy sima részsokasaga A x E-nek, és igy f*¢ egy sima vektornyalab lesz.

Ekkor f’is egy sima leképezés lesz.
2.2. Allitas. Ha f: E(¢) — E(n) egy fibrumonkénti izomorfizmus, akkor f*n ~ &

Bizonyitds. Legyen & projekcidja m és n-€ p. Az aldbbi izomorfizmusroél fogjuk latni,

hogy jo lesz:

g: E(€) = E(f™n)
g(x) = (w(x), f(x))

Kell el6szor is, hogy g tényleg E(f*n)-be képez, azaz f(m(x)) = p(f(z)). Tudjuk,
hogy f fibrumot izomorf médon fibrumba visz. B-t a fibrumok origdjaként realizalva
gyiink egy masik fibrumba majd annak az orig6jaba, mintha elGszor mennénk az
origbba, amit aztdn f a masik fibrum origéjaba visz.

Mindkét vektornyalab béazisa B(n). Emelett Fy(f*(£))-be ¢ izomorf moédon képzi
Fy-t, mivel f egy fibrumonkénti izomorfizmus. Ez biztositja az izomorfizmust a ma-

sodik koordinataban. Ezek ismeretében az 1.8 Lemma segitségével kész vagyunk. [

Hogy folytathassuk az indukalt nyalabok tulajdonsagainak vizsgalatat, néhény
patologikus teret ki kell zarjunk a lehetséges bézisok koziil. Ebben fog segiteni az

alabbi definicio.
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2.4. Definicié. Egy X topologikus teret parakompaktnak hivunk, ha Hausdorft és
minden {U,} nyilt fedésének létezik egy lokalisan véges finomitéasa, azaz egy {Vs}
nyilt fedés, melyre minden Vj része valamely U,-nak, és minden x € X-nek van

olyan kornyezete, mely csak véges sok V-t metsz.
Altalaban az alabbi ekvivalens tulajdonsagot fogjuk hasznalni:

2.3. Allitas. Egy X Hausdorff topologikus tér pontosan akkor parakompakt, ha
minden {U,} nyilt fedéshez létezik:

e Egy {V,,} megszamlalhato nyilt fedés, melyre minden {V,,} néhany {U,} disz-

junkt unidjaként all els.

e Egy {V,}-nek alarendelt, lokdlisan véges egységosztas, azaz 1,: X — [0,1]
fiiggvények egy csaladja, melyre minden v, tartdja része V,,-nek, x-nek van egy

olyan kornyezete, melyen csak véges sok 1, nem 0, valamint minden xz € X-re

> on Un(r) = 1.
|5, Lemma 1.21.]

Az algebrai topolégiaban felmeriils terek szinte mindig parakompaktak, mint

ahogy azt az alabbi allitasok is mutatjék:
2.4. Tétel. Minden metrikus tér parakompakt. [1]
2.5. Tétel. Minden CW-komplexus parakompakt. [5, Proposition 1.20.]

2.6. Tétel. Ha egy regularis topologikus tér megszamlalhaté unidja kompakt rész-

halmazainak, akkor parakompakt. [5, Proposition 1.19.]
Térjiink ezennel vissza az indukalt nyaldbokhoz!

2.7. Tétel. Legyen £ az E totalis terdi és B bazisu vektornyalab, és A egy para-
kompakt tér. Ekkor homotoép f,g: A — B folytonos leképezésekre f*(&) =~ g*(&).

Bizonyitds. Legyen H: A x I — B egy homotopia f és g kozott, Hy = f és Hy = g.
Ez indukal egy H*(£) nyalabot A x I felett, a projekcioja legyen w. Ekkor f*(§) és
g* (&) megjelennek, mint H*(§) megszoritva rendre A x {0}-ra illetve A x {1}-re.
Ezekrél a megszoritott nyalabokrol fogjuk belatni, hogy izmorfak.

A x I-hez talalhatoak trivializal6 kornyezetek. Szeretnénk A-n talalni {U,} kor-
nyezetek egy csaladjat, melyekre az U, x I koérnyezeteken trivialis a nyalab. Egy

rogzitett a € A-ra, egy t € I-re létezik (a,t)-nek egy trivializalé kornyzete. Mivel
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A x I-n a szorzattopologia van, ez valaszhato U, X [to,t1] alakban, ahol ¢yt € I
és U,y C A egy kornyezete a-nak. I kompaktsaga miatt ezek alapjan kivalaszthato
véges sok 0 =ty < t; <...<t, =1, és hozzajuk {U,;}, melyekre a nyalab trivialis
Udgi % [tic1, ti]-n. Ekkor U, = U1 N ... NUgp-re a nyalab trivialis lesz U, X [t;_1,;]-n
minden i-re.

Mutassuk meg, hogy ekkor a nyalab trividlis U, x [-n is. Elég csak egy osztopontra
megcsindlni, utana indukcioval kész vagyunk. Legyen tehat 0 < ¢ < 1 és a nyalabunk
trivialis U, X [0, t]-n és U, x [t, 1]-en. Ezt tanusitsa hg: U, x[0, {]xR™ — 7= 1(U, x[0,¢])
és hy: U, x [t,1] x R* — 7= 1(U, x [t,1]). Nézziik, hogyan kiilonbozik t-ben a két

leképezés, azaz tekintsiik az aldbbi leképezést:

0: U, x {t} xR" - U, x {t} xR"
(5:h1_ Oho

1
‘Uax{t}xR" |Ua><{t}XRn

Mivel hg és h1 homeomorfizmusok és a nyaldbokban izomorfizmusok voltak, ezért

ezekkel a tulajdonsagokkal § is rendelkezni fog. Igy hq 0§ is egy trivializalo leképezés

U, X [t, 1]-en. Viszont

(h1o 5>|Ua><{t}><R" = h0|Ua><{t}><R"

Igy hi 0§ és hg mar Osszeragadnak egy h leképezéssé, mely az egész U, x I-t
trivializaja.

Tehat megtalaltuk {U,} kornyezeteknek egy csaladjat, melyekre az U, x I kor-
nyezeteken trivialis a nyalab. A parakompakt, igy az 2.3 Allitas alapjan vehetiink
ezek diszjunkt uniojaként elallo {V,,} halmazokat, melyek egy nyilt fedés alkotnak.
A {V,,}-ek I-vel vett direkt szorzatan is trivialis lesz a nyalab. Az 2.3 Allitas alapjan
létezik még egy {1, } lokalisan véges egységosztast, mely a {V,,}-nek alarendelt.

Ax I atér ahol az A — [ fiiggvények grafikonjai fekszenek. Legyen Ay a konstans
0 grafikonja, A x {0}. A konstans 1-é pedig A.. A cél 771(Ap)-bol eljutni 7~1(A,)-be
izomorfizmusokon at. Legyen ¢, = ZZ;(I] Uy, 6s legyen ¢y = 0. Igy fent all, hogy
On + Up = ¢ny1. Legyen ¢, grafikonja A,. Megkonstrualunk egy h,, izomorfizmust
71(A,) és T (A1) kozott. A, és A,y kozott adodik egy homeomorfizmus az T

mentén:

Bni An — An+1
FLn(CL, ¢n<a)) = (CL? ¢n+1(a))
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Ez 9, tartojan kiviil identikus, ez a tarté {V,,} része. {V,,} x I-n viszont a nyalab
trivialis, tehat egy lokalis koordinatarendszert véve h,, felemelhets 71 (A,N(V,, x I))-
re, a masodik koordinataban identikusan. A h,, leképezés V,, x I-n kiviil is, ahol a
h,, identikus, felemelhets a fibrumokba, mint az identités. Ezzel megkapjuk a teljes
h, izomorfizmust. Egy pont egy kornyezetében csak véges sok 1, nem 0, igy itt
csak véges sok h, nem az identitas. Definidlhatunk tehat egy h nyalab leképezést,
mint a h = ... hs o hy o hy végtelen kompozicid, ami ezek szerint jol definialt. Mivel
S n(a) = 1, ezért h(a,0) = h(a, 1), igy h tényleg bijektiv a bazisok kozt. h-t egy
fibrumban vizsgalva fibrumonkénti izomorfizmusok egy véges kompozicidjat latjuk,
szoval tényleg egy fibruménkénti izomorfizmust kapunk. Ezzel adodik az egész h bi-
jektivitasa. A folytonossagot és az inverz folytonossagot elég lokélisan ellendrizni, de

c stz

morfizmus, azaz folytonos és inverz folytonos is. Ezzel belattuk, hogy h izomorfizmus
7 (Ag) és T (AL), avagy f*(€) és g* (&) kozott.
O

2.5. Definici6. Legyenek & és & rendre a my: By — By és my: Ey — B, projekcioju

vektornyalabok. & és & direkt szorzata vagy Descartes-szorzata, £ X &, a

7T1X7T21E1XE2—>BIXBQ

projekcioju vektornyalab. Az j fibrumok a régiek vektortérstruktarainak a di-
rekt szorzatat kapjak. Lokalis koordinatarendszereket szintén tudunk direkt szorzat

alakban keresni.
Egy ismert példa példaul az alabbi:

2.8. Allitas. Ha M, és M, sima sokasagok és M = M; x My, akkor Ty == Tar, X Tas,
|2, Problem 1-A.|

2.6. Definicié. Legyenek &; és & rendre a my: Ey — B és my: Fy — B projekcioju
vektornyalabok. & @ &, a direkt 0sszege vagy Whitney-dsszege £1-nek és 5-nek, egy
1j vektornyalab lesz, melyre tigy gondolunk, mintha a bazis minden pontja felett
vennénk a fibrumok direkt 6sszegét. Ezt ezen a ponton mint A*(&; x &) konstrual-

hatjuk meg a leggyorsabban. Itt A a diagonalis beagyazas:

A:B— BxB
A(b) = (b, b)
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A totalis tér itt tehat az alabbi lesz:

E/ = {(b’ 61,62) (- B x E1 X EQZ 7T1(€1) — 71'2(62) — b}

2.9. Allitas. Legyen & és & az 1) vektornyalab egy-egy résznyalébja, a kozos bazis
B. Ha minden b € B-re Fy(n) = Fy(&1) @ Fy(&2), akkor n =~ & @ &

Bizonyitds. Az alabbi izomorfizmus jo lesz:

[ E&G®&) — En)
f(b, €1, 62) =e1+ €9

Mivel a vektorterek direkt Osszege egyértelmi, ez fibrumonként izomorfizmus.
E(&) és E(&2) altér mivolta biztosit minket a folytonossagrol, amivel az 1.8 Lemma

segitségével kész vagyunk. ]

Felmeriil a kérdés, hogy egy n vektornyalab egy adott & résznyalabjahoz tudunk-e
keresni egy ,kiegészité nyalabot”, melyre a &-vel vett direkt Osszegként visszakapjuk

n-t. Latni fogjuk, hogy ez parakompakt bazis felett megtehets. (3.2 Definicio)



3. fejezet

Fuklideszi Vektornyalabok

Akércsak vektorterekben, vektornyalabok is sok 1j dolgot megtudhatunk, ha egy
euklideszi strukturdat — skaléris szorzast és normat — tesziink a teriinkre. Ez tobbek

kozt segiteni fog ortogonalis kiegésztGk konstrualasaban.

3.1. Definicio. Egy euklideszi vektornyaldb egy & valos vektornyalab ellatva egy

() B @EE) - R

folytonos fliggvénnyel, mely minden fibrumra megszoritva egy szimmetrikus, bi-

linearis, pozitiv definit skalaris szorzas. Ez ad egy

p(x) = (z, )

vagy |z|?, pozitiv definit kvadratikus alakot. Ezt az euklideszi metrikdnak hivjuk
a nyalabon.
Ha a vektonyalabunk egy 7, érintényalab, pu-t Riemann metrikdnak hivjuk. Ek-

kor M-et p-vel egyliitt Riemann sokasdgnak hivjuk.

Ha trivialitast tantsitd szelések keresésénél az ortogonalitasra is tigyeliink, azt
hihetnénk, kapunk egy erésebb trivialitasi definiciot. Az alabbi lemma viszont mu-

tatja, hogy mindig menni fog ez az erésebb konstrukcio is.

3.1. Allitas. Legyen ¢ egy euklideszi vektornyalab, amely trivialis. Ekkor léteznek

81, S2, ..., S, ortonormalt szelések, azaz minden b € B(&)-re

(si(b), 55(b)) = b
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Bizonyitds. Legyenek 11, ro, ..., r, szelések, melyek igazoljak £ trivialitasat. r1(b),
ro(b), ..., 7,(b)-t Gram-Schmidt ortogonalizalva kapunk egy s1(b), s2(b), ..., $,(b)
ortonormélt rendszert. Mivel a Gram-Schmidt ortogonalizacié eredménye folytono-
san a kiindulé vektoroktol, igy utana is folytonos fliggvényeket kapunk. Tehét sq,

S9, ..., Sy is szelések lesznek, és teljesitik a lemma kovetlményeit. O

3.1. Példa. Az e trivialis nyaldbon mindig adhat6 euklideszi struktura:

p(b,x) =23 +...22

Mivel R” érintényaldbja trividlis igy R™ egy Riemann sokasag lesz. Egy M C R"
sima sokasagra T'M C TR", igy u-t a masodik koordinatdban az ¢: TM — TR"
bedgyazassal komponélva egy Riemann metrikat kapunk M-en.

Hasznos lenne altaldnosabb feltétel arra, hogy egy vektornyalab ellathato eukli-

deszi struktiraval. A parakompaktsag itt is elégséges lesz.

3.2. Tétel. Legyen £ a: E — B projekcidju vektornyaladb, B parakompakt. Ekkor
létezik egy

() E(Q)@EE) — R

skalarszorzas, mellyel ellatva & egy euklideszi nyalab, azaz amely szimmetrikus, bi-

lineéris és pozitiv definit.

Bizonyitds. Vegytink trivializalo kornyezeteknek egy B-t fed6 {U,} csaladjat. Egy
adott {U,}-n meg tudunk adni egy (-,-), skalaris szorzast az el6z6 példa alapjan,
hiszen itt a nyalab trivialis. B parakompaktsaga szerint létezik egy {13} lokélisan
véges egységosztas, amely {U, }-nak alarendelt. Minden (-hoz rogzitsiink egy a(5)-t,
melyre supp(1g) C Uy(p). Az alabbi skalarszorzas jo lesz:

(2,y) = Y vs(m(@){z, y)ags)
B

Ez jol definialt, hiszen egy w(x) = b € B pontban csak véges sok 13 nem nulla, és
viszont ahol (-, -), nincs értelmezve, ott 15 nulla. (-, -) minden fibrumban szimmetri-
kus, bilinearis és pozitiv definit lesz, mivel egy fibrumban (-, -) véges sok skalarszorzas
konvex kombinécidja, és ez megtartja mind a szimmetriat, a bilinearitast és a pozitiv
definitséget. O
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Ezek utan ha valamit euklideszi nyalabban meg tudunk csinélni, azt tetszéleges
parakompakt bazisii nyalabban is képesek lesziink. Ezzel felvértezve a kivetkezs

konstrukcié megvalaszolja az 2.9 Allitas utan felvetett kérdést.

3.2. Definici6. Egy B bazis feletti n) euklideszi nyalab & résznyalabjanak ortogondlis
kiegészitdie egy &+ résznyaldbja n-nak, melyet az alabbi konstrukeié ad:
b € B-ra legyen Fy(¢t) = {z € Fy(n): (z,y) =0 Vy € Fy(€)} Ekkor E(£1)-t,

mint ezen fibrumok uniéja kapjuk meg.

3.3. Allitas. ¢ a fentebb definialt E(£+) totalis térrel és az 6rokolt projekcioval
n-nak egy résznyaldbja. Emellett n ~ & @ &+.

Bizonyitds. ¢+ fibrumai 6rokolnek egy vektotérstruktirat €-bél, hiszen egy Fp-ben
egy kiegészits alteret kapunk, ami zart a vektortérmitveletekre. Abbol, hogy fibru-

monként a vektortér direkt komponensekre esik szét az is kovetkezik, hogy az

frE(E)x& — En)
fly) =z+y
egy izomorfizmus lesz. Tehét a lokalis trivialitast kell még ellendrizni.

Keressiink egy by € B pontnak kornyzetet, ahol a &+ trivialis. Tudjuk egy olyan

U kornyezetét venni, ahol £ és n mar trivialis. Ezt tanusitvan vegyiink fel U-n rq, 7o,

cev, Ty €8 81, S9, ..., S ortonormalt szeléseket, ahol n az n nyalab rangja k pedig
&-¢, és az si-k E(£)-ben futnak. Fy-ban s1(bg), s2(bo), - .., sk(by) kiegészithets egy
51(bo), s2(bo), - - -, sk(bo), Ski1(bo), - -, s,,(bo) bazissa. Ezeket a vektorokat az rq(by),
T9(bo), - .., mn(by) bazisban koordinatézza az alabbi matrixnak:
(s1(bo),m1(bo)) - (sk(bo),71(b0)) (Shs1(bo);m1(b0)) - (s7,(bo), 1 (bo))
(s1(bo);r2(bo)) - (sk(bo),2(bo))  (Shy1(b0),72(bo)) .. (s7(bo), T2(bo))
(s1(bo), 7 (b0)) - (sk(bo),mu(bo)) (Sky1(bo),7nl(b0)) - (Sh(bo),Tn(bo))

Aminek tehat a rangja igy maximaélis. Az els6 k oszlopban kezdjiik el cseréljiik
ki a rogzitett bp-t egy b valtozora, mely by kornyezetében mozog, bp-ban a métrix

megegyezik az eredetivel.
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(s1(0),71(0)) - (s(),m1(b))  (Shy1(bo); 71(bo)) - (85, (bo), 71 (bo))
(s1(0),7a(b)) - (s (b),m2(b))  (sps1(bo); 72(bo)) - (87,(bo),72(bo))
(51(0),rn(0)) . (sk(0), (b)) (k41 (b0), Tn(bo)) - (s3,(bo), (Do)

Ennek a métrixnak maximalis lesz a rangja by egy V' C U kornyzetében, a

determinans folytonossaga miatt. Itt ezek szerint az

n n

51(0),52(0), -, 5k(b), Y {Shs1 (bo), i (00))ri(D), - Y (0, (bo), mi(bo) )7 (b)
i=1 =1
vektorok bazist fognak alkotni, igy az s, ;(b) = > i, (siy (Do), 7i(bo))7i () sze-
lésekkel az si, s2, ..., Sk, 5,4, ..., 5, fliggetlen szelések egy rendszere lesz V-n.
Ezeket Gram-Schmidt ortognalizalva kapjuk sq, so, ..., Sk, Skt1, - - -, S, Ortonormalt
szeléseket. Mivel sy, so, ..., s; mindig E(&)-be esik, igy ski1, Ski2, - .., S, csakis
E (&)t = E(&1)-be eshet, aminek igy egy bazisa lesz. Ezzel talatunk E(£1)-ben n—k

darab, azaz nyalabrangnyi fliggetlen szelést, ami tanusitja a lokalis trivialitast. [J

3.4. Kovetkezmény. Most mér latjuk, hogy az 1.4 Példaban definiadlt normalnyalab
tényleg vektornyalab. Egy M C R” sima sokasagra T'M C M x R™. Itt 1), kiegészits

nyaladbja pont vy lesz, amely igy tényleg vektornyalab, és 7y @ vy = €'y



4. fejezet

Fibralt Nyalabok

Bar a karakterisztikus osztalyokrol itt jellemzGen vektornyaldbokban fogunk beszél-
ni, ahol minden fibrum egy vektortér, hasznunkra fog valni definialni egy altalano-

sabb struktirat, ahol akarmilyen teret megengediink a fibrumoknak.

4.1. Definicié. Egy A fibrdlt nyaldb a B topologikus tér bdzis felett F' fibrummal,

més néven egy F-nyaldb, egy
e [()\) topologikus tér, a totdlis tér.
e m: E — B (folytonos) leképezés, a vetités vagy projekcid.

e Minden 7(b),b € B homemorf F-el.

A vektornyaldbokhoz hasonléan megkdveteljiik még a lokdlis trivialitds feltételét:

Vb € B -hez U C B kornyzete b-nek, ahol megadhato egy trivializacio, egy

h:Ux F— 7 Y(U)

homeomorfizmus, mely fibrumot fibrumba visza, azaz az alabbi diagramm kom-

mutél. (p; az els6 koordinatara valo vetités.)

UxF —— 774(U)
lm/

Egy fibralt nyalabot gyakran jeldlnek analég modon egy révid egzakt sorozattal

az alabbi modon:
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F y F ———» B

Definidlhatunk sima fibralt nyaldbokat, melyekre B, E és F sima sokasdgok kell

legyenek, és minden leképezés sima.

A Vektornyalabok elméletébdl ismert konstrukciok tobbsége fibralt nyalabokkal
is értelmes lesz. Beszéliink szelésekrdl, résznyaldbokrol, nyaldbok megszoritasarol,
direkt szorzatarol. Nyalab-leképezésektsl csak azt varjuk el, hogy a fibrum fibrumba

menjen, tehat hogy kommutaljon az alabbi diagramm:

ElAEQ

lm _ lm

BlL)BQ

Beszélhetiink tovabbé indukalt nyaldabokrol is. Itt figyelemre méltod, hogy a 2.7
Tétel bizonyitasa szorol szora itt is applikalhato.
Vektornyalabokbol sokféleképpen készithetiink fibralt nyaldbokat:

e Ha egy £ euklideszi n-nyaladbrol beszéliink, minden fibrumban véve az 1 normé-
ju vektorokat egy S™ !-nyaldbot kapunk, S(£)-t. Ezt akar euklideszi metrika
nélkiil is definidlhatjuk, ha azonositunk minden nem-nulla vektort a pozitiv

skalarszorosaival.

e Hasonldéan az egynél kisebb normaja vektorok egy D™-nyaldbot alkotnak,
D(§)-t. Ezt az euklideszi struktira nélkil, mint a S(§) projekciojanak
leképezés-hengere kaphatjuk meg.

e A projektiv terek képzéséhez hasonléan egy fibrumban a vektorokat a skalér-

szorosaival azonositva kapunk egy RP" '-nyaldbot, P(&)-t.

Még fogunk latni hasonlo konstrukciokat, kiilonb6z6 megszoritasokkal és azono-

sitasokkal. De lassunk most néhany konkréta példat fibralt nyalabokra.
4.1. Példa. Minden fedés egy fibralt nyalab, diszkrét F' fibrumokkal.
4.2. Példa. A k Klein-kancsé egy S'nyalab. (1.1. abra.) Definialjuk, mint

[0,1] x S!
(O7y) ~ (17 _y)

E(k)=K? =
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a bazisa a kozepén fekvs S'-gyel homeomorf, és az alabbi médon kapjuk a pro-

jekciot:
[0,1] 1
B =— =9
(%) 0~ 1
m(z,y) ==

Trivializal6 kornyzeteket az alabbi médon kereshetiink:

e Ha 0 < b < 1 akkor tetszleges U C {x € [0,1]: 0 < x < 1} kdrnyezete b-nek
a direkt szorzatbol 6rokolt koordinatazassal jo lesz.
° b — {07 1}

0~1
és leképezés, mivel a faktorizaldsnal y-t —y-nal azonositjuk:

esetén pedig jo lokalis koordindta rendszer lesz az alabbi kdrnyezet

0,17\ 5
U= 0~ 1

h:U x S'— 7= 1(U)

(u,9), hau<
h(u,y) =

N= N

(U, _y)a ha u >

A fibralt nyaldbok fontossagat a kovetkezd alapvetd tétel is mutatja:

4.1. Tétel. A fibralt nyalabok rendelkeznek a homotdpia felemelési tulajdonsdggal
CW-komplexusokra. Ez azt jelenti, hogyha \ egy m: E — B projekcioju F-nyaléb,
és X egy CW-komplexus, akkor egy f;: X — B homotopidhoz és fo: X > FE
felemeléséhez fy-nak (azaz o fo = fy) létezik egy f, felemelése fi-nek, (azaz olyan
fi, hogy mo f, = f), mely t = O-ra fo.

A relativ homotdpia felemelési tulajdonsdg is teljesiilni fog. Ha (X, A) egy CW-
par, és egy f;: X — B egy homotopia relativ A-hoz (azaz A pontjaiban t-ben
konstans), akkor egy fo: X — E felemeléséhez fo-nak, létezik egy f; felemelése
fi-nek, amely egy homotopia relativ A-hoz, és t = O-ra f,.

A fibralt nyaldbokra teljesiil a pdrra vontakozé homotdpia felemelési tulajdonsdg
is. Eszerint ha (X, A) egy CW-pér, és egy f;: X — B egy homotopia, fo: X > E
felemeléséhez fo-nak, és f| 10 A — E egy felemelése f|,-nak, akkor létezik egy fi

felemelése f;-nek, amely kiterjestzi f | it és, t = O-ra fo.
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Bizonyitds. Elég a parra vonatkozé homotopia felemelési tulajdonsagot belatni, hi-
szen az egy A-n konstans homotopiara és a konstans felemelésre visszaadja a relativ
esetet, és lires A-ra visszaadja az egyszeri esetet.

Elég a (D", D"!) parra (ahol a D"! a peremnek a fele) belatni. Ezzel mar
akarmilyen (X, A) CW-parra meglesziink a celldkon rekurzivan végigmenve. Egy
cella a hatardnak azon részével ahol mér adott a felemelés egy (D™, D" ') parral
homeomorf, igy itt is fel tudjuk emelni a homotoépiat. Igy az egész CW-komplexusra
kész lesziink.

(D", D"') homeomorf az (1", ") pérral, ahol T = [0,1], és I" '-re, "t x{0}-
ként gondolunk. Erre a parra fogjuk belatni a homotopia felemelési tulajdonségot.
Legyen H: I" x I — B a homotopia, amit fel akarunk emelni, f;(x) = H(z,t). Adott
fo és f|]n,1, tehat H mar fel van emelve a "™ x {0} x I-n és " x {0}-n.

Vegytink trivializalo kornyezeteknek egy B-t feds {U,, } csaladjat. I"™ x I kompakt,
igy feloszthatjuk I™-t véges sok kis n dimenzios téglara és I-t véges sok [ix, igi1]
intervallumra gy, hogy minden T kockara és k-ra van egy «, hogy T X [if, igi1]
teljesen U,-ba esik. I !-be es6 téglék esetén mar H fel van emelve T X [ig, i + 1]-n,
igy most nézziink ezen kiviili tégldkat. Egy n dimenzi6s tégla hatara szétesik n — 1
dimenzids téglakra, és igy tovabb. A felemelést rekurzivan fogjuk definialni a téglak
dimenzidja szerint. Egy adott tégla esetén k szerint rekurzivan fogjuk definidlni
a felemelést T X [ig,ix + 1]-n. Ha egy tégla 0 dimenzids, azaz csak egy x pont,
{z} X [i,ir + 1]-n kell felemelni H-t tgy, hogy (z,ix)-n mar adott a felemelés.
Mivel itt a nyalab trividlis, tekinthetjiik U, x F' szorzat alaktunak. t-ben konstans
masodik koordinata-fiiggvénnyel fel tudjuk emelni H-t. n dimenzios téglak esetén se
lesz nehezebb dolgunk. A felemelés mar adott T' x {ix }-n és 9T x I-n. Az itt vizsgalt
(T, T x {ix} U 9T x I) par homemorf a (T, T x {ir}) parral. Ez utobbi alakban mar
konnyt felemelni H-t, ha a nyaldbra megintcsak U, x F-alakban gondolunk, ¢-ben

konstans masodik koordinatafiiggvénnyel lesz egy felemelésiink. O]



5. fejezet

Grassmann-Sokasagok és az

Univerzalis Nyalab

Mint azt mar korabban lattuk az indukalt nyalaboknal, fimbronkénti izomorfizmusok
homotoépia osztalyai alkalmasak nyalabok jellemzésére. Ennek alaposabb vizsgélata

lesz a célunk. Ehhez elGszor néhany 1j teret és vektornyaldbot kell konstruéljunk.

5.1. Definici6é. R*>. Az n dimenzios valés terek kanonikusan tartalmazzak egymast,
az R CR? C R3 C ... felszallo rendszert alkotva. Vehetjiik a felszallo unidjukat, ez
lesz R*. A gyenge topologiaval topologizalunk: egy halmazt R*°-ben akkor fogunk

nyiltnak tekinteni, ha minden R"-nel vett metszete nyilt.

5.2. Definicié. Az el6bbi konstrukciot altalanosabb keretek kozt is elvégezhetjiik.
Ezt direkt limesznek fogjuk hivni. X; C X, C X3 C ... topologikus terek direkt
limesze az X = |J;=, X; felszallo unio6 lesz, a gyenge topologiaval topologizéalva: egy
halmazt X-ben akkor tekintiink nyiltnak, ha minden X,,-nel vett metszete nyilt. (A
direkt limesz valdjaban egy lényegesen altalanosabb konstrukcié, de mi most csak

részhalmaz relaciokra vezetjiik be.)
Az alabbi két allitasra fogunk hivatkozni direkt limeszekrdl:
5.1. Allitas. Kompakt Hausdorff terek direkt limesze parakompakt.

Bizonyitds. Ez a direkt kdvetkezménye a 2.6 Tételnek. Azonnal adodik, hogy a direkt
limesz kompakt terek unioja, csak az kell, hogy reguléris.

Legyenek X; C X, C ... a kompakt tereink, X a direkt limesziik. Az X,,-
ek kompaktak és Hausdorffak, igy normalisak is. Lassuk be, hogy X is az. Ehhez
elég zart, diszjunkt A, B C X-ekre konstrualni egy fiiggvényt, melyre f|, = 0 és
fl, = 1, ezt rekurzivan fogjuk felépiteni. X;-ben AN X; és BN X, is zartak, igy X



23

normalissaga ad rajta egy ilyen fi-et. Az X,,-r6l X, valo kiterjesztésnél a fiiggvény
mar definialva van AN X, 1-en, BN X, 1-en és X,,-en. Ezek mind zartak X, 1-ben,
szoval az uniojukrol kiterjeszthetd a fiiggvény egy f,.1-é a Tietze kiterjesztési tétele
szerint. Az igy kapott fliggvények unidja teljesiti a kivant feltételiinket, és folytonos

lesz X-en, mivel a gyenge topologiat vettiik rajta. O
A kovetkezd direkt limeszek szorzatat leird allitasra is hivatkozni fogunk:

5.2. Allitas. Ha az A; € Ay C A3 C ... lokalisan kompakt terek direkt limesze A,
és a By C By C B3y C ... lokdlisan kompakt terek direkt limesze B, akkor az A x B
topologikus tér egybeesik a A,, x B, terek direkt limeszével. |2, Lemma 5.5.]

5.3. Definicio. Az R! C R2 C R3 C ... tartalmazasok indukalnak RP' C RP? C
RP? C ... beagyazasokat. Ez alapjan az RP™-ek direkt limeszeként definidlhatjuk
RP>°-t.

RP>-re ugy is tekinthetiink, mint R*> linearis egyeneseinek tere, hiszen R min-
den lineéris egyenes valamilyen R"-bdl jott, aminek pedig megfelel egy pont RP"-

ben, ami RP* része.

5.4. Definicié. Ez alapjan elkészithetiink, tigy mint a véges dimenziés projektiv

terek felett, RP> felett is egy kanonikus vonalnyaldbot, v'-et.

E(Y") ={(e,r) € RP® x R™: x € ¢}
B = RP*™

mle,x) =e

A lokalis trivialitast egy altalanosabb kontextusban fogjuk latni. (5.3 Kovetkez-

mény)

A projektiv terekhez hasonléan konstrualni fogunk Grassmann-sokasagokat,
melynek a pontjai egy n-nél magasabb dimenzios tér n dimenzios lineéris alterei lesz-
nek. Grassmann-sokasagok felett is lesz természetes médon kanonikus vektornyaléb.
Az egy adott n paraméterti Grassmann-sokasidgok direkt limeszeként megkaphat-
juk majd az R*-nek az n dimenzids altereibdl &llo végtelen Grassmann-sokasag. Itt
szintén lesz egy kanonikus vonalnyalab, univerzélis tulajdonsédgokkal. A Grassmann-
sokasagok definicija elsd 1épéseként topologizaljuk az n dimenzids altereket kifeszi-

teni képes ortonormaélt rendszereket!
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5.5. Definici6. n < k-ra a V,,(R¥) Stiefel-sokasdg R* ortonormalt vektor n-eseinek
tere. Topologizéaljuk mint az n tagt szorzat, R¥ x ... x R* altere. Mivel 1 normaji
vektorokat keresiink, S*~!-ek szorzatanak is része, raadasul egy zart altér lesz, mivel
az ortogonalitast lehet azzal tanusitani, hogy egy folytonos fiiggvény értéke 0 rajtuk.
Igy kovetkezik, hogy V,(R*) kompakt lesz.

5.6. Definici6. n < k-ra a G, (R*) Grassmann-sokasdg R” lineéris altereinek tere.
R¥-ban barmely ortonormélt vektor n-es kifeszit egy n dimenziés alteret. Ez ad egy

szirjektiv

q: Vo(RF) = G, (RF)

leképezést. Topologizaljuk mint G, (R¥), mint V,,(R*)-nak a ¢ szerinti faktora.
Igy G,(R¥) is kompakt lesz.

5.7. Definici6. Az R® C R*™! C R"*2 C ... tartalmazasok indukalnak V,(R™) C
V,(R™1) C V,,(R"*?) C ... bedgyazasokat. Ezek alapjan a G,,(R*)-ek direkt lime-
szeként definidlhatjuk G,,(R*)-t, vagy réviden csak G,-t. Ez R*-nek az n dimenzids
altereinek lesz a tere, hiszen egy ilyen altért mar valamelyik R*-nak is altere lesz,

igy benne lesz egy G, (R¥)-ban.

5.8. Definici6. v!-hez hasonléan G, (R*) felett is definialhatjuk a 7% kanonikus

nyaldbot, fibrumaira mint R* diszjunktizalt lineaéris altereire fogunk gondolni:

E(y) ={(l,z) € G,(R*) x R¥: z € I}
B = G,(R¥)
m(l,z) =1

A fibrumokon a vektortérstruktirat orokoljik R™-bél. G,, felett is kapunk egy
kanonikus vektornyaldbot, az uniwerzdlis nyaldbot, a ~;-ek direkt limeszeként. Erre

gondolhatunk, mint G,,(R>) linearis n dimenzios altereire,

EQ")={(l,z) e G, xR*: z e}

totalis térrel, hiszen az E(y})-ek direkt limesze {(e,z) € G, x R®: z € e} lesz

az 5.2 Allitas szerint, mivel ez G, (R¥) és R¥ direkt limeszeinek direkt szorzatanak
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a megfelel§ részhalmaza. Lassuk most 77 lokalis trivialidsat. Ezzel v'-nek az 5.4

Definicioban hianyzo lokalis trivialitasa is meg lesz.
5.3. Allitas. 77 és v kielégitik a lokalis trivialitas feltételét.

Bizonyitds. Kezdjiik yp-nel. Legyen | € G,,(R¥) és p;: R* — [ az ortgonalis projekcio
[-re. Legyen

U = {I' ¢ G"(R*): Dim(Im(p (1)) = n}

és legyen

hy: w2 (U) = U x | =~ Uy x R"
h(l',x) = (', pu(x))

U, és h; egy jo lokalis koordinatarendszer lesz. El6szor is U; nyilt lesz. Ehhez elég
ha ¢~ 1(U;) nyilt. Itt az kell, hogy a vektor n-es p; szerinti képének a rangja n legyen,
tehét a determinans nem 0. Ez p; és a determinans folytonossdga szerint tényleg
egy nyilt halmazon fog teljesiilni. h; tényleg egy bijekcid: a masodik koorinataban
egy izomorfizmus, az els6ben pedig konstans. p; folytonossaga rogtén implikalja h-
ét is a koordinata-fiiggvények folytonossaga lévén. Kell még hl_1 folytonossaga. hl_l
kifejezését akadalyozza az, hogy p; nem invertalhato. Viszont minden I € Uj-hez
létezik egy egyértelmi Ay € GL,(R) leképezés, mely I'-re megszoritva megegyezik
pi-lel, és I+ = Ker(p)-n az identitas. Ay egy I'-beli v1, va, ..., v, ortonormalt bazist

egy [-beli bazisba visz, hiszen p; megszoritva [’-re maximalis rangua. p; folytonos,

igy Ap(v1), Ar(ve), ..., Ap(v,) folytonosan fiigg vy, ve, ..., v,-t6l. Emiatt A; is
folytonosan fiigg vy, vs, ..., v,-t6l. ¢ folytonos, igy Ay folytonosan fogg fiiggeni I’-

t6l is. Invertalhato linearis leképezésekrsl mér tudjuk, hogy A, is folytonosan fiigg
I'-t6l. (Példaul mert Ajy-re matrixként tekintve annak elemei is folytonosan fognak I’
t6l fiiggeni, és Ay méatrixanak elemeivel Al_,1 matrixa folytonosan kifejezhetd.) Ekkor

viszont h~! felirhato

h (U 2) = (I, Ay (2)

alakban. Ezzel a koordinata-fiiggvények folytonossaga lévén h; ! folytonosségéval

is megvagyunk, befejezve a véges esetet.
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7"-re tekintsiink, mint a 7;-ek direkt limesze. Ahogyan k-t noveljiik, a fentebb
konstrualt U;-ek egyre b6vols halmazok, tehat vehetjitk a felszallo unidjukat. Ezt
fogjuk trivializalo kornyezetnek valasztani v"-ben. A h; fliggvények sorra terjesztik
ki egymast, igy ezek itt Osszeillenek egy leképezéssé, ami homemorfizmus lesz, mivel

E(y™)-en a gyenge topologiat vessziik. ]

5.4. Tétel. Legyen B parakompakt, és & egy m: E — B projekcioju n-nyalédb.
Ekkor Létezik egy f: E — E(~") fibrumonkénti izomorfizmus, amely homotépia
erejéig egyértelmd. A 2.2 Tétel miatt f*(7") ~ £. Tehat a v™ nyalabrél minden n-
nyalab egyértelmien visszahtizhato, ezért univerzdalis nyaldbnak is hivjuk, vagy az

n-nyaldbok klasszifikalo terének.

Bizonyitds. Ha mar adott egy ilyen f az az alabbi diagrammot adja nekiink. (ps
a vetités a masodik koordinatara. Emlékezziink, hogy E(7")-t, mint a G, x R*>

szorzattér egy altere képezziik.)

— E(y™) —5 R®

\l T

— Gy

A fels6 soron kapunk egy f : ' — R™ leképezést, mely minden fibrumot izomor-
fan képez R*-be:

B

|x
()
3

Ha még f nem adott, de egy ilyen f igen, az meghatéarozza f-et. Egy b € B
pontra 7~ 1(b) egy fibruma &-nak, tehat f(ﬂ’l(b)) egy n rangu altér R*-ben, azaz
egy pontja G,-nek. Igy f = f o7 l-el kapunk egy az el6z6 alaki diagrammot. Ezek
szerint f kereséséhez elég egy ilyen f—et konstrualjunk.

B parakompakt. Az 2.3 Allitas alapjan {V,} kornyzeteket, melyek trivializalo
kornyezetek diszjunkt uniéi — tehat maguk is trivializalo kornyezetek lesznek — és
egy nyilt fedés alkotnak. Létezik még egy {1, } lokalisan véges egységosztast, mely a
{V,}-nek alarendelt. Legyen fn: V,, — R™ a V,-t trivializal6 leképezés R™-be mend
koordinata-fiiggvény ez minden fibrumot izomorf moédon fog leképezni. Definidljuk

f—et az alabbi modon:
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~

f: E— (R")® ~R®
f@) = @u(m(@) - fulx)

Ez jol definialt, mivel fn értelmezési tartoméanyan kiviil 0 egyiitthatoval szerepel,
és mert csak véges sok egyiitthato nem 0 egyadott z-re. Egy fibrumban az egyiittha-
tok meg fognak egyezni, igy lineéris lesz, és legaldbb az egyik nem lesz 0, igy injektiv
lesz. Tehéat f egy fibrumot izomorf moédon képez a képére, és ezt szerettiik volna.

Az egyértelmiiség bizonyitasahoz fy, fi: E — E(y") leképezésekrdl kell belatni,
hogy ha fol*(v") ~ f{(y™) akkor fy és fi homotopak. Mivel f-bél a bizonyités
elején latott konstrukcioval visszakapjuk f-et, elég fo és fl kozott konstrulni egy
homotoépiat, amely mindig izomorf moédon képzi le a fibrumokat. Ha semmilyen x-re
se lesz fo(x) = —fi(z) akkor a

Ho=0-t-fo+t-fi

leképezés sose lesz 0, igy egy jo homotopia lesz. Az altalanos esethez kellenek az

R*>°-nek az alabbi linearis homotopii:

Kt($1,$27 .. ) = (1 - t) : (Il,xg, .. ) +1- (0,1’1, O,ZE27 .. )
Lt(ﬂfl,l’g,...) =t- (ZEl,SL’Q,...) -+ (1 —t> . (ml,O,xQ,O,...)
Ko fo és Lgo fl kozott mar a fentebbi modszer 1évén homotopak, és fo = Kpo fo

valamint f1 =1, ofl homotopak rendre K, ofo—lal és Lgo fl—el a K ofo—lal és Ly ofl

homotopidk szerint. Ezeket a homotopidkat egymés utan téve kész vagyunk. ]

A Grassmann-sokasagok jobb megértéséhez hasznos lenne jobban megérteni a

topolgidjukat. Konstrualjunk rajtuk egy cella struktirat!

5.9. Definici6. R¥ egy adott n dimenziés [ alterére vizsgéljuk az [NRY, INR2, .. .,
[ N R* béviils altereket, ahol az 4j R-ek egy eldre rogzitett sorrendben jonnek R*

egy bézisa szerint. A vizsgélt alterek dimenzidja monoton nének:

0 < Dim(INR'Y) < Dim(INR?*) < ... < Dim(INR*) =n
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Két szomszédos érték itt legfeljebb 1-gyel kiilonbozhet, tehit pontosan n helyen
fogunk ,ugrast” latni. Legyenek ezek 1 < 01 <09 < ... <0, < k. A [ sik Schubert
szimboluménak ezt a 0 = (01,09, ...,0,) szam n-est hivjuk.

Egy 0 = (01,09,...,0,)-re, mely kielégiti 1 < 01 < 09 < ... < 0, < k-t,
legyen o Schubert-szimbélumu alterek halmaza e(o) C G, (R¥). Minden [ € G, (R")

pontosan egy e(o)-ba fog esni.

Egy n dimenziés altérnék egy béazisvektorait beirhatjuk egy n x k-as matrix

soraiba. Ezt Gauss-eliminalhatjuk, hogy egy ilyen redukalt lépcsés alakra hozzuk:

* x 1.0 00 0 00O
* x 0 x 1.0 0 0 00
* x 00 x 01 0000
* x 0 x 00 x x 1 0

Ha itt tekintjiik az [ N R? metszeteket az az utols6 i oszlopra valé megszoritast
fogja jelenti. Latjuk, hogy a rang pontosan a vezér l-eseket tartalmazo oszlopok-
nal né, tehat ezen oszlopok szémai fogjak alkotni az altér Schubert-szimboélumét.
Igy a vezér 1-esek helyei meghatarozzak a Schubert-szimbélumot. Mivel a Schubert-
szimbolum egyértelmi, igy a vezér 1-esek helyei is jol meghatarozottak lesznek. Egy
ilyen redukalt 1épcsés alak csak egy altérhez tartozik, ahogy sorban bevessziik a ba-
zisvektorokat, ha a * tetszGleges taghoz kiillobozd érték tartozik mas lesz a kifeszitett
tér. Tehat e(o)-t o tartozo redukalt lépcesds alaku tetszoleges tagjai parametrizaljak.
Ilyenekbél az i-ik sorban o; — i db van, ésszesen (o1 — 1) + ... + (o, — n). Igy e(o)

homeomorf az ennyi dimenziés euklideszi térrel, masképpen egy nyilt cellaval.
5.5. Allitas. Ezek az e(0) cellak egy CW-struktira cellai G,,(R¥)-n.

Bizonyitds. Az els6dleges célunk a celldkhoz karakterisztikus leképezésket keresni.
Ehhez csinalunk egy kiilonbozd 1épesds alakot. A vezér 1-esek, most lehetnek tet-
sz6leges pozitiv szamok, és alattuk a 0-sok lehetnek teljesen tetszdlegesek, viszont
megkdveteljiik, hogy a sorok ortonormaltak legyenek. Ez megintcsak egyértelmi lesz,
mivel az 0j bazisvektorok bevételekor az ortonormaltsag lesziikit a vilasztasokat 2-
re, ami utan a pozitivitas feltétellel mér egyértelmi lesz a véilasztas.

A redukilt alak i.-ik sora egy H; félgombjéhez tartozik az S°~! C R C
R*-kban, ahol a o4-ik koordinidta nem-negativ. Legyen V,(R¥)-ban E(c) azon
(v1,...,v,) ortonormalt n-esek halmaza, melyre v; € H; minden i-re. F(o) homeo-
morf egy zart gombbel. Ennek belatashoz megmutatjuk, hogy m(vy,...,v,) = v3-

re a keletkez§ m: E = (o) — H; projekcioju fibralt nyalab trivialis. Ez ekvi-
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valens azzal, hogy keresiink egy p: E(c) — 7 '(vy) projekciot, ami a fibrumok-
ban homeomorfizmus, ahol vy = (0,...,0,1) € R C R*. Ez elég lesz, mivel a
X p: E(o) — H; x 7 (vg) egy homeomorfizmus lesz. (Mivel folytonos bijekcio
kompakt Hausdorff terek kozott.) A p: 771 (v) — 71 (vg) leképezést megkapjuk, ha
elvégezziik R*-nak a v-t vy-ba vivé azon p, forgatasat, mely v-re és vy-ra ortogonalis
alteret fixen hagyja. Ez a forgatas H;-t 6nmagéba viszi ¢ > 1-re, mivel csak az elsG
o1 koordinatajat valtoztatja RF-nak. Igy ha p-t ebbél a forgatasbol kapjuk, 7! (v)-t
tényleg 71 (vg)-ra képzi.

A 77 1(vp) fibrumot azonositani lehet E(o’)-vel, ahol o/ = (03 — 1,...,0, — 1).
n-en val6 indukcioval E(o’) homeomorf egy (oo —2) + ...+ (0, — n) dimenziods zart
gombbel, igy E(o) tényleg egy (07 — 1) + ... + (0, — n) dimenzios zart gémb. A
hatéra az olyan pontjaibol all, melyekre v; € OH;, legalabb egy i-re: Ez is kivetkezik
indukciéval, mivel a p, forgatas OH-t énmagaba viszi i > 1-re.

A q: E(0) — G,(R*) természetes faktorleképezés, F(o) belsejét e(o)-ba képzi
bijektiven. Mivel G,,(IR*)-en a faktortopoldgia van, ez itt egy homeomorfizmus. F(o)
hatara olyan e(o’) cellakba képzddik, ahol o’-t o-bol ugy kapjuk, hogy néhany o;-t
lecsokkentiink, azaz az e(o’) cella dimenzidja kisebb, mint e(o)-¢. Most lassuk be,
hogy a q: E(0) — G,(R*) leképezések karakterisztikus leképezései az e(o) cellak-
nak egy CW-struktirahoz G, (R*)-n. Legyen G; a legfeljebb i dimenzios e(o) cellak
uni6ja. Indukcioval feltehetjiik, hogy G; mar egy CW-komplexus ezekkel a cellakkal.
A eo (i + 1)-cellak a OFE (o) — G; leképezés szerinti beragasztasaval kapunk egy Y
CW-komplexust, és egy természetesen folytonos Y — G, leképezést. Mivel Y egy
véges CW-komplexus, igy kompakt, és mert Gy, 1, mint G, (R¥) altere Hausdorff, az
Y — G411 leképezés egy homeomorfizmus, és G, 1 egy CW-komplexus, befejezve az
indukciot. Igy lett egy CW-komplexunk G, (R¥)-n

Mivel a G, (R¥) C G,(R*!) tartalmazasok részkomplexusok, igy G, (R>)-n is
lesz egy CW-komplexusunk, hiszen G,,(R*)-n a gyenge topoloogia van. ]

5.6. Megjegyzés. G, (R¥)-nak, és G, (R>) is, annyi r-celldja van, ahany féleképpen

fel lehet osztani r-et legfeljebb n szam Gsszegére.

Bizonyitds. G, (R¥)-nak annyi r-cellaja van, ahdny 1 < 0y < 09 < ... <0, <k
Schubert-szimbolum van. Ebbdl legyarthatjuk a (o7 — 1), ..., (0, — n) szamokat,
amikbdl a 0-kat kitorolve egy felosztast kapunk. Ez visszafele is egyértemt, ha elGszor

0-kat tesziink hozza, majd rendeziink. O



6. fejezet

A Stiefel-Whitney Osztalyok

Bevezetése és Egyértelmiisége

A karakterisztikus osztalyok vektornyalabokhoz rendelt kiilonb6z6 kohomologia osz-
talyai a bazisnak. Hp(B;G) fogja jelolni az i-dik szingularis homologia csopor-
tot G-beli egyiitthatokkal, mig H*(B;G) a kohomologia csoportot. A relativ ese-
tet Hy(B, A;G), illetve H*(B, A; G) fogja jelolni. Altalaban Zs-beli egyiitthatok-
kal fogunk dolgozni, ilyenkor ha egyértelmd ki se irjuk a egyiitthaté-csoportot. A
homologia- és kohomologiaelméletnek egy részletes bevezetése [4], ezeket az alapo-
kat itt nem fogjuk targyalni.

A Stiefel-Whitney osztdlyok karakterisztikus osztalyok, melyek a 1.4 Tétel gondo-
latmenetét fogjak altalanositani. Elgszor axiomakkal fogjuk Sket definidlni, a létezé-

siik és egyértelmiiségiikkel csak ezutan fogunk foglalkozni. Ezt egyelére feltételezziik.

6.1. Definicié. Egy ¢ vektornyalab, mely n rangi, a Stiefel-Whitney osztélyai ko-

homolégia osztalyok wy, € H*(B()) sorozata, melyek teljesitik az alabbi 4 axiomét:
1. wi(§) =0, hai > n. we(§) =1, ahol 1 az egysége H°(B(&))-nek.

2. Természetesség. Ha 1 is egy vektornyalab, és f: E(n) — FE(¢) fibrumonkénti

izomorfizmus, akkor

wi(n) = f*(we(€))

Ezt felirhatjuk visszahuzott nyalabokra is. Egy f: A — B(&) leképezésre:
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3. Whitney szorzat tétel. Ha n is egy vektornyalab és B(§) = B(n), akkor

4. Nem-trivialitds. wi(y;) nem 0. Ez a feltétel biztositja, hogy a ne elégitsek ki

az axiomainkat az 1,0,0, ... kohomolégia osztalyok.

A Whitney szorzat tételt felithatjuk a H*(B) kohomologia gytirtben is. H*(B)

additivan @;-, H'(B), és multiplikativan a cup szorzatot terjessziik ki.

(a0+a1+a2...)(b0+bl+b2...):
:(ag\/bg)—i-(alvbo—F(lovbl)—f-(ag\—/bo—f—al\—/bl—l-aovbg)—i-...

Ez asszociativ, és mivel Z, felett vagyunk kommutativ is lesz. H*(B) elemeit,

mint formalis sorok irjuk fel, tehat egy

apg+a;+as+... € H(B)

elemnél ag € H(B), a; € H'(B), ay € H*(B), stb.
H*(B)-ben a totdlis Stiefel-Whitney osztalya egy & vektornyalabnak

w(é) =14+wi (&) +wa(§) +...+wp(§)+0+...

A Whitney szorzat tétel igy a kovetkezs egyszertibb alakba frhato at:

w(§®n) = w(&) — w(n)
Tekintsiik az axiomék néhany azonnali kévetkezményét:
6.1. Allitas. Izomorf ¢ és i vektornyalabokra w(€) = w(n).

Bizonyitds. A 2 axidmat alkalmazzuk oda-vissza az izomorfizmusra. O]
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6.2. Allitas. Az e trivialis vektornyalabra w(e) = 1

Bizonyitds. Trivialis nyalabrol van fibrumonkénti izomorfizmus az egy pont feletti
vektornyalabba, ahol mas kohomolégia osztélyokat nem is véalaszthatnank. Erre a

leképezésre alkalmazzuk a 2 axiémat. O
6.3. Allitas. TetszGleges ¢ vektornyalabra és e trivialis nyaldbra. w(¢ @ ¢) = w(€)

Bizonyitds. Az el6z6 6.2 Allitast kombinalva a Whitney szorzat tétellel azonnal ko-
vetkezik. []

6.4. Allitas. Ha ¢ euklideszi n-nyalab egy s: B(¢) — E(€) sehol sem eltiing szelés-
sel, akkor w, (§) = 0. Ha létezik k fiiggetlen szelés, akkor

Wn—1(§) = .. = wu(§) =0

Bizonyitds. A fiiggetlen szekciok meghataroznak egy ¢ trivialis k rangt résznyalébot.
A 3.3 Allités szerint ekkor € = e@e™, ahol e* rangja n—k. Igy az el6z6 6.3 Allitassal

és az 1 axioméval kész vagyunk. O

Az elkévetkezSkben lassunk még néhany alapvetd allitast a Stiefel-Whitney osz-
talyokrol, és szamoljuk ki néhany egyszert vektornyalab Stiefel-Whitney osztélyait.
Kezdjiink az RP" feletti kanonikus vonalnyalédbbal, v!-nel. Ehhez sziikségiink lesz a

bézis kohomologia gytirtjének az alabbi jellemzésére:

6.5. Lemma. Z, egyiitthatokkal k < n-re H*(RP") = Z,, és 0 magasabb k-ra.
Ez adodik, ha a RP"-re a standard modon CW-komplexusként gondolva szamol az
ember cellularis kohomologiat. Az is kévetkezik ebbdl, hogy H*(RP™) & Z, minden
k-ra.

Tovabba ha a a H'(RP") csoport generatora, akkor a k-szoros cup szorzata, a*,
lesz a H¥(RP™) csoportnak a generatora.

Tehat H*(RP™) jellemezhets, mint a Z, feletti egységelemes algebra, melynek
egy generdtor van a, és egy relacio teljesiil benne, o™ = 0. H*(RP™) pedig a Z,
feletti egységelemes algebra, melynek egy generator van, és egy relacié sincs benne.
[4, Example 3.40.]

6.6. Allitas. Az RP" feletti kanonikus vonalnyalab teljes Stiefel-Whitney osztalya:

w(y,) =1+a
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Bizonyitds. A standard f: RP' — RP" beagyazas indukal egy f': E(v1) — (72)

fibrumonkénti izomorfizmust. A természetesség szerint

Frw(y,) = wi(yy) #0

Igy wy (7)) se lehet 0, hiszen f*0 = 0. A magasabb osztalyokrél az 1 axiomabol
tudjuk, hogy 0-k. Ez a bizonyitas RP*°-re is miikodik. O

Térjiink az érintényalabok vizsgaltara. Egy M sokasag érintényaldbjanak Stiefel-
Whitney osztalyaira gyakran referalunk tgy, mint M Stiefel-Whitney osztalyai:
w(M) = w(7y). Ezek vizsgélatanal hasznunkra lesz, hogy ha beagyazuk M-et R"-
be, akkor a normélnyalabja az érintényaldbjanak az ortogonalis kiegészitGje lesz,

azaz Ty @ vy = €p. Bzt példaul alkalmazhatjuk a gombre:

6.7. Allitas. S™ totalis Stiefel-Whitney osztalya 1 lesz: w(S™) = 1 Tehat Tgn-et a
Stiefel-Whitney osztalyok nem kiilonboztetik meg az S™ feletti egn trivialis nyalabtol.

Bizonyitds. Vegyiik a standard S™ C R"*! beagyazast. Tgn @ vgn = £gn. Viszont
tudjuk, hogy vg» trivialis R**'-ben. Igy a 6.3 Allitas szerint kész vagyunk. O]

A w(ty) — w(vy) = 1 azonosség alapjan még sok helyen alkalmas a Stiefel-
Whitney osztalyok szamolasara. Az ilyen egyenletek megoldéasat jellemzi a kivetkezs

lemma:

6.8. Lemma. Tetsz6leges B-re az 1-gyel kezd6ds elemei H*(B)-nek , azaz a

w:1+w1+w2+w3...

alakt tagok csoportot alkotnak a szorzasra. (Fzek lesznek az egységek H*(B)-
ben)

Bizonyitas.
w:1+w1—|—w2+w3...

inverzét keressiik. Ezt jeloljiik az alabbi modon:

w:1+w1+w2+w3...
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Ekkor az inverznek teljesitenie kell, hogy w — w = 1, azaz

1—|—(w1—|—u71)+(w2—|—w1vw1+w2)+(w3+w2vw1+w1vu72+u_}3)...:1

Az n. tagot w,-re rendezve azt kapjuk, hogy

1I)1:w1
UJQIU}Q+U}1V11_}1

W3 = Ws + Wo — W1 + Wi — Wsy

Wy = Wy + Wp—1 — W1 + ... + Wy — Wy_2 + W1 — Wy

Igy rekurzivan ki tudjuk szamolni a w,-eket, tehat meg tudunk konstrualni egy

inverzt. 0
6.9. Kovetkezmény. Ha két azonos bazis feletti vektornyalab direkt 0sszege trivi-
alis, £ @ n = ¢, akkor igy konnyen megkaphatjuk az egyik Stiefel-Whitney osztalyai

alapjan a masikét:

w(§) — w(n) =1
w(§) = w(n)
Speciélisan megkaptuk a Whitney dualitds tételt.

6.10. Tétel. Whitney dualitds tétel. Ha 1p; az M euklideszi térbe dgyazott sokasag

érintényalabja és vy, a nyormélnyalabja, akkor

w(var) = w(7a)
6.11. Kovetkezmény. Bar a normélnyalab fiigg a dimenziojatol a térnek melybe
beagyaztunk, a Stiefel-Whitney osztalyai ettdl fiiggetleniil meghatarozottak.

6.1. Példa. ! a definicioja szerint egy résznyaldbja a egbns trividlis n+1-nyaldbnak.

Legyen itt v! ortogonalis kiegészitGje vt. Ekkor a 6.9 Kovetkezmény alapjan
w(yit) = w(v}). Ezt kiszdmolva azt kapjunk, hogy

wyt)y=1+a+ad®+...+a"
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6.12. Kovetkezmény. Egy n-nyaldbnak mind az n Stiefel-Whitney osztalya lehet

nem-nulla.

Az érintényalabjuk jellemzésével nagyon sokat megtudhatunk terekrél, és ennek
kapcsan fogjuk még latni kovetkezményeit a Stiefel-Whitney osztalyoknak. (8 feje-
zet.) Viszont miel6tt tovabbi alkalmazéasokra térnénk, ré elészor értsiik meg jobban
a Stiefel-Whitney osztalyokat. Tébbek kozt még mindig nem tudjuk, hogy léteznek,
illetve egyértelmiiek. Els6nek az utobbi a céliink. Sziikségiink lesz ehhez a végtelen
zésére 1s.

6.13. Tétel. A H*(G,,) kohomologia gytrd a wy(y"), wa(y"), ..., w,(y")-ek altal
Z, felett szabadon generalt polinom gytirt lesz, Zs[wy (y"), ..., w,(y")]. Itt 4™ az G,

feletti kanonikus n-nyalab, az univerzalis nyalab.

Bizonyitds. Els6 lépésként lassuk azt be, hogy tényleg semmilyen relacié nem all

fent wy (7™), wa(Y"), ... és w, (") kozott. Tegyiik fel, hogy teljesiil valami relacio:

p(wi(Y"), wa(y™), .. w, (7)) =0

Ezt a relaciot a Stiefel-Whitney osztalyok természetességge 1évén vissza tudjuk

hazni egy f: E(§) — E(y") fibrumonkeénti izomorfizmus szerint B()-be:

pwi(€), -, wa(§)) = p(frwr(y"), ... frwn(y") = Fp(wi(v"),...,wa(y") = 0

Az 5.4 Tétel szerint 4" az univerzalis n-nyalab, barmely mas (parakompakt ba-
zisi) n-nyalabrol van fibrumonkénti izomorfizmus y"-be. Tehat elég egy nyalabot
talalni, ahol nincsenek relaciok wi (§), wi(§), ..., w,(§) kozott, és megvagyunk. Te-
kintsiik a ! kanonikus vonalnyalabot RP> felett. A 6.5 Lemma szerint H*(RP>)-t
egy a elem generalja szabadon, a 6.6 Allitas pedig kimondja, hogy w;(7!) = 1 + a.
Legyen n db RP* direkt szorzata X = RP*™ x ... x RP*. Mivel H*(RP*) véges
dimenziés X kohomologiagytrijét a Kiinneth-formulabol kiszamolhatjuk, mint az
n-szeres tenzorszorzat H*(X) = H*(RP™) x...x H*(RP*). Mivel ezek mind 1 elem
altal szabadon generaltak, H*(X) az aq, aq, ..., a, altal szabadon generalt polinom
gytird lesz, ahol a; = pf(a), ahol p;: X — RP* a i-adik tényezdre vett projekcio.
Legyen X felett a £ vektornyalab n db 4! direkt szorzata:

fzfyl><...Xfylz(phl)@...@(p;’yl)
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¢ rangja n lesz. ¢ totalis Stiefel-Whitney osztalyat megadja a Whitney szorzat
tétel:

w(§) = w(y) — ... —w(y) = (14 a1) — (1+a) — ... — (1 +a)

Ezt kibontva a Stiefel-Whitney osztalyok:

w1(5)2a1+a2+...—|—an

we(§) =a1 —ay+ar—az+...+a—a,+ ...+ 01— a,

wp(é) =ay —ag — ... — ay,

Ezek ay, as, ..., a, elemi szimmetrikus polinomjai, amik kozott tudjuk, hogy
semmilyen relacio nem all fent. Igy sikeriilt konstrualjunk egy (parakompakt bézis
felleti) n-nyalabot, melynek Stiefel-Whitney osztéalyai kézt nem &ll fent semmilyen
relacio. Ezzel belattuk, hogy semmilyen relacié nem all fent wq(y™), w2(~"), ... és
wy(Y") kozott.

Mar tudjuk, hogy H*(G,,) tartalmazza Zs[wi(y"),. .., w,(7")]-t. Azt, hogy ez a
részalgebra egybe is esik H*(G,,)-nel, egy leszamolassal fogjuk bizonyitani, a H*-re,
mint cellularis kohomoldgia gondolva. Az 5.6 megjegyzésbdl tudjuk, hogy G,,-nek,
mint CW-komplexus, r-cellija annyi darab van, ahanyféleképpen fel lehet osztani
r-et legfeljebb n szam Osszegére. Igy H*(G,) rangja legfeljebb az ilyen felosztésok

szama. Méasrészt, a

wi (V") — wa(Y")? — = we (")

monomok, ahol r{ + 27y + ... nr,, mind linearisan fiiggetlenek Z, felett, igy az &

szamuk alulrol becsiili H*(G,,) rangjat. De egy rq, 79, .. ., 1, szam n-esnek megfelel-
tethetjiik r azon particiojat, melyet r,,r, +7r,_1,...,7n + Tn_1 ...+ r1-bdl kapunk

a 0-k kitorlésével. 0-k hozzaadaséval ez a megfeleltetés kolcsonosen egyértelmd.
Ezzel H*(G,) rangjara az also és a fels6 becslésiink egybeesik, tehat annyi lesz

ahany particioja van r-nek legfeljebb n szdmra, és a bazisat pontosan a
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alakit  monomok  alkotjak.  H*(G,) tényleg nem  tartalmaz a
Zolwi(y"), ..., wy(y™)]-en kiviili elemeket. O
6.14. Tétel. A Stiefel-Whitney osztdalyok egyértelmisége: Legfeljebb egy a vektor-
nyalabokhoz a bazis komologoéia osztalyit rendels & — w(§) megfeleltetés 1étezik, ami
minden parakompakt bézis feletti vektornyalabhoz kohomologia-osztalyokat rendel
hozza, tgy hogy azok teljesitik a Stiefel-Whitney osztalyok 4 axiomajat.
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy adott két & — w(§), & — w'(§) ilyen megfeleltetés.
Ezekrdl fogjuk belatni, hogy megegyeznek.

Az 1 és a 4 axiomak kovetkeztében, az RP® feletti 4} kanonikus vonalnyalébra

w(mn) =w'(n)=1+a
vi-et bedgyazva az RP™ feletti 4! kanonikus vonalnyalabba a 2 és az 1 axiomat

hasznélva azt kapjuk, hogy

wy') =w'(y) =1+a

Ezutan az n-szeres direkt szorzatot vizsgalva

fzfyl><...Xfylz(phl)@...@(p;’yl)

A 2 és 3 axidmak szerint

w(E©) =w (€)= (L+a) — (1+a)—...— (1+a,)

Most vehetiink egy f: E(§) — E(4") fibrumonkénti izomorfizmust. Az el6bbi
6.13 Tétel szerint A H*(G,) = Zo[wi(v"), ..., w,(y™)]. Azt is lattuk, hogy f* a
wy (Y"), we ("), ..., wy (") generatorokat az elemi szimmetrikus polinomokba viszi.
Igy f* a szimmetrikus polinom alaptétele szerint H*(G,,)-t pontosan a szimmetrikus
polinomokba fogja képezni, raadasul egyértelmd modon, azaz f* injektiv. Igy viszont

mivel a 2 axiéma lévén

frw(y™) =w(§) =w'(§) = frw'(y")

f* injektivitasaval mar kovetkezik, hogy w(y"™) = w'(4")
Most méar barmely n vektornyalabra véve egy g: E(n) — E(~") fibrumonkénti
izomorfizmust azonnal adodik, hogy w(n) = g*w(y") = g*w'(y") = w'(n). O



7. fejezet

A Stiefel-Whitney Osztalyok

Jellemzése és Létezése

7.1. Definici6é. A ¢ vektornyaldb irdnyithatd, ha minden fibruménak ki tudjuk
valasztani egy iranyitasat — azaz egy irdnyitds egy fiiggvény, ami minden fibrumhoz
egy iranyitasat rendeli — ugy, hogy a bazis minden pontjanak van egy U trivializalo

kornyezete, ahol van egy

h: U xR" — 7 (U)

trivializal6 leképezés, mely R"-et a standard iranyitasaval iranyitastartéan képzi
a fibrumokba. Ez ekvivalens azzal U tudunk venni n db fiiggetlen szelést, melyek

minden fibrumban egy az adott irdnyitasu bazist adnak.

7.1. Allitas. Az e trivialis nyalab iranyithato lesz, mivel izomorf B x R"-nel és a

mésodik koordinataban véalaszhatjuk mindig ugyanazt az iranyitast.

7.2. Allitas. Legyen & egy m: E — B projekcioju vektornyalab, B egy CW-
komplexus. £ pontosan akkor iranyithato, ha a By 1-vaz feletti megszoritasa az. Egy
vektornyalab egy 1 dimenzios CW komplexus felett pontosan akkor iranyithato, ha

trivialis.

Bizonyitds. Amennyiben £ irdnyithato, akkor ezt az iranyitast megszoritva Bi-re
€|, egy irdnyitasat kapjuk. Nézziik a forditott irdnyt. Legyen £ egy 7: E' — B pro-
jekcioju vektornyaldb, B egy CW-komplexus. Tegyiik fel, hogy mar B; felett van egy
irdnyitasunk. Dimenzi6 szerint rekurzivan ki fogjuk terjeszteni az iranyitast minden

magasabb cella felé. Egy el tetszbleges n-cella homeomorf D"-nel, igy a nyalab réa
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megszoritva csak trivialis lehet. A cella hatara felett mar adott egy irdnyitas, amit
ki akarunk terjeszteni e} felé. dell-n is trivialis kell legyen a nyalab, aminek ponto-
san kétféle lehetséges iranyitasa van, ezek megfelelnek & |eg lehetséges iranyitasainak
megszoritasanak. & |63 megfeleld irdnyitasa tehat kiterjeszti az irdnyitasunkat e-ra.

A masik allitas egyik irdnya csak az eléz6 7.1 Allitas. A masik iranyhoz definial-

nunk kell egy

fiBxR" 3 E

izomorfizmust. Valasszuk ki £ egy irdnyitasat, és ezt tantsito trivializalo korny-
zeteket. Ez utobbiak lesztikitésével minden e}, 1-cellanak kapjuk egy 0 = g < i <

. < ig = 1 felbontdsat, Ggy hogy minden [if,i$,,]-hez tartozik hf: [i§ X

DRSS i ]—H]
R™ — 7 '([i$,4%,,]) fibrumonként iranyitastarto trivializalo leképezés. Ezek utan
f konstrualjuk egy tetszileges 0-cellabol indulva, ott f-nek egy tetszéleges iranyi-
tastarto képet valasztva. Ezek az [if,15, ,]-re akarjuk rekurzivan kiterjeszteni f-et.
Egy [2]0‘, i§“+1], mint A szeretnénk, ebben meggatol minket, ha egy végpontban mar

definidlva van f, és

FHiFE x R?) # hi({if} x R")

Ekkor viszont f a standard bazison felvett értékét hj valahol felveszi. Ez utobbi
vektorokat a standard bézisba vihetjiik egy A € SL,(R) lineéris leképezéssel. hS a
mésodik koordinatban megkomponélva A-val jo lesz maér.

Ez nem miikddik, ha mindkét végpontba definidlva van mar f, és i, ,-ben egy

A’ leképezést kapjunk. Ekkor viszont, mivel SL,(R) utosszefiiggs, létezik egy
Apt [1 45, ] X R" — R"

minden ¢t € [if,15,]-re SL,(R)-beli, és Ay = A és A; = A’. As-vel kombinalva
h$-t mér kompatibilis lesz f-el. Igy mar ki tudjuk terjeszteni f-et. Igy f kiterjed az
egész B-re. O]

7.3. Kovetkezmény. A v} kanonikus vonalnyaldb nem iranyithato.

Emlékezziink, hogy wi(71) # 0 err6l majd belatjuk, hogy kapcsolatban van ~{

irAnyithatatlansagaval.
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Most mar tudjuk, hogy ahhoz, hogy egy B CW-komplexus feletti, 7: £ — B
projekcidju, n rangu, £ vektornyalabon keressiink egy iranyitast, elég B, felett ta-
lalni egyet. Ez Bj-en pedig azt jelenti, hogy keresniink kell sq,...,s,: B — E sehol
sem eltting szeléseket az el6z6 7.2 Allitas masodik része az 1.7 Allitas szerint. A
Gram-Schmidt ortognoalizicidé miatt az altalanossidg csorbitasa nélkiil kereshetiink
ortonormalt szeléseket. (&-re tehetiink Euklideszi strukturat a 2.5 Tétel és a 3.2 Tétel
miatt.) Bo-on mindig tudunk ilyen sy, ..., s,-et definialni, valasztunk minden 0-cella
felett egy ortonormalt bazist. Az 1-cellak felett trividlis és iranyithaté a nyalab, igy,
ha megprobaljuk egy el 1-cellara sy, ..., s,-t kiterjeszteni, akkor ez pontosan akkor
fog menni, ha a két végpontban megegyezik az bazisok irdnyitasa, (e} egy iranyité-
sa szerint) mas szoval, ha a két bazis O, (R) ugyanazon komponensébe vannak. Ez
alapjan rendeljiink 0-t e:-hoz, ha kiterjed-e 14 s1, ..., s, és l-et ha nem, gondolha-
tunk erre ugy is, hogy m(O,(R)) a két végpontbeli bazis altal meghatarozott elemét
rendeljiik e!-hoz. Igy kapunk egy

w: Cy — Zy avagy egy w: C; — m(O,(R))

leképezést, ahol C' az 1-cellék altal generalt szabad modulus, azaz w egy cellularis
kolanc lesz. Kociklus is lesz, mert a kohatéra 0: Egy 2-cella hatardn w el fog ttinni,
hiszen 2-cellék felett trivialis és irdnyithaté a nyalab, igy eszerint tudjuk vizsgalni a
hatar mentén, mely 1-celldk végpontjai kozt valt elGjelet a bazis iranyitasa, és mivel
végiil ugyanoda ériink vissza, paros sok ilyen valtas kell legyen, ami Z, felett 0. Ha
egy O-cellan egy kiilonbo6z6 iranyitasi bazist valasztunk, w pontosan az ide ragado
1-celldkon véltozik meg. Igy ez azonos azzal, mintha az ezen a O-cellan l-et, és a
tobbin 0-t felvevd kolanc kohatarat adnank w-hoz. sq, ..., s,-t valtoztatva tehet w a
kohomolodgia osztalyan beliil mozog, igy kaptunk egy jol definialt, csak &-tol fiiged

kohomoloégia osztalyt:

w](€) € H'(B; Z2) = H'(B; mo(On(R)))

[w](€) leirja & iranyithato-e. Ha £ irdanyithato [w](€) = 0, hiszen tudunk jo sze-
léseket valasztani. Ha pedig [w](§) = 0 akkor véletlenszertien valasztva a 0-cellakon
irdnyitasokat kapunk egy w kohatart, amit néhany O-cella atallitasdval O-ba lehet

vinni, ekkor pedig kapunk egy iranyitast &-n.

7.4. Tétel. Legyen & egy m: EE — B projekcioju vektornyaldb, B egy CW-
komplexus. Ekkor w; (§) = [w](£). Tehat w; () = 0 pontosan akkor, ha ¢ iranyithato.
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wy-re ez alapjan ugy is hivatkozhatunk, mint az iranyithatésag elsédleges obstruk-
cioja: amikor megprobaljuk &-t valahogy irdnyitani wi(£) azt irja le ez hol is fog

elakadni.
El6szor sziikségiink lesz a kovetkezé lemmaéra:

7.5. Lemma. A [w]({) kohomologia osztaly természetes. Azaz, egy f: A — B

leképezésre

WI(f(€) = f([w](E))

Bizonyitds. (A 7.5 Lemmara) f-et valaszhatjuk egy cellularis leképezésnek, hisz
egy homotopiaval azzé lehet tenni, és ilyenkor izomorf f*(§)-t kapunk. Az
S1y...,Sn: B — FE szeléseket f visszahtzza si,...,s,: A — FE leképezésekké, me-
lyekre f(a) = 7(s}(a)). Ez pont azt jelenti E(f*(§)) definicioja szerint, hogy a sze-
léseket egészen visszahtuzhatjuk f*(s1),..., f*(sn): A = E(f*(§)) szelésekkeé.
Legyenek sq, ..., s, a B 0-cellain definialtak és az we kociklust indukaljak. f*(§)-
ben ekkor az f*(s1),..., f*(s,) szelések A 0-cellain lesznek adva. Egy el 1-celldjara
A-nak a hatardnak két pontjaban ekkor az f*(s1),..., f*(s,)-nek ugyantugy fog-
nak allni egyméshoz képest, mint f(el) hatdranak két pontjaban si,...,s,, az
f*(s1), -+, [*(sn) képzési modja miatt. Ez azt jelenti, hogy wps()(e)) = we(f(elh))-

De we(f(eq)) = f*(we(eq)). Ezzel megkaptuk, hogy [w](f*(£)) = f*([w](€))- =

Bizonyitds. (A 7.4 Tételre) Mivel w természetes, elég az univerzalis nyalabra belatni,
hiszen egy tetszéleges ¢ nyaldbhoz vehetiink egy f: E(§) — E(4") nyalabonkénti
izomorfizmust. (Létezik ilyen az 2.5 Tétel és a 5.4 Tétel miatt.)) Ezzel megkapjuk,

hogy:

wi(§) = frwr(7") = ffw(y") = w(E)

TUdjuka hOgy H*(Gn) = ZZ[wl(,yn)? ce 7wn(’yn)] Igy Hl(Gn) = {07 wy (fyn)}a min-
den egyéb polinom magasabb csoportba keriil. w(y™) € H'(G,,) tehat vagy 0 vagy
wi(y™). A természetesség miatt elég talaljunk egy 7 vektornyaldbot, melyre w(n)

nem 0, hiszen akkor véve egy g: E(n) — E(7") fibrumonkénti izomorfizmust:

0#wn) =gwh") = wh") #0 = w(") =wi(y")

Es mivel 0 # w(n) pont az jelenti, hogy 7 nem irdnyithato ilyen vektornyalab

van, mint azt a 7.3 Kovetkezményben lattuk, 7{ példaul nem ilyen. O
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A tovabbi Stiefel-Whitney osztalyoknak is szeretnénk egy hasonlé jellemzését
adni. Filiggetlen szelések keresésérdl lattuk, megegyezik ortonormalt szelések keresé-
sével. Ha egy ¢ vektornyalab, vehetiink egy fibralt nyalabot, a Vj (&) Stiefel nyalabot.
A totalis terének pontjai ortnormalt vektor k-asok lesznek ¢ fibrumaibol, Vi (§)-t el-
készithetjik a k-szoros direkt 6sszeg S(§) x ... x S(§) résznyalabjaként, ahol S(&) az
S~ Lnyalab a &-beli egységgdmbokbal. Vi (€) fibruma a Vi (R™) Stiefel-sokasag lesz.
Igy vissza tudjuk vezetni k fiiggetlen szekcio keresését egy vektornyalabban, csak
1 darab szekcio keresésére egy fibralt nyalabban. Hasznos lesz tehat kiépitsiink va-
lamennyi a fibralt nyalabok szeléseinek kiterjeszthet&ségének vizsgalatara hasznalt
obstrukcidelméletet. Ehhez fektessiik le néhény kezdeti feltételt.

Legyen X\ egy m: E — B projekcioji F-nyalab, B CW-komplexus, A C B egy
részkomplexusa. s: A — E egy szelés, amit ki akarunk terjeszteni az egész B-re. Az

alabbi feltételezésekkel fogunk élni:

1. Az F fibrum utosszefliggd, és m (F') hatasa minden ,, (F')-en trivialis. Ezt azért
tessziik fel, hogy a bazisponttal ne kelljen foglalkozzunk, hiszen igy kiillonb6z6

béazispontokra kanonikusan izomorf csoportokat kapunk.

2. m,(F) elemének egy ¢: S™ — F reprezentasara a m o ¢ leképezés a bazis
egy pontjaba képez. Ennek 7 (B) elemének egy v: S™ — F reprenentasa egy
homotopiaja. A homotopia felemelési tulajdonsaggal ezt felemelve a homoto-
pia végén kapunk egy egyazon F-be képzs ¢': S™ — F leképezést. A relativ
homotopia felemelési tulajdonsiggal applikdlasaval lathatjuk, hogy ez egy jol
definidlt — a reprezentans vélasztasatol fliggetlen — csoporthatas lesz. Ez a
hatéas is legyen trividlis. Ezt azért tessziik fel, mert igy adoddik egy minden F

fibrumra kanonikus megfeleltetés ,, (Fy) és m,(F") kozott.

s-et rekurzivan tervezziik kiterjeszteni B vazaira. By-ra megint csak menni fog.

Tegyiik fel, hogy B,-re mar kiterjesztettiik s-et, és B, -re szeretnénk most. Te-

n+1 n+1

"1 n + l-cellat, amire ki szeretnénk terjeszteni s-et, s adott mar e

kintsiik egy e
hataran. e" ™! egy D" a hatardnal beragasztva, a hatara egy S™. A ragasztast kom-
ponalva s-sel kapunk egy so: S™ — E leképezést. m o sg a hataron az identitas lesz.
7 o 5o nullhomotop, koncentrikus gombokon at a kozéppontba hizhaté. Emeljiik fel
ezt a nullhomotoépiat az sy kezdettel, a végén egy s;1: S™ — F leképezést kapunk.
Két kiilonb6z6 sq, s} felemelés homotop s;: S™ — F leképezéseket ad. Ezt latjuk, ha
alkalmazzuk a relativ homotopia felemelési tulajdonsigot a konstans homotopiara

mo s és o s, kozott ugy, hogy kezdeti felemelésnek megadjuk so-t, si-t és sj-t, és
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s1, s értelmezési tartomanyaban varunk el relativitast, az ad egy homotoépiat s, és

s kozott. Van tehat egy jol definialt

ws: Cpy1 — mo(F)

cellularis kolancunk. (C,,;; az n+1-cellak altal generalt szabad modulus.) A defi-
nicidhoz elég lenne a celldkon definidlni, amiutan w; homomorf médon kiterjed C),-re.

De hasznunkra fog valni, ha adunk egy geometriai interpretéciot is w, egy lancon fel-

+1

vett értékének. Két szomszédos e eg“ cellat a kozos hataruk egy kompnensénél

n+1 n+1
a+p oH-,B)_t

a fentebbi konstrukeci6 szerint. Ha wg(e ”H) et ugy is konstrualhatjuk, hogy a ha-

Osszeragaszthatunk egy 1dj e cellava. Erre az 1j cellara is képezhetjik w;(e

n+1

tart el6szor egy S™ ! mentén Osszecsipjiik egy pontba e ¢s egH kozos hataran,

majd a keletkezett két Osszeftizott S™-t kiilon kicsinyitjiik e”™'-ben és eg+1-ben

n+1)

Ekkora végén w,(e"™)-et és w,(e et fogjuk egy pont felett latni dsszeftizve. Te-

hat w,(enl ) = wolep™) + wy(ef™). (A 2 feltétel miatt m, kommutativ kell legyen
n = l-re is, igy az additiv jelolés indokolt.)

Ha s kiterjed B, 1-re, akkor ws = 0, hiszen s megadja a homotopidk egy feleme-
lését, melyek konstans s; leképezésben végzédnek. Megforditva, ha w, = 0 Minden
homotopiat fel lehet emelni tgy, hogy egy nullhomotép leképezésben végzédjon.
Az eredeti felemelést a kozépponttol eltavolitva oda be lehet illeszteni ezt a null-
homotopiat, hogy s egy felemelését kapjuk. Mivel feltettiik, hogy mo(F) = 0 ez
n = 0-ra mindig menni fog, tehét feltehetjiik ezenttl, hogy n > 1. w, tehat leirja s

kiterjeszthet6-e B, i-re.

7.6. Allitas. Az w, cellularis kolanc egy kociklus.

Bizonyitds. Ehhez az kell, hogy n + 2-celladk hataran elttinik. Vegyiink egy em+?

n + 2-cellat. Jeloljiik ki az egyik e"“ hatarat alkoto cellat. A tobbit olvasszunk

Ossze minden egy 1j e"Jrl cellaba. A rajtuk felvett homotopia osztalyok Osszege

+1 "*1) homotopak egymassal. Az w,(elth)-et

+1_t

lesz wy(el ™). eptn at ez el és wy(e
ado konstrukciot felemelve és atvive ezen a homotdpidn, kapunk egyet, ami eg
fogja tudni meghatarozni, és 7, (F) ugyanazon eleme van kézépen. Viszont a hatar
n+2

iranyitasa megfordult ahogy attoltuk e!"“-n, igy ha a j6 iranyitasu hatart inditjuk

el, az ellentettjét fogjuk kapni:

ws(€g+1) ;H—l)

ws(ngrl) +Ws( n+1) =0

—ws(e
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Tényleg 0 w, kohatara. Ha mar A-n definialva van s, akkor w, egy relativ kociklus
lesz, ami elttinik A celldin. Igy H"*1(X, A; m,(F)) egy elemét fogja meghatarozni
ws (2 feltétel miatt m, kommutativ kell legyen n = 1-re is, igy H%(X, A;m(F))

értelmes.) O

7.7. Allitas. Ha s-et lerdgzitjuk B,_; U A-n és valtozatni kezdjiik B,-en, az asszo-
cialt wy kociklusok egy kohomologia osztédlyban maradnak. [w,] akkor lesz 0, ha

s, _,ua kiterjed B, 11 U A-ra.

Bizonyitas. Legyen s, s’ két ilyen szelés B, U A-n. Probaljuk w, — wy-t meghaté-
rozni. Definialjunk egy 6j B CW-komplexust. Kezdjok azzal, hogy vesziink egy B’

masolatot B. Minden e} n-cellat kossiink Ossze a B'-beli e, masaval ugy, hogy egy
n+1

64

n+ 1 cellat ragasztunk kozéjiik. B'-n vegytlink egy 0j § szelést, mely a B-beli

cellakon s-sel, és a B'-belieken s'-vel egyezik meg. Igy egy egH n + 1-cellara:

dje

egﬂ—hez ragasszuk sorban hozzéa a hatarat alkoto cellakhoz tjonnan ragasztott

elt! cellakat. Ekkor ws értéke mindig ws(el*!)-val valtozik. Ezt ismételgetve végiil

elériink egy cellahoz, melynek minden e hatarat e,-re cseréltiik, azaz az 1j cellank

ugyanugy ragad be, mint eg,ﬂ. Ennek kévetkezményeképp:

wsle™) + 3T ws(enth) = wslel)

a:en Eaeg+l

wiegt) —wileg™) = Y wsler™)

a:en eaeg+1

Térjiink vissza az eredeti B teriinkbe. Definialjuk az v cellularis koldncot, mely
minden €7 cellan Az el6bb definialt ws(e?™)-t veszi fel, és a tébbi n-cellan 0-t. Egy

egH n + 1-cellara szamoljuk ki v kohatarat:

e = 3w = Y wlen) = wlept) — W)

a: egeaeg+l a: EQEBGZ‘H

Ezzel megkaptuk, hogy ws, — wy tényleg egy kohatar, tehat w, a kohomologia
osztalyan beliill marad ahogy s-et valtoztatjuk B,-en. Ahhoz, hogy lassuk, hogy az
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egész kohomologia osztalyban tényleg mindenkit felvesz, vegyiink egy v kolancot,
mely minden B\ A-beli n-cellahoz 7,(F) egy elemét rendeli. Egy adott s szelést
B, \ A-n valtoztva csinaljunk egy 1j s szelést. Minden e"a n-cellan valaszhatjuk
ugy s'-t, hogy az fentebbi modszerrel s és s'-h6z pont itt pont v(e"a)-t rendeliink,
mivel a nyalab itt trividlis, tehat gondolhatunk ra, mint az e"« x F' direkt szorzat. A
fentebbiek alapjan igy elérhetjiik, hogy az elgbbi konstrukci6 értelmében w, —wy =

ov, tehat tetszdlegesen lehet w-t valtoztatni a kohomologia osztalyan beliil. O]

Ez az elmélete szelések obstrukcidinak ad obstrukciokat a szelések egyértelmtisé-
gére is, mivel egy homotopiaja szeléseknek egy szelése a : E'x [ totalis tertd és — Bx 1
bazist fibralt nyalabnak. Igy az obstrukcio egy A-n allando homotopia talalasara két
A-n megegyez szelés kozott H" ™ (Bx I, BxIUAX I;7,(F)) = H"(B, A; m,(F))-

be fog esni.

7.2. Definicio. Az elsddleges obstrukcid. Az egymast kovetd obstrukeioi egy szekcid
létezésének és egyértelmiiségének rendre a H'(B;m;_1(F))-kben ¢s a H'(B;m;(F))-
kben fekszenek. (A-t most méar iiresnek vessziik.) Tegyiik fel, hogy ezek a kohomo-
l6gia csoportok valamely n dimenzioig elttinnek, pontosabban H*(B;m;_1(F)) = 0
minden i < n + 1-re és H'(B;m;(F)) = 0 minden i < n-re. Ez példaul olyankor tel-
jesiil, n — 1-szeresen Osszefiiggs F' esetén, azaz ha m;(F') = 0 minden ¢ < n-re. Ekkor
B, felett létezik egy szelés, és ez B, _; felett homotopia erejéig egyértelmid. Ebbsl
kovetkezik, hogy az obstrukcié a B, ;-re val6 kiterjesztésre H"(B; 7, (F))-ben jol
definialt, minden vélasztastol fliggetlen. Ez lesz a A nyalabhoz az w()\) els6dleges

obstrukecio.

7.8. Allitas. Ha 7;(F) = 0 minden i < n-re, akkor az w elsGdleges obstrukcio
természetes. Azaz, egy f: A — B leképezésre

Bizonyitds. f-et valaszhatjuk egy cellularis leképezésnek, hisz egy homotopidval azza
lehet tenni, és ilyenkor izomorf f*(\)-t kapunk. Az s: B — F szelést f visszahtuzza
egy s': A — E leképezésekké, melyre f(a) = w(s'(a)). Ez pont azt jelenti E(f*(\))
definicidja szerint, hogy a szelést egészen visszahtuzhatjuk egy f*(s): A — E(f*(€))
szeléssé.

Egy ¢: (D", 5™) — (Ani1,4n) € mn+ 1(A,41, A,) leképezésre, mint példaul
egy n + 1-cella karakterisztikus leképezésére, 18y wp+(s) = ws(f 0 @) = ws(f*(¢)) lesz,

mivel tgyanazt reprezentald so f o ¢ és f*(s) o ¢ leképezéseket kapunk. Ekkor mivel
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a Hurewicz-leképezés sziirjektiv m, 1 helyett ez H,,1-el is fent fog allni. Ez pedig
méar a természetesség: w(f*(A)) = f*(w(A)). O

Ezzel felvértezve méar nekiveselkedhetiink A Stiefel-Whitney osztalyok alaposabb
megértésének. Egy m: F — B projekcidju & vektornyalabnak készitsiik el a Vi (€)
Stiefel-nyalabjat. é-ben fliggetlen szelések kereséséhez elég itt 1 szelést talaljunk.

7.9. Tétel. Legyen & egy n rangi, 7: E — B projekcioji vektornyalab, B egy CW-
komplexus. Ekkor wy(§) a mod 2 elsgdleges obstrukecio n — k + 1 linearis fiiggetlen

szelés létezésére.

Bizonyitds. k = 1-re mar lattuk, hogy w = 1 az elsédleges obstrukcié n fiiggetlen

szekcio létezésére By felett. Bar b felett nem feltétleniil lesz ekkor n fliggetlen szekcio,

de a regularis esetben kiterjednek a szelések, hogy az obstrukcié mod 2 elttinjon.
A k > 1 esethez sziikségiink lesz a Vi (R"™) Stiefel-sokaség homotopikus csoport-

jainak az alabbi jellemzésére:

7.10. Lemma. Az els6 el nem tiing homotopikus csoportja Vi (R™)-nek m,_ és

. Z  han — k paros, vagy k=1
Tn-k(Vi(R")) =
Zy egyébként

Emelett a Vi(RY) — V,_;11(R") bedgyazas &ltal indukalt m;_;(V;(R?)) —

Ti—1(Va—it1(R™)) homomorfizmus sziirjektiv, tehat egy izomorfizmus mod 2. [5,
Lemma 3.20.]

Ez alapjan latjuk, H" **1(B; 7, 1(Vi(R")))-ben lesz az elsé obstrukcié egy
Vi.(€)-beli szelés létezésére, ahol az egyiitthatd csoport Z vagy Zs. De mod 2 obst-
rukciokat keresiink, tehat az utébbi csoporttal dolgozhatunk, igy ¢« = n — k + 1-re,
mindenképp adodik egy jol definialt w;(€) € H'(B; Z,) elsédleges obstrukeio.

Mivel w; és w; is természetes, elég az univerzalis nyalabra belatni, hiszen egy tet-
sz6leges £ nyaldbhoz vehetiink egy f: F(§) — E(y") nyaldbonkénti izomorfizmust.
Ezzel megkapjuk, hogy:

wi(§) = ffwi(v") = ffw(y") = w(§)

Tudjuk, hogy H*(G,,) = Za[wi(7"), ..., wn(v")]. wi(ym) € HY(G,,), ezért felithato

egy polinomként az alabbi alakban:
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wi(Yn) = plwi(Y"), ..., wim (Y")) + azwi (v")

Ahol a; € Z,. Elgszor lassuk be, hogy p(wi(y"),...,w;—1(7"™)) = 0. Tekintsiik
aé="v%1® 582”1 vektornyalabot és egy f: E(§) — E(v,) egy nyalabonkénti

izomorfizmus. &-re w;(§) = w;(yi—1), ami j > i-re 0. Ekkor

wi(§) = fH(wilrm)) = fFp(wi(y"), - wisa(7")) + aiwi(y")) =
p(f (wi(y™), -, fHwiea (7)) + ai f* (wi(7")) = plwi (7" 1), .. wim (V")

De w;(£)=0, mivel a trivialis tényezében van n —i -+ 1 fiiggetlen szelés. Igy p = 0.

a; = 1 belatasahoz elég, ha mutatunk egy vektornyaldbot, melyre w; nem nulla
a természetesség és v, univerzalitasa miatt. Ha ¢ = n, akkor w; egy sehol sem elti-
né szelés létezésére az obstrukei6. Tekintsiik a 77, vektornyalabot G;(R™) felett.
G;(R*1) pontjai R !-ben az i-sitkok. Ezeket az ortogonalis kiegészitdjiikkel azono-
sitva kapunk egy megfeleltetést G;(R*™™) pontjai és RP* pontjai, azaz S* attelenes
pontpérjai kozott. G;(R™™) pontjaira gondolhatunk tigy, mint két St érinté par-
huzamos i-sik, és igy F(7.,,) pontjaira gondolhatunk, mint vektorparok ezekben
a parhuzamos sikokban, egy-egy vektor mindkét sikbol, tgy hogy egymas eltoltjai
legyenek. Az egységvektortérmezs S'-n, mely az északi-sark felé mutat ilyen vektor-
parokbol all, és megad egy sehol sem eltiing szelést mindenhol a két sarok azono-
sitasaval kapott 1 ponton kiviil. Ennek a szelésnek a kiterjesztésére az obstrukcio,
ha G;(R™*!)-re, mint RP’ gondolunk, a kolanc lesz ami a m;_;(S™!) egy generatorat
rendeli RP’-nek az i cellajahoz, mivel a vektormezs sugariranyban befele mutat az
északi sarkndl. Igy az obstrukeié w;(v..;) nem 0.

Ha i <n Legyen £ =i, ®e" . &n adodik n — i ortonormalt szelés a trividlis
taghol. Ezt Osszerakva 7,, az i = n esetben konstrualt szeléseivel, kapunk egy
szelést, melyre az w;(£) obstrukcié pont az i = n esetben latott obstrukci6 képe a
i1 (Vi(RY)) = 71 (Vaoir1(R™)) egyiitthato-izomorfizmus szerint, igy kovetkezik,
hogy w;(§) # 0. u

7.11. Kovetkezmény. Mivel az w;-k jol definidltak, igy belattuk a w; Stiefel-
Whitney osztalyok létezését.



8. fejezet

A Stiefel-Whitney Osztalyok

Alkalmazasai

Zarasként lassuk néhany alkazlmazasat a Stiefel-Whitney osztalyoknak, olyan téte-
leket amikor hasznos lesz az itt felépitett elmélet.

A 1.9 Kévetkezményben lattuk, hogy nullosztomentes algebrak létézése szorosan
kapcsolatban van a parallelizalhatosdggal. Gombok helyett igazan projektiv terek-
kel lesz j6 dolgozzunk. Tehat elGszor ezek Trpr érintényalabjat jellemezziik, végiil

kiszdmolva a Stiefel-Whitney osztalyait.

8.1. Lemma. A 7gpr érinytényalabja RP"-nek izomorf a Hom(~y},v1t), ahol 4} a

kanonikus vonalnyalab RP" felett, és 11 ennek az ortogonalis kiegészitéje " -ban.

Bizonyitds. Legyen s™ az egységgomb R -ben, és f: S — RP" a kanonikus le-
képezés, f(z) = +x. f-et fel lehet emelni egy f: T'S™ — TRP" firumonkénti izo-
morfizmussa. (z,v), (—z, —v) € TS-re f(z,v) = f(—x — v). a TRP" érintétér az

{(z,v), (—z, —v)} parokbol fog allni, melyek teljesitik, hogy

(x,z) =1, (x,v)=0

Egy ilyen part, ha L a —x, 0, x egyenes, és ennek L+ az ortogonalis kiegészits
n-sikja, akkor kélcsontsen meghataroz egy [: L — Lt linearis leképezést, melyre
I(x) = v. Igy az érint6tér £2-ben kanonikusan izomorf a Hom(L, L) vektornyalab-

bal. Ebbdl kovetkezik, hogy az egész nyalab izomorf Hom(y}, v1+)-mal. O]

8.2. Allitas. A rpp» @e! nyalab izomorf a v @. .. @7}, n4 l-szeres direkt 6sszeggel.
Igy a totalis Stiefel Whitney osztalya RP™-nek



49

1 1 1
w(RP"):(1+a)"+1:1+<nJ1r >a+(n; )a2+...+(n+ )a"

n

Bizonyitds. A Hom(~},~}) nyalab trivialis, hiszen van egy kanonikus sehol sem el-

tind szelése. Ezek alapjan:

Trpr B el ~ Hom(ﬁb, %%) S Hom(%l“ %11)

Hom(v,, v,") @ Hom(v,,,7,) &~ Hom(v,,, va™ @ 7,) ~ Hom(y,,, ")

Hom(y},e"™) ~ Hom(y},e' @ ... @ e') ~ Hom(v},e') @ ... @ Hom(v}, ')

Viszont Hom(v}! ') ~ ~!, mivel van ~v}-en euklideszi-strukttra, ami vektorte-

reknél is megszokott modon ad egy ilyen megfeleltetést. Ezzel megkaptuk, hogy

TRP™ @61%’}/111/@@7;

Trpn totélis Stiefel-Whitney osztalya megegyezik tppr @ e'-ével, ez utobbit most

mar konnyd szdmolni a Whitney szorzat tételbdl:

W @ .. @) =w(ry) == () = (L+a)"!
Ezt kibonatva megkapjuk a tételben kimondott alakot. O

A binomélis egyiitthatok csak mod 2 érdekelnek minket. mod 2 Pascal-haromszog

hiresen igy néz ki:
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RP!':
RP?:
RP?:
RP*:
RPS:
RPS:
RP":
RPS:
RP?:
RP':

RP: 1

RP'2: 1

RP'3: 1 0

RP™: 1 1

RPY: 1 0 0

0o 0 0 O

0

A jobb legszélét figyelmen kiviil is hagyhatjuk, hiszen H"™(RP") = 0. Ebbdl

leolvashatjuk, hogy

w(RPY) =1
w(RP*) =1+a+a
w(RP?) = 1
w(RPY) =1+4+a+a

8.3. Kovetkezmény. Akkor és csak akkor lesz w(RP™) = 1, ha n kettShatvany

minusz 1 alaka. Igy a parallelizalhato projektiv sikok RP!, RP?, RP”, RP'®, ...

8.4. Tétel. Legyen p egy bilinearis 0-osztoémentes szorzas:

p: R* x R" — R”

Ekkor az RP"™! projektiv tér parallelizalhato, és igy n kettGhatvany kell legyen.
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Bizonyitds. Legyen ey, ..., e, a standard bazisa R™-nek. Az y — p(y, b;) megfelelte-

tés egy automorfizmusa R™-nek. Igy az alabbi egyenlet

Si(p(yv bl)) - p(ya bl)

egy lineéris s;: R" — R™ leképezést definidl. si(x), ..., s,(x) linearisan fiigget-
lenek nem 0 z-re. s1(x) = z. so(x), ..., s,(x) meghatérozzak a Hom(y! ;,vit,)
vektornyalabnak n — 1 fiiggetlen szelését, az alabbi modon: Egy L origbn atmend

egyenesre 5;: L — L*-et definidljunk x € L-re, mint az s;(x) ortogonalis projek-

civja L*-re. Igy 5 = 0 lesz, viszont 35(z), ..., 5,(x) fiiggetlenck maradnak. Igy
Hom(v}! ,~v+,) trivialis lesz, de errél lattuk, hogy izomorf gpn—1-el. O

Folytatva mind a projektiv terek, mind az érintényalabok vizsgélatat most fog-
lalkozzunk projektiv terek euklideszi térbe immerzalhatosdgénak kérdésével. Em-
lékezzilink, hogy a Whitney dualitas tétel szerint, ha egy n-dimenziés M sokasag

immerzalhaté R"**-ba, akkor

w(uM) = 7I}(TM)

Ez azt jelenti, hogy w; duélis Stiefel-Whitney osztalyok 0-k lesznek i > k-ra. Ezzel
tudunk k-ra kiilonb6z6 alsé becsléseket adni. Projektiv tereknél példéul altalaban

valami ilyesmit kapunk:

1+a2—|—a8
1+a®>+a*+a°
6

w(RP?)
w(RPY)
k

v

A legerGsebb eredményt akkor kapjuk, ha n kettGhatvany, mert ilyenkor egyrészt

w(RP") =14a+a"
W(RP") =1+a+a*+...+a""
k>n—1

Masrészt ismert eredmény, hogy egy sima zart n-sokasag (n > 1) immerzalhato
R?>*~1_be. Igy itt ez egy éles becslés lesz. Erdemes még megjegyezni, hogy a ketts-

hatvanyokra vonatkozé naluk magasbb terekre is alkalmazhato. P1l. mivel RP® nem



52

immerzalhato R'4-be, igy RP? se lesz az. Ez megegyezik azzal az eredménnyel amit
kiilon szamolva kaptunk.

Utolso applikacioként vezessiik be a kobordizmusok jellemzésére alkalmas Stiefel-
Whitney szamokat. Legyen M egy sima, zart, de akar nem 6sszefliggd n-sokasag. Zs
egylitthatok felett lesz egy egyértelmid py € H,(M) fundamentalis osztély. Egy
v € H"(M) kohomolégia osztalyt kiértékelhetiink pip/-en. Legyenek 7, ..., r, ter-
mészetes szamok, melyekre r| + 2ry 4+ ... + nr, = n, az ilyen szamokra az alédbbi

monom totalis dimenzidja n lesz.

wi(§)" — . wa(§)™ € H'(B(E))
Ezen kiértékelhetjiik pp-et. Ezt csindljuk meg egy M érintényalabjéra.

8.1. Definicié. Az igy kapott mod 2 szam M-nek egy Stiefel- Whitney szama. Ro-
viden csak, mint wi* ... wi*[M] jeloljik.
A Stiefel-Whitney szamok vizsgalatakor az érdekel minket, hogy két sokasag

minden Stiefel-Whitney szama megegyezik-e.

8.5. Allitas. RP" Stiefel-Whitney szamai pontosan a paratlan n-ekre lesznek mind
0-k.

Bizonyitds. Ha n paros akkor wy,(mgpn) = (n + 1)a” nem lesz 0, és igy a w,|[RP"]
Stiefel-Whitney szam se.

Ha n pératlan, azaz n = 2k — 1, akkor w(mgpr) = (1+a)*k = (1+a?)*F = 0, tehat
w;(mrpr) = 0 paratlan j-kre. De viszont mivel n paratlan, egy n totalis dimenzi6ja
monomban kell egy paratlan dimenzi6éju w; tényezének legyen, igy minden Stiefel-
Whitney szam 0 lesz. O]

8.6. Tétel. Ha B egy sima zart peremes sokasag, és hatara M, akkor M minden
Stiefel-Whitney szama 0 lesz.

Bizonyitds. Legyen a (B, M) par fundamentalis osztélya up € H,,1(B, M). Ekkor

a természetes homomorfizmus

8: Hy1(B, M) — H, (M)

wp-t pa-be viszi. Ha 7p-t megszoritjuk M-re, résznyalabja lesz 7). Egy eukli-
deszi struktira 7p-n meghataroz egy egyértelmi kifelé mutaté normal vektormezét

M-en, ami kifeszit egy ! trivialis nyaldbot, és azt kapjuk, hogy
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Ebbdl kovetkezik, hogy 75 Stiefel-Whitney osztélyai M-re megszoritva megegyez-
nek 7, Stiefel-Whitney osztalyaival. Tehat mivel a w;(M)-ek mind megszoritassal

megkaphato kohomologia osztalyok az

H(B) S HI(M) S HIYY(B, M)

egzakt sorozatot hasznalva, ahol ¢* a megszoritas homomorfizmus, kovetkezik,
hogy minden j-re §(w;(M)) = 0. Igy mar kiszdmolhatunk egy w}* ... w’[M] Stiefel-
Whitney szamot:

=w (M) — .= wp (M) ™ (Oup) = 6wy (M)™ — ... — w, (M)™) () =

Tehat minden Stiefel-Whitney szam 0. m

A tételnek igaz a lényegesen nehezebb megforditasa. [3] Igy ezzel egyiitt meg-
kapjuk, hogy a Stiefel-Whitney szamok teljesen jellemzik a kobordizmus osztalyokat:
Egy feliilet pontosan akkor nullkobordans, ha a Stiefel-Whitney szamai mind 0-k.
Igy Két feliilet akkor kobordéans, ha megegyeznek a Stiefel-Whitney szamaik.
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