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Koszonetnyilvanitas

Ezt a részt azoknak szanom, akik a dolgozat irasa kozben mellettem alltak, segitettek.
Mindenkinek kdszoném ezuton is!

Nagyon sok ember tamogatott a szakdolgozat készitése kdzben, mind lelkiekben,
mind szakmailag. Koziiliik els6 helyen a témavezetém, Szényi Tamés all, 6 mindkét
halmazban benne volt erGsen, és végig segitett a haladasban; tiirelme, segitékészsége,
0sztonzo eszkozei nélkiil nem johetett volna létre e dolgozat, és nem taladlkoztam
volna ezzel a téméval sem, ami bar elméleti, mégis megfogott egy ilyen alkalmazés
irdnyultsagu egyént is. Halasan koszondém minden hozzajarulasat!

Valamint szeretném még kiilon megkoszonni a csaladtagjaimnak a biztatast, né-
véremnek a dolgozat atolvasasat, szaktarsaimnak (A-K) a Latexben valo segitséget,

és barataimnak, hogy velem egyiitt szurkoltak az elkésziiléséért.
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Bevezetés, jelolések

A véges geometria olyan része a matematikanak, amely véges szama pontbdl és egye-
nesbdl allo geometridkkal foglalkozik. Ez a szakdolgozat is erre a témaéara fog épiilni.
El6szor a projektiv és affin sikokrol lesz sz6, majd egy kis véges testekrdl tanult is-
meretekkel béviilve felépitjiik a véges testeken alapuld projektiv sikokat is. Ezutan
atvessziik az ivekrdl szol6 fontosabb definicidkat és tételeket, majd a sitkgérbékkel kez-
diink foglalkozni, végiil konstrukcidokat néziink kis teljes ivekre, valamint kitekintést

nydjtunk a témaban elért jelentGsebb eredményekre a kozeli s a tavolabbi miltbdl is.

Jelolések:

AB : A és B pontok 0sszekots egyenese
eN f : eés f egyenesek metszéspontja
K : tetszGleges test

F, : g elemd véges test

PG(2,9) : g-adrendii véges projektiv sik
AG(2,q) : g-adrendii véges affin sik



1. ElSkészuletek

1.1. A projektiv sik definici6ja

El6szor definidljuk a projektiv sikot, majd az affin sikot, és ezek elemeinek szaméarol
néziink tételeket. [2] [6]

1.1.1. Definicié. A projektiv sikgeometridban vannak pontok, egyenesek és koztiik
egy illeszkedési relacio. Ahhoz, hogy valamit projektiv stknak nevezziink, ki kell

elégitenie bizonyos illeszkedési axiomakat, amik a kovetkezGek:

(a) Tetszoleges két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy egyenes tartozik, amire illesz-
kedik mindkét pont.

(b) Tetszbleges két kiilonbozs egyeneshez pontosan egy pont tartozik, ami illeszke-

dik mindkét egyenesre.
(c) Minden egyenesre legalabb harom pont illeszkedik.

(d) Minden ponton legalabb harom egyenes megy at.

Itt a (b)-ben megfogalmazott "pontosan egy" kifejezés csak az els6hoz valé hason-
l6sagot hivatott kifejezni(a pont és egyenes szerepének felcserélhet&sége), mivel abbol
méar kovetkezik, hogy két egyenesre csak legfeljebb 1 kozos pont létezik.

Gyakran szerepel a (c) és (d) axioma helyett egy masik, ezekkel ekvivalens: Létezik
négy pont, hogy semelyik 3 nincs egy egyenesen.

Tehat a klasszikus projektiv geometridban ismert dualitas elve az absztrakt pro-
jektiv sikokon is érvényes. Egy sik dualisanak azt hivjuk, amit ugy kapunk az erede-
tibdl, hogy az eredeti sik egyenesei lesznek a duéalis sikon a pontok, valamint a pontok
lesznek a duélis egyenesei. Az illeszkedést pedig tigy definialjuk, hogy a dualis sik egy
pontja akkor és csak akkor van rajta a dualis sik egy egyenesén, ha az eredeti sikon
a pontnak megfelel§ egyenesre illeszkedik az egyenesnek megfelel6 pont.

Mivel (a) és (b) valamint (c) és (d) axidmak egymas dualisai, ezért minden olyan
allitas, ami ezek segitségével bizonyithato, igaz marad akkor is, ha vessziik a dualisat.

Ezt sok helyen ki fogjuk hasznalni.



1.1.2. Tétel. Ha a II projektiv siknak van olyan egyenese, amelyre n + 1 pont illesz-
kedik, akkor

1. II minden egyenesén n + 1 pont van,
2. IT minden pontjan at n + 1 egyenes megy,
3. II 6sszesen n? + n + 1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz.

Bizonyitds. Jeloljiik az n + 1 pontot tartalmazoé egyenest e-vel, a rajta lévé pontokat
pedig Py, P, ..., P, 1-gyel. Ha @ olyan pont, amelyik nincs rajta az e egyenesen, akkor
az (a) axioma miatt -t valamennyi P; ponttal (i = 1,2, ...,n+ 1) ssze tudjuk kotni,
s a QPF; egyenesek mind kiilonb6zdk, mert () nincs rajta e-n. Masrészt minden ()-n
atmend egyenes metszi e-t a (b) axioma miatt, s ez a metszéspont csak a P; pontok
valamelyike lehet, tehat ()-n &t pontosan n + 1 egyenes megy. Gondolatmenetiinket
dualizalva kapjuk, hogy ha van olyan F pont, amelyen &t n + 1 egyenes megy, akkor
minden olyan egyenesen n + 1 pont van, amelyik nem megy at E-n.

Ha f tetszéleges, e-t6l kiilonb6zs egyenes, akkor (d) miatt az e N f ponton &t
megy legalabb egy e-tdl is és f-t6l is kiilonb6zs egyenes, aminek (¢) miatt van e N f-
t6l kiilonb6z6 R pontja. Mivel R nincs rajta e-n, ezért ra n + 1 egyenes illeszkedik.
De R az f egyenesen sincs rajta, ezért f-re is n+ 1 pont illeszkedik, amivel allitdsunk
els6 részét bebizonyitottuk.

Ha P a II projektiv sik tetszéleges pontja, akkor (c) és (d) miatt van a siknak
rajta 4t nem mend egyenese. Ezen az egyenesen az el6z&ekben bizonyitottak miatt
n + 1 pont van, vagyis P-n at n 4+ 1 egyenes megy.

Az (a) axidma miatt a sik Osszes pontjanak a szamat megkapjuk, ha egy rogzitett
P ponttal 0sszekotott pontokat megszamoljuk. Tudjuk, hogy P-n at n + 1 egyenes
megy, és ezek mindegyike P-n kiviil még n darab pontot tartalmaz. Tehét a projektiv
stk pontjainak a szama 14 (n+1)n = n>4+n+1. Ennek az allitasnak a dualisa szerint

a projektiv sik egyeneseinek a szama is n? +n + 1. O

Ebbdl latszik, hogy ha egy projektiv sikbeli egyenesen véges szamu pont talalhato,
akkor minden egyenesén azonos szamu pont van, és minden pontjan at ugyanannyi

egyenes megy. Innen ered a kovetkezs definicio:

1.1.3. Definici6. A II projektiv sik rendje n, ha II-nek van olyan egyenese, amelyen

n + 1 pont van.



1.1.4. Definici6. Tekintsiik a (P, &, I) harmast, ahol P és £ két diszjunkt halmaz,
I C P x & pedig egy relacié, ami az illeszkedést adja meg. Ezt affin siknak hivjuk
akkor, ha megfelel a kovetkez6 4 axiomanak:

(i) P barmely két egyméastol kiilonb6z6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van

E-nek, amely mindkettdvel relacioban all.

(i) Ha H € P nem 4&ll relaciéban az e € &£ elemmel, akkor £-nek pontosan egy
olyan eleme van, amely relacioban all P-vel, de nem &ll reldciéban egyetlen

olyan P-beli elemmel sem, amely e-vel relacioban all.
(iii) € minden eleme legalabb két kiilonboz6 P-beli elemmel all relacioban.
(iv) P minden eleme legalabb harom kiilonb6z6 £-beli elemmel all relacioban.
Itt is szintén van hogy, (iii) és (iv) helyett egy masik veliik ekvivalens szerepel:
(v) 3 3 pont, amik nincsenek egy egyenesen.

1.1.5. Definici6é. Ha projektiv vagy affin sik ponthalmaza véges, akkor véges pro-

jektiv siknak, illetve véges affin stknak nevezziik.

1.1.6. Példa (Fano-sik). Ezt a sikot csak 7 pont alkotja, amit konnyd egyszertien
elképzelni is: Vegylink egy szabélyos haromszoget, és ennek 7 pontjat, amik a ko-
vetkez6k: a 3 cstcs, a 3 oldalfelezé pont, és a haromszog stulypontja. A hét egyenes
pedig a 3 oldala a haromszognek, a 3 stulyvonala, és a beirt kore. Mindegyik egyenes

alatt, a 7 pont koziil azok halmazat kell érteni, amelyek illeszkednek ra.

1. 4bra. : Fano-sik



1.1.7. Példa. Legyen (P’ &', I) egy affin sik. Nevezziik £ két elemét parhuzamosnak,
ha nincs kozos pontjuk, vagy ha megegyeznek. A parhuzamossag ekvivalenciarelécio,
mert trivialisan reflexiv és szimmetrikus, a tranzitivitas pedig az (ii) axiémabol ko-
vetkezik. Hivjuk az egyenesek ekvivalenciaosztalyait idealis pontoknak, jeloljiik ezek
halmazat Py-nel, [, pedig legyen egy £-ben nem 1évé 4j egyenes, amit idealis egye-
nesnek neveziink. Ez pontosan az ideélis pontokra illeszkedjék. A (P, ', I) affin sik
projektiv lezartja a (P, &, ) projektiv sik, ahol P = P' U Py és € = &' U {l}. Az
idealis elemek illeszkedését ugyanigy definialjuk, mint amikor az euklidészi sikbol a
klasszikus projektiv sikot elkészitjiik: idealis pont egy affin sikbeli egyenesre akkor il-
leszkedik, ha az egyenes benne van az ideélis pontnak megfelels osztalyban; az ideélis
egyenesre pedig minden ideélis pont illeszkedik; affin sikbeli pont az idealis egyenesre
sohasem illeszkedik.

Barmely affin sik projektiv lezartja projektiv sik. Az (a) és (b) axiomak teljesiilését
esetszétvalasztassal lathatjuk be. Két kiilonb6z6 affin ponthoz (i) miatt egyértelmiien
van olyan affin egyenes, ami Osszekoti Gket, az idedlis egyenes pedig nem illeszkedik
affin pontokra. Egy affin és egy idedlis ponthoz (ii) miatt egyértelmien létezik az
idealis pont osztalyaba tartozo, az affin ponton atmend egyenes, azaz a két pontot
0sszekotd affin egyenes, az idealis egyenes pedig ebben az esetben sem megy 4t mind-
két ponton. Két kiillonb6z6 idealis pontra viszont csak az idealis egyenes illeszkedik,
mert egy affin egyenes az idealis pontoknak megfelel§ osztalyok koziil pontosan egy-
hez tartozik. Tehat (a) axioma teljesiil. Két kiilonbozs affin egyenes az affin sikon
vagy parhuzamos, vagy metszi egymést. Az els6 esetben nincs kozos affin pontjuk,
viszont egy osztalyba tartoznak, tehat egyértelmiien létezik kozos idealis pontjuk az
idealis egyenesen. A méasodik esetben egyértelmiien létezik kozos affin pontjuk, vi-
szont kiilonb6z6 osztalyokba tartoznak, ezért nincs kozos idealis pontjuk. Végiil egy
affin egyenesnek és az idealis egyenesnek nincs kozos affin pontja, viszont pontosan
egy kozos idealis pontjuk van, az affin egyenesnek megfeleld ideélis pont. Ezért a (b)
axioma is teljestil. A (c) és (d) axiomék pedig nyilvanvaloan teljesiilnek.

Minden affin stknak egyértelmtien 1étezik a projektiv lezartja, ha viszont projektiv
sikbol kiilonb6z6 egyeneseket hagyunk el, akkor a kapott affin sikok nem feltétlentil
izomorfak.

(Izomorfizmus: Olyan bijekcio, amely felcserélhetd a miiveletekkel. Példaul: ha ¢



felcserélhets a miiveletekkel, akkor

Vai,as € A:p(ar *x az) = @(ar) & ¢(az)

Véges projektiv vagy affin sikok esetén "miivelet" helyett az I illeszkedési relacioval

valo "felcserélhetdséget" kell megkovetelni, azaz P 11 <= ¢(P) I ¢(1).)

Ha az affin sik projektiv lezartja n-edrendii projektiv sik, akkor a tételbdl

azonnal adddik a kovetkezd tétel:

1.1.8. Tétel. Ha az A affin siknak van olyan egyenese, amelyre n pont illeszkedik,
akkor

e A minden egyenesén n pont van.
e A minden pontjan n + 1 egyenes megy at.
o A 6sszesen n? pontot és n? + n egyenest tartalmaz.

Az n szamot az A affin sik rendjének nevezziik.



1.2. Véges testek feletti projektiv terek

Ebben a fejezetben Gsszefoglaljuk véges testekrsl tanultakat, valamint a késGbbiekben
hasznalt allitasokat bizonyitas nélkil [2], [4], [3].

1.2.1. Definici6. A test egy olyan H = (T;+,-), H # () kétmiiveletes algebrai
struktirat jelol, ahol T" kommutativ csoportot alkot az Gsszeadasra nézve, a szorzas
kommutativ, asszociativ, minden nem nulla elemnek van inverze a szorzasra nézve, a
szorzas disztributiv az Osszeadasra nézve, és H zéart a csoportbeli miveletekre (szorzas,

inverzképzés).

1.2.2. Definici6. Ha a szorzas kommutativitasat nem tessziik fel, akkor ferdetestrél

beszéliink.

1.2.3. Definicio. A véges sok elemet tartalmazo testet véges testnek mondjuk.
1.2.4. Tétel (Wedderburn). Minden véges ferdetest test.

1.2.5. Tétel. Véges test elemszama primhatvany.

1.2.6. Tétel. Egy G csoport részcsoportja egy olyan H C G részhalmaz, amelyik
zart a G-beli miiveletekre. Vildgos, hogy H is csoport, ugyanazokkal a miiveletekkel.
Jelolése: H < G.

1.2.7. Tétel. Minden F, véges test multiplikativ csoportja ciklikus.
1.2.8. Allitas. Ha F egy ¢ elemszamu test, akkor minden a € F-re, a? = a teljesiil.

1.2.9. Tétel. Minden p primre és minden n pozitiv egészre létezik p™ elemszamu
test. Barmely ¢ = p" elemszam test izomorf az ¢ — x polinom [F), feletti felbontasi

testével.

Tehat beszélhetlink a ¢ elemt testrél. Ezeket Fg-val jeloljik és ¢ rendd Galois-
testnek nevezziik.

Nézziik most a négyzetelemeket a véges testekben. Jelolje ezek halmazat [1. Ha
q paros, akkor minden elem négyzetelem, igy a kovetkezSkben ¢ paratlan. Vegyiink

at ezekrsl néhany egyszerd allitast:
1.2.10. Allitas. Hoa e O és b e O = ab € O, azaz O részcsoportot alkot.
1.2.11. Allitas. O] = %+, mivel az 2 = a-nak 2 megoldasa van (z # 0).

7



1.2.12. Allitas. Ha a,b ¢ O, akkor ab € .

1.2.13. Allitas. Legyen < w >= [F, , azaz w generald elem (szamelméletben primitiv
gyok). Ekkor Va € Fraa=w' (0<i<qg—1).

1.2.14. Allitas. a akkor, és csak akkor négyzetelem, ha i paros, azaz a € O <= i

paros.
1.2.15. Allitas. a € 0 < o' =1. (Azaza ¢ 0 < a'7 =—1.)

1.2.16. Megjegyzés. Specidlisan: —1 € [ < % paros. (Azaz —1 ¢ [0, ha g =
3 (mod 4).)

A projektiv geometria axiomatikus megalapozasara iranyulé kutatasok 0j fényt
vetettek Papposz és Desargues tételére. Mint kideriilt, a Papposz-tétel pontosan a
test feletti projektiv tereket karakterizalja a projektiv terek kozt.

Nézziik is meg Papposz tételét:

1.2.17. Tétel (Papposz). Legyen e és f két kiilonb6z6 egyenes a sikon, A, B,C € e
és A', B',C" € f hat kiilonb6z6 pont, melyek kiillonboznek a P € eN f metszésponttol
is. Ekkor az

A" = BC'NBC,B" = AC'NACés C" = AB'N A'B

pontok egy egyenesre illeszkednek.
Ehhez hasonlé tétel, amely a ferdetestre épitett tereket irja le:

1.2.18. Tétel (Desargues tétele, projektiv valtozat). Legyenek (tetszoleges dimenzi-
6ju) projektiv térben S, Ay, By, C1, As, B, Cs olyan kiilénb6z8 pontok, amelyekre az
S, Ay, By, Cy , illetve az S, Ay, By, C5 pontok kozott barmely harom fiiggetlen, tovab-
ba amelyekre az S, Ay, As, az S, By, By és az S, C1, Cy pontharmasok kollineérisak.
Ekkor az A = (B1,C1) N (By, Cy), B = (C1, A1) N (Cy, Ay),C = (Aq, By) N (As, Bs)

pontharmas is kollineéris.



1.3. Sikbeli homogén koordinatak

Az idealis pontokkal valo bévitést az tgynevezett homogén koordinatak beveze-
tésével tudjuk megoldani. A sik pontjainak homogén koordinatas, harom Osszetevss
alakjat egy haromdimenzids Descartes-féle koordinata-rendszerben szokés szemléltet-
ni. Legyen adott példaul egy z = 1 sik (ez parhuzamos az x — y tengelyek &ltal
meghatéarozott sikkal). Definialjunk ezen sik pontjai és az origon athaladé egyenesek
kozott egy kolesonosen egyértelmi kapcsolatot, tigy hogy az egyenesekhez a sikkal
vett metszéspontjukat (doféspontjukat) rendeljiik hozzé, a sik tetszéleges pontjahoz
pedig az origdval 6sszekots egyenest. Az x —y koordinatasikban fekvs egyeneseknek a
z = 1 sik végtelen tavoli pontjai felelnek meg. Ehhez a fejezethez a [7] és [2] valamint

az [I] forrasokat hasznaltam.

1.3.1. Definicié (Homogén koordinata). A sik pontjait olyan rendezett szamharma-
sokkal reprezentaljuk, amelyek aranyossag erejéig vannak meghatarozva, és mind a
harom egyszerre nem lehet 0.

Azaz ha (A, B,C) és A # 0 € R | akkor (AA, AB, A\C') ugyanazt a pontot jeldli.
(0,0,0) homogén koordinataju pont nem létezik.

Amennyiben az S sik egyeneseit szeretnénk meghatarozni, azt legegyszeriibben
a térbeli koordinata-rendszer O kezdépontjan atfektetett stk megadaséaval tehetjiik
meg. Ezt a sikot az e # 0 normalvektoraval jellemezhetjiik. A kévetkezkben az
egyenest meghatarozo vektorok esetén ilyen normalvektorokra kell gondolnunk.

Vegyiik az e egyenes két pontjat, A = (ay,as9,1), B = (b1, be, 1), melyek normélt
homogén koordinatés alakban vannak. Az ezen pontokba mutaté helyvektorok vekto-
rialis szorzataként meg tudjuk hatarozni az e egyenes normélvektorat. Azaz e = a xb.

Ennek alapjan kiszamithatok az e vektor koordinétai:

gk
e=la; ay 1 :(G2—52751—a1;a152—bla2)

by by 1

Mivel az a és b vektorok az S sik e egyenesének és a térbeli koordinata-rendszer O
kezdGpontja altal meghatérozott sikjaban vannak, a vektoridlis szorzatuk pontosan
merdleges lesz az S sikra (és az e egyenesre).

Legyen az e egyenes egyenlete ax + by + ¢ = 0 alaki. Szorozzuk meg az egyenlet

mindkét oldalat xz-mal (harmadik koordinatatengely), igy a homogén koordinéta



s stz

keresett egyenlete: (CLQ — 62)131 -+ (bl —+ CL1)I‘2 —+ ((Zle — b1a2>l'3 =0
Tehat a sik egyeneseit (hasonléan a sik pontjaihoz) rendezett szamharmasokkal
reprezentaljuk, amelyek az aranyossag erejéig vannak meghatarozva, és mind a hdrom

egyszerre nem lehet nulla.

1.3.2. Allitas. Az (21,29, 23), (y1,Y2,y3) és (21, 22, 23) pontok akkor és csak akkor

vannak egy egyenesen, ha

Ty T2 I3
vy Y2 y3| =0.
21 22 23

1.3.3. Megjegyzés. Megkonstrualjuk a K testre épitett AG(2,K) affin sik egy olyan
modelljét, amely a kozépiskolaban tanult kordinatageometriat masolja.

Legyen P az (z,y) parok halmaza, ahol z,y € K. Legyen & az [m,b] parok és a
[c] szimbolumok halmaza.

Formélisan P = {(z,y) : x,y € K}, € = {[m,b] : m,b € K} U{[c] : ¢ € K}.
Végiil az illeszkedési relacio (I) az alabbi: (z,y) I [m,b] <= y = maz +0b,(z,y) 1
[c] <= x = c. Lathatjuk, hogy az illeszkedést lényegében az egyenes egyenleteként
tanult képletekkel kapjuk. Mivel K test, a kozépiskoldban tanult két ponton &tmend
egyenes egyenletére, illetve két egyenes metszéspontjara vonatkozo képletek, szd sze-
rint atvihet6k a mostani esetre. Specidlisan példaul két egyenes, [m, b] és [n, d| akkor
és csak akkor parhuzamosak, ha m = n.

Azt is megfigyelhetjiik, hogy minden egynesre |K| pont illeszkedik (hiszen a pont
x koordinataja tetszéleges, illetve a [c] tipusu fiiggsleges egyeneseknél az y koordi-
nata tetszéleges). Ennek alapjan az AG(2,K) sik rendje |K|. Mivel adott |K| = ¢
primhatvanyra pontosan egy véges test létezik, ezt a sikot AG(2,q)-val fogjuk jelolni.

Nézziik meg az AG(2,q) projektiv bévitését. Mivel az egyenesek parhuzamossa-
ga meredekségiikkel irhato le, egy parhuzamossagi osztalynak az (m) illetve az (00)
idealis pont felel meg, Eszerint az [m, b] egyenesnek a projektiv lezartban megfelels
egyenes pontjai {(z,y) : y = mx + b} U{(m)} és hasonléan a [c] tipusi egyenesekhez
a (00) idedlis pontot vessziik hozza. Az idealis egyenest az {(m) : m € F,} U {(c0)}
pontok alkotjak. Ezt a sikot PG(2,q) jeloli.
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1.3.4. Példa. Nézziink egy abrat [I]-bdl harmadrendi affin sik bévitésére.

m =00 m=10 m=1

2. 4dbra. : Az affin sik az idealis pontokkal

1.3.5. Példa (Fano-sik masképp). A lehetd legegyszertibb /legkisebb példa véges pro-
jektiv sikra a Fano-sik. A projektiv sik homogén koordinatakkal valo létrehozasa
szerint a Fano-sik pontjait hét, nullatél kiilonbozé szamharmassal lehet megadni:
(001), (010), (011),(100), (101),(110), (111). Barmely egyenesen, amelyik a P és Q
pontokat tartalmazza, a harmadik pontot a kettejiik koordinatainak mod 2 Gsszege-
ként kaphatjuk meg. Masképpen szoélva a Fano-sik a 2 elemi véges test feletti véges
haromdimenziés vektortér nem nulla elemeibdl all. Ez alapjan a Fano-sik egyfaj-
ta Desargues-i sik, bar olyan kicsi, hogy kizarolag degeneralt konfiguraciéi vannak.

(Nem-degeneralt konfiguraciohoz ugyanis minimum tiz pont és tiz egyenes sziikséges.)

1.3.6. Példa. Ha a PG(2,K) sikbol elhagyjuk az x5 = 0 egyenletii egyenest (azaz a
[0,0,1] koordinataju egyenest) és a rajta 16v6 pontokat, akkor az AG(2,K)-val jelolt
affin sikot kapjuk.

A projektiv sikbeli koordinatak homogenitasa miatt feltehetjiik, hogy az AG(2,K)-
beli pontok harmadik koordinataja 1. Ezért AG(2,K) pontjait kér koordinataval
leirhatjuk. Igy kapjuk a kovetkezé algebrai modellt: A pontok az (z,y) € K x

K rendezett parok; egyenesek azok a rendezett [A, B, C] harmasok, ahol nem nulla
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egyszerre A és B is, és [A, B, C| valamint [AA, AB, A\C| ugyanazt az egyenest jelenti,
ha 0 # XA € K; az (z,y) és az [A, B,C] egyenes pontosan akkor illeszkedik, ha
Azr + By+ C = 0.

A klasszikus euklidészi sik pontjai azonosithatok a komplex szamokkal. Ezt a
modszert altalanositva kapjuk AG(2,K) egy maésik algebrai modelljét, mely a Gauss-

féle szamsik altalanositasa.

1.3.7. Példa. Legyen f irreducibilis masodfokta polinom a K test felett, F pedig a
K maéasodfokti bévitése az f egy i-vel jelolt gyokével. Ekkor F elemei a + bi alakba
irhatok, ahol a,b € K. Az AG(2,K) sik (a,b) koordinataju pontjanak feleltessiik meg
az a + bi € F testelemet. Ez a megfeleltetés bijekcio AG(2,K) pontjai és F elemei
kozott. A sik [A, B, C] egyenesének az {z +yi € F : z,y € K, Az + By + C = 0}
részhalmaz felel meg.

Az igy felirt modellben konnyen megadhatoak feltételek egyenesek parhuzamossa-

gara, illetve harom pont kollinearitasara.

1.3.8. Lemma. Legyen P; : (a;,b;)(j = 1,2,3,4) négy pont az AG(2,K) sik|1.3.7 pél-
daban szereplé modelljében, ahol P, # P, és Py # P,. A pontok altal meghatéarozott
PP, és P3Py egyenesek akkor és csak akkor parhuzamosak, ha az a; + b = z; € F

testelemekhez létezik olyan o € K testelem, melyre z; — 23 = (29 — 21) teljestil.

Bizonyitdas. Az AG(2,K) sikon Py P, illetve a P3P, egyenesek egyenlete
(bg — bl)l’ + (CLl — ag)y + (b1a2 — bzal) = O,

illetve
(b4 — bg)flf + ((13 — a4)y + (b3a4 — b4CL3) = 0

Ez a két egyenes pontosan akkkor parhuzamos, ha

by —by a1 —as

= 0.

by — b3 az—ay

Ez akkor és csak akkor fordulhat eld, ha a matrixunk sorai linearisan Osszefiiggenek,

azaz, ha létezik olyan o € K testelem, melyre

az —ag = aay — ag), és by — by = a(by — by)
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is teljesiil. Ez viszont pontosan akkor igaz, ha zy — 23 = a(ze — 21) egyenl6ség all
fenn. O

1.3.9. Kovetkezmény. Az példaban szerepld modell esetén AG(2,q) harom
kiilénboz6 P; : (aj,b;)(7 = 1,2,3) pontja akkor és csak akkor kollinearis, ha a nekik

megfelel§ a; + bji = z; € F testelemekre igaz, hogy (22 — 23)7 1 = (20 — 21)7 1.
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2. Ivekkel kapcsolatos ismeretek

2.1. Alapfogalmak, alaptételek

Ebben a fejezetben elGszor alapfogalmakat, definiciokat vesziink at ivekrsl, majd ezek,

illetve lefogd halmazok méreteirsl néziink becsléseket [2].

2.1.1. Definici6. Projektiv sik egy olyan ponthalmazat, amelynek barmely egyenesen
legfeljebb 2 pontja van, fveknek nevezziik. Ha ez az iv k pontbdl all, akkor k-ivnek
mondjuk. Valamint teljesnek hivjuk, ha tartalmazasra véve maximalis, tehat nem

része (k + 1)-ivnek.

2.1.2. Definici6é. Egy sik valamely egyenese kiilsd eqyenes a k-ivre nézve, ha azzal

nincsen egy koézos pontja sem.

2.1.3. Definicié. Egy sik valamely egyenese érintd a k-ivre nézve, ha azzal 1 kozos

pontja van.

2.1.4. Definici6. Egy sik valamely egyenese szeld a k-ivre nézve, ha azzal 2 kozos

pontja van.

Szémunkra a teljes ivek lesznek a fontos vizsgalandé objektumok, mivel iv része
is iv. Ezen beliil is azzal a kérdéssel foglalkozunk elGszor, hogy mekkora lehet a

legnagyobb v ¢g-adrendi sikon.

2.1.5. Tétel (Bose). g-adrendi sik tetszéleges k-ivére k < ¢ + 2 teljesiil. Ha ¢
paratlan, akkor k < ¢ + 1 is igaz.

Bizonyitds. Vegyilk az iv egy tetszéleges P pontjat. Egy ponton keresztiil ¢ + 1
egyenes halad at, amik mindegyikén egy pont lehet P-n kiviil. Igy tehéat 6sszesen ¢+ 2
pont legfeljebb egy iv. Ha a k = ¢+ 2 esetet nézziik, akkor akarmelyik P-t valasztva,
minden P-n athaladé egyenesen kell még 1 pontot tartalmaznia az iviinknek. Azaz
minden metsz6 egyenes 2 pontban is metszi az ivet. Ezt kell alkalmazni a paratlan
g-ra, és belatni, hogy ott nem létezhetnek (q + 2)-ivek. Valasszunk egy iven kiviili
R pontot. Az ezen athalado egyenesek vagy 0 vagy 2 pontban metszik az {viinket,
tehat ha R-et 6sszekotjiik az iv pontjaival, akkor ily médon péarba allitottuk az iviink

pontjait, azaz iviink mérete is paros kell legyen. De ha q + 2 paros akkor ¢ is az. [
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Azt is meg tudjuk mutatni, hogy nem csak fels¢ korlatot tudunk adni teljes iv
méretére, hanem alsot is, tehat nem lehet teljes iv nagyon kicsi sem.

Ehhez sziikség van az aldbbi lemméra:

2.1.6. Lemma. Projektiv stk pontjainak egyenesekkel valo lefedéséhez legalabb ¢+ 1
egyenes kell.

Bizonyitds. q egyenes legfeljebb q(q + 1) < ¢*> + ¢ + 1 pontot fedhet le. O

2.1.7. Megjegyzés. Az is belathato, hogy g + 1 egyenes csak akkor fedi a sik Osszes

pontjat, ha azok egy ponton mennek at.

2.1.8. Megjegyzés. Nézziik meg, hogy éles is lehet-e a Bose tétel becslése.
Az "y = 2*" eset: P = {(z,2% 1) : x € F,} UY,(0,1,0). Ha g péros, akkor az

r — x? leképezés automorfizmus (azaz bijektiv is), igy ilyenkor V vizszintes egyenes 1

1in

pontban metszi P-t = X (1,0,0) is hozzavehets és még akkor is v marad. "y = -

hiperbolara is a H = {(z,1,1) : 2 € Fy} U { X, Yoo} iv marad.
Ezek mutatjak, hogy a tételben a becslés éles PG(2,q)-ra.

2.1.9. Allitas (Lunelli,Sce). g-adrendii sik k-ive nem lehet teljes, ha ¢ > k(k —1)/2.

Bizonyitds. Ha a k-iv teljes, akkor az ivre vonatkozva szel§ egyenesek a stk minden
pontjat lefedik. Mivel ehhez a kdvetkezé ([2.1.11) lemma miatt legalabb ¢+ 1 egyenes
kell, ezért k(k+1)/2 > ¢+ 1. O

A Lemma és a Megjegyzés dualisa a lefogé ponthalmazokkal kapcsolatos
legalapvetébb eredmény. Lefogd ponthalmaznak olyan ponthalmazt neveziink, amely

minden egyenest metsz.

2.1.10. Lemma. A g-adrendii II, projektiv sik barmely lefog6 ponthalmaza legalabb

q + 1 pontbdl all. Ha a lefogd ponthalmaz elemszama g + 1, akkor az egyenes.
Dualis moédon:

2.1.11. Lemma. Ha egyenesek egy £ halmaza lefedi a g-adrend sik &sszes pontjat,

akkor |L£| > g+ 1, és egyenlGség esetén L egy egy ponton atmend egyenesek halmaza.

Nézziik ennek a dualisnak a bizonyitasat:
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Bizonyitds. q darab egyenes legfeljebb ¢(¢ 4+ 1) pontot fedhet le, igy legalabb ¢ + 1
egyenesre van sziikség. Ha ¢ + 1 egyenes, mondjuk Iy, [, ..., [,+1 lefedik az Osszes
pontot, akkor [; ¢+ 1 pontot, [ még ¢ darab pontot, és mindegyik tovabbi [; szintén
q darabot. Ha van 3 olyan egyenes, ami nem megy 4t egy ponton, akkor legyenek ezek
ly,1s,13. Ekkor viszont [3 csak legfeljebb g — 1 olyan pontot fed le, ami nincs [; U ls-n.
Ugyanez igaz minden [;(i > 3)-ra is, hisz [;, az [y, ls, I3 egyenesek koziil legalabb kett6t
kiilonb6z6 pontban metsz. Igy Gsszesen legfeljebb ¢ +1+ g+ (¢ — 1)(g—1) = ¢* + 2
pont lehet fedve. Tehat [y,1s, ..., 1,1 kozil barmely 3 egyenes egy ponton megy at,
ami miatt mind egy ponton mennek at.

[]

Erdemes megemliteni, hogy ivet, sét teljes ivet is, nagyon kénnyen konstrualha-
tunk a moho algoritmussal: ha mar néhany pontot kivalasztottunk tgy, hogy ezek
szel6i nem fedik le a stk Osszes pontjat, akkor valasszunk egy tovabbi pontot a nem

fedettek koziil, és igy tovabb. Ez az eljaras akkor ér véget, ha teljes ivet kaptunk.

2.1.12. Definici6. Owvdlisnak olyan ivet neveziink, amelynek minden pontjaban csak

egyetlen érint§ egyenese van.

2.1.13. Definicié. Hiperovalisnak az olyan iveket nevezziik, amelyeknek nincs érinté

egyenesiik.

Figyelembe véve, hogy k-iv minden pontjan pontosan k—1 szeld, ésigy t = q+2—k
érintd egyenes megy at, g-adrendii sikok ovalisai éppen a (¢ + 1)-ivek, a hiperovalisok
pedig a (q + 2)-ivek. Ezekrsl szolt a Megjegyzés is, csak ott még nem voltak

néven szolitva.
2.1.14. Allitas. Vannak PG(2,q)-ban ovalisok, és ha ¢ paros, akkor hiperovalisok is.
2.1.15. Allitas. A (q + 1)-ivek nem teljesek a paros rendii sikokon.

Bizonyitds. Elég annak bebizonyitaséara, hogy az O ovalis érintéi egy ponton mennek
at, azt megmutatnunk, hogy a sik minden pontjan megy &t érints, mert a g + 1
érint6 a [2.1.11] Lemma szerint éppen akkor fedi le a sik minden pontjat, ha egy kozos
ponton mennek at. Az ovalis pontjait persze lefedik az érint6k. Legyen YV ¢ O, és
kossiik Gssze ezt O pontjaival. Mivel O-nak paratlan sok pontja van, ezért lesz az
YO (O € O) egyenesek kozott érintd, vagyis valoban a sik minden pontjan megy at

érintd. ]
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Ez azt jelenti, hogy a paros rendd sik ovalisanak érintéi egy ponton mennek &t.

2.1.16. Definici6. Legyen O a g-adrendd II, sik egy ovélisa, ahol ¢ paros. O érin-

t6inek metszéspontjat az O magpontjanak nevezzik.

2.1.17. Lemma. Legyen O ovalis a II, g-adrendii sikon, ahol ¢ paratlan. A sik O-hoz

nem tartozé barmely pontjan vagy 0 vagy 2 érint6 megy at.

Bizonyitds. Vegyilik O egyik érintgjét. Jeloljiikk T-vel a t N O érintési pontot. Be-
latjuk, hogy t\{T'} pontjain pontosan egy tovabbi érinté megy at. Mivel O minden
pontjan pontosan egy érinté megy at, igy a t-t6l kiilonb6z6 érinték szama pontosan q.
Ugyanennyi a t\{7T'} pontok szama is, igy elég azt megmutatni, hogy ¢\{7'} minden
pontjan megy at t-t6l kiillonboz6 érinté. Tekintsiink egy ilyen R € ¢, R # T pontot, és
kossiik 6ssze O\{T'} pontjaival. Mivel O\{T'} pontjainak szama paratlan, lesz olyan

pont, amelyet R-el 0sszekotve érintét kapunk. ]

2.1.18. Definici6. A paratlan rendd 11, projektiv sik olyan pontjit, amelyen az O
ovalisnak két érintGje megy at, O-ra nézve kiilsd, amelyiken 0 érinté megy at, belsd

pontnak nevezzik.

2.1.19. Lemma. A kiils6 pontok szama q(q+1)/2, a bels6ké q(q—1)/2. Tetszsleges,
az ovalist nem érintG egyenesre igaz a kovetkezs: Az egyenesen 1év pontok koziil az

ovalison nem levd pontok fele kiilss, fele belsé pont.

Bizonyitds. Minden érint& kétszer is lefedi a kiils§ pontokat, és érintébél g + 1 darab
van Osszesen. Azaz a kiils6 pontok szama (q+ 1)q/2, a bels6ké pedig ¢* + ¢+ 1 — (¢ +
1) —q(g+1)/2 = q(q — 1)/2. Ha vesziink egy ovalist nem érints [ egyenest, azon k
darab kiils6 pont van, és ha ez az egyenes m pontban metszi az ovalist, akkor az ezen
a pontokon atmend érinték szama 2k +m = ¢+ 1. Es m jelenleg 0 vagy 2, tehat az

allitas igaz. O
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2.2. Sikgorbék geometriaja

Szamunkra affin sikgorbe egy olyan ponthalmaz, amelyet f(z,y) = 0 definial, ahol
f(z,y) € K[z, y| kétvaltozos polinom. Ebben a részben Szényi Taméas kisdoktorijanak
[9] egy kisebb részét vazoljuk, példakkal, szamolasokkal kiegészitve.

2.2.1. Definicié. Egy f(x,y) affin gérbe homogén felbontasa legyen a kovetkezs:

f<x7y) = fm<x7y) + fm+1(x7y> + sy

ahol f;(i = m,m + 1,...) i-edfoki homogén polinom. Az m-et az O = (0,0) pont

multiplicitasanak nevezziik f-en. Legyen tovabba

m

fulw,y) = [J(ai-w +bi-y)
i=1
Az a; -z + b; -y = 0 egyenletii egyeneseket az f gorbe origobeli érintGinek nevezziik,

az f,-beli multiplicitast az érinté multiplicitasédnak.

Tetsz6leges pont multiplicitdsdnak meghatérozasat visszavezethetjiik az origobeli
multiplicitas definici6jara affin koordinatatranszformacioval. (Es ehhez valaszthatjuk
barmely, az adott pontot origoba vivé transzformaciot, akar az eltolast is, ez nem

fogja a multiplicitast befolyasolni.)

2.2.2. Definicié. Az f gorbe P pontja sima (egyszeres, egyszerti), ha mp multipli-

citasara mp = 1, szingularis, ha mp > 1.

2.2.3. Definicio. Az f gorbe egy pontja kozonséges (szingularis) pont, ha ott minden

érinté multiplicitasa 1.

2.2.4. Allitas. Ha P az f affin gorbének szinguléaris pontja, akkor

of _of

%P—a—y = 0.

P

Szemléletesen az egyszeres (sima) pontokban az érinté egyértelmi, a szingularis pon-

tokban viszont t6bb érinté is van (illetve az érint6 "tobbszoros").

2.2.5. Példa. Hatéarozzuk meg a szingularitasokat a kdvetkezé homogén egyenletnél:
v2y° — 2°y® — 2wy’ r + 202 4 y° 2 — 2Pyt + 2027yt — 1yt =0
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a (0,0,1) és az (1,0,0) pontokban. Elgszor vegytik a (0,0, 1) pontbeli szingularitast,
ehhez pedig a z = 0 ideélis egyenest, amibdl a kovetkezs affin egyenlet adodik:

22y — 2Py — 20y® + 2° +o° — 2y + 2027y —2y® =0

Itt a legkisebb foku tagok amik megjelennek negyedfokuak, igy P;(0,0) -ban mp, = 4
lesz a multiplicitas. Az itteni érint6k meghatéirozasdhoz vegyiik a negyedfoku tagok-

bol allo részt és tegyiik egyenlévé O-val:

oy — 2a0*y® + 2y =0
Ez pedig a kovetkezd szorzatta alakithato:

vy(z? — 2axy + %) =0

Tehéat © = 0 és y = 0 érintSk lesznek. A zéardjeles részben igy mér hasznéalhatjuk az

4 = u helyettesitést, amivel a kovetkezé méasodfoku egyenletet kapjuk:

1 — 20w + u?

Ebbdl a megoldoképlettel:

Tehat ha wu-ra két kiillonb6z6 megoldas jott ki, az érint6k mind egyszeresek, és az
=0,y =0 mellett az y = u;x, y = upx is érintdk lesznek. Ha u; = us, azaz o? = 1,
akkor a két utobbi érint6bdl egy y = ax kétszeres érint§ lesz.

Ha az x = 0 az idedlis egyenes, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:
> — 1y — 202+ 22+ yPa? — gt 4+ 2ayP2 — 3R
Itt mar vannak masodfoku tagok is, ezért Py(0,0)-ban mp, = 2 és az érint6k
0=—y*+2"=(y—2)(y +2)

alapjan y = z és y = —z (egyszeresek) lesznek, ha a test karakterisztikdja nem 2. Ha
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a karakterisztika 2, akkor egy érinté van y = z, ami kétszeres.
Ha pedig a (0,1,0) pontban vizsgilnank az eredeti egyenletiinket, y = 0 ideélis

egyenessel, akkor:

22— x® — 2wz + 2522 + 2% — 2223 + 20222% — 128

adodik, amibdél a masodrendtiekre:

0=21"—2zz+2"= (v —2)°

tehat egy kétszeres x = 2-t kapunk.

Két gérbe metszési multiplicitasa precizen definidlva hosszas folyamat lenne, igy
egy konnyebb tételt hasznalunk definicionak (azaz az itt bevezetett allitdsok szamunk-

ra axiomak lesznek):

2.2.6. Definici6. Az f és g gorbék P pontbeli metszési multiplicitasat I(P; f N g)

jelbli.

2.2.7. Definicié. A P € f N g metszéspontot kozonségesnek nevezziik, ha ebben a

pontban f és ¢ érintéi kiilonbozGek.

Az emlitett tétel pedig igy szol a metszési multiplicitas 1étezésérdl, valamint egy-

értelmtségérdl:

2.2.8. Tétel. Pontosan egyféleképpen adhato meg olyan metszési multiplicitas, amely

rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:
1. I(P;fNg) < oo ha f-nek és g-nek nincs kézos komponense,
2. I(P; f Ng) =0 pontosan akkor, ha P ¢ fNg,
3. I(P; fNgige) = I(P; fNgn) + I(P; f N ga),
4. I(P;fng)=I1(P;fNg+hf),

5. I(P; fNg) > mp(f)-mp(g) és egyenlség pontosan akkor all fenn, ha P kozon-

séges metszéspont.
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2.2.9. Megjegyzés (Scherk). Az 5. tulajdonsagot lecserélhetjiik arra, hogy
I(P;fng) =1, ha f és g két kiilonb6z6 P-n atmend egyenes.

Igy ebbdl, és az elsé négybdl kovetkezik az eredeti 5., és ezt sokkal kénnyebb a szé-
molasban hasznalni.

Nézziink par példat ennek gyakorlatban valé kiszamolasara:

2.2.10. Példa. Tekintsiik az f =y — 22 és a g = y — 2° egyenesek metszési multip-
licitasat a P = (0,0) pontban.

4) behel )

1(P;fng) 2 (P f (g —£) ="

@](Py :1320:102)+I(P'y—x20(1—x))QQ-I(P'y—:CZF‘Ix)—I—

+I(P;y—2°N(1— ))(—)2 I(P;y—2° ﬂa:)—i—OSCherk)Zl:Z

I(P;y —2° N (2* — %)) )

Most cseréljiik le a masodik gérbénk:

2.2.11. Példa. Tekintsiik az f =y — 22 és a h = y? — 2° egyenesek metszési multip-
licitasat a P = (0,0) pontban.

(behel (3)
1P fh) Q1P f(h—y- f) "= [Py — 2?0 (ya? — 2*) &
(:)I(P;y—x2ﬁx2)+[(P;y—x2ﬂ(y—:z:)) QQ-I(P;y—xQQx)—i-
+I(Piy —a® N (1 —a)) TE™

@2+I(P'y—x2ﬂ(y—x)—f)

(_)2+I(P y—2*Na)+I1(Pyy—2°Nx—1)

®3i0=3

24 1(Pry — 2N (y —2) 2

(behely.) 2+ I(P;y —2*Na? —2x) )

(Scherk)

—
~

3+I(Py—2Na—1) =

Most az eddig bevezetett legfontosabb fogalmakat projektiv gorbékre is definial-
juk.

Projektiv gérbe pontjanak multiplicitasa a pont egy kornyezetében értelmezett

affin részének a pontbeli multiplicitdsa. Ugyanigy definidlhatok a pontbeli érintsk és
azok multiplicitasa is.

Legyen a projektiv sikgérbe f(xq,x2,23) = 0 ,ahol f homogén polinom.
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Projektiv gbrbék metszési multiplicitdsat, mint a P egy kornyezetében értelmezett
affin résziik metszési multiplicitdsat értelmezziik.

Igy mar ki tudjuk mondani Bézout tételét. Ez a tétel jol szemlélteti azt a jelenséget
az algebrai geometriaban, hogy egy tétel bizonyitasa konnyt lehet altaldnos helyzeti
alakzatokra, de komoly nehézségekbe iitkozhetiink, ha precizen akarjuk bizonyitani

az altalanos esetet.

2.2.12. Tétel. Ha f és g kozos komponens nélkiili gorbék, akkor
> I(P; f N g) = deg(f) - deg(g)-
P

2.2.13. Kovetkezmény.

> mp(f) - mp(g) < deg(f) - deg(g),

és egyenlGség pontosan akkor all fenn, ha minden metszéspont kézonséges.

Ennek a tételnek a segitségével becslést is tudunk adni egy sikgorbe szingularis

pontjainak szaméra, hiszen a szingularis pontok f és f. ( vagy %) metszéspontjai.
2.2.14. Tétel. Legyen f egy n-edfoki irreducibilis sikgérbe. Ekkor

g+ mp(mp—1) < (n—1)(n—2)

és egyenlGség csak abban az esetben teljesiil, ha minden szingularis pont kézonséges.

[tt g a gorbe nemét jelenti (génusz), ami egy nemnegativ egész szam.

2.2.15. Kovetkezmény. Legyen f tobbszoros komponens nélkiili algebrai sikgorbe.

A komponensek szamét jeldlje c. Ekkor
> mp(mp —1) < (n—1)(n—2) +2(c — 1) < n(n — 1).
P

Az altalunk felhasznalt legmélyebb algebrai geometriai segédeszkoz, az tgyneve-

zett Hasse-Weil becslés. Ehhez az alabbi fogalomra lesz sziikségiink:

2.2.16. Definici6. Egy F, f6lott definialt polinomot abszolat irreducibilisnek neve-
ziink, ha I, algebrai lezartja f6l6tt is irreducibilis (azaz nem bomlik tényezdkre F,

semelyik algebrai bévitésében).
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2.2.17. Tétel (Hasse-Weil). Legyen f egy F, felett definialt abszolut irreducibilis
projektiv gorbe. Az f gorbe F, feletti (PG(2,q)-beli) pontjainak szamat jelolje N, a
sima pontokat egyszer, a szingularis pontokat alkalmas 0 és mp kézotti multiplicitéssal

szamolva. Ekkor
|Nq_q_1 |§29\/a

ahol g a gérbe neme. Ha n = deg(f), a gorbe fokszama, akkor
| Ng—gq—1[<(n—1)(n—2)\/q

2.3. Abszolut irreducibilitasi kritériumok

Mivel a Hasse-Weil tétel csak abszolut irreducibilis projektiv gorbékre szol,
ezért fontos, hogy el tudjuk donteni egy IF, felett definialt algebrai goérbérél, hogy
rendelkezik-e ilyen tulajdonsaggal.

Ha a gorbének nincs szingularis pontja, akkor persze abszolut irreducibilis. Ha
ugyanis a gérbének ketts vagy tobb komponense lenne, akkor a komponensek metszés-
pontjaiban nem lenne egyértelmd az érintd, vagyis ezek a pontok szingularis pontok
lennének.

A kévetkezdnek emlitett allitas Segre és Bartocci [8] cikkében taldlhaté meg. El6-

nye a szemléletessége, a tobbi kritériummal szemben.
2.3.1. Tétel. A k-adrendti C' gorbe legyen definidlhat6 az K test folott. Ha

1. létezik olyan P € C pont, és olyan e érinté P-ben, hogy e egyszeres érints és
I(P;CnNne)=deg(C) =k, és

2. C-nek nincs P-n d4tmend linearis komponense,
akkor C' abszolut irreducibilis, azaz irreducibilis K algebrai lezartja folott.

2.3.2. Kovetkezmény. Legyen P a C gorbe kozonséges szingularis pontja. Ha C-
nek van olyan e érint6je P-ben, amelyre e N C' = P, és C-nek nincs P-n atmend

linearis komponense, akkor C' abszolit irreducibilis.

Ennek a kritériumnak nagy elénye, hogy az e érintére vonatkozo két feltevés tel-

jestilése lényegében ugyanazzal a szamitéassal ellenérizhet6.
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3. Kis teljes ivek

3.1. Segre-konstrukcio

Vizsgaljuk meg a kdvetkezGkben, hogy Segre milyen konstrukciot hasznalt teljes iv
gyartasara, véletlen hasznalatéaval:

Vegytink egy L kipszeletet, és rajta kiviil egy pontot. Vegyiink egy ezen a P ponton
atmend szel6t. Ez a kupszelettel két metszéspontot ad, legyenek ezek A és B pontok.
Minden ilyen szel6re vegyiik ezen két (A és B) pont egyikét (1/2-1/2 valoszintiség-
gel). Ha A = B, azaz szel6 helyett érinté van, akkor ezt a pontot vegyiik be az ivbe.
A konstrukciobol adodik, hogy minden vélasztasra ivet kapunk, amelyhez £-r6l nem
vehetSk hozza tovabbi pontok. Késébb felosztjuk a P-n a&tmend egyeneseket csopor-
tokra, és azt akarjuk megbecsiilni, hogy mennyi annak a valészintisége, hogy a P’ ¢ L
hozzéavehetd ("nincs fedve").

Tekintsiik a kovetkezs abrat:

3. abra. : Segre

P és P’ kupszeleten kiviili pontok. Legyen C = BP'NL és D = AP'N L. Ezutan
kossiik Ossze az 0j pontjainkat P-vel, és legyen E = C'P N L valamint F' = DP N L.
Majd ezeket ismét P’-vel dsszekotve megkapjuk G = EP'NL és H = FP' N L (lasd:
3.4bra).
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1
» 2
valasztjuk a pontokat, akkor milyen eséllyel nem lesz P’ hozzavehetd az ivhez (lesz P’

Azt szeretnénk vizsgéalni, hogyha a P-n &tmend egyenesharmasokon, = — % eséllyel
"fedett"). Ha A-t véalasztottuk az els§ egyenesrdl, akkor a harmadikrol mindenképp
D-t kell, mert csak igy lehet fedve, és a mésodik egyenesen mindegy melyik pontot
valasztjuk C és E koziill. B-vel valo kezdés esetén is 2 médon fedhetd le P'. Osszesen
8-féleképp vélaszthatjuk a 3 - 2 pontot ki, és ebbdl az el6bb targyalt 4 felallasban
(4/8 = 1/2 valoszintisége lesz tehat) lesz P’ fedett.

Ennek a szamolasnak a kiterjesztésével szeretnénk becsiilni P’ fedettségének va-
loszintiségét, de ehhez az kellene, hogy diszjunkt egyenesharmasokat tudjunk P-n
keresztiil felvenni. Hogy ilyeneket véalaszthassunk, nem elég a tovabbi egyeneseket
szimplan az el6z6 haromtol eltérGen felvenni, hanem még tovabbi egyeneseket is ki-
zar egy-egy ilyen egyenesharmas, azaz ha azokat valasztandnk masodjara, nem lenne
minden 1j egyenesiink diszjunkt az el6z&ektdl.

Ezeket a kizart egyeneseket pedig HP és G P alkotjak, hiszen ezek korébbi egye-
nesekhez vezetnének a vélasztas soran. Példaul GP kezdeti egyenessel, a masodik
lépésben E-t visszakapjuk mint metszéspont, és ezaltal PE = PC' ismét a vélasztott-
jaink kozé keriilne.

Tehat nem is csak harmasokat, hanem (3+2)-eseket valasztunk ki ilyen modon.

Igy koriilbeliil 6t6s (az érintGkkel és hasonlo specidlis esetekkel nem foglalkozunk,
azokat alapbol kizarjuk a szamolasbol, igy még erésebb becslést fogunk kapni, hisz
azok is fedésbe hozhatjék a P’ pontot) halmazokra tudtuk osztani az L-en atmend
egyeneseket. Ezekbdl pedig ¢/2 darab van, valamint P'-t (¢* — 1) (kipszelet pontjait
illetve P-t leszamitva) modon valaszthatjuk. Tehat egy tetszéleges P’ ¢ L pontra:

q/10
Pr(P' nem fedett) < <§> :

Annak a valGszintiségét, hogy van olyan P’ ami nem fedett, igy kaphatjuk meg, hogy
az Osszes pontra megkoveteljikk a nem fedettséget. Es mivel az unié valoszintsége

kisebb mint az egyes elemeké kiilon:

Pr(3 P’ ami nem fedett) < Z Pr(P" nem fedett).
Pér
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Ebbdl pedig:

q/10 1 q/10
Pr(3 P’ ami nem fedett) < (¢* +q¢+1—(¢g+1)—1) <§> = (1) <§> )

Tehat annak a valdszintisége, hogy létezik hozzavehet§ pont, az az erGszabaly miatt

0-hoz fog tartani, azaz az iv majdnem 1 valdszintiséggel teljes lesz.
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3.2. Tallini Scafati konstrukcio

3.2.1. Tétel (Tallini Scafati). Legyen ¢ péros, és legyen K = {(2? + x, (2% + z)?) :
z € F,} U{(00),(m)}, ahol m nem u? + u alaka. Ekkor K teljes iv lesz PG(2,q)-ban.

Bizonyitds. Belathato, hogy additiv részcsoportot alkotnak az 2% +x alaki testelemek,
melynek rendje q/2. Az x — x?+x  F, felett linedris leképezés, melynek magja {0, 1},
ami 1-dimenzios altér I, folott. Igy a képtér 1 kodimenzios, azaz ¢/2 elemt.

Az (u,u?) és (v,v?) pontokat Gsszekots egyenes meredeksége u + v, azaz (m)
valéban nincs benne harom pontbol all6 kollinearis halmazban. Tehat K iv.

A tovabbiakban ennek teljességének bizonyitasaval foglalkozunk:

Vegyiik a kovetkez6 abrat:

(m)

q/2 db pont

4. dbra.

Tehat szeretnénk belatni, hogy K-hoz mar nem vehets hozza egy pont sem, anél-
kiil, hogy keletkezne olyan egyenes, amin 3 pont lenne. Az idealis egyenes pontjait
nem kell vizsgalni, hiszen arr6l mar kivalasztottunk 2 pontot ((c0), (m)), igy a tobbi
nem is johet szoba.

Azt kiemelnénk, hogy a K \ {(m)} ivet sokféleképp tehetjiik teljessé, hiszen akar-
melyik (m) : m # u® + u teljessé teszi.

Vegyiink egy A(a,b,1) pontot a gérbén kiviil. Tehat erre a pontra b # a®. Ezt a
késébbiekben mindig feltessziik. Ez akkor lenne az UV -n rajta, ha az Allitasban
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szereplé determinans 0 lenne, azaz
|

u
v2 1| =0.
b 1

Q < <

Ezt a determinanst az utolso6 sor szerint kifejtve kapjuk a kévetkezd egyenletet:
a(u? —v?) — b(u —v) + w® — u’v = a(u + v)(u — v) — b(u — v) + uv(v — u) = 0.

Ezt eloszthatjuk (u — v)-vel, és helyettesitsiik be u = 22 + x és v = y* + y-t. Ekkor a
kovetkezts egyenlet adodik:

C:b+a(®+r+"+y)+ @ +2) (2 +y) = 0.

(Ha ez abszolut irreducibilis, akkor tudnank a megoldasok szamat becsiilni a Hasse-
Weil tétellel, ezért ennek belatasa az elsGdleges célunk.)
C-t homogenizalva pedig (azaz minden tagot maximaélis fokuvé tesziink z-k beveze-

tésével):
C: b2t + a2 + ax2® + ay?2? + ayz® + 2%9% + v’z + 2yz + 2y = 0.

Mik lesznek itt az idealis pontok?
Azokat a legmagasabb foku x, y-os taghol (z%y?) kaphatjuk meg, tehat x = 0, vagy
= 0 fognak a z = 0-hoz tartozni. Azaz P;(0,1,0) és P»(1,0,0) lesznek az idealis pon-
tok. Megvizsgaljuk, hogy ezek szinguléaris pontok-e, és teljestilnek-e a Segre-Bartocci
tétel feltételei.
Tekintsiik y = 0 -t idealis egyenesnek, ekkor P, — (0,0). Tehéat, ha most y szerint

dehomogenizaljuk:
b2t +ar?? a2 + a2t + a2 + 2+ + 22z + 222 = 0.

Itt nincs elséfoku tag, de masodfoku igen, tehat mp, = 2. Az érint6k meghatérozasa-
hoz vegyiik a masodfokuakat: az®+ 2%+ 2z = 0. z*-tel osztva pedig (£)>+£+a =0
adodik. Ennek ha egy w gyoke, akkor w + 1 is az lesz. (Mert, ha w? +w = a és

1241 =0, akkor (w+1)?+ (w+1) = a+0, mivel a négyzetreemelés automorfizmus.)
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Tehat a két érint6 az r = wz és az x = (w + 1)z. Igy az érint6k egyszeresek.

Probaljuk ellendrizni a Segre kritériumot Tétel):

1. Lépés: Lehet-e x = kz komponense C-nek?

Azaz affin koordinatakat hasznalva lehet-e © = k komponense C-nek? (Beirva C

egyenletébe, 0 = 0-t kapunk-e?)
b+alk® + k) +ay® +ay + (K2 + k)2 +y) 2o.
Vegyiik sorra az egytitthatokat:

y? egyiitthatdja: k2 +k+a=0=a=k*+k,

y egyiitthatoja: k? + k + a = 0 egyezik az el6zbvel,

az 1 egytitthatoja: b+ (k* +k) = 0= b= (k* + k) = a?, azaz A rajta lenne P-n.
2. Lépés: Az e érint6 4 multiplicitassal metszi-e C-t P;-ben?

Legyen z = wz, ahol w? + w = a. A Bézout tételbsl |e N C| = 4 multiplicitéssal
szamolva. Ezért azt kell ellendrizni ahhoz, hogy I(P;;e N C) = 4 legyen, hogy e csak
Pyi-ben metszi C-t. Mivel C' egyenlete szimmetrikus z-ben és y-ban ugyanez a helyzet
Ps-re is, az is 2 multiplicitasu szingularis pont, mint P;.

Ellenérizziik, hogy C-nek nincs tovabbi szingularis pontja: Egy ilyen pont csak
affin pont lehetne. f(z,y) =b+a(z® +z+y*+y)+ (2> +z)(y* +y) = 0. Szamoljuk

ki a parcialis derivaltakat, ligyelve a 2 karakterisztikara:

0
—ai=a(0+1)+0+1(y2+y)—>y2+y:a,
of 2 2 _

Ezeket behelyettesitve f(z,y)-ba: b+ a(2a)[= 0] +a*> = 0 = b = a?. Ezzel
ellentmondésra jutottunk, tehat nincs tobb szingularis pont.
I(P;enC) =4 = e csak Pi-ben metszi C-t. Ez azt jelenti, hogy Césw=wz

metszéspontja csak P;. x helyére wz-t helyettesitve:

2.2 2

bzt + aw? 2 + awz? 4+ ay? 2 + ay2® + w2y + w2ty + iy +wyd =

= b2 + (aw?2! + awz?) + (ay?2® + w22y + w2y?) + (Wryz® + wy® + ay2®) =

29



[(w? + w = a)-t hasznalva a zardjelekben, és az azonos tagokat kiejtve]
=bz' +a*2* = 0.

Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha b = a?, de akkor A € P. Vagyis csak z = 0 a
megoldés, azaz az egyetlen metszéspont P;.

Azaz C abszolit irreducibilis, igy lehet hasznélni a Hasse-Weil becslést a megol-
dasok szamara: N > q¢+1—-3-2-,/q > 0. Ebbdl legfeljebb 4 idedlis pont kertil
levonasra, valamint még lehetne, hogy U = V, ekkor 2% + x = y?> +y = vagy
x4y =0vagy x +y = 1. Itt mindketté 4 megoldast ad, igy 12 levonand6 pontunk

van Osszesen. Tehat ha ¢ olyan, hogy
qg+1>6q+12,

akkor jo lesz. Ez a 2 hatvanyok koziil el6szor ¢ = 64-re fog teljesiilni.
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3.3. Lombardo-Radice konstrukciok

Elgszor kimondjuk és belatjuk a tételt ¢ = 3 (mod 4) esetén, majd ¢ = 1 (mod 4)

esetben is mutatunk teljes ivet (ami nem kupszelet).

3.3.1. Tétel (Lombardo-Radice). Legyen ¢ = 3 (mod 4). Legyen K = {(z,1/z) :
r=w*0#weF,}U{(0),(0),(0,0)}. Ekkor K teljes iv lesz PG(2,q)-ban.

Bizonyitds. Egy egyenesre csak gy eshetne 3 pont is, ha azok (0,0), (u, 1/u), (v, 1/v)
alaktiak, mivel K pontjai 1 kivétellel az xy = 1 hiperbolan vannak. Ez viszont azt
jelentené, hogy az origdbodl ezen pontokhoz hizott egyenes meredeksége megegyezik,
azaz ha a meredekséghez leosztjuk a masodik koordinitat az elsével, 1/u? = 1/v?
jonne ki. Innen v? = v?> = w = +v. Ha ¢ = 3 (mod 4), akkor -1 nem négyzetelem
F,-ban . Megjegyzés), azaz u = —v nem lehetséges. Ezzel belattuk, hogy K
tényleg egy ivet hataroz meg.

Most nézziik meg a teljességet is: Mivel a Tallini Scafati konstrukciohoz hasonl6an
itt sem vehet6 mar idealis pont hozza az ivhez, elég csak az affin pontokban néz-
niink. Legyen A(a,b) egy tetszoleges ilyen pont. Ha valamelyik koordinataja A-nak
négyzetelem, vagy 0 lenne, akkor kénnyen talalnank K-r6l 2 vele kollinearis pontot.
Példaul, ha a négyzetelem volna, akkor (a,1/a), A és (c0) egy egyenesen lennének.
Tehat a tovabbiakban elég azokkal a pontokkal foglalkoznunk, ahol egyik koordinéta
sem négyzetelem. Ebben az esetben viszont a/b lesz négyzetelem, mondjuk a/b = u?.
Ennek az egyenletnek két megoldasa van, u és —u, melyek valamelyike, mondjuk
maga is négyzetelem (hiszen -1 nem az). Ez viszont azt jelenti, hogy (0,0), (u, 1/u)

és A egy egyenesen van. m

3.3.2. Tétel (Lombardo-Radice). A ¢ = 1 (mod 4) esetben: Legyen most K =
{(z,1/2) : 2 = w? 0 # w € F,} U{(0),(m)}, ahol m nem egy négyzetelem (-1)-

szerese. Ekkor K teljes 1v.

Bizonyitds. Vegyiink két pontot a hiperbolarol: (z, %), (y, i) Ezek egyenesének me-

redeksége:
11
vy z_ —1

y—x ay
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Igy, ha (2, 1) és (y, %) € K, akkor 6sszekots egyenesiik idedlis pontja (—Iiy) és itt
—xiy egy négyzetelem (-1)-szerese, azaz nem lehet (m). Ez azt jelenti, hogy K iv.

Teljes iv-e K7 Vegyiink egy A(a,b) pontot, ahol ab # 1. Keresiink olyan
(z,1), (v, i) € K pontokat, amelyek kollinearisak A-val. Ez mutatja, hogy A nem

vehets hozza K-hoz. Nézziik meg a kollinearitasra vonatkozd determinanst a jelen

esetben is:
T % 1
L 1l =0.
y
a b 1
Kifejtve:
1 1 Ty
—— =) —blx — - —==0.
oy =) by 4T =Y

Ezt xy-nal megszorozva, majd (z — y)-nal osztva kijon a kovetkezd egyenlet: —a —

8

bry+x+y = 0. Vezessiik be az x = u? és y = v? helyettesitéseket, hiszen K pontjaira
x = w?. Azt kapjuk, hogy:

C:—a—bi*v?+u*+0* =0,
és itt az u,v # 0,u # v megoldésokat keressiik. Ezt homogenizélva:

—azt — b0t + w22t + 0222 = 0.

Innentdl tegyiik fel, hogy b # 0, erre az esetre a végén visszatériink.

Ennek az idealis pontjait a z = 0 helyettesitéssel kapjuk: ezek (0,1,0) és (1,0,0).
Masodik koordindta szerint dehomogenizélva: (0,1,0) — (0,0) és a — az? — bu? +
u?2% 4 2% = 0 affin gorbét kell ebben pontban vizsgalni. A legkisebb fokszam 2, tehat
2 multiplicitastu szingularis pont.

Az érint6k ebben a pontban: —bu® 4 z* = 0 — (£)* = b egyenletbdl jonnek.
Alkalmazva a % = b helyettesitést(itt SF, valamely bovitésében van (F,-ben)),

2= +pu

egyenesek lesznek az érinték a (0,1,0) pontban. Az eredeti sikon ezek az u = :I:%
fliggSleges egyeneseknek felelnek meg. Mivel ez két kiillonboz6 egyenes, ezért a két

érint$ egyszeres.
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u = ¢ lehet-e komponense a C' gorbének? (Beirva C' egyenletébe, 0 = 0-t kapunk-
e?) Vizsgaljuk meg a behelyettesités utan az egyiitthatokat:
v? egyiitthatoja: —bc® +1 =1,
v egylitthatoja: 0,
1 egyiitthatoja: —a + > = ¢® = a ezt v? egyiitthatojaba behelyettesitve =—>
—ab + a = 0. Tehat A rajta lenne a hiperbolan, ami ellentmondés.
Nézziik meg mi lesz a helyzet u = i%—ra. Metszik-e ezek az egyenesek a (0,1,0)-n
kiviil méshol is a C gorbét? Helyettesitsiik be C-be:

—a—b%v2+%+v2:0.
Ebbdl a v? kiesik, igy azt kapjuk, hogy —a + % =0 = ab=1, azaz A rajta lenne
a hiperbolan. A goérbe szimmetrikus u-ra és v-re, igy ugyanez a helyzet az (1,0,0)
idealis pontra.

Lehet-e affin pont szingularis pont? A parciélis derivaltak vizsgalataval az lathato,
hogy affin szingularis pont csak a = 0 esetén létezhet, amikor még a (0,0) pont is
szingularis pont.

Igy mind az @ = 0, mind az a # 0 esetben alkalmazhat6 a Segre-féle kritérium és C'
és annak projektivizaltja abszolut irreducibilis, igy a Tallini Scafati tétel bizonyitasa-
nak végéhez hasonléan: ¢+1 > 6,/g+16. (A 16 a 3 kizart egyenes (u, v # 0,u # v)-en
a 4-4 pont és a 2 ideélis pont 2-2 multiplicitdassal vald esetleges felesleges Hasse-Weil
becslésbeli beleszamolasa miatt adodik hozza.) Az a = 0 esetben az u = 0 illetve a
v = 0 esetnek megfelel6 megoldés csak a (0,0) pont, vagyis ekkor még kevesebbet kell
hozzaadni a relacié jobb oldalahoz.

Azaz, ha a relacio teljesiil, akkor vannak olyan (u, %), (v, %) pontok, amelyek kol-
linearisak A-val.

Ez 62-nél nagyobb ¢-kra, azaz a mi esetiinkben ¢ = 67-re teljesiil legkordbban.

Végiil vizsgaljuk meg a kordbban emlitett b = 0 esetet is. Ekkor a C' egyenlet
—a+u?+v% = 0 lesz. Ez egy masodfoku gorbe, melynek idealis pontjai az u? +v% = 0
megoldasai. Tehat u?> = —v?. Ekkor ¢ = 1(4) miatt -1 négyzetelem, vagyis ha
i? = —1, akkor az idealis pontok (1,4,0), (1, —i,0). Ezek tehat itt egyszeres (sima)
pontok. A C' gorbe irreducibilis, ha a # 0, és ekkor g + 1 pontja van, amelybdl a két
idealis pont miatt 2-t, a harom kizart egyenes (v = 0,v = 0,u = v) miatt tovabbi
6-ot kell levonni, azaz lesz kollinaris pontharmas A-n, ha ¢ > 7. Maradt még az az
eset, haa=b=0
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Meg kell tehat vizsgalnunk, hogy az origd6 O(0,0) hozzévehets-e K-hoz.
Nem, hiszen az F(1,1) és a E'(—1,—1) pont is eleme K-nak, mert -1 négyzetelem.
De E,0, E' kollinearisak, azaz O nem vehetd hozza K-hoz.
O
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4. Tovabbi konstrukciok

A Segre-konstrukei6 (és ennek speciélis esetei, a Lombardo-Radice és a Tallini Scafati
konstrukeiok) mind kupszeletbdl, azaz masodfoka gorbébdl indulnak ki. Természetes
otlet, hogy ne masodfokii, hanem magasabb foku gorbébdl probaljunk kis teljes iveket
gyartani.

A harmadfoka gorbék esetét részletesebben vizsgéaltak elGszor Zirilli [10], Szényi
Tamas [I1], 12], Voloch [20, 21], majd ajabban Anbar, Bartoli, Giulietti, és Platoni
[13] 14, 15, [16]. Ezen a moédon az altalunk targyaltaknal joval kisebb teljes k-iveket
sikeriilt konstrualniuk, melyekre k ~ c¢*/*. Emlékeztetéiil b(’)’l tudjuk, hogy
k > \/2q teljes k-ivre. A ,/g-s nagységrend kozelébe csak valoszintiségi modszerekkel
sikeriilt eljutni. Ezt Kim és Vu [17] tették meg, akik < /2¢log®q mérettteljes vek
létezését mutattak meg. A masik oldalrél altaldban nem ismert, hogy mennyire lehet
kozel keriilni az ovalisok (hiperovalisok) méretéhez. Abban az esetben, ha ¢ négyzet,
akkor Fisher, Hirschfeld, Thas [I8] és Boros, Szényi [19] teljes (¢ — \/q + 1)-iveket
konstrualtak, PG(2,q)-ban.

A masodik legnagyobb teljes iv méretére (tehat nem az ovalis vagy hiperovalis),
vonatkozo felsé becslések megtalalhatoak [2] 8. fejezetében (8.1.14 és 8.1.15 Tételek).
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