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Bevezetés

A XX. szdzad masodik felétdl kezd6dden a matematikai modellek egyre fontosabb sze-
rephez jutottak a pénziigyi vildgban. A valdsziniliségszamitas rohamos fejlodésével
lehetségessé valt a kiilonbozé pénziigyi folyamatok, eladdsok, részvényar valtozasok egyre
pontosabb elorejelezhetésége, modellezése. Mostanra a pénziigyi matematika jelenté ku-
tatdsi tertiletté notte ki magdt, mely a szdmitdastechnika fejlédésének hatdsara tjabb és
ujabb eredményeket képes elérni.

Ez egy komplex és szertedgazd szakteriilet, igy a fokusz megtartdsdnak érdekében a
tovabbiakban mi limitalni fogjuk magunkat ebben a részvényarak modellezésére, speci-
fikusan a Heston-modellre. A Heston-modell egy a részvény volatilitdsanak és dranak
modellezésére alkalmas matematikai eszkoz, melyet Steven L. Heston amerikai mate-
matikus dolgozott ki a 90-es években. A modell részletes bemutatasara az 1. fejezetben
kertil sor.

A részvényarak iddbeli valtozdsdnak vizsgédlata nehéz feladat a mogottiik meghivo
sztohasztikus folyamatok miatt. Kozel sem trividlis példaul, hogy miként lehetne a
tech-cégek indexének egyilitt mozgdsat matematikai értelemben megfogni. Madarpedig
az ilyen részvényar iddsorok oOsszehasonlitdsa kiemelt jelentoségli a pénziigyi mate-
matika vildgdban; a Heston-modell — tobbek kozott — erre ad lehet6séget. A mo-
dell paramétereinek visszabecslésével lehetéségliink van feltérképezni a részvényarak
alakulasanak kozos okait. Persze a paraméterek visszakeresése sem egyszeril feladat,
ebben a munkdban mi egy Markov lanc Monte Carlo (tovdbbiakban MCMC') médszeren
alapulé metédust fogunk hasznalni, melynek részletes bevezetése a 2. fejezetben talalhaté.

A 3. és 4. fejezetekben a Heston-modell paramétereinek gyakorlatban térténé vissza-
keresését mutatjuk be hipotetikus és valds részvényar idésorok felhasznélasaval.

1 A Heston-modell

A Heston-modell a részvényarak elemzésére hasznal modellek egyik legegyszeriibbike,
ugyanis elhanyagolja az ugrds-szeri valtozdasokat. A valééletben azok a modellek,
amelyekbe beépitették ezeket a hirtelen részvénydr véltozasokat (ldsd Bates-modell,
SVMJ, stb.) pontosabban képesek lekévetni az idésorok mozgasat, mindazondltal
a Heston-modell tovabbra is hasznalatban maradt egyszertiségének és széleskorti fel-
hasznalhatosdganak okan. Ebben a fejezetben a Heston-modell alapvetd tulajdonsagait
fogjuk bemutatni.

1.1 Sziikséges alapfogalmak

A dolgozat nagymértékben alapoz a sztochasztikus analizis, valamint a pénziigy mate-
matika ismert fogalmaira és bizonyitott allitdsaira, Osszefiiggéseire. Bar a matematika
BSc. tananyaganak nem részei, ezek bemutatasa a dolgozat kereteit szétfeszitené, ezért
helyette az érdekl6dd olvasé szamara hivatkozunk két, jol ismert, Osszefoglalé miire
(Karatzas & Shreve 2011 és Karatzas & Shreve 1998). Ezek utén a fogalmakat, allitasokat
minden tovabbi hivatkozas nélkiill haszndljuk. A teljesség igénye nélkiil felsorolunk
néhanyat: filtralt valésziniiségi mezd, adaptalt folyamat, Brown mozgds vagy Wiener
folyamat, Wiener folyamat szerinti integral, annak tulajdonsigai, sztochasztikus differ-
encialegyenlet fogalma, erds megoldasdnak létezési, és erGs egyértelmiiségi feltételei, a
megoldas tulajdonsagai, stb.



1.2 A Heston-modell formalis bevezetése

Legyen (2, A, F, P) filtralt val6szintiségi mez6, ahol az F filtraciéra teljesiilnek a szokdsos
feltételek. Legyen tovabba adottak Wy (t) és Wa(t) egymastdl fiiggetlen, az F filtraciéhoz
adaptalt Wiener folyamatok. Ekkor a Heston-modellt alkoté két folytonos és adaptalt
sztochasztikus folyamatot, a részvényarat S(t), és a volatilitdst, v(t), az aldbbi szto-
chasztikus differencidlegyenlet rendszer irja le.

Definicié 1. A Heston-modell a részvény ardanak (S(t)) és volatilitdsanak (v(t))
kozos valtozasat leird differencidlegyenlet rendszer:

dS(t) = uS(t)dt + /o(t)SdW(t) (1)

dv(t) = k(0 —v(t))dt + op\/v(t)dWa(t) (2)
dW1 (t)dWQ (t) = pdt (3)

ahol p a részvényar sodrasa; « > 0 a volatilitds atlagos visszatérési sebessége;
0 > 0 a sztochasztikus volatilitds hosszitava atlaga; o, > 0 az Ugynevezett
volatilitas volatilitdsa; és p a korreldcids egyiitthaté. A (u, k,6,0,,p) mind az
adott folyamatra jellemz6 konstansok.

Bar az Ito-féle Lipschitzesség és linearis novekedés feltétel nem teljesill az egyen-
letekre, (Karatzas & Shreve 2011., 5.10 Corollary, illetve Heston 1998 alapjan) allithatd,
hogy a sztochasztikus differencidlegyenlet rendszer er6s megoldasa létezik és erdsen
egyértelmli a paraméterekre altalunk megadott feltételek mellett, tovabbd a mésodik
egyenlet megolddsa nemnegativ.

Noha a Heston-modell folytonos idében irja le egy részvény aranak alakulasat, a
gyakorlatban vizsgdlt részvényar idGsoroknak diszkrét a struktdraja, hiszen a mérési
id6k6zok nem infenitezimélisak: vannak olyan részvényar adatbazisok, ahol a napi atlag
részvényar van feltiintetve, mig mashol esetleg érankénti vagy percenkénti adatok alnak
rendelkezésre. Ezek egységes kezelése érdekében van sziikség a folytonos idejli mo-
dellezésre s ugyanakkor a folytonos modell diszkretizacidjara.

1.3 Euler-Maruyama-diszkretizacio

A Heston-modell diszkretizdcidjanak tobbféle megkozelitése van, melyek koziil itt az
Euler-Maruyama-félét fogjuk részletesebben taglalni. Tessziik mindezt annak tudataban,
hogy ismertek el6ttiink az Euler-Maruyama approximacié kedvezétlen tulajdonsédgai,
kiilonGsen a modell masodik, a volatilitdst megadé Cox Ingersoll Ross folyamata esetén
(Kloeden & Neuenkirch 2013). Példaul a folyamat pozitiv értékii, de az approximécié
pozitiv valészinliséggel negativ értékeket is el6allit. Ez ugyan korrigalhaté a tiikrozés vagy
a teljes csonkolds médszerével, de azok rontjak a kozelités egyéb tulajdonsagait (Dereich
et al. 2011). Ugyancsak ismert probléma, hogy az Euler-Maruyama diszkrét kozelités
nagyobb tapasztalati momentumai a felbontas finomitisdval a végtelenbe tartanak,
holott — a megoldas stacionarius eloszlasa gamma 1évén — az elméleti momentumok
mind végesek. Sajnos a valamivel gyorsabban konvergélé Milstein mddszer sem orvosolja
ezeket a problémékat. Létezik olyan approximécid, (lasd Halidias 2015) amely megérzi
a nemnegativitast és kezeli a momentum problémét is, azonban ennek a szofisztikalt
eljardsnak az implementacidja meghaladta a dolgozat kereteit.



Tegytik fel, hogy adott az aldbbi differencidlegyenlet:
dS(t) = f(S(t),t)dt + g(S(t), t)dW (t), (4)

ahol f és g nem sztochasztikus fliggvények, W (t) pedig egy Wiener-folyamat. Meg-
gondolhaté, hogy az egyenlet integral formaban az alabbi alakra hozhaté:

t+At t+At
Siia = Si+ / £(S (), u)du + / 9(S (1), w)dW (1. (5)

Az Euler-Maruyama mddszer szerint ezutdn az integrdl bal oldali pontjara
fékuszalunk, és igy kapjuk a

S(t+ At) = S(t) + f(S(t), )At + g(S(t), 1) W (1t + At) = W(t)) =
S(t) + (S(t), )AL + g(S(t), )VALZ(t) (6)

ahol az utolsé lépésben felhasznaltuk, hogy (W (t+ At) — W(t)) eloszlasban meg-
egyezik v/ AtZ(t)-vel, ahol Z(t) minden t-re egy standard normélis eloszldst valészintiségi
valtozo.

Ezt a mdédszertant most a Heston-modell (1)-es és (2)-es egyenletére alkalmazzuk.
El6szor a volatilitasra kapjuk, hogy

v(t + At) = v(t) + k(0 — v(t)) At + o/ v(t) AtZ, (1), (7)

ahol Z, egy standard normalis eloszlasi valdsziniiségi valtozo. Mivel az igy kapott
volatilitds nem feltétleniil nemnegativ, a negativitast a teljes csonkolds mdédszerével fogjuk
elkeriilni: o(¢) = max(0, v(t)).

Ezutdan az &arfolyam logaritmusdra fogjuk felirni az Euler-Maruyama-féle diszk-
retizéacids lépéseket. Az It6 lemma segitségével (1) atirhaté az:

mS@+Aﬂ:mS@%if(u—vgvdu+[TJMMMﬂm) (8)

alakba, majd az In S(t) folyamatot diszkretizalva:

InS(t+ At) =InS(t) + <,u - 1)(2u)> At + \/v(u)Zs(t) 9)

ahol Zg a megfelel§ standard normaélis eloszlasi valdszinliségi véltozo. Mindent
Osszevetve tehat az Euler-Maruyama diszkretizalt Heston-modell egyenletei:

w+my.wym%@_ﬁ»m+ﬁwm%@> (10)

v(t+ At) = max (O, v(t) + k(0 —v(t))At + va/v(t)AtZU(t)) (11)
corr(Zs(t), Zo(t)) = p (12)

Ez alapjan konnyt latni, hogy hogyan lehet a Heston-modellel részvényar idésorokat
gyartani. Generdlunk Z; és Z, fliggetlen standard normaélis eloszlast valdsziniiségi
valtozokat, majd definidljuk a Z, = Z; és Zg = pZy + \/1— p?Zy valészintiségi
véltozékat. Ezutan adott (u,k,0,0,,p) paraméterek mellett S(0)-bdl és v(0)-bdl i-
terativen kiszdmolhat6 S(t) és v(t) a (10)-es és (11)-es egyenletekbdl.



2 Markov lanc Monte Carlo metodus

Most, hogy a Heston-modell matematikai formulacidja bevezetésre kertilt a kvetkezd 1épés
azon modszerek bemutatdsa, melyekkel egy Heston-modellel leirt részvényar idGsorbdl
a modellbeli paraméterek visszakereshetéek. ElGszor altalanossagban fogjuk bemutatni
a Markov lanc Monte Carlo metdédus lépéseit, majd konkrétan a Heston-modellre is
kiszamoljuk a sziikséges eloszlasokat. A félreértések elkeriilése végett tobb helyen az an-
gol nevezéktant is haszndlni fogjuk az MCMC méddszer lefrasa kozben. A tovabbiakban
legyen © a paraméterek halmaza, S a részvényar és v a volatilitas.

2.1 Az MCMC-rdl altalanossagban

A cél az, hogy megtaldljuk a paraméterek és a volatilitas feltételes eloszlasat a részvényar
feltétele mellett. Formailag tehét az F(O,v|S) eloszlasfliiggvényt keressiik, melyet utdlagos
(posterior) eloszlasként neveziink. A gyakorlatban az utélagos eloszlas kiszdmoldsa
rendkiviil Gsszetett feladat tud lenni, ezért az MCMC metodika keretein beliil jellemzen
elGszor ezt az eloszlast tObb egyszertibb eloszldsra bontjuk (ezeket az utdlagos eloszldst
alkotd feltételes eloszldsok osztalydnak nevezziik majd). Ennek elméleti igazoldsa a
Clifford-Hammersley tételen alapul (részletesen lasd Griffeath 1976), melynek itt a
relevans véltozatat vazoljuk fel.

Tétel 1. Adott F(O|v,S) és F(v|©,S) feltételes -eloszlasok egyértelmiien
meghatdrozzdk az F(©,v|S) egyittes eloszldst, feltéve, hogy az F(©,v|S)
eloszlasfigguény, illetve az f(O|S) és f(v|S) striségfiggvények a mintavételezési
tér minden pontjaban pozitivak.

Vegyiik észre, hogy a tétel kiterjesztéseként az F(O|v,S) eloszlds is felbonthaté ©
komponensei szerint.

Abban az esetben ha az utdlagos eloszlast alkotd feltételes eloszlasok osztalyanak
minden elemébdl egyszerlien lehet mintavételezni, gy haszndlhatjuk az ugynevezett
Glibbs-mintavételezést (lasd Johannes & Polson 2010). Ennek soran adott ©©) és v(©)
kezdeti értékek mellett, iterativ generalunk {v(i);@(i) } parok azaltal, hogy az X (@) ¢s
01 valészintiségi véltozékat rendre az F(v|@0~1,8) és az F(Ov~1, 8) feltételes
eloszldsokbdl valasztjuk. Természetesen, ha © maga is magasabb dimenziés (mint az
majd a Heston-modell esetén is lesz), akkor nem parokat, hanem n-eseket generalunk.
Noha a {v(i); G)(i)}i]il sorozat nem fliggetlen azonos eloszlasu, elemei Markov ldncot alkot-
nak, amely az el6z6 tételben felhasznalt feltételek mellett konvergalni fog az F(O,v|S)
eloszlashoz. fgy kell6en sok iteracids 1épés utan olyan lesz, mintha az utélagos eloszlasbol
mintavételeznénk.

Abban az esetben, ha nem tudjuk alkalmazni a Gibbs-mintavételezést, mert
az eloszlasok némelyike tulzottan Osszetett ahhoz, hogy direkt generaljunk belolitk
valészintiségi valtozdkat, alternativ modszerekhez kell fordulnunk. Az egyik legelter-
jedtebb technika a Metropolis-Hastings véletlen bolyongds (szintén Johannes & Polson
2010). A médszer a Gibbs-mintavételézéshez hasonléan iterativen generilja az ujabb
elemeket, de azokat csak egy elfogadési ardanyszam szerint tartja meg. Legyen

7((@1) = F(Gz’@h @2, e @z‘—h @i+17 ey @n,v, S) (13)

és @go) valami kezdeti érték. Generaljuk iterativen a rakovetkez6 elemeket a
@(9+1) _ @(9)

i ;. 1 &g szerint, ahol e, valami fliggetlen, nulla varhatéértékii, szimmetrikus



stirtiségfiiggvényli valdszintiségi valtozé. Ekkor ha a (@EQH)) /T <@§g)> aranyszam

konnyen kiszdmolhatd, akkor definidlhatunk egy elfogadési kiiszobszamot ugy mint

(9+1)
a(0!, 09"y = min L@i( ; ) (14)
LChe)

Ezek utan az algoritmus iteracids lépései a kovetkezoek: mintavételeziink egy O;
paramétert a @Eg) + €4 egyenlet szerint, és vesziink hozzd egy U egyenletes eloszlasu

valészintiségi véltozét a [0, 1] intervallumbél. Ezutén

elWth) —

)

{éi ha U < a (959)7(:)1') (15)

G)Z(»g ) Kiilsnben

Az igy generalt {@gg)}é\f:l minta eloszldsban a 7(0;)-hez konvergal. Jegyezziikk meg,
hogy befolyédsolni tudjuk a metédus konvergencidjanak sebességét és az atlagos elfogaddsi
gyakorisdgot azaltal, hogy az e, tag szérdsit mi hatdrozzuk meg. A szakirodalomban az
az elfogadott, hogy e, szérasat ugy vélasztjak meg, hogy az elfogadasi ardny 20% és 40%
ko6zé essen (Cape et al. 2015).

Az utdlagos eloszldst alkoté feltételes eloszldsok meghatdrozésara a gyakorlatban
gyakran alkalmazzuk a folytonos Bayes-tételt. Elsé 1épésben meghatérozzuk az F (S, v|0©)
fliggvényt, majd a

F(@z|@17 @2, e @ifl, ®i+17 ceey @n,v, S) XX F(S,v|@) . F(Gz) (16)

Osszefliggés segitségével szamoljuk ki a tobbi siirliséget. Az F(0O;) siirliségfliggvényt
a paraméterek kezdeti (priori) sirliségfiiggvényének is nevezik. Ezt a kezdeti
striiségfiggvényt jellemzéen az a személy hatarozza meg, aki a részvényar vizsgalatat
végzi. Ezen keresztiil nyilik lehetoségiink arra, hogy fontos gyakorlati feltételeket
beépitsiink a matematikai modellbe, példaul egyes paraméterek pozitivitasat, vagy fels6
korlatjat (Johannes & Polson 2010).

2.2 Az MCMC mddszer alkalmazasa a Heston-modellre

Ebben a szekciéban (els6sorban Cape et al. 2015-6t kovetve) levezetjitk a Heston-
modell esetén az MCMC mddszerhez sziikséges Osszes eloszlast és részletesen leirjuk a
paraméterek visszabecsléséhez szilikséges Osszes 1épést. A tovabbiakban feltételezziik,
hogy a [0,7] intervallumot N db egyenl§ At méretii részre bontottuk, legyen © =
{, K, 0,00, p}, Yo =InS(t) — InS(t — At) és v, = v(t); illetve legyen Y = {Y7,Ya,... Y}
és v ={vg,v1,...UN}.

2.2.1 A teljes utdlagos siirtiségfiiggvény

Elészor az F(Y, v|©) stirliségfiiggvényre lesz sziikség. Vezessiik be a 1) = po, és Q = 02(1—
p?) paramétereket, illetve definidljuk a Zg, Z, valészintiségi valtozok helyett az X =
Zs(t) és X} = 0,Z,(t) valosziniiségi valtozdkat. Ekkor a Heston-modell diszkretizalt
egyenletei:



Y, = ult— %At Vol — TAEXS (17)
vp = 1+ k(0 —v_1) At + o1 ALXY (18)

melyeket atrendezve a

Y: — pAt + “5EAL

X7 = 2
t /’UtflAt ( O)
vy — U1 + k(0 — v_1) At
X = 21
t /’Ut_lAt ( )

kifejezéseket kapjuk a valdszinliségi valtozdinkra. Ezek egyiittes eloszldsa:

e~ x (005 (0 o)) =n (0] why)) @

Mivel minden (Y;,v;) par a (X7, X}) fiiggvénye, ezért F(Y,v|©) felirhaté
Hi\i L F(Yy, v|vi—10) alakban. A viltozdk felcserélése utén, felhaszndlva, hogy a Jacobi
matrixra

o 5 !
t t —
aXS  OXY Vi AL (23)
8vt th

azt kapjuk, hogy

Moo 1
F(Y’v|®)_gm_1At‘<¢ w2+Q>

Xexp< L ((; ¢2ﬁ9>_1 <§f) (x5 Xg))) (24)
Mot

Lo N (XS s oy ) L (L (24 -0 (X5 XExy
tr<(w ola) (3) Xt)>_tr<ﬂ< 20 ) (G )

2
QO
_ ¥t XEQ—%

Q

—1/2

1
XPXP+ X% (%)
és
—1/2
= Q12 (26)

felhasznalasaval

F(Y,v[0) =
N
1 _ 124+ Q o2 1 1
tl;[thlAt exp([ 2 Tt Teghi it

N N
_0—N/2 1 1 2 52 s
t=1 t=1
(27)




2.2.2 Az egyes paraméterek utdlagos stuiriiségfiiggvényei

Most hogy kiszamoltuk a teljes utdlagos stirliségfiiggvényt, a (16)-os egyenlet-
nek megfeleléen fel tudjuk haszndlni az egyes paraméterekhez tartozé utélagos
stirtiségfiiggvények kiszamitasahoz. El6szor meg kell egyezniink a paraméterek kezdeti
eloszlasaiban melyeket a Li et al. 2008 és Cape et al. 2015 cikkekel 6sszhangban
valasztunk meg.

o~ N, oy,) (28)
K~ N(ps, o) (29)
0~ N(ug,op) (30)
Q~ IG(aq,Bq) (31)
b~ Ny, 03, () ~ N (g, 2/ py) (32)

Vegyiik észre, hogy a 1 paraméter siirtiségfiiggvényének szorasa fiigg a generdlt 2
paramétertél. Ez a kés6bbiekben ahhoz fog vezetni, hogy a (¢, ) péarokat egyidejiileg
fogjuk mintavételezni egy kozos, 2 dimenzids eloszlasbdl. A fenti kezdeti eloszlasok
alapjan az utélagos eloszlasfliggvények a kovetkezoek:

A 1 paraméter utdlagos siriiségfiigguénye:

F(plk,0,9,9,0,Y) ocF (Y, 0]0) - F(u)

N
1 2 v v — pu)?
X exp <—29 [(1/}2 + X7 -2 XX + X 2]) - exp (—(Mzol;“))
t=1 o

(33)

A (20) és (21)-es egyenletekbdl behelyettesitve X, és X7 helyére:

N vy 2
Y, — pAt + “SEAL
F 6,9 Y S — 240 2
(1l 0,0, >o<exp< |+ (g
—2¢Yt — pAt + vt; At v —wvp1 + k(0 — ve_1) At
\/’UtflAt \/’UtflAt
vy — U1 + k(0 — v_1) At 2 (1 — pp)?
: T P 4
* < V1At P 202 (34)

Most leegyszeriisithetiink azokkal a tagokkal, amik nem fliiggenek u-tol:

N

1 Y; — uAt 4 2LAE 2

F(pl, 0,0 Y - 240 2

(1l 0.2, >o<exp< |+ (g
_2¢Y2 - /’LAt + Util At . VUt — V-1 + /{(9 — fUtfl)At cexp [ — (IU’2 — 2“#:“’) (35)

V1At V1At 202
Belathato, hogy ekkor
o %)2
F(ulr, 0,9,0,0,Y) o exp (—(“20”2)) (36)
o

ahol



Qui_1

(Zivl (Q+¢2)(n+vt;1 At)—zp(vt—n@At—&—(nAt—l)vt1)> gy

/"L =
N Q42 1
At (Zt:l Qv:f1> Tz
*2 — 1
N Q42 1
At (Zt:1 Qv;ﬁt) + E

(37)

(38)

Hasonldéan eljarassal levezethetoek az utdlagos eloszldsok a tobbi paraméterre is
(részletesebben ldsd Cape et al. 2015). Ezen utdlagos eloszlasokat itt a szdmolds
részletezése nélkiil csak kimondjuk, de megjegyezziik, hogy a levezetés teljesen analog a

1 utdlagos eloszlasanal vazolttal.
A k paraméter utdlagos stiriségfiigguénye:
k)2
f%nhu&fh¢nu¥>«exp(—°‘H”))

ahol

N (O—vi_1)(ve—vi—1—(Yi— vE—1 )

<Z” = : )>) + L5
9 2

At (TN, Cu=n) 4 4

*2 1
ok =
(6 2 1
At (Zt e v i) )“‘ﬁ

A 0 paraméter utdlagos stiriségfiigguénye:

_ p*)2
FO|p, k,Q,9,0,Y) < exp (—(90)>

20.6*2
ahol
k(v (kAt—1)ve—1—(Ye—pAt+ hd 2 1At
(s, s o))
0* =
1
At (Zt lﬂvt 1) +?3
*2 1
g9 =

1
At(Zt ].Q’Ut 1>+0'7§

Az Q és a vy paraméterek kézds utdlagos stiriiségfiigguényei:

D~ 1G(", 5 és Ylo ~ N @047
ahol
of = 5 + ag
f*= PBa+ E i (X% + lpwﬂi 1 (wa +3r, XtSXng)2
2t:1 2 2 p¢+2i\i1 (th)2
illetve

(42)

(46)

(47)



N r(vit(rAt—1)ve_1—p(Vi—pAt+ 2L At
(Ztl ( ‘ : 1QUt_(1t . ))> + Z—%
0" = o (ZN - ) T (48)
t=1 Qu¢_q 0'5
*2 1

N 2 1
At (Zt:l Qa,l) + (Tg

2.2.3 Volatilitas becslés a Heston-modellben Metropolis-Hastings
mobdszerrel

Noha a Gibbs-mintavételezést a Heston-modell paramétereinek megbecslésére kénnyen
lehet hasznalni, a volatilitas kozelitéséhez komplexebb MCMC médszertanra lesz sziikség.
Az €l6z6 fejezetben méar bemutattuk a Metropolis-Hastings metédust az altaldnos eset-
ben. Ebben az alfejezetben igy specifikusan a Heston-modellel osszefiiggésben mutatjuk
be a Metropolis-Hastings moddszert.

Eleinte gondolhatnank azt, hogy a volatilitds utélagos siirtiségfliggvényét a tobbi
paraméter stiriségfiiggvényéhez hasonléan meg lehet hatdarozni, majd ebbdl lehet direktbe
mintavételezni is. A meghatarozasa v utdlagos stirliségfiiggvényének valéban nem nehéz,
meggondolva, hogy

F(’Utfl‘@)
F _1,Y) = F(Y. _
(v]©, viq1, v4-1,Y) (Y, vi41, 0410, vy l)F(Y,th,vt,ﬂ@) (50)
ez ekkor
1 1 2 QXS 2 ) XS XU Xv 2
O(vtAteXp 50 [(77/1 + X7 - 20X X+ t+1:|
1 2 52 S yv 2

~3q [(1/1 + X7 - 20 X7 XY + X } (51)

ahol X és X} a szokdsos dolgokat jelolik. fgy kiirva:

1 1
UtAt eXp < B QQ’UtAt

V.
" <Yt+1 — uAt+ EtAt) (Vi1 — g + K(0 — ) AL)

BW+QMEH—WM+§AQ2

+ (Vg1 — v + k(0 — vt)At)Q]

1
B 2Q’Ut_1 At

+wm—mhl+mw—vpﬁAwﬂ> (52)

[— 21 (Yt — pAt + %At) (v — vi—1 + k(O — vi_1)Al)

Annak ellenére, hogy ez a silirliségfiiggvény kiszamolhatd, mintavételezni beléle mar
kozel sem trivialis. A probléma athidaldsanak érdekében alkalmazzdk a szakirodalomban
ilyenkor elészeretettel a Metropolis-Hastings mdédszert (Jonahhes & Polson 2010). Mint
altalaban, a itt a Heston-modellnél is abbdl fogunk kiindulni, hogy adottak valami kezdeti
véo), vgo), e fug\?) volatilitas értékek. Ekkor a Metropolis-Hastings mdédszer szerint a t-edik
idopillanatban vizsgalt volatilitasra a javaslat rekurziven megadva az g-edik iteracié soran:
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Ut*(g) — Ut(g—l) + N (53)

ahol N; egy nulla varhatéértékii, o,-szoérdsi véletlen normélis vAaltozo. on
meghatirozasa empirikus modon torténik igy, hogy a mddszer stabil maradjon, de azért
kelléen gyakran és intenziven frissitse a kezdetleges volatilitas értékeket. A normaélis
valtozd helyett torténtek javaslatok arra is, hogy esetleg més eloszlasi véletlen valtozét
vezessiink be plus tagként (lasd Markus & Kumar 2021). Noha a becsiilt volatilitdst
eloszlasat elméleti szinten befolydsolja, hogy milyen eloszlastak ezek a plusz tagok, a
valosdgban azt gondoljuk, hogy a mddszer altalunk implementalt valtozata nem igazan
preciz ahhoz, hogy ezek az apré valtoztatasok jelentés kiilonbségeket mutassanak.

A Metropolis-Hastings médszer 7 fiiggvénye az (52)-as egyenletbél konnyen megad-
hato:

1
ANt P < T 20AAL

— % (Yt+1 — uAt+ ‘;At> (W +107D A4 k(0 - A)At)

m(A) [(W + Q) <Yt+1 — uAt+ ‘;At>2

2
+ (07 - A+ n(0 - A)At) }

(9)

1 Vi1 (9) (9)
- | =20 | Vi = pAt+ LA (A= 07 + k(6 — v, At
2Qv§3)1At[ ( 2 (4w 1)

+ (A — 09 4 k(6 — vt(i)l)At)Q D (54)

ahol vgg ) tovébbra is a g-edik iterdciéban a t id6ponthoz rendelt értéket jeloli. Innen

a jellemz0 elfogadasi ardny a 7 fliggvény segitségével:

a (vf(g),vggfl)) = min M 1 (55)

T (Ut(g_l)) 7

-ként definidljuk. Ezek utdn egy egyenletes eloszldsi u ~ U[0,1] valésziniiségi
valtozéval dontjiik el, hogy a volatilitds adatpontunkat lecseréljiik-e a javasolt értékre.
Az altalanos esethez hasonléan:

* * -1
Uf@ _Ju @ hawu<a (vt ), vgg )) (56)
vlgg Y kiilsnben

3 Idosorok generalasa

Most, hogy bemutattuk azt a médszertant, amivel a Heston-modellen alapulé részvényar
id6sorokat elemezni tudjuk, ratérhetiink a Heston-modell gyakorlati vizsgalatara. Ebben
a fejezetben attekintjik, hogy a Heston-modellre milyen hatdssal vannak az egyes
paraméterek, és megvizsgaljuk az adott paraméterii idésorok eloszldsait a kezd6 ponttdl
kiilonboz6 tavolsdgokban. Jellemzben a vizsgdlt részvényar idésorok 15-20 évet ativeld
napi rendszerességli adatokat tartalmaznak. Ez 250 munkanappal szamolva koriilbeliil
5000 adatpontot jelent. A kovetkez6kben ennek megfeleléen olyan idGsorokat fogunk
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generalni, ahol At = 1/250 és N = 5,000. A Heston-modell tovdbbi paramétereit az
1.-es tablazatban részletezziik.

Paraméterek I K 0 Oy p
Ertékek 0.10 1.50 0.20 0.40 -0.1

1. tabldzat: A kés6bbi analizis soran hasznalt idésorok paraméterei.

Miel6tt ratérnénk a paraméterek visszakeresésére réviden megvizsgaljuk, hogy az egyes
paraméterek hogyan hatnak részvényar idésorokra, majd a megfigyelések és kiilonbozé
pénziigyi-matematikai megfontolasok alapjan megprébaljuk meghatarozni, hogy milyen
értékeket értelmes haszndlni. Annak érdekében, hogy az egyes paraméterek hatdsait
izolaltan lehessen tekinteni, a kovetkezékben fixaljuk a © értékeit egy kivételével, és csak
azon egy valtoztatisa mellett vizsgaljuk a kapott idésorokat. Az analizishez N = 2,000

és At = 1/250 lett valasztva.

3.1 u, a részvényar sodrasa

A részvényar valtozasanak determinisztikus f6 tendencidjat a p paraméter segitségével
fogja meg a Heston-modell. Figyeljiik meg az (1)-es egyenletben, hogy a Wiener-folyamat
véletlen tagjai nélkiil, valéban csak u befolydsolja az idésor alakuldsat. Ha dbrazolunk
néhany részvényar idésort kiilonb6z6 p paraméterekkel (14sd 1. dbra bal oldaldn), akkor
még nem konstans nulla Wiener folyamat mellett is nyomonkévethetd a tendencia. Ahogy
u értékét noveljiik, atlagosan tgy lesz egyre nagyobb a részvényar novekménye is.

150 1 u=-0.05 u=-0.05
140 4 u=0.05 A u= 0.05

S 7\
u=0.10 LN —= = 0.10

130 4
— = .25 S
# l \ “ seses u= 025

120 A

110 A

100
90 ;
l:

80 4
l:

70 A
/. R LTII

150 200 250 300 350 400
Végsé részvényar

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 O 50 100

1. abra: bal: Kilonb6zé p paraméterekhez tartozd részvényar idésorok; jobb: a vizsgalt idészak

végén mért részvényar eloszlasa.

Azt is érdemes megvizsgdlni, hogy ugyanolyan kezdeti értékek mellett, ha a pu
kivételével minden més paraméter adott, akkor hogyan véltozik a 4. év végére a
részvényar. Ennek bemutatasira vesszik a 4. év végén a részvényar eloszldsanak
grafikonjat a kiilonb6z6 p értékek mellett (lasd 1. dbra jobb oldaldn). Mint azt vartuk, a
u novelésével, az eloszlas varhato értéke és szérasa is no.

Ez alapjén azt varjuk, hogy ha a részvényar sodrasanak abszolut értéke nagy, akkor
az idésor nem elhanyagolhaté valdszinliséggel valdsagszeriitleniil nagy értékeket is felve-
het relativ rovid id6 alatt (értsd példaul 3-4 év alatt megtripldzédik). Ennek elkeriilése
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érdekében a kovetkezékben limitédljuk a paraméter értékeket |u| < 0.2 szerint.

3.2 k és 0, a volatilitas f6 paraméterei

A szakirodalomban a x és 6 paramétereket gyakran kozosen kezelik, hiszen mindketto
a volatilitds f6 tendencidjat hatarozza meg. EI6bbi a volatilitds atlagos visszatérési
sebességét szamszerisiti, mig utobbi a volatilitas hosszutava atlagat jeloli. Mivel csak
kozvetetten hatnak a részvénydrra, ezért a hatasuk izolacidja nehezebb. Ha megvizsgéljuk
a (2)-es egyenletet észrevehetjiik, hogy a véletlen tagok nélkiil x direktben befolyasolja a
volatilitds megvaltozasanak mértékét, mig 0 egy eltolast eredményez. Ennek megfeleléen
azt varjuk, hogy a k csOkkenésével a részvényar szorasa is csokken; a 6 csokkentésével
pedig a részvényar varhaté értéke eltolodik. Ennek ellenérzésére megint dbrazolunk
néhany részvényér idésort kiillonbozé k és 6 paraméterekkel (ldsd 2. és 3. dbra bal
oldalén).

225 x=0.2 k=02
x=0.8 k=08

200 -

—_—=15 —= k=15
P p————l SO eses Kk=4.0

[\
150 - f‘ \
i =\
: “\
125 A B/ A
il
.'.I 2*-
100 A = ! 3\
.‘:/ \'
75 h .,
) %,
o) N
g i,
50 4 R/ ...,
- . - - - : - : T = . : - e :
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 50 100 150 200 250 300

Végso részvényar

2. dbra: bal: Kiilonb6z6 x paraméterekhez tartozo részvényar idésorok; jobb: a vizsgalt idGszak
végén mért részvényar eloszlasa.

2501 0=0.05 #=0.05
0=0.20 0=0.20
2004 = 0=10.50 —= 0=0.50
—0=080 s e 0=0.80
150 4 ~
RN
ST
My S =,
100 4 ” w i -\
; ~\
il N
1y
50 - il
i
4
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 O s0 100 150 200 250 300 350

Végs6 részvényar

3. abra: bal: Kiilonbozo 0 paraméterekhez tartozd részvényar idésorok; jobb: a vizsgalt idoszak
végén mért részvényar eloszlasa.

Valéban 1dgy tlnik, hogy a nagyobb k vagy 6 értékek a részvényar csokkenéséhez,
fluktuacidjanak (szérasanak) novekedéséhez vezetnek. Ez valoban szembetiing, ha megint
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megvizsgaljuk a 4. évvégi részvényar eloszlast (lasd 2. és 3. dbra jobb oldala).

Pénziigyi-matematikai értelemben sem a negativ x-nak sem a negativ 6-nak nincs
értelme, amit figyelemmel kell kisérni a paraméterek meghatarozasakor és a késObbi
MCMC mintavételezés kozben is. Ennek a megkotésnek az egyik oka az, hogy a volatilitas
nem lehet negativ, és igy a hosszitavi dtlaga sem lehet az. Mésrészt a (2)-es vagy (11)-
es egyenletet megfigyelve megallapithatd, hogy a negativ x a volatilitds exponencidlis
novekedéséhez vezetne, hiszen a nagyobb volatilitds még nagyobb pozitiv valtozast idézne
el6 dv(t) «x —kv(t) szerint.

A levagott normalis k és 0 eloszlasokbdl a szakirodalomban elterjedt médon érdemes
mintavételezni (Li et al. 2008). Legyen

MR R

—00 O3V 2

a normadlis eloszlds kumulélt eloszlasfiggvénye, és u ~ U[0,1] egyenletes eloszlasi
valoszintiségivaltozd. Most a becsiilt nem negativ k vagy 6 érték megkaphato a

L ((1 - ®(0)) - u+ @(0)) (57)
formulabdl.

3.3 A o, és p paraméterek

Mint azt a bevezetésben is emlitettiik o, az ugynevezett volatilitds volatilitasa, ez
a paraméter szabalyozza Wiener-folyamatoknak a volatilitdsra gyakorolt hatasat. p
ezzel szemben a Wiener-folyamatok véletlen tagjai kozotti korrelaciot adja meg. Egyik
paraméter hatasat sem egyszerli pusztan a képletekbol meghatarozni, igy érdemes lehet
a részvényar idésorokat és az 2,000 lépés utani eloszladsokat megvizsgalni, a kvalitativ
Osszefliggések meghatarozasa érdekében (lasd 4. és 5. dbra).

¢,=0.05 6,=0.05
200 i g
6,=0.30 ’i i"- 5,=0.30
175 4 = g,=0.70 A —= 6,=0.70
i ]
—,=0.90 g L s,=0.90
150 A § £
f ¢
1 3 4
125 \
‘ £ E
100 | #AQEAC Tl A £ \
; y
13 A
; 5
75 £ X
£ S
50 1 f'l’ '))"-.,..,,
(l) 250 560 750 10‘00 1250 15b0 1750 20‘00 (Il 5‘0 l(;[) 15‘0 2(‘)[) 25‘:0 3(;0

Végsé részvényar

4. abra: bal: Kiilonboz6 o, paraméterekhez tartozd részvényar idésorok; jobb: a vizsgalt idoszak
végén mért részvényar eloszlasa.
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5. abra: bal: Kiilonb6z6 p paraméterekhez tartozd részvényar idosorok; jobb: a vizsgalt idOszak
végén mért részvényar eloszlasa.

Létszik, hogy a paraméterek részvényarra gyakorolt hatdsa nem egyértelmi, de
tobbnyire megéllapithatd, hogy mind o, mind p novelésével csokken a végsé részvényar
szorasa. A p paraméter eseténél emellett még az eloszlas moduszanak kisebb eltolédéasat
is megfigyelhetjiik.

A Heston-modellben pénziigyi-matematikai meggondoldsokb6l —(konkrétan a
t6keattételi hatds miatt) negativ korreldcids egyiitthatékat haszndlnak, igy a kés6bbi
analizis soran mi is igy fogunk tenni.

Erdemes még megjegyezni, hogy az Osszes fent bemutatott eloszlds (1-5.  &brék
jobb oldalan) gamma-eloszlasra hajaz. Ez tobbnyire dsszhangban van az elvardsainkkal,
ugyanis a Cox Ingersoll Ross folyamatoknak a staciondris eloszldsa éppen gamma (14sd
Karatzas & Shreve 2011).

4 Paraméterek visszabecslése MCMC moddszerrel

A Heston-modell matematikai hétterének és a paramétereknek a részvényarra gyakorolt
hatasanak az attekintése utan elérkezett az id6 az el6z6 fejezetekben bemutatott MCMC
mintavételezési technikdk gyakorlati alkalmazaséra.

Toreksziink arra, hogy a Gibbs-mintavételezés soran minél kevésbé informativ, minél
4ltalanosabb eloszldsokat vélasszunk priori eloszldsoknak. Eppen ezért a szakirodalomban
(példdul Cape et al. 2015) elterjedt médon:

p~ N(0,1) (58)
K~ N(0,1) (59)
0~ N(0,1) (60)
Q~ IG(2,1/200) (61)
¥~ N(0,9/2) (62)

Emellett a vgo) kezdeti volatilitdst egy (IV + 1) hosszi véletlenvaltozé sorozattal adjuk
meg, ahol N a részvényar idésoranak hossza. Itt minden t-re

0!~ N(0.025, 1/(0.005)) L, >0 (63)
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Elészor  a  fenti  eloszldsokbél — mintavételeziink — {u(9), k(0,9 Q0 4O
paramétereket, majd a (36)-(49)-es egyenleteknek megfeleléen mintavételeziink
az utdlagos slirtiségfiiggvényekbol. Figyelve arra, hogy Q-nak és -nek Kkozos
striiségfiggvénye van kapunk {,u(l), PON/ONIOH Q,Z)(l)}—nek megfelel6 paramétereket,
melyekre csak akkor cseréljiik le az el6z6 1épésben haszndlt paraméter-értékeket, ha mar
az Osszeset mintavételeztiik. fgy tehat az n-edik lépésben adottak lesznek {,u("_l), k(1)
o(n=1) Q=1 (=D paraméterek, melyek felhasznalasaval {u(™, £, 900 Q) ()}
mindegyike egyidejlileg mintavételezheto.

Minden iteracids lépésben frissiteni kell a volatilitast is a Metropolis-Hastings
modszertananak megfeleléen. Mint azt mar emlitettiik az MCMC méddszertandnak
elméleti targyalasandl, a volatilitas frissitésénél haszndl normalis eloszlast valdsziniiségi
valtozo szérdasanak o, nem egyértelmil, hogy mit érdemes vélasztani. Annak érdekében,
hogy alkalmas gyakorisaggal legyenek frissitve a volatilitas értékek, megvizsgaltuk az elfo-
gaddsi ardnyt az iteracios lépések fliggvényében adott o, érték esetén. Az eredményeket
a 6-os abran mutatjuk be.

0.0005

50 4 0.001

—-- 0.005
- 0.01

30 4

Elfogadasi szazalék

204>

10 A

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750

Iteracios 1épések szama

6. abra: A metropolis-Hastings mddszer elfogadési ardanyanak valtozasa iteracids lépésenként,
ahogy az MCMC modszer egyre késébbi és kés6bbi szakaszaiba értink. A kiilonb6zé gorbék
kiilonb6z6 o, értékeknek felelnek meg.

Ezek alapjan a o, = 0.001 vélasztds megfelelének tiint, ami tobbnyire 6sszhangban
van a szakirodalomban fellelhetd értékekkel (Cape et al. 2015).

A paraméterek mintavételezésére iranyulé Gibbs-mddszert és a Metropolis-Hastings
médszer 1épéseit ismételgetjiik iterativen m-szer, gy, hogy az elsé p iteraciot beégetési
vagy raalldsi idének tekintjiik, és igy nem vessziik figyelembe. Az ezen feliili mérések
atlagat fogjuk venni a legjobb paraméter illetve volatilitas becslésnek.

4.1 Ismert paraméterii idésorok

Annak érdekében, hogy ellendrizziik a mddszertan pontossdgat és robusztussagat, elészor
ismert paraméterekkel rendelkezé részvényar idésorokra fogjuk vissza keresni volatilitast,
valamint a u,x,0,0, és p értékeket. Ehhez m = 10,000 és p = 7,500 iteracios
paramétereket valasztunk. N tovabbra is 5,000, de At = 1/250. A vizsgélt id6sorokat az
1-es tablazatbeli paramétereknek megfeleléen generaltuk, osszesen 10 darabot. Az aldbbi
abran ezekbdl mutatunk néhanyat.
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7. dbra: Az l-es tablazatbeli paraméterek alapjan generalt id6sorok koziil néhany példa.
A generdlt id&sorok mindegyikére lefuttatuk az MCMC mddszertanon alapuld

paraméter és volatilitds visszabecslésiinket, és az eredményeket az aldbbi tablazatokban
foglaltuk ossze (emlékezziink, hogy 02 = Q + 42 és p = /a,) .

| p | » K 2 Lp
Elméleti: | 0.100 | 1.500 | 0.200 | 0.400 | -0.10000
1 0.141 1.787 0.189 0.422 -0.00307
2 0.079 1.650 0.205 0.387 0.00214
3 0.145 1.409 0.187 0.269 0.00119
4 0.110 1.233 0.195 0.265 -0.00143
5 0.085 1.561 0.211 0.312 -0.00324
6 0.131 1.480 0.207 0.381 -0.00362
7 0.102 1.311 0.191 0.451 -0.00158
8 0.096 1.621 0.183 0.394 -0.00260
9 0.137 1.684 0.203 0.436 -0.00207
10 0.128 1.443 0.195 0.298 0.00060
Atlag: | 0.115 | 1.518 | 0.197 [ 0.362 | -0.00136

2. téblazat: Ismert idésorok ({¢ = 0.10;x = 1.50;0 = 0.20;0, = 0.40;p = —0.10}) MCMC
modszerrel mintavételezett paraméterbecslésének eredményei.

A tablazat adatai alapjan latszik, hogy a legtobb paraméter becslése pontos. A konkrét
esetben a pu és x paramétereket kissé feliil becsiiltiik, a 0 és o, paramétereket kissé alul
becstiltiik, de a valédi érték mindkét esetben béven a szérason beliil lenne. Ezzel szem-
ben mindenképpen felting, hogy a p korrelaciés egyiitthaté kozel sincs a valdésaghoz. Azt
gondoljuk, hogy ez elsésorban implementaciés probléméakbdl adddig, melyekre azonban
jelen szakdolgozat keretei kozt nem prezentalunk megoldast. Megemlitend6 ugyanakkor,
hogy a p korrelacids egylitthatd az egyetlen paraméter amelyik nem jelenik meg direkt a
Heston-modell sztochasztikus differencidl egyenleteiben.

A © paraméterek mintavételezése mellett fontos megfigyelni és mindsiteni a volatilitas
becslést is. A volatilitds véltozasa is nyomon kévetheté az MCMC médszer soran. Mivel
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az idGsorok generaldsakor megoériztiik a valédi volatilitast, azt most fel lehet hasznélni
a Metropolis-Hastings mddszeren alapuld eljardasunk tesztelésére. Az aldabbi dbran a
Metropolis-Hastings mddszerben alkalmazott volatilitast és annak valtozasat mutatjuk
be. A kezdeti volatilitds becslés mellett mutatunk egy volatilitast 5,000 iterdcié utén,
majd egyet 10,000 utan. Referenciaként az eredeti volatilitast is megjelenitjiik.

0304 ’W
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03s n=20,000 o= Valodi értek

§
g

3000 000 5000

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000

8. dbra: A Metropolis-Hastings mddszer konvergalasanak bemutatdsa. Bal fentrél: kezdeti
volatilitas; volatilitas 2,000 iteracié utén; volatilitds 20,000 iteracié utan; a valédi volatilités.

A Metropolis-Hastings mdédszertana nélkiil a legjobb becslésiink a volatilitdsra a
részvényar idGsor szérasanak vizsgalatabdl adédik. Ezen alapvetd technika lényege az,
hogy az idésornak egy kicsiny (kb 50 adatpontbdl all6) szegmensét nézziik, és ott
kiszamoljuk a részvényar értékek szorast. Ahogy a vizsgalt szegmenst mozgatjuk egy-
fajta csiszé ablakként, a szérds értékek éppen a volatilitds (valami konstans-szorosét)
fogjak megadni. Az aldbbi dbran ez a kontroll médszertan is bemutatasra keriil a 20,000
iteracié utani Metropolis-Hastings, illetve az eredeti volatilitdas mellett.

Részvényar szoras Valodi volatilitas Metropolis-Hastings
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9. 4dbra: A volatilitas visszabecslésének vizsgalata, balrél jobbra: a csiszé tartomanyon

vizsgalt részvényar szorasbdl kapott volatilitds becslés; az eredetileg generdlt volatilitas; illetve
a Metropolis-Hastings médszerbél kapott volatilitds (m = 20, 000).

A szérdson alapulé médszer meglepOen jol teljesit egyszertiségéhez képest. De nehéz
megmondani, hogy pontosan mennyire preciz. Annak érdekében, hogy kvalitativebben
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lehessen Gsszehasonlitani a modszereket, a kovetkezokben megprébaljuk megilleszteni a
becstilt volatilitas értékeket az eredeti volatilitas értékekkel. Noha azt varjuk, hogy az
y-tengely metszéspontja az origd legyen, az illesztéseket ennek megfeleléen, illetve ezen
megkotés nélkil is elvégeztiik.
Részvényar szoras

Metropolis-Hastings (n = 2,000) Metropolis-Hastings (n = 20,000)

0.5

r =0
o
ro=10.

0.5

10. abra: A becsiilt volatilitdsok megillesztése az eredeti, generalt volatilitdas értékekkel a
két kiillonbozé mddszertan esetén. Az rg-hoz tartozd egyenes az az illesztés, amikor azt is
megkoveteljiik, hogy az egyenes atmenjen az origdn.

A linedris regresszio Pearson korreldcids egyiitthatéjanak osszehasonlitasabdl latszik,
hogy kell6 iteracios 1épés utan mind az origdn atmend megkotés mellett, mind a megkotés
nélkiil is jobban teljesit a Metropolis-Hastings mddszer.

A becslések helyességének ellenérzése érdekében érdemes lehet a kapott paraméterek, a
volatilitas és egy kezdeti részvényar érték alapjan kiszamolni a teljes részvényar idésort.
Ez azért is hasznos egyfajta végsé kvalitativ tesztként mert a p-paraméter becsléseink
onmagukban nem tlinnek kelléen meggy6zének. A 11-es dbran néhany részvényar idésor
ilyen visszabecslése 1lathatd, melyek alapjan elmondhaté, hogy a mddszertan alapvetden
jOl teljesit.
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11. abra: Néhany részvényar visszabecslés a volatilitasbdl és a paraméterekbol.
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4.2 Skalazas — At megvalasztasa

Valédi részvényar idésorok esetén gyakran eléfordul, hogy az adatpontok idékoze valtozik,
hiszen lehet, hogy valakit a napi dtlag részvényar alakuldsa érdekel, masok viszont sokkal
kisebb 1 perces vagy 5 perces adatok vizsgdlatdval foglalkozndnak inkabb. Mivel a
hattérben megbivo folyamat elvileg nem fiige az idéskala megvalasztasatdl azt varnank,
hogy allandé © paraméterek mellett a kiilonbozé At-khez tartozd skalazasokra alkalma-
zott MCMC moddszertan ugyanazokat a becsléseket adja.

A gyakorlatban természetesen nem ilyen egyszerl a helyzet, ugyanis a At paraméter
megvalasztasa nagyban befolyasolja az MCMC moddszertan konvergélasi idejét, ezért fix
iteraciés 1épésszam mellett gy tlnhet a kicsiny At rosszabb becslést eredményez. Azt
gondoljuk azonban, ha ez az iteracids ido kelléen nagy, akkor a mintavételezések pon-
tossaga kozotti kiillonbségek eltinnek. Ez az eredmény jelentos, hiszen egy elméleti szin-
ten vart skalafiiggetlenséghez vezet.

Ennek demonstraldsédra generdlunk egy N = 5,000 hosszi iddsort At = 1/250-es
1épéskozzel és az 1-es tablazatnak megfelelé paraméterekkel. Noha a szakirodalomban a
Heston-modell paraméter-becslését illetGen nincsenek olyan kritériumok megfogalmazva,
amik a skaldzas és a becslés stabilitasat osszekapcsolndk, a konzisztencia érdekében fontos
lehet odafigyelni arra, hogy a skalazast a

At =0 N — o N -At—=0

figyelembevételével végezziik (hasonléért lasd Hu et al. 2019). Ezen kritériumoknak
az aldbbi médon fogunk eleget tenni. A legeneralt 5,000 hosszi iddsor elsé 4,500 adat-
pontjanak elészor minden harmadik elemét vizsgéljuk. Ekkor tehat At; = 3/250 és
N1 = 1,500. Ezutan finomitjuk a felosztasunkat, az els6 4,000 elembdl minden masodikat
véve (Aty = 2/250; Ny = 2,000. Végil a részvénydr adatsorunk elsé 3,500 elemét
vizsgélva egy At = 1/250 és N3 = 3,500-as id6sort kapunk. Koénnyti latni, hogy a becslési
konzisztencidhoz (esetleg) sziikséges kritériumnak igy eleget tesziink. Az egyes idésorokra
kapott paraméterbecsléseinket a 3-as tablazatban mutatjuk be. Fontos kiemelni, hogy az
értékeket ugyanazon idésoron elvégzett 5 becslés atlaga alapjan hataroztuk meg.

At (—>0)LN (—>oo)LN-At (—>0)l ML /@'L HL UUL p
3/250 1,500 18 0.122 | 1.423 | 0.226 | 0.428 | -0.0004
2/250 2,000 16 0.106 | 1.452 | 0.231 | 0.440 | -0.0005
1/250 3,500 14 0.114 | 1.575 | 0.221 | 0.378 | -0.0078

3. tablazat: Kiilonb6zo finomségu becslések ugyanarra a részvényar idésorra. Az iterdcids 1lépések
szdma 5,000-nek volt valasztva (p = 3, 500).

Eszrevehetjiik, hogy a paraméterbecslésiink pontossaga a 2-es tabldzatban megfigyelt
precizitdssal 6sszemérhetd. Ez alapjan arra kovetkeztetiink, hogy a skalazastol fiiggetleniil
a becslések tobbnyire konzisztensek egymaéssal. Ugyanakkor azt varjuk, hogy az iteracios
lépések novelésével az skalafiiggetlenség tovabb erdsodik.

4.3 Valédi id6sorok paraméter és volatilitas becslése

Most, hogy részletesen bemutattuk a Heston-modellre alkalmazott MCMC médszertan
elméleti 1épéseit és gyakorlati alkalmazasanak triikkjeit, prébaljuk meg arra hasznalni,
hogy néhany valddi részvényar idésor paraméterét megbecsiiljitk és dsszehasonlitsuk (ha-
sonléért latsd példaul Eraker et al. 2003).
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A kovetkezOkben az 5 nagy technoldgiai cég koziil 4-et fogunk megvizsgélni, az Apple-
t a Microsoft-ot az Alphabet-et és az Amazont. FEzzel szemben elvégezzilkk az S&P
500 t6zsdei indexre is a paraméter becslésiinket. Azt varjuk, hogy a technolégiai cégek
paraméterei alapvetéen kozelebb helyezkednek majd el egymashoz, hiszen a kivalté okok
valdszintileg erésebben korrelaltak. Gondoljunk bele, hogy a Heston-modell paraméterei
els6sorban a fundamentumokat és a kiilonb6zé piaci hatdsokat hivatottak megfogni. A
részvény ar valtozasat természetesen szamos a cégen beliili és kiviili dolog befolyasolhatja,
de alapvetOen azt varjuk, hogy azonos iparagak esetén hasonléak lesznek egyméshoz azok
a paraméterek, melyekre a piaci hangulat jelentés hatassal van (ldsd példaul a volatilitas
K és O paraméterei).

A részvényar idésorokat 2005 januar 1 és 2020 januar 1 kozott vizsgaltuk, szandékosan
kihagyva a COVID-19 idészakat. At = 1/250 vélasztassal, 5,000 iteracids lépéssel
mintavételeztiink. Az eredmények statisztikai szigniffikancidjanak noévelése érdekében a
becsléseket mindegyik idésorra 5-szor megismételtiik. Az aldbbi tdbldzat egyes soraiban
rendre az 5-5 mintavételezés atlagat ismertetjiik.

Részvény L 7 L K L 0 L Oy L p

Alphabet | 0.24 4.29 0.16 0.40 0.0059
Amazon | 0.28 4.72 0.19 0.87 0.0013
Apple 0.37 4.46 0.17 0.41 0.0158
Microsoft | 0.21 4.52 0.15 0.46 0.0114
S&P 500 [ 0.13 | 5.68 [ 0.11 | 0.48 | -0.0076

4. tabldzat: Az egyes részvényar idésorok paraméterbecslései, az eredmények 5 becslés atlagaként
keriiltek kiszamitasra.

A tablazat adatai alapjan valéban felfedezhetd egy tendencidzus kiilénbség az S&P
500 és a 4 technoldgiai cég paraméterei kozott. A véartnak megfeleléen ez a hatas a &
és 0 értékeinél killonosen szembetiing. Erdekes megfigyelni, hogy a 4 tech-cég koziil is
kicsit kilég az Amazon f6leg a o, paraméterével, ami valamennyire varhaté a miikodési
mechanizmusanak kiilonbségeit figyelembe véve. Jegyezziik is meg, hogy a masik 3-mal
ellentétben az Amazon els6sorban nem informatikai cég.

A fenti megfigyelések természetesen csak indikativ jellegiiek, a részletes analizishez
tovabbi komplex médszertanok alkalmazéasa sziikséges melyekre jelen szakdolgozatban
nem tériink ki (ldsd Méarkus & Kumar 2021).

5 Konkluzio

A kiilonbo6z6 eszkozar folyamatok modellezése egy rendkiviill komplex és szertedgazo
teriilete a modern pénziigyi-matematikanak. A fent elméleti iiton bevezetett és példakon
keresztiil bemutatott kiilonb6z6 Markov-lanc Monte Carlo médszerek segitségével konnyen
megvizsgalhatoak olyan sszefliggések is, melyeket az 0ket okozd bonyolult sztochasztikus
folyamatok miatt mésképpen csak nagyon nehezen lehetne analizdlni. A Gibbs-
mintavételezés és a Metropolis-Hastings moddszerek szamos méds magasabb dimenzids
eloszlas esetén is hasznalhatdak.

Ebben a szakdolgozatban az MCMC mddszertanat a Heston-modell konkrét
példdjan keresztil szemléltettiik. Levezettiik a megfelelé utdlagos sirtiségfiiggvényeket,
megvizsgaltuk a modell paramétereinek viselkedését, értelmezési tartomanyat. Elméleti
uton generdlt idésorokon bemutattuk a metodika becslési erejét, és demonstraltuk a
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volatilitéds, illetve a u, x, 6 és o, paraméterek mintavételezésének pontossdgit. Sajnos
a p paraméter visszabecsléséhez hasznalt médszertan implementaciéja nem sikeriilt tel-
jes mértékben, a megfelel6 eldjelen til, ezen szakdolgozat keretei kozt, nem tudtuk a p
értékét pontosan meghatarozni.

Konkrét id6sorokon demonstraltuk a mintavételezések skélafliggetlenségét is,
kiemelve, hogy az iterdciés id6 varhatdéan tovabb javitja a megfigyelt konzisztenciat.
Végiil a médszertant valds részvényar idGsorokra is lefuttattuk, és ennek segitségével
Osszehasonlitottuk 4 technolégiai cég és az S&P 500 paramétereit. A megfigyelések
szerint jelent6s kiilonbségek vannak azon piaci hatasok kozott, melyek a tech-cégeket
érték az elmilt 15 évben. Ez természetesen Osszhangban van az elvarasainkkal és
pénziigyi/gazdasiagi megfigyeléseinkkel.

Noha a bemutatott MCMC eszk6zok pontosak, szamitasi igényiik jelentfs. A
mesterséges intelligencia térhéditasaval parhuzamosan a pénziigyi-matematika ezen
teriiletén is erds torekvések vannak arra, hogy a mddszertant tovabb automatizaljak
ezaltal gyorsitva és pontositva a kovetkeztetéseket.  Azonban ezen eldre 1épéshez
nélkiilézhetetlen az algoritmusok és modellek pontos megértése, a mechanizmusok pontos
kiismerése. Reméljiik a jelen munkaval sikeriilt felhivni a figyelmet az MCMC modszerek
nyuijtotta lehet6ségek mellett, a metédus néhény kevésbé egyértelmii aspektusara is.
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