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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Verhdczki Laszlonak a szakdolgozat elkészitése sordn
nyyjtott szakmai segitséget. A vele lezajlott rendszeres konzultdciok nagymértékben hozzdjarultak
ahhoz, hogy ez a szakdolgozat elkésziilt. Szeretném még megkdszonni csalidomnak és bardtaimnak

is a kitart6 timogatast, amelyet egyetemi tanulmdanyaim és a szakdolgozat megirdsa sordn nyujtottak.



Eloszo

A szakdolgozat célja a masodrendi feliiletek tulajdonsdgainak és metszeteinek vizsgalata a projektiv
geometria eszkozeivel.

Mint ismeretes, két masodrendd feliilet metszetgdrbéje, vagy mas szdval két masodrendd feliilet
athatdsi gorbéje, egy negyedfoku egyenlettel irhato le. Specidlis esetben a metszetként ad6dé negyed-
rend( térgorbe eldall két masodrendi sikgorbe unidjaként. Ilyenkor azt szokds mondani, hogy a két
feliilet metszetgorbéje szétesik két masodrendi sikgorbére. Az igynevezett szétesd dthatas tétele egy
elégséges feltételt ad meg arra vonatkozdan, hogy a metszetgorbe két masodrenddi sikgorbe unidja-
ként alljon eld. Ez a feltétel tobbek kozott azt is eldirja, hogy 1éteznie kell két olyan kdzos pontnak,
amelyekben a két feliilet érintGsikja egybeesik. Ezeket nevezik a metszet duplapontjainak, mivel a
sikgorbék metszik egymast ezen pontokban. A tételnek egy tomor bizonyitdsa megtalalhaté a Kar-
teszi Ferenc dltal irt [6] konyv 30. paragrafusiaban a 176—177. oldalakon. A szakdolgozatban egy
részletes bizonyitdst adunk a szétes6 athatés tételére a projektiv tér masodrendd feliiletsorainak alkal-
mazasaval. A tétel alapjan konkrét példakat is mutatunk olyan masodrendd feliiletparokra, amikor a
metszetgorbe szétesik két masodrendii sikgorbére.

Célszeriinek tartjuk megjegyezni, hogy a szétes6 dthatds tétele a miiszaki gyakorlatban is alkal-
mazhat6, mivel két lemezelt feliiletet konnyebb tgy csatlakoztatni egyméshoz, ha a csatlakozasi gor-

béjiik egy masodrendi sikgorbe, példaul egy kor vagy egy ellipszis.

A szakdolgozat els6 fejezetében a projektiv tér értelmezésére és azon a homogén koordinatak be-
vezetésére keriil sor. A projektiv tér értelmezése megfelel a Hajos Gyorgy altal irt [3] tankonyv 44. pa-
ragrafusdban szerepld targyaldsnak. Az euklideszi tér parhuzamos egyenesosztilyaihoz hozzarende-
liink egy-egy idedlis pontot, és az euklideszi teret ezen idedlis pontokkal kibdvitve nyerjiik a projektiv
teret. A koordindtdzas sordn a projektiv tér pontjaihoz valos szamnégyeseket rendeliink, amelyek csak
szamszorzotdl eltekintve egyértelmiiek. Megmutatjuk, hogy egy altaldnos helyzetli pont6tos is meg-
hatdroz egy homogén koordinatazast a projektiv téren, ami lehetdvé teszi a koordinatatranszformacio
eszkozének az alkalmazdsat.

A madsodik fejezetben a projektiv tér masodrendi feliileteinek a targyaldsara keriil sor. A fejezet-
ben leirt fogalmak €s allitdsok nagyrészt megfelelnek a [3] tankonyv 46—48. paragrafusaiban, illetve a
[4] egyetemi jegyzet VI. fejezetében szerepld, a sikbeli masodrend gorbékre vonatkoz6 fogalmaknak

és éllitdsoknak azzal a 1ényegi kiilonbséggel, hogy a dolgozatban térbeli feliileteket vizsgalunk. Vizs-



gdlatainkban kulcsszerepet jatszik a pontok adott mdsodrendd feliiletre vonatkozé konjugaltsdgédnak
a fogalma és az azzal kapcsolatos allitdsok. Ily médon lehet6ség nyilik az érint6sik és az autopolar
pontnégyes fogalmanak az értelmezésére is. Az autopolar pontnégyes alkalmazasaval is igazolhatd,
hogy alkalmas koordinatatranszforméacidval a feliilet egyenletét olyan alakra lehet hozni, amelyben
mar nem szerepel vegyes masodfoku tag. Ezt felhaszndlva eljutunk a projektiv tér masodrendi felii-
leteinek az osztdlyozasi tételéhez is. A fejezet végén konkrét példat mutatunk egy masodrendii feliilet
kanonikus egyenletének a meghatdrozasara.

A dolgozat harmadik fejezetében tigynevezett masodrendi feliiletsorokat targyalunk, melyeket
két kiinduldasi feliilet hatdroz meg. A vizsgélatok soran kidertiil, hogy a feliiletsor barmely két kiilon-
boz6 tagjanak ugyanaz a metszete, €s emiatt ezt a metszetet a feliiletsor alapgorbéjének is nevezik. A
masodrendd feliiletsornak egy masik kedvezd tulajdonsaga, hogy egyrétegiien kitolti a teljes projektiv
teret eltekintve az alapgorbétol.

A negyedik fejezetben egy részletes bizonyitdst adunk két médsodrendi feliilet szétesd dthatdsanak
a tételére. Ehhez viszont el6bb azt kell megvizsgalnunk, hogy a két feliiletbdl szarmaztatott feliiletsor
mely feltételek teljesiilése esetén tartalmaz sikpart. Végiil a tétel alkalmazasaként olyan konkrét pél-
ddkat targyalunk, amikor a két feliilet metszetgdrbéje megegyezik két mdsodrendi sikgorbe unidjaval.

s

A példak szemléltetd dbrdit a GeoGebra program felhasznéldsdval ondlloan készitette el a szerzd.



1. fejezet

A projektiv tér koordinatazasa

1.1. Az euklideszi tér koordinatazasa

Ebben a rovid alfejezetben bevezetiink néhédny jeldlést, tovabba felidéziink néhany alpvetd fogalmat.
A jelolések €s a fogalmak vonatkozasdban a Hajés Gyorgy altal irt [3] tankonyvet igyeksziink kovetni.

A dolgozatban X fogja jelolni az euklideszi tér pontjainak halmazat. A pontokat nagy latin bettik-
kel, az egyeneseket kis latin betlikkel, a sikokat pedig gorog betiikkel jeloljiik majd. Ha adva van két
pont A és B, akkor az A kezd6pontu és B végpontu irdnyitott szakaszt f@ fogja jelolni, a pontokon
athalado egyenest pedig (A, B). Szokds szerint félkovér betiikkel (példaul v) jeldljiik a térbeli szabad
vektorokat, melyeket az egymdssal egyenld irdnyitott szakaszok ekvivalenciaosztalyaiként értelme-
ziink. A vektorok esetében bevezethetd az Osszeadds €s a szammal valo szorzds miivelete. Ismeretes,

hogy a szabad vektorok egy 3-dimenzios vektorteret képeznek az R valds szamtest felett.

A térben tgy lehet megadni egy derékszogili koordinata-rendszert, ha rogzitiink egy O kezd6pon-
tot és harom paronként egymadsra merdSleges i, j, k egységvektort, melyeket élvektoroknak neveziink.
Ekkor az (O, 1, j, k) négyes egy Descartes-féle koordinita-rendszert ad meg a térben. Az O kezdd-
ponton dthaladé azon egyeneseket, amelyek tartalmazzdk az i, j, k élvektorokat koordinatatenge-
lyeknek hivjuk. Ezeket konkrétan = tengelynek, y tengelynek és = tengelynek szokds nevezni.

Ha vesziink egy P pontot, akkor annak koordinatdit az aldbbiak alapjan értelmezziik. Az 07>’ vek-
tort egyértelmden lehet eléllitani az i, j, k vektorok linedris kombinaciéjaként az
OP = zpi+ ypj+ zpk formdban valamely xp, yp, zp valdés szdmokkal. Az xp, yp, zp egyiitt-
hatékat mondjuk a P pont koordinatdinak, a belSliikk nyert (zp, yp, zp) szdmharmast pedig a P pont

koordinata-harmasanak.

A koordindta-rendszer alkalmazdsa lehetévé teszi, hogy a térbeli alakzatok geometriai jellem-
z0inek vizsgélatdban az algebra eszkozeit is fel tudjuk haszndlni. Ugyanis, a koordinatdk alapjin a

specidlis alakzatokat egyenletekkel is le lehet irni. A térbeli koordindtageometria alapjai részletesen



targyalva vannak a [3]] tankonyv 49. paragrafusaban, A dolgozatban majd alkalmazni fogjuk az ebben

leirt alapvetd ismereteket.

A tovébbiakban sziikségiink lesz még a parhuzamossag jolismert fogalmara is. Eszerint két egye-
nest egymadssal parhuzamosnak neveziink, ha nincs kozos pontjuk €s van olyan sik, amelyben mindkét
egyenes benne van. Két sikot pedig akkor mondunk parhuzamosnak, ha nincs k6zos pontjuk.

Egy v (v # 0) vektort egy adott e egyenes irdnyvektordnak neveziink, ha a v vektort reprezental6

irdnyitott szakaszok parhuzamosak az e egyenessel.

1.2. A projektiv tér értelmezése az euklideszi tér kibovitésével

A projektiv geometria elméletének kialakuldsdban, illetve kidolgozdsaban fontos szerepet jatszott a
centrdlis vetités tulajdonsdgainak a tanulmédnyozdsa. Ez adta az Gtletet az idedlis pontok, vagy mds
szoval a végtelen tavoli pontok értemezéséhez.

Mint ismeretes, az euklideszi térben az egyenesek parhuzamossédga egy szimmetrikus és tranzitiv
reldcié. A tranzitiv kapcsolat azt jelenti, hogy amennyiben az e egyenes parhuzamos az [ egyenes-
sel és az f parhuzamos a g egyenessel, akkor az e, g egyenesek is parhuzamosak egymadssal. Ennek
alapjan a térbeli egyeneseket diszjunkt halmazokba, vagy mds szdval osztdlyokba lehet sorolni oly
modon, hogy két egyenes pontosan akkor parhuzamos egymadssal, ha egyazon osztalyhoz tartoznak.
Az egyenesek igy nyert halmazait nevezziik el parhuzamos egyenesosztalyoknak. Vilagos, hogy bér-
mely egyenes pontosan egy ilyen egyenesosztalyhoz tartozik.

Amennyiben adva van egy e egyenes, akkor a tovabbiakban jelolje P(e) azon egyenesek halmazat
(vagy mds szdval osztdlyat), amely az e—t €s a vele parhuzamos egyeneseket tartalmazza. Vilagos,

hogy amennyiben az e, f egyenesek nem parhuzamosak, akkor P(e) és P(f) diszjunkt halmazok.

s

A projektiv tér értelmezése, illetve az euklideszi tér kibSvitése az aldbbi otleten alapul. Az euk-
lideszi tér minden egyes parhuzamos egyenesosztilydnak feleltessiink meg egy dgynevezett idedlis
pontot (vagy mas szdval végtelen tavoli pontot). Fontos itt kiemelni, hogy a kiilonb6z6 parhuzamos
egyenesosztilyokhoz kiilonboz6 idedlis pontokat rendeliink hozza. Ha vesziink egy e egyenest, akkor
az Ot tartalmaz6 P(e) parhuzamos egyenesosztilyhoz rendelt idedlis pontot jelolje /.. Vilagos, hogy
amennyiben az e, f egyenesek parhuzamosak egymassal, vagyis egyazon osztalyhoz tartoznak, akkor

fenndll I, = I;. Ha viszont e és f nem pdarhuzamosak, akkor az idedlis pontokra igaz I. # ;.

A fentiek alapjan bevezetett idedlis pontok halmaza legyen ¢. Az euklideszi tér kibovitésével értel-
mezett projektiv tér pontjainak halmazén az X = X U: halmazt értjiik. Ezen projektiv tér egyeneseit
és sikjait pedig az alabbiak szerint definidljuk.

Az euklideszi tér barmely P(e) parhuzamos egyenesosztilydnak osszes egyenesét bGvitsiik ki az

osztalynak megfelels I, idedlis ponttal. Ez azt jelenti, hogy a P(e) osztdly dsszes egyeneséhez csatol-



juk hozza még az I, idedlis pontot is. Az igy kapott alakzatokat mar az X projektiv tér egyeneseinek

mondjuk.

Az X euklideszi térben vegyiink egy tetszéleges o sikot, tovabba az altala tartalmazott egyene-
seket. A o-beli egyenesekhez csatolt idedlis pontok i, = { I. | e C o } halmazdt is a projektiv tér
egyik egyenesének tekintjiik, és ezen alakzatra az idedlis egyenes elnevezést hasznéljuk.

A o sikot pedig bovitsiik ki az ¢, egyenessel, illetve az i, pontjainak halmazaval. A kibdvitéssel
nyert & = o U i, alakzatot projektiv siknak nevezziik és az X tér egy sikjanak tekintjiik.

Vegyiik észre, hogy ha a o és p sikok parhuzamosak egymadssal, akkor az altaluk meghatarozott
idedlis egyenesek egybeesnek, vagyis fennall i, = ¢,. Emiatt a projektiv térbeli o, o sikok ebben az
idedlis egyenesben metszik egymast.

A bévités sordn vett idedlis pontok ¢ halmazat szintén a projektiv tér egyik sikjanak tekintjiik. Ezt
a tovabbiakban a tér idealis sikjdnak mondjuk. Evidens, hogy ¢ a projektiv tér 0sszes idedlis egyenesét

tartalmazza.

Megjegyzés. A megkiilonboztetés céljabol a nem idedlis pontokat a projektiv tér kozonséges pontjai-

nak hivjuk, tovabb4 a projektiv tér nem idedlis egyeneseit kozonséges egyeneseknek mondjuk.

Megjegyzés. A projektiv tér pontjainak, egyeneseinek, illetve sikjainak az illeszkedésésével €s metsze-

tével kapcsolatos alapvetd tulajdonsdgok részletesen targyalva vannak a [3] tankonyv 44. fejezetében.

1.3. Homogén koordinatak a projektiv térben

P

Az el6z6 alfejezetben leirtak alapjan az X projektiv teret gy értelmezziik, hogy az euklideszi teret
kibdvitjiik a parhuzamos egyenesosztalyokhoz rendelt idedlis pontok ¢ halmazaval.

A tovédbbiakban mindvégig feltessziik, hogy az X euklideszi térben mar rogzitve van egy (O, i, j, k)
derékszog(i koordinata-rendszer. Az X = X U . projektiv tér egy koordinatdz4sit ezen derékszogii
koordinata-rendszerbdl kiindulva végezhetjiik el. Fontos megjegyezniink, hogy az aldbbiak soran be-

vezetett koordindtdk mar csak szdmszorzo6tdl eltekintve lesznek egyértelmiek.

1.1. Definicié. Legyen P a projektiv tér egy kozonséges pontja (azaz legyen P € X). Tekintsiik az
O? = xpi+ ypj+ zp k helyvektor kifejezésében szerepld xp, yp, zp derékszogli koordinatakat.
A P pont térbeli homogén koordinatdin azon (Axzp, Ayp, Azp, A) szdmnégyeseket értjiik, ahol a

tetszOleges valds szdm lehet kivéve a O értéket.

Megjegyzés. A definici6 szerint, amennyiben egy P kozonséges pont Descartes-féle koordinatai
xp, Yp, zp, akkor az (zp, yp, zp, 1) szdmnégyesnek az dsszes A (A # 0) valds szammal vett szor-
zata szintén egy homogén koordindta-négyese P-nek.

A tovabbiakban a A € R, A # 0 jeloléssel arra utalunk majd, hogy A befutja a valés szamok

szamok halmazat a 0 kivételével.



1.2. Definici6. Legyen I, a projektiv tér azon idedlis pontja, amelyet a P (e) parhuzamos egyenesosz-
tdlyhoz rendeltiink. Az e egyenes egyik v irdnyvektorat fejezziik ki az i, j, k bazisvektorok lineéris
kombindcidjaként a v = vy i+ vy j + v3 k alakban. Az I, idedlis pont térbeli homogén koordindtdin
azon (Avy, Avy, Avs, 0) szdmnégyeseket értjiik, ahol a A tetszéleges valds szam lehet kivéve a 0

értéket.

Megjegyzés. A fentiek alapjan a projektiv tér 6sszes pontjahoz olyan szamnégyeseket rendeltiink, ame-
lyek csak szdmszorzéban térnek el egymadstdl. Vegyiik észre, hogy a (0,0, 0,0) szamnégyes egyetlen

ponthoz sincs hozzarendelve.

Megjegyzés. Legyen P a projektiv tér egy pontja. Tekintsiik a P pont egyik (x1, zo, x3, x4) homogén
koordinata-négyesét. Mivel a homogén koordinatdk csak szamszorzotdl eltekintve egyértelmiek, a
tovdbbiakban a P[xq, xq, x3, x4] jelolést alkalmazzuk a P pont koordinatdira.

A definiciokbol kovetkezik, hogy a P pont idedlis akkor €s csak akkor, ha fennall x, = 0.
Amennyiben x4 # 0, akkor a P kozonséges pont Descartes-féle koordinatdira teljesiil
iEP:z—jl, yP:i_i’ ZP:i_j

Vegyiik a val6s szaimnégyesek R* terét. Ismeretes, hogy a szimnégyesek esetében is értelmezhet
az Osszeadds €s a szdmmal val6 szorzds miivelete. Emiatt a szimnégyesek maguk is egy vekorteret
képeznek az R valds szdmtest felett, melynek nullvektora 0 = (0,0,0,0). Ennek a 4-dimenziés
vektortérnek egy természetes bazisat képezik az e; = (1,0,0,0), e = (0,1,0,0), e3 = (0,0, 1,0)
és e, = (0,0,0,1) szamnégyesek. Amennyiben vesziink egy x = (z1, T2, T3, 4) szamnégyest,

1. 2 2 4 .. .. 2
akkor arra nyilvan fenndll az x = ) _, x, e, Osszefiiggés.

1.3. Definici6. Legyen P egy pont a projektiv térben. Az x = (x1, xs, T3, x4) szdmnégyest a P pont
egyik meghatdrozo vektordnak mondjuk R*-ben, ha (1, xs, 3, z4) az egyik homogén koordinata-

négyese P-nek.

Megjegyzés. Tekintsiik most az (O, i, j, k) koordinata-rendszer tengelyeihez csatolt I, I,, I, ided-
lis pontokat. Vegyiik észre, hogy az 1.2. Definicié alapjan e; = (1,0,0,0), e = (0,1,0,0), e3 =
(0,0,1,0) meghatdrozé vektorai ezen idedlis pontoknak, tovabba e, = (0,0, 0, 1) az egyik meghata-

roz6 vektora az O kezdGpontnak.

A definicidk alapjan konnyen belathatd, hogy igaz az alabbi kijelentés, amely fontos szerepet

jatszik a targyaldsunkban.

1.4. Allitas. A homogén koordindtdzdssal egy bijektiv megfeletetés adodik az X projektiv tér pontjai

és az R* vektortér 1-dimenzids alterei kozott.

Megjegyzés. Vildgos, hogy amennyiben az R'-beli x (x # 0) vektor a P pont egyik meghatirozé
vektora, akkor a P-nek megfelel$ 1-dimenziés altér {¢x | ¢t € R }, amely az x valds szamszorosaibdl

all. Ezt az x altal generdlt alteret Rx fogja jelolni.



Megjegyzés. A tovdbbiakban a X projektiv térnek az Ri-beli x (x # 0) vektorral meghatirozott
pontjdra az [x| jelolést alkalmazzuk. Ennek megfelelGen barmely A (A # 0) valés szammal fennall a

[Ax] = [x] egyenlGség.

A projektiv térben is igaz az, hogy két ponthoz pontosan egy egyenes illeszkedik, vagyis egy
egyenest mar egyértelmlien meghatdrozza két pontja. Vilagos, hogy egy egyenes pontjainak a meg-
hatdrozé vektorai az R*—nek egy 2-dimenzids alterében vannak. Emiatt konnyen beldthaté az alabbi

allitas.

1.5. Allitas. A projektiv tér valamely P és () pontjainak egy-egy meghatdrozo vektora legyen x és
y. Ekkor a P, Q pontokon dthaladé (P,Q) egyenes pontjainak az R*-~beli meghatdrozé vektorai
kifejezhetéek a Ax + py (A, p€R, A2 + p? > 0) linedris kombindcick formdjdban.

A projektiv tér sikjaihoz is homogén koordindta-négyeseket lehet rendelni, amelyek szintén csak
szamszorzotdl eltekintve egyértelmiiek.

Az euklideszi térben vegyiink egy o sikot, amelyet az
ar+by+cz+d=0

egyenlet ir le, ahol az a, b, ¢, d egyiitthatok olyan valés szamok, hogy a? + b + ¢ > 0. Ismeretes,
hogy ez esetben az n = ai+ bj + ck vektor a o siknak egy normdlvektora, vagyis n merSleges az
Osszes o—beli vektorra.

A kozonséges pontok Descartes-féle koordindtai és homogén koordindtai kozott fennall az
T = x1/14, Y = To/T4, 2 = x3/74 O8szefiiggés. Amennyiben ezt beirjuk a fenti egyenletbe, majd

azt megszorozzuk az x4—gyel, akkor az
axry+brys+crs+dry,=0 (1.1)

egyenlethez jutunk. Vegyiink egy o—beli e egyenest, amelynek egyik irdnyvektora legyen

v =11+ v2j + vs k. Mivel az n, v vektorok merdlegesek egymadsra, a skaldris szorzatukra fenndll
n-v = 0, vagyis a vektorok koordindtdira teljesiil az a vy +bvy +cvs = 0 Osszefliggés. Ez pedig azt
jelenti, hogy a & projektiv sik I, ideélis pontjanak a (v, vo, v3, 0) homogén koordinatdi is kielégitik
a fenti egyenletet. Megallapithatjuk tehét, hogy a projektiv térben a & projektiv sikot az (1.1) egyenlet

irja le a homogén koordinatdkra nézve.

1.6. Definici6é. Legyen adva a projektiv térben egy sik. A sik egyik homogén koordindta-négyesének
mondjuk az (uq, ug, us, uy) szamnégyest, ha az u; x1 + ug r9 + uz x3 + uy v4 = 0 egyenletet éppen

a sik pontjainak a homogén koordinatai elégitik ki.

Megjegyzés. A definiciobdl adddik, hogy az el6zGekben targyalt ¢ siknak (a, b, ¢, d) az egyik homo-
gén koordindta-négyese. Vildgos, hogy a projektiv tér idedlis pontjait tartalmaz6 ¢ sikot az x4 = 0

egyenlet irja le. Emiatt (0, 0, 0, 1) adja ezen siknak az egyik homogén koordindta-négyesét.
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1.4. Koordinatatranszformaciok a projektiv térben

Az X projektiv tér 6t pontjardl azt mondjuk, hogy azok 4ltalanos helyzettiek, ha koziiliik barmelyik
négy nincs egy sikon. Vegyiik észre, hogy ebben az esetben az 6t pont koziil barmelyik harom nem
lehet rajta egy egyenesen. Az alabbiak sordn azt targyaljuk, hogy egy altaldnos helyzetli pont6tds mi-
ként hatdroz meg szdmszorz6tdl eltekintve egy R*—beli bazist, tovdbba egy homogén koordin4tdzast

az X projektiv téren.

Tekintsiink az X térben egy By, By, Bs, By, F 4ltalanos helyzetii pontotost. Legyen f (f # 0) az
F pont egyik meghatédroz6 vektora R*-ben, vagyis egy olyan R?-beli vektor, amelyre igaz ' = [f].
A kordbban értelmezett megfeleltetés szerint ez azt jelenti, hogy az R'*-beli Rf = {tf |t € R}
1-dimenzids altérnek megfeleld pont éppen az F'.

Rogzitsiik le ezt az f vektort. Ekkor a By, B,, B3, B4 pontokhoz egyértelmiien 1éteznek olyan
R*-beli by, by, bz, b, meghatdrozé vektorok, melyekre teljesiil

f:b1+b2+b3+b4.

Mivel a By, By, B3, B4 pontok nincsenek egy sikon, ezek a by, by, b3, b, meghatirozé vektorok

egy bézist képeznek a valds szamnégyesek R* terében.

1.7. Definicié. Az X projektiv tér By, Bs, Bs, By, F éltaldnos helyzetii pontdtoséhez rendelt egyik
R*—beli bazison a by, by, bs, by vektorok ltal alkotott bazist értjiik.

Vegyiik észre, hogy a pontdtoshoz rendelt R*—beli bazis csak szdmszorzotdl eltekintve egyértel-
mi. Amennyiben az F' pontndl az f vektor helyett annak egy A f (A # 0) szdmszorosat rogzitjiik le,

akkor a bazis négy vektora is a A—szorosdra médosul.

Legyen adva az X projektiv térben egy B;, Bs, Bs, By, I 4ltalanos helyzetli pontotos. A to-
vabbiakban ezt a pontotost egy térbeli koordinata-alakzatnak, illetve egy projektiv térbeli koordinata-
rendszernek nevezziik és a K' = {B;, Bs, Bs, By, F'} jelolést alkalmazzuk ra. Az elnevezést azzal
indokoljuk, hogy az alabbi definici6 alapjdn ez a pontotds meghataroz egy homogén koordindtdzast a

projektiv téren.

1.8. Definicié. Vegyiik a pontotoshoz rendelt egyik by, by, bs, b, bazist Ri—ben. Tekintsiik az X
tér egy tetszdleges P pontjat, amelynek az R*-beli egyik meghatdrozé vektora legyen x (vagyis igaz
[x] = P). Fejezziik ki az x vektort a bazisvektorokbdl az x = x| by + a5, by + 2% by + 2, by linedris
kombinéci6 formdjdban. A P pontnak a K' = { By, Bs, Bs, By, F'} koordinéta-alakzatra vonatkozo

homogén koordinatdin a (A z, Az}, Azf, Ax)) szamnégyeseket értjiik, ahol A € R, \ # 0.

Megjegyzés. A projektiv térbeli K' = {B;, B, B, By, I’} koordinata-alakzatndl, vagy mds sz6val
koordinata-rendszernél, a By, By, B3, B4 pontokat bazispontoknak szokds nevezni, az F' pontot

pedig egységpontnak.
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Megjegyzés. Abbdl indultunk ki, hogy az X euklideszi térben adva van egy (O, i, j, k) derékszogi
koordindta-rendszer. Tekintsiik a kibSvité€s sordn a koordindtatengelyekhez csatolt I, I,, I, idedlis
pontokat, tovabbd azt az I kozOnséges pontot, amelynek helyvektorara fennall ﬁ = i+j+k. Ekkor
az R*-beli e;, ey, e3, e; és e +e,+es+e, vektorok egy-egy meghatirozé vektorat képezik az
I, 1,, 1., O, E pontoknak.

A leirtak alapjdn mdr konny beldtni, hogy az I, I,, I., O, E pontotds dltalanos helyzeti és
a hozzérendelt egyik bézis éppen az R* tér e;, e,, es, e, természetes bdzisa. A tovdbbiakban ezen

specidlis pontstosre a K = {1, I, I,, O, E} koordindta-alakzatként hivatkozunk.

Vegyiink egy tetszdleges P pontot €s annak egy x = zie; + x2€9 + x3€3 + 144 meghatirozéd
vektordt. A fenti 1.8. Definici6 szerint (x1, x2, 3, x4) egyuttal a P pont egyik homogén koordinata-
négyese a specialis K = {I,, I,, I., O, E} koordinata-rendszerre nézve.

Vizsgaljuk meg a K és K’ koordinata-alakzatokra vonatkozé homogén koordinatak kapcsolatat. A

bi, by, bs, by vektorokat fejezziik az R-beli természetes bdzis vektoraival a
bj :b1j81+b2j e2+b3je3—i—b4je4 (j = 1, 2, 37 4)

alakban. A linedris kombinacidk egyiitthat6ibol képezziik azt a 4 x 4—es B matrixot, amelynél az
i—edik sor j-edik eleme éppen b;; (1 <i,j < 4).
A fentiek alapjén pedig teljesiil

4 4 4 4 4
X = Zj:l x; b; = 23:1 % (Zi:l bij ei) =2 im1 (Zj:l bij x;) €;.

Mivel az x vektor egyértelmiien all el§ az R-beli e;, e, es, e, bazis linedris kombinacidjaként,

igazak az

- 4 / - 4 o o 4 . _ 4 .
Ty =) by, we =000 by, wz =35 byl wa=) i by

Osszefiiggések. Vegyiik észre, hogy a fenti négy egyenldség egyenértékl a kvetkezé métrixegyenlet-
tel:

T bii bia big b xll
boy bay bos b !
X2 _ 21 U22 023 024 X /2 (1.2)
T3 bs1 b3a b3z b I3
Xy bai bio bag bas 332

Ezzel a mitrixegyenlettel irhaté le a K = {I,, I,, I,, O, E} és K' = {By, By, Bs, By, F'}

koordinata-alakzatokra vonatkoz6 homogén pontkoordinatdk kapcsolata.

A tovédbbiakban azt vizsgéljuk, hogy miként transzformdldédnak a projektiv tér sikjainak homogén
koordinatai.
1.9. Definici6. A projektiv térben tekintsilk a pontok X' = {By, B, Bs, B4, F'} koordinéta-

alakzatra vonatkoz6 homogén koordinatdit, tovabba vegyiink egy térbeli sikot. Az (u), ub, u}, u))
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szamnégyest a sik X' rendszerre vonatkozé egyik homogén koordinata-négyesének nevezziik, ha az
altala meghatdrozott ) | + ) x5 + uj x4 + u) x4y = 0 egyenletet csakis a sik pontjainak homogén

koordinatéi elégitik ki.

Vegyiink a projektiv térben egy & sikot, amelyet a kiinduldsi X = {I,, I, I,, O, E} koordinata-
alakzatban az uj x1 + us 9 + uzxsz + ugry = 0 egyenlet ir le, vagyis ebben (uq, us, us, uy) a
siknak egy homogén koordindta-négyese. Vildgos, hogy ez az egyenlet felirhat6 egy sormatrix és
xy
x

egy oszlopmatrix szorzatdnak felhasznédldsaval is az (uq, us, us, uy) 2 = (0 alakban. Ha
T3

Ty
alkalmazzuk az (1.2) osszefiiggést, akkor ebbdl az

(ulu Uz, U3, U4) . B :

matrixegyenletet kapjuk a K'—beli homogén pontkoordinatdkkal. Ebbol pedig az kovetkezik, hogy az
(uy, uy, uy, wy) = (u, ug, uz, ug) - B (1.3)

Osszefiiggés adja meg a & sik homogén koordinatdinak kapcsolatat a I és K’ koordinata-alakzatokra

vonatkozdan.
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2. fejezet

Masodrendii feliiletek

2.1. Az euklideszi tér masodrendii feliiletei

A tovabbiakban is feltessziik, hogy az X euklideszi térben adva van egy (O, 1, j, k) derékszogi
koordindta-rendszer. Definidljuk a médsodrendd feliileteket, amelyek a sikbeli mdsodrenddi gorbéknek

a térbeli megfelel6i.

2.1. Definicié. Legyenek a1, ase, ass, a1z, a3, as3 olyan valds szamok, amelyek koziil legalabb
egy nem 0, tovabbd legyenek by, b, bs, c tetszbleges valds szamok.Tekintsiik a térbeli koordindtdkra

vonatkozo
anxz+a22y2+a3322+2a12xy+2a13x2+2a23yz+2b1x+2b2y+2b32+c:0 (MFE)

masodfokud egyenletet. Azon pontok F halmazit, amelyek koordinatdi kielégitik az egyenletet, az

(MFE) egyenlet 4ltal leirt masodrendd feliiletnek nevezziik.

Megjegyzés. Egy térbeli F alakzatot akkor mondunk masodrend feliiletnek, ha van olyan masodfoku

egyenlet, amely éppen az F ponthalmazt irja le.
ap app a3 by
a1 Gz Qg3 b
A fenti (MFE) egyenletben szerepld egyiitthatokbol képezziik a 4 x4—es A = 2 e T T
ai3 azz ags b3

b1 bg bg C
szimmetrikus métrixot. Ennek alkalmazdsaval a masodrendi feliiletek (MFE) egyenlete az aldbbi mét-

rixos formaban is felirhato:

aix aiz2 Az by

( 1) Q12 A a3 by
T Yy z
a13 a3 assz bs

b1 bg b3 C

e S S

Az A miatrix alapjan értelmezni lehet a masodrendd feliiletek egy osztalyat.
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2.2. Definicié. Az (MFE) masodfoku egyenlettel leirt / masodrendd feliiletet kozonségesnek mond-
juk, ha F # () és az egyiitthatokbol képzett A szimmetrikus matrix determindnsa nem 0, vagyis igaz
det A # 0.

Az euklideszi térben is alkalmazhatunk kiillonboz6 derékszogli koordindta-rendszereket, vagyis
hasznélhatjuk a koordinatatranszformaciok eszkozét annak érdekében, hogy az alakzatok leiré egyen-
lete egyszer(ibb legyen. A koordindtatranszformdaciok részletes targyaldsa fellelhetd a [3]] konyv 34.
paragrafusaban.

Alkalmas koordinatatranszformaciéval a mésodrendi feliiletek egyenlete is egyszer(ibb alakra

hozhat6. Bizonyitads nélkiil kozoljiik az aldbbi alapvetd tételt, melynek igazoldsa megtaldlhaté a [3]]

tankonyv 51. paragrafusdban. A felsorolt kanonikus egyenleteknél a leirt alakzat tipusat is megadjuk.

2.3. Tétel. Alkalmas koordindtatranszformdcioval és az egyenletnek egy megfeleld p (n # 0) szdm-
mal valo beszorzdsdval elérhetd, hogy egy adott mdsodrendii feliilet egyenlete megegyezzen az aldbbi

specidlis egyenletek egyikével, melyekben a, b, c valamely pozitiv valos szamok.

R TE o
. = + 3 + i 1=0 : ellipszoid;
2 2 2
. % + 12_2 + % =0 : egyetlen pont;
2 2 2
. %+%+%+1:0 : tires halmaz;
2 2 2
. x_2 + y _ =z _ 1=0 : egykopenyii hiperboloid;
a b2 2
2 2 2
. % + % — i—Q =0 : mdsodrendii kiip;
2 2 2
. x_2 4 y _z +1=0 : kétkopenyii hiperboloid;
a b2 2
2 2
. x_2 + ¥ _ 22=0 : elliptikus paraboloid;
a b?
2y : : :
. prinl vl 2z = : hiperbolikus paraboloid;
2 2
o x_2 + y_2 —1=0 : elliptikus henger;
a b
e 22— 2ay =0 : parabolikus henger;
22
« S - 1=0 : hiperbolikus henger,
a b2
2 2
Yy . .
. ?4—?—1—1:0 : tires halmaz,
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. poiab vl 0 : metsz0 sikpdr;

. z_j + zé_j =0 : egyetlen egyenes;
e 22 _g2=0 : pdrhuzamos sikpdr;
e 24+ a2=0 : iires halmaz;

e 72 =0 : egyetlen sik.

Megjegyzés. Az el6z0 definicié alapjan az euklideszi térben az alabbi feliileteket tekintjiik kozonsé-
gesnek: ellipszoidok, egykopenyii vagy kétkopenyi hiperboloidok, elliptikus vagy hiperbolikus para-
boloidok.

2.4. Definicié. Egy mésodrendd feliiletet akkor mondunk vonalfeliiletnek, ha minden pontjan athalad

legaldbb egy olyan egyenes, amely rajta van a feliileten.

Megjegyzés. Vilagos, hogy a mdsodrendli hengerfeliiletek és a kipfeliilet egyardnt vonalfeliiletek.
Azonban azt is igazolni lehet, hogy az egykopeny(i hiperboloidok és a hiperbolikus paraboloidok
szintén vonalfeliiletek. Ezek esetében barmely feliileti ponton pontosan két olyan egyenes halad ét,

amelyek rajta vannak a feliileten. A részletes bizonyitas megtalalhat6 a [3] konyv 50. paragrafusdban.

2.2. A projektiv tér masodrendii feliiletei

Emlékezziink rd, hogy a projektiv tér koordinatdzdsahoz egy az euklideszi térben rogzitett (O, i, j, k)

Descartes-féle koordindta-rendszert vettiink alapul.

2.5. Definicié. Legyenek a,s (1 < r < s < 4) olyan valés szdmok, amelyek koziil legaldbb egy nem
0. Az

aiq ($1)2 + Q99 (.’13'2)2 + ass ($3)2 —+ Qyq (.1'4)2 -+ 2 aA12 1 T2

+2a1301 23+ 201401 T4 + 2037203 + 20240274 + 20342374 =0 (HMFE)

egyenlettel a projektiv térben leirt mdsodrendd feliileten azon pontok F halmazat értjiik, amelyek

homogén koordinatai kielégitik az egyenletet.

ai; Qiz2 a3 414
. .. p 211, 4 .. iz Q22 G23 G2
A fenti (HMFE) egyenletben 10 egyiitthaté szerepel. Ezekbdl képezziikk az A =

aiz Q23 a3z (34

14 Q24 G34 (44
negyedrendd, szimmetrikus matrixot, amelynek elemeire tehét fenndll a,s = ag. (1 <7, s < 4). Ezt

mondjuk a (HMFE) mésodfoku egyenlethez tartozé szimmetrikus matrixnak.
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A feliilet egyenlete ezzel felirhat6 az

11 aiz2 Az aiq X1
Q12 Ag22 A23 A24 X2
(xla ZTo, T3, ZE4) — 0
@13 Aag23 (33 A34 xs3
Q14 Q24 Q34 Q44 Ty

formaban is.

Megjegyzés. A (HMFE) egyenlet dltaldnos alakjdban szerepld 2 aqo x129, 2 a13 2123, 2a14 124,
2 93 Tox3, 2a94 xoxy, 2 a3q v3xy Kifejezéseket vegyes masodfoku tagoknak mondjuk. Ezek eltlinése

esetén az egyenlethez tartozé A négyzetes matrix diagonalis.

Az euklideszi tér masodrendii feliileteinek kibovitése

Az euklideszi térben vegyiink egy masodrendi feliiletet, amelyet az
Y —1—a22y2 +ags 2® + 2a10xY + 2a13 22 + 2003 yz + 201+ 20y +2b32+c=0 (MFE)

egyenlet ir le a Descartes-féle koordinatdkra nézve. Emlékezziink rd, hogy a kozonséges pontok de-
rékszogli és homogén koordinatdi kozott fenndllnak az © = xy/xy, y = x9/xy, 2 = w3/ 14 Osszefiig-
gések. Ha ezeket behelyettesitjiik az egyenletbe €s azt megszorozzuk az (z4)? kifejezéssel, akkor egy

homogén masodfoku egyenletet kapunk. Ez indokolja az alabbi definiciot.

2.6. Definiciéo. Az (MFE) egyenlettel megadott F masodrendii feliilet projektiv kibSvitésének mond-

juk azt az F mdsodrendi feliiletet a projektiv térben, amelyet az

ain (5151)2 + @99 ($2)2 + ass ($3)2 +c ($4)2 + 2a12 w1 T2

+26L13[E1.%‘3 + 2@23.T25E3 + 2b1[L’1$4 +2b21’2l’4 +2b3I3ZL’4 =0
egyenlet ir le a homogén pontkoordinétdkra nézve.

Megjegyzés. A legtobb esetben az F ponthalmaz bdvebb az F alakzatndl, mivel tartalmaz idealis

pontokat is. Ha viszont az F feliilet egy ellipszoid, akkor beldthat6, hogy fenndll F = F.

Megjegyzés. Vilagos, hogy a projektiv tér azon masodrendi feliileteinél, amelyek nem az euklideszi

s

tér egy masodrendi feliiletének a kibdvitésével dllnak el6, a (HMFE) egyenlet a
(2&14.731 + 20,241’2 + 2(134133 + CL44JI4> Ty — 0

alakot olti. A leirt feliilet vagy egy sikpar, melynek egyike az ideédlis pontok ¢ sikja, vagy pedig maga

a ¢ idealis sik.
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2.3. Konjugalt pontok egy masodrendii feliiletre nézve

Ezen alfejezetben szerepld fogalmakat €s éllitdsokat majd alkalmazni fogjuk a negyedik fejezetben a
széteso athatds tételének a bizonyitdsanal. Megjegyezziik, hogy az alfejezet eredményeinek egy része
megtalalhat6 az [1] jegyzet 8. fejezetében, ahol egy n-dimenzids projektiv tér masodrendi hiperfelii-
leteinek a targyaldsdra keriil sor. A szakdolgozatban mi csakis a 3-dimenzids projektiv tér feliileteit

tanulmanyozzuk.

A tovabbiakban is feltessziik, hogy a projektiv térben a L = {I,, I,, I., O, E} koordinita-
rendszerre vonatkozé homogén koordinatdkat alkalmazzuk. Ennek kapcsin viszont meg kell emlite-
niink, hogy az alfejezetben bevezetésre keriild fogalmak koordinétatranszforméciéval szemben inva-
ridansak.

A projektiv térben legyen adva egy F mdsodrend feliilet a (HMFE) egyenlettel. Vildgos, hogy
az ag = aps (1 <1 < s < 4) jelolés mellett a (HMFE) egyenletet felirhatjuk a
Zlezgl:l ars Tr Ts = 0 szummacids alakban is. A leir6 egyenlet alapjan lehet értelmezni a konju-
galt pontok fogalmat az adott feliiletre nézve. A definicié megfelel a masodrendl gorbére vonatkoz6

konjugéltsag fogalméanak, amely tobbek kozott a [3]] tankonyv 46. paragrafusdban is szerepel.

2.7. Definici6. Azt mondjuk, hogy a (HMFE) egyenlettel leirt 7 mdsodrendii feliiletre nézve a

P [y1, y2, Y3, ys4] ponthoz konjugélt a @ [z1, 2o, 23, z4] pont, ha a homogén koordindtdikkal teljesiil a

Zle 2;1:1 ars Yr 2s = 0 egyenlBség.

Megjegyzés. Vilagos, hogy a konjugaltsdg egy szimmetrikus kapcsolatot ad a pontok kozott, vagyis ha
a P ponthoz konjugdlt a () pont, akkor a () ponthoz is konjugdlt a P. Emellett egy PP pont pontosan

akkor konjugélt nmagihoz a (HMFE) egyenlettel leirt F feliiletre nézve, ha rajta van a feliileten.

Megjegyzés. A P, () pontok koordindta-négyeseibdl képezzik az 'y = (y1, Yo, Us, y4) €8 z =
(21, 22, 23, z4) sormatrixokat, tovabbd vegyiik a feliiletet leir6 (HMFE) egyenlet egyiitthat6ibol nyert
A szimmetrikus métrixot. Ekkor a z sormétrix z’ transzponaltja egy oszlopmatrixot ad. Vegyiik észre,
hogy a két pont akkor konjugélt egymashoz, ha ezen matrixokkal fennéll az y-A-z” = 0 egyenl8ség.

Egyébként barmely y és z szamnégyesekre teljesiil y-A-z7 = z-A-yT.

A valés szdmnégyesek R? terében vegyiik a 0 = (0,0,0,0) nullvektort. Ez szerepel az aldbbi

definicidban.

2.8. Definicié. A projektiv tér egy P [y1, ya, ys, y4] pontjat a (HMFE) egyenlettel leirt mdsodrendd

feliilet szinguldris pontjdnak mondjuk, ha homogén koordinatdira fenndll az y - A = 0 egyenlség.

Megjegyzés. Mivel az A matrix szimmetrikus, vagyis egyenl6 az A” transzponaltjaval, az y - A = 0

osszefiiggés egyenértékii azzal, hogy fenndll A -yT = 07,
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Lathato, hogy a (HMFE) egyenlettel leirt mdsodrendd feliiletnek csak akkor van szinguldris pont-

ja, ha az A matrix determindnsa 0, vagyis det A = 0 teljesiilése esetén. Ekkor a szingularis pont

rajta van a feliileten €s a tér Osszes pontjdhoz konjugalt.

Igazolhat6, hogy amennyiben a masodrendii feliiletnek van szingularis pontja, akkor a szingularis

pontok halmaza vagy egyetlen pont, vagy egy egyenes, vagy pedig egy sik.

2.9. Allitas. Legyen P [y1, y2, Y3, Ya] egy olyan pont, amely nem szinguldris pontja az (HMFE) egyen-

lettel megadott mdsodrendii feliiletnek. Ekkor a P—hez konjugdlt pontok egy sikot képeznek, amelynek

egyik homogén koordindta-négyesét az

Uy aip a1z a3 dig n
U _ Q21 Q22 Q23 Q24 Y2 2.2)
Uus asi Gz a3z daA34 Ys
Ug Aq1 Q42 Q43 Q44 Ya

dsszefiiggéssel nyert (uy, us, us, uy) szdmnégyes adja.

Bizonyitas. Tekintsiik a P pont homogén y = (y1, 2, ¥3, y4) koordindta-négyesébdl nyert y? osz-
lopmitrixot és az A -y’ szorzatot. Mivel P nem szinguldris pontja a feliiletnek, a fenti (2.2) dssze-
fiiggéssel meghatdrozott (uq, ug, ug, us) szamnégyes legaldbb egy eleme kiilonbozik 0-tdl.
Vegyiink a térben egy tetsz6leges R pontot, melynek egyik homogén koordindta-négyese legyen
(w1, w3, w3, 14). A definici6 szerint az F feliiletre nézve az R pont akkor konjugélt a P ponthoz, ha

teljesiil a Z;‘lezizl ars T Yys = 0 egyenléség. Vegyiik észre, hogy ez az dsszefiiggés felirhat6 az

a1; Q12 a1z aig U1
Q21 Q22 A23 A24 Y2
(xlu Xo, I3, x4) - 0
a31 Q32 azz a4 Ys
Qg1 Qg2 Q43 QAy4q Ya

métrixegyenlet alakjdban is, amelyben az A -y szorzat megegyezik az (uy, us, us3, uy)? oszlopmét-
rixszal. A fenti métrixegyenletbdl adddik, hogy az R pont pontosan akkor konjugédlt a P-hez, ha
koordinatai kielégitik az

UL X1 FUsTo +usxs +usxy =0
egyenletet. Vildgos, hogy ez az egyenlet azt a sikot {rja le, amelynek (uy, uo, us, uy) az egyik homogén

koordindta-négyese. []

Az el6z6 4llitas alapjan egy tjabb fogalmat lehet értelmezni.

2.10. Definicié. A projektiv térben vegyiik a (HMFE) egyenlettel leirt F mdsodrendii feliiletet, to-
vabba egy olyan P pontot, amely nem szinguldris pontja a feliiletnek. Azt a sikot, amelyet a P—hez

konjugdlt pontok képeznek, a P pont F feliiletre vonatkozé poldrsikjanak mondjuk.
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A masodrendd feliilet egymadssal konjugdlt pontjaira vonatkozik az aldbbi kijelentés.

2.11. Allitas. Ha az (HMFE) egyenlettel leirt F mdsodrendii feliilet két pontia P és Q konjugdltak
egymdshoz, akkor a rajtuk dthaladé (P, Q) egyenest tartalmazza a feliilet.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a feliiletre esd P [y1, Y2, y3, ya], @ [21, 22, 23, 24] pontok konjugéltak
egymashoz. Tekintsiik a pontok y = (y1, Y2, Y3, Y1) €és z = (21, 22, 23, 24) homogén koordinata-
négyeseit, mint két sormatrixot. Mivel mindkét pont rajta van a feliileten €s konjugdltak, teljesiilnek
az
y-A-y' =0, z-A-z" =0, y-A-z" =0

egyenl6ségek. Az 1.5. Allits szerint a két ponton 4thaladé (P, ) egyenes barmely pontjinak homo-
gén koordindta-négyesei kifejezhetSek a \'y + u z alakban valamely X, p valés egyiitthatékkal. Trjuk
be ezt a kifejeztést a feliilet x - A - xI = 0 egyenletébe, ahol x = (1, T3, x3, 74). lly médon azt

kapjuk, hogy fennall a
Ay +pz)-A-QAy+pz)’ =N (yAy) +2 A pu-(yAZ") +p*- (zAz") =0

osszefiiggés tetszGleges A, p értékekre. Ez pedig azt jelenti, hogy a (P, ()) egyenes barmely pontja-
nak koordinata-négyesei kielégitik a feliiletet leir6 (HMFE) egyenletet, tehét az egyenes rajta van a
feliileten. [

A fenti 4llitdsbol adédik, hogy amennyiben az F egyetlen pontjdn sem megy 4t feliileti egyenes,
akkor az F feliilet barmely két pontjit is vessziik, azok nem lehetnek konjugéltak egymdshoz. Ennek

kovetkeztében igaz az alabbi kijelentés.

2.12. Kovetkezmény. Legyen a (HMFE) egyenlettel leirt mdsodrendii F feliilet vagy egy ellipszoid,
vagy egy kétkopenyii hiperbolid, vagy pedig egy elliptikus paraboloid projektiv bovitése. Ekkor egy

tetszoleges P feliileti pont poldrsikjanak egyetlen kozos pontja van a feliilettel, nevezetesen a P pont.

2.13. Allitas. Ha egy egyenest tartalmaz a (HMFE) egyenlettel leirt F mdsodrendii feliilet, akkor az

egyenes bdarmely két pontja konjugdlt egymdshoz az F—re nézve.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy e egyenes rajta van az F feliileten. Legyenek P [y1, yo, U3, ya] és
Q |21, 22, 23, 24] ezen e egyenes két tetszSleges pontja. Vegyiik az e egyenesen azt a pontot, amelynek
az egyik homogén koordindta-négyese y + z = (y1 + 21, Y2 + 22, Y3 + 23, Ya + 24)- frjuk be ezt a
tartalmazé felillet x - A - x’ = 0 egyenletébe, ahol x = (x1, x9, 3, x4). Ekkor azt kapjuk, hogy
fennall
0=(y+z) -A-(y+z) ' =yAy" +2-yAz" +zAz".

Mivel P és () is rajta vannak a feliileten, ebbdl adédik, hogy teljesiil y Az’ = 0, tehita P, Q
pontok konjugdltak egymdssal. []

Vannak olyan masodrendii vonalfeliiletek, amelyek minden pontjan pontosan két feliileti egyenes

7 oz

halad 4t. Az el6z6 éllitasbol adddik, hogy ezekre igaz az alabbi kijelentés.
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2.14. Kovetkezmény. Legyen a (HMFE) egyenlettel leirt mdsodrendii F feliilet vagy egy egykopenyii

hiperbolid, vagy pedig egy hiperbolikus paraboloid projektiv bévitése. Ekkor bdarmely feliileti pont

poldrsikja két egyenesben metszi el a feliiletet.

A 2.13. Allitdsnak van egy tovabbi kovetkezménye is.

2.15. Kovetkezmény. Ha egy sikot tartalmaz a (HMFE) egyenlettel leirt F mdsodrendii feliilet, akkor

a sik barmely két pontja konjugdlt egymdshoz az F—re nézve.

2.16. Allitas. Legyen P egy olyan pont a (HMFE) egyenlettel leirt F mdsodrendii feliileten, amely
nem szinguldris pont. Ha egy a P ponton dtmend egyenes nincs rajta a P poldrsikjdn, akkor az

egyenesnek és a feliiletnek pontosan két kozos pontja van.

Bizonyitas. Tekintsiink egy a P—n athaladé olyan h egyenest, amelyet nem tartalmaz a P polarsikja.
Legyen () egy tovabbi pontja a h egyenesnek. Vegyiik a P pont egyik y = (y1, y2, ¥, ya), illetve a
Q) pont egyik z = (21, 29, 23, 24) homogén koordinita-négyesét. Mint ismeretes, a h egyenes pontja-
inak meghatdrozé vektorai kifejezhetdek a Ay + p z alakban, ahol A és p a valés paraméterek. A h
egyenes egy adott \, u szampdrhoz tartozé pontja akkor van rajta az JF feliileten, ha homogén koor-
dinatai kielégitik az x A x* = 0 egyenletet, ahol X = (z1, 3, 73, 74). Ha a h egyenesre vonatkozé

kétparaméteres kifejezést beirjuk a feliilet egyenletébe, akkor a
N (yAy")+2Apu(yAz") + 17 (zA2"7) = 0

egyenletet nyerjiik a \, p ismeretlenekre. Mivel a P egy feliileti pont, fennall y Ay’ = 0. Alkalmaz-
zuk most az o = yAz! és 8 = zAz” jelolést. Mivel a P, () pontok nem konjugéltak egymdssal,
a # 0 teljesiil. A fentiek alapjdn a Ay + ;. z vektornak megfelelS pont akkor van rajta az F feliileten,
ha a A\, p egyiitthatok megoldjak a

p2Aa+puB)=0

egyenletet, amelyben «, [ rogzitett szamok és o # 0. Lathatd, hogy ennek a )\, u ismeretlenekre
vonatkoz6 egyenletnek szdmszorzotdl eltekintve csak két megolddsa van. Vildgos, hogy

A =1, py = 0 az egyik megold6 szampdr, és ehhez éppen a P tartozik. A mdsik szdmpdr, amely
megoldja az egyenletet Ay = 3, pus = —2a. Tehdt a P feliileti ponton dtmend h egyenesnek a
By — 2az koordinitdjd pontja van még rajta van az F feliileten. Eszerint a h egyenesnek és az F
masodrendd feliiletnek pontosan két kozos pontja van. [

Az eddigi allitasok alapjan igaz az aldbbi kijelentés, amely a polarsik kitiintetett szerepére utal.

2.17. Kovetkezmény. Legyen P egy olyan pont az F mdsodrendii feliileten, amely nem szinguldris
pont. A P pontot tartalmazo sikok koziil egyediil a P poldrsikja rendelkezik azzal a tulajdosdggal,
hogy bdrmely a P-n dthaladé sikbeli egyenes vagy rajta van az F feliileten, vagy pedig a P—n kiviil

mdr nincs tovdbbi kozos pontja a feliilettel.
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A fenti kijelentés alapjan mdr be lehet vezetni az érintdsik fogalmadt.

2.18. Definicié. Legyen P egy olyan pontja az F mdsodrendii feliiletnek, amely nem szinguldris

pont. A feliilet P pontbeli érintésikjan P-nek az F-re vonatkozo poldrsikjat értjiik.

Megjegyzés. A masodrendi feliilet szinguldris pontjaban nem értelmezhetd az érintdsik.

A késobbi targyaldsok soran felhasznéljuk az alabbi allitst is.

2.19. Allitas. Ha egy egyenesnek van hdrom olyan pontja, amelyek rajta vannak az F mdsodrendii

feliileten, akkor az F tartalmazza az egyenest.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egy e egyenes harom pontja, P, () és R rajta van a (HMFE) egyenlettel
leirt 7 masodrendii feliileten. Ha a P egy szinguldris pont, akkor a tér barmely pontjdhoz konjugalt,
tehat a Q) ponthoz is. A 2.11. AllitasbSl adédik, hogy ekkor az e egyenes rajta van a feliileten.

Ha P nem szinguldris pont, akkor a 2.16. Allitas kovetkeztében az e egyenest tartalmazza a P
polérsikja, mivel e—nek ketténél tobb kozos pontja van a feliilettel. Emiatt 4jbol azt kapjuk, hogy P

és () konjugdltak egymdshoz, és az 0sszekot6 egyenesiik rajta van a feliileten. []

2.4. A masodrendii feliiletek projektiv osztalyozasa

2.4.1. A masodrendii feliilet kanonikus egyenlete

Ebben az alfejezetben is abbdl indulunk ki, hogy a projektiv térben a K = {I,, I,, I,, O, E}
koordinata-rendszerre vonatkozé homogén koordinatdkat alkalmazzuk. Tekintsiink egy F masodren-
dd feliiletet, melyet a (HMFE) egyenlet ir le az (x1, x2, o3, x4) homogén pontkoordindtakra nézve.
Amennyiben a térben vesziink egy masik X' = { By, Bs, B3, By, F'} koordinata-alakzatot, akkor
az (xq1, xe, x3, x4) és (2}, 4, x4, z;) homogén koordindta-négyesek kapcsolatat az (1.2) osszefiig-

gés irja le, amelyben B a bazistranszformacié matrixa. Vildgos, hogy transzponaldssal ebbdl az
o / / ! / BT
(21, T2, 3, T4) = (7, Th, T3, TY)-

egyenlet adédik. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a F mdsodrendii feliiletet az

/

bii bar bz b 11 Qa2 @13 a4 bii bz big bus Ty

/

PR bia baa b3z bay Q12 A22 Q23 d24 bai baa bog ba To

(27, x5, x5, )

1) 2y %3y ¥4 !
biz baz b3z bas @13 Q23 a33 A34 b3i b3z b3z b T3

/

bia Doy b34 o 14 QA24 A34 Q44 byr by b43 baa Xy

egyenlet irja le a K'-beli pontkoordinatikra vonatkozdan.
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Jelolje A’ az F feliiletet a X’ koordindta-alakzatban leiré egyenlet egyiitthat6ib6l képzett szim-
metrikus métrixot. A fentiek alapjan erre fenndllaz A’ = BT - A - B egyenl8ség. Vildgos, hogy az

Y a2’ 2’ =0 alakban is felirhato.

A’ matrix a/., elemeivel a feliilete egyenlete a Zlezszl R A

A tovabbiakban azt targyaljuk, hogy alkalmas koordinata-alakzatot valasztva miként lehet egysze-
rlibb alakra hozni a mdsodrendi feliilet egyenletét. Az elsddleges célunk az, hogy a leir6 egyenletbdl
eltiintessiik a vegyes mdsodfoku tagokat. Ezt igy tudjuk elérni, hogy a [4] jegyzet VI. fejezetének a
4. paragrafusdban leirt, a sikbeli masodrendd gorbékre vonatkozé autopolar haromszoges eljarast a
térbeli feliiletekre alkalmazzuk.

Kézenfekvd, miszerint négy pontot akkor mondunk dltaldnos helyzetlinek, ha a négy pont nincs

egy sikon.

2.20. Definici6. Legyenek P, P,, Ps, P, altalanos helyzetli pontok a projektiv térben. Azt mond-
juk, hogy ezek egy autopolar pontnégyest képeznek a (HMFE) egyenlettel leirt masodrendd feliiletre

nézve, ha a négy pont koziil barmelyik ketté konjugdlt egymashoz.
2.21. Allitas. Bdrmely mdsodrendi feliilethez léteznek autopoldr ponmégyesek.

Bizonyitas. Vegyiink egy olyan P, pontot, amely nincs rajta a feliileleten. Ekkor a P, pont nem lehet
szinguldris és a polarsikja, melyet jel6ljon p;, nem halad at rajta. Ha a o, sikot tartalmazza a feliilet,
akkor annak barmely két pontja konjugalt egymdshoz. Ez esetben vehetjiik a p; harom nem kollinedéris
P, P3, P, pontjat és maris adodik egy autopolar pontnégyes.

Amennyiben a p; sikot nem tartalmazza a feliilet, akkor legyen P, ezen siknak egy olyan pontja,
amely nincs a feliileten. Vildgos, hogy ez esetben a P, pont o, polarsikjan rajta van a P; pont, tehét
01 és p, kiilonbozd sikok. Vegyiik ezen sikok g metszésvonaldt, melynek 0sszes pontja konjugalt a
Py, P, pontokhoz. Ha a g egyenest tartalmazza a feliilet, akkor annak tetsz6leges Ps, P, pontjaival
egy autopolar pontnégyeshez jutunk.

Amennyiben a g egyenest nem tartalmazza a feliilet, akkor legyen P; ezen egyenesnek egy olyan
pontja, amely nincs rajta a feliileten. Ekkor a Ps—nak a feliiletre vonatkoz6 g3 polarsikja nem tartal-
mazza g egyenest, hanem azt egy a P3—t6] kiilonb6z6 pontban metszi. Ez a metszéspont a 01, 02, 03
polarsikok egyetlen kozos pontja. Ha ezt a metszéspontot valasztjuk Py—nek, akkor a Py, P», Ps, P,

4ltalanos helyzet(i pontnégyes autopoldr az F masodrendii feliiletre nézve. [

2.22. Allitas. Ha a K' koordindta-rendszer By, Bs, Bs, By alappontjai egy autopoldr pontnégyest
képeznek az F mdsodrendii feliiletre nézve, akkor az F feliilet K'—beli egyenletében nem szerepelnek
vegyes mdsodfokii tagok.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy az A’ szimmetrikus matrix a/, eleme elttinik. A K’ szerinti koordi-

ndtdzasnal a B; bazispontnak (1,0,0,0) az egyik homogén koordinita-négyese, a By badzispontnak
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pedig (0,1,0,0). Mivel a két pont konjugalt egyméshoz, azt kapjuk, hogy fennall
ajy ay ayy ayy 0

/ / / /
Qg1 Q9o Qg3 gy

O = (1 0 0 0) i ! ! !
a3y Qg3 Qg3 Ggy

O O =

ay @y Ay Ay
Hasonlé médon adédik, hogy az A’ szimmetrikus métrixnak barmely olyan eleme 0, amely nem a
négyzetes matrix f64tléjaban van. Eszerint az A’ egy diagondlis métrix, vagyis az F feliiletnek a K’

koordinata-alakzatra vonatkozé egyenletében nincsenek vegyes tagok. [J

2.23. Definicié. A projektiv térben egy F mdsodrendii feliilet masodfoki egyenletét kanonikusnak

nevezziik, ha abban nem szerepel vegyes masodfoku tag.

2.24. Kovetkezmény. Bdrmely F mdsodrendii feliilethez van olyan K' koordindta-rendszer, hogy az

F feliiletnek a K'—ra vonatkozé mdsodfokii egyenlete kanonikus.

2.4.2. A masodrendii feliiletek osztalyozasi tétele

Tegyiik fel, hogy az F mdsodrendi feliilet egy olyan X' = {B;, By, Bs, Bs, F} koordinita-
rendszerben van leirva, ahol a By, B, Bz, By alappontok autopoldr pontnégyest alkotnak az F-re
nézve. A 2.22. Allitds szerint ekkor az egyenletben mdr nem szerepelnek a vegyes tagok, vagyis az
egyenlet az
ayy (2h)? + ahy (25)* + ag3(x§)2 +ay(a))? =0 (KMFE)
kanonikus alakot olti.
Az alabbiakban megmutatjuk, hogy az egységpont megfelel6 mddositdsaval még a kanonikus

egyenlet is egyszeriibb alakra hozhato6.

2.25. Allitas. Van olyan K = {By, By, Bs, Bu, F } koordindta-alakzat, hogy a mdsodrendi feliilet
arra vonatkozo kanonikus egyenletében az egyiitthatok értéke vagy 1, vagy —1, vagy pedig 0.

Bizonyitas. A K’ koordinata-alakzathoz, illetve a By, Bs, Bs, By, I pontotoshoz rendelt egyik
R*—beli bazis legyen by, by, bs, b,. Ez azt jelenti, hogy ezek

f:b1+b2+b3+b4

Osszege az F' egységpont egyik meghatarozo vektora.
Tekintsiik azt az esetet, amikor a (KMFE) kanonikus egyenletben a négy egyiitthat6 egyike sem
0, vagyis fennall a’,. # 0 (r = 1,2,3,4). Vegyiik az R*-beli b, = W b, (r = 1,2,3,4)
aTT

vektorokat, majd azt az F pontot, amelynek
f=b;+by+bs+by
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a meghatdroz6 vektora. Vildgos, hogy ez esetben a By, Bs, B3, By, F pont6toshoz rendelt egyik
bazis éppen Bl, BQ, 153, b..
Tekintsiink egy tetszéleges P pontot, amelynek a K'-beli egyik homogén koordinata-négyese

/ / / /
legyen (2, x, x4, x)). EKkor az
~ / / ~ / / ~ / / ~ / /
Ty =|ay| -2y, To=/lay|-ah, Tz =lag| 25 Ta= |-z
szamokkal alkotott (71, T2, T3, T4) négyes adjaa P pontnak a K = { By, By, B3, By, F'} koordindta-

alakzatra vonatkoz6 egyik koordinita-négyesét.

a/TT’

Vezessiik be az ¢, = (r = 1,2,3,4) jelolést. Mivel a pontkoordinétik kozott fenndll az

1 _
x, = ——— 1T, kapcsolat, (KMFE) alapjén a feliilet —beli egyenleteként

V|

’ar7"|

&1 (i‘l)Q + E9 (i‘2)2 + £3 (i‘g)Q + 4 (i‘4)2 =0.

adodik, és ebben az ¢, egyiitthatok értéke vagy 1, vagy pedig —1.
A fenti eljaras kiterjeszthetd arra az esetre is, amikor a kanonikus egyenlet egyiitthat6i kozott a O
is szerepel. Annyi médositast kell csak tenni, hogy ha a/,. = 0 teljesiil valamely r indexre, akkor a

b, = b, vektort alkalmazzuk az F egységpont f meghatdrozé vektordnak eldallitasdban. (]

Az alfejezet eddigi eredményei alapjdn mér konnyen igazolni lehet az alabbi tételt, melyet a mé-
sodrendi feliiletek osztalyozasi tételének szokds mondani. A tételben felsorolt kanonikus egyenletek-

nél a leirt mdsodrendd feliilet elnevezését is megadjuk.

/////

elérhetd, hogy abban egy adott mdsodrendii feliilet egyenlete megegyezzen az aldbbi specidlis egyen-

letek egyikével:
o (Z1)%+ (Z2)? + (T3)* — (24)* =0 : projektiv gémb,
o ()2 + (T2)? — (23)* — (24)* =0 : projektiv hiperboloid,
o (Z1)2+ (T2)? + (23)* + (74)* =0 : tires halmaz,
o (1)%+ (T2)? — (23)* =0 : projektiv kip,
o (Z1)2 4 (T2)? + (73)2 =0 : egyetlen pont,
« (72— (F2)2=0  :kétsik
e (71)2+ (29)2 =0 : egyetlen egyenes,
e (71)*=0 : egyetlen sik.
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2.4.3. Konkrét példa a kanonikus egyenlet meghatarozasara

A projektiv térben tekintsiik azt az F mésodrendd feliiletet, melyet a K = {I,, I,, I,, O, E}

koordinata-alakzatra nézve a
6 (21)* +3(22)* + (23)* — 2 (24)* — 4y 20 + 41124 + 22903 — 62924 + 823734 =0

egyenlet ir le. Eszerint a mdsodfoku egyenlet egyiitthat6ibdl képzett szimmetrikus métrixra fennall

6 -2 0 2
-2 3 1 - . ) _y o
A = 0 1 1 . Azt targyaljuk, hogy miként lehet egy olyan K’ koordinata-alakzatot
-3 4 =2

vélasztani, amelyre vonatkozdéan a feliilet egyenlete mar kanonikus alakot 6lt. A 2.22. Allitds szerint
ehhez egy olyan koordinéta-alakzatot kell venniink, amelyben a By, B, B3, B4 bazispontok egy
autopolar pontnégyest képeznek.

A DB; els6 alappont legyen azonos az [, ponttal, vagyis legyen B; = I,. Lathatd, hogy ez a
By [1,0,0, 0] pont nincs rajta a feliileten, mivel a koordinatdi nem elégitik ki az egyenletet. Az ehhez
konjugélt pontok a B; polarsikjdn vannak, melyet jeloljon o;. A 2.9. Allitdsbdl adédik, hogy a o sik
egyenlete:

6r1 —2x9+ 224 =0.

Vilasszuk masodik alappontnak a p; sikra esd Bs [0, 1,0, 1] pontot, amely szintén nincs rajta a fe-
liileten. A 2.9. Allitds szerint a (0, 1,0, 1) sormétrix és az A matrix szorzataként ezen B, pont o,
polarsikjanak az egyik homogén koordindta-négyesét nyerjiik. A szorzas elvégzésével adddik, hogy a
02 stkotaz 5x3 —5x4 = 0 egyenlet irja le.

Vildgos, hogy a harmadik bézispontnak rajta kell lennie a p;, oo sikok g metszésvonaldn. Tekint-
siik ezen a g egyenesen a B3[0, 1, 1, 1] pontot, mint alappontot. Kozvetlen szdmoldssal adédik, hogy
ezen Bs pont koordinatdi sem elégitik ki a feliilet egyenletét. A 2.9. Allitds alkalmazéséaval azt kapjuk,

hogy a B3 pont p3 polérsikjdnak az egyenlete:
I2+6$3—ZE4:0.

A negyedik bazispont mar csakis a 01, g9, 03 sikok egyetlen k6z0s pontja lehet. Belathatd, hogy ez
éppen a By4[2,5, —1, —1] lesz, mivel ennek koordindtdi mindharom sik egyenletét kielégitik.
Ellendrzésként meg lehet hatdrozni a B4 pont g4 polarsikjdnak az egyenletét is, amely konkrétan

x9 — xy = 0. Lathato, hogy By, By, B3 pontok valdban rajta vannak a g, sikon.

Hétramaradt még az I’ egységpont megvalasztisa. Az egyszerliség érdekében célszert ugy eljarni,
hogy a pont6tdshoz rendelt R*—beli bazis by = (1,0,0,0), by = (0,1,0,1), by = (0,1,1,1), by =
(2,5,—1,—1) legyen. Ez esetben az F'[3,7,0, 1] lesz a K’ koordindta-alakzat egységpontja.
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Korébbi targyaldsaink szerint X' = {B;, B2, Bs, By, I} koordindta-alakzatra vonatkoz6an az
F feliiletet a

Ly
fﬂ’z
(2, o, x5, 2)) - BT -A-B- S =0
T3
Ty
1 00
iy 0115 ” s : )
egyenlet irja le, amelyben B = 001 1l Kozvetlen szdmolassal azt kapjuk, hogy fennéll
011 -1
6 0 0
0 =5 0
BT . A-B=
0 0 6
0 0 78

Eszerint a feliiletet a
6 (27)% =5 (5)* + 6 (25)* + 78 (2)* = 0

kanonikus egyenlet irja le. Ennek alapjan mdr megallapithatjuk, hogy az F mdsodrendii feliilet egy
projektiv gémb. Ha még a 2.25. Allitds bizonyitdsdban leirt transzformaci6t is alkalmazzuk, akkor

F-nek a K koordinata-rendszerbeli egyenlete az (1) — (%2)% 4 (i3)% + (24)2 = 0 alakot &lti.

2.5. Masodrendii gorbék a projektiv sikon

Ebben az alfejezetben egy Osszefoglald attekintést adunk a projektiv sik masodrendl gorbéirdl. A
célunk az, hogy felidézziik azokat a masodrendli gorbékkel kapcsolatos alapvetd fogalmakat és téte-
leket, melyeket a szakdolgozat tovdbbi fejezeteiben alkalmazni fogunk. Egyébként a téma részletes
targyaldsa megtaldlhat6 a [3] tankonyv 46—48. paragrafusaiban, tovabbd a [4] egyetemi jegyzet VI.

fejezetében.

Az X euklideszi térben vegyiink egy o sikot és annak a & projektiv kiterjesztését. A & projektiv
sik koordinét4z4sat az elss fejezetben targyalt térbeli koordinatazas alkalmazdsaval végezziik el. Rog-
zitsiink az X projektiv térben egy olyan K’ = {B,, By, Bs, By, F'} koordindta-alakzatot, amelynek
By, Bs, Bj alappontjai rajta vannak a ¢ projektiv sikon. Vildgos, hogy amennyiben a K'-ra vonat-

koz6 homogén koordindtdkat alkalmazzuk, akkor a 7 sikot az x/, = 0 egyenlet irja le.

2.27. Definicié. Egy o sikbeli P pontnak a K’ szerinti térbeli homogén koordin4tdi legyenek a
(A, Axhy, Aah, 0) szamnégyesek. Ekkor a P pontnak a K’ szerinti sikbeli homogén koordindtdin a
(A2, Ay, A ah) szamhdrmasokat értjiik, ahol A € R és A # 0.
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A sikbeli egyenesekhez kézenfekvé modon lehet olyan szdmhdrmasokat rendelni, amelyek csak
szamszorzo6tdl eltekintve egyértelmiiek.

Tekintsiink egy o-beli e egyenest. Amennyiben az (u}, uj, uj) szimhdrmas nem minden eleme 0
és az uy ) +ub o +us xh = 0 egyenletet csakis az e egyenes pontjainak sikbeli homogén kordinatai

elégitik ki, akkor az (u}, u}, u4) szimharmast az e egyik homogén koordindta-hdarmasanak mondjuk.

A o sikbeli masodrendl gorbe értelmezése pedig evidens. Vegyiink hat valds szdmot, melyek
kozott legalabb egy kiilonbozik 0-tdl. Ezen valds szamokat jeloljik ezdttal a ¢, (1 < r < s < 3)
alakban. Ekkor a

1\2 1\2 1\2 oo ro o
c11 (1) + 0 (15)° + e33 (x3)° +2c102) @) + 21307 5 + 2 o3 2y x5 = 0

egyenlettel leirt o-beli G alakzatot egy médsodrendii gorbének mondjuk. Vildgos, hogy az egyenlet-
ben szerepld ¢, egyiitthatok meghataroznak egy 3 x 3-as C szimmetrikus matrixot. Ennek elemeit
alkalmazva a G masodrendi gorbe egyenlete a Z§=12§:1 ¢rs T, = 0 alakban is megadhat6.

A madsodrendli gorbék kapcsdn az aldbb leirtak részletes targyaldsa fellelhetd a [3] tankonyv 46.
fejezetében. Valdjdban nem kell tenniink mast, mint kovetni a dolgozat 2.3. alfejezetének vizsgalatait
azzal a médositdssal, hogy a térbeli koordindta-négyesek helyett sikbeli koordinita-harmasokat, a
negyedrendd négyzetes matrixok helyett pedig 3 x 3—as szimmetrikus matrixokat alkalmazunk.

A sikbeli koordindta-hdrmasok alapjan értelmezhetd a pontoknak egy adott masodrendd gorbére
vonatkoz6 konjugéltsdga a 2.7. Definiciénak megfelelden. Kézenfekvé médon definidlhatd a gorbe
szinguldris pontjdnak a fogalma is. Igazolhaté, hogy amennyiben egy sikbeli pont nem szinguléris,
akkor a hozza konjugdlt pontok egy egyenest alkotnak. Ezt az egyenest a pont poldris egyenesének
nevezik az adott masodrendii gorbére nézve.

Bizonyithat6 az is, hogy amennyiben a masodrend( gorbének vessziik egy nem szinguldris pontjét,
akkor annak poldrisit vagy tartalmazza a masodrendii gorbe vagy pedig a poldrisnak egyetlen kozos
pontja van a gorbével. Emellett az adott ponton dtmend 0sszes tobbi egyenesnek pontosan két kozos
pontja van a masodrenddi gorbével. Ezen kitiintetett szerepe miatt a gbrbe adott pontbeli érintdjén a

ponthoz tartozd polaris egyenest értjiik.

A projektiv sik masodrenddi gorbéinek az osztdlyozasét az aldbbi tétel adja meg.

/////

elérhetd, hogy abban egy adott mdsodrendii gorbe egyenlete megegyezzen az aldbbi specidlis egyen-

letek egyikével:
o (Z1)%+ (T2)? — (23)* =0 : projektiv ko,
o (71)2 4 (T2)® + (73)2 =0 : dires halmaz,
o (1) = (72)? =0 : két egyenes (mds szoval egy egyenespdr),
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e (71)2+ (29)2 =0 : egyetlen pont,
e (71)2=0 . egyetlen egyenes.

Megjegyzés. Tekintsiink egy o euklideszi sikot és annak a o projektiv kibovitését. Amennyiben a &
sikon vesziink egy ugynevezett projektiv kort, akkor az vagy egy o-beli ellipszisnek, vagy egy o-beli

hiperbolanak, vagy pedig egy o-beli paraboldnak a projektiv kibdvitésével jon l1étre.
Az osztdlyozasi tételbdl mar kovetkeznek az aldbbi kijelentések.

2.29. Kovetkezmény. (1) Ha egy mdsodrendii gorbének van olyan pontja, amely nem szinguldris,
akkor az a gorbe vagy egy projektiv kor, vagy pedig egy egyenespar.
(2) A projektiv kornek nincs szinguldris pontja.

(3) Az egyenespdrnak egyetlen szinguldris pontja van, konkrétan a két egyenes metszéspontja.

Ismeretes, hogy a projektiv sikon vett projektiv kort 6t pontja mar egyértelmiien meghatarozza.
Ennek egy részletes bizonyitdsa megtaldlhat6 a [3] tankonyv 48. fejezetében. A kovetkezd tétel bi-
zonyitdsdra nem tériink ki a dolgozatban, de megjegyezziik, hogy a [3] tankdonyv 508-510. oldalain

targyalt Pascal-tétel alkalmazésaval is igazolhato.

2.30. Tétel. Ha a & projektiv sikon vett mdsodrendii gorbe egy projektiv kor, akkor azt hdrom pontja

és azok koziil kettében az érintéegyenes mdr egyértelmiien meghatdrozzdk.

Megjegyzés. Azt mar konny beldtni, hogy igaz az aldbbi kijelentés. Legyen adva a o projektiv sikon
egy olyan masodrendi gorbe, amely megegyezik két egyenes unidjaval (azaz egy egyenesparral). Ha
Dy és D, ennek olyan nem szinguldris pontjai, melyekben a poléris egyenesek kiilonbozdek, akkor
a két pont és a két poldris (vagyis a két érintd) mar egyértemlien meghatdrozzak ezt a masodrendd
gOrbét.
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A tovabbiakban a mdsodrend feliiletek sikmetszeteit targyaljuk. A kovetkezd 4llitds méar konnyen

igazolhato.

2.31. Allitas. Legyen adva a X térben egy F mdsodrendii feliilet, amelyet a K' koordindta-alakzatra
nézve a ZLZA‘ al xl xl. = 0 egyenlet ir le. Ekkor a feliiletnek az x)y = 0 egyenletii & sikkal

s=1"rs

vett metszete egy mdsodrendii gorbe, amelynek a sikbeli koordindtdk szerinti egyenlete
3 3
Zr:lzszl a;‘s .CL'; .CL'; =0.
Az alabbi tétel bizonyitasdra nem tériink ki a dolgozatban. Annyit megjegyziink, hogy amennyi-

ben a K’ koordinata-alakzat B; alappontjaként a P pontot vélasztjuk, akkor a tétel mar egyszeriibb

szamolassal igazolhat6 a polérsikkal kapcsolatos 2.9. Allitds alapjan.

2.32. Tétel. A X projektiv térben legyen adva egy F mdsodrendi feliilet és azon egy P pont, amely
nem szinguldris. Ha egy a P-t tartalmazo o sik kiilonbozik a P-beli poldrsiktol, akkor a metszetként
kapott G = & N F mdsodrendii gorbének sem szinguldris pontja a P, tovdbbd a metszetgirbe P-beli

érintdje megegyezik a poldrsik és a o sik metszésvonaldval.
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3. fejezet

Masodrendii feliiletsorok a projektiv térben

A két masodrendd feliilet altal meghatarozott feliiletsor fogalma és alapvetd tulajdonsidgainak Gssze-
foglaldsa megtaldlhat6 a [6] tankonyv 172—173. oldalain. Ebben a fejezetben részletesen kifejtjiik a
masodrendii feliiletsorok azon jellemzdit, amelyeket majd felhaszndlunk a széteso dthatés tételének a
bizonyitdsanal.

A toviabbiakban feltessziik, hogy a projektiv térben a KX = {I,, I,, I., O, E} koordinita-
alakzatra vonatkoz6 homogén koordindtdkat alkalmazzuk. A homogén koordinita-négyesekre to-
vébbra is az x = (x1, x9, T3, x4) jelolést haszndljuk.

Legyen adva két olyan 4 x 4—es szimmetrikus métrix, A és C, melyeknek van 0—tdl kiilonbo-
z0 elemiik és barmely b € R szdm esetén fennall A # b - C. Eszerint az A, C matrixok nem

szdmszorosai egymadsnak. A szimmetrikus métrixok elemeit jelolje a,s és c¢.s (r, s = 1,2,3,4).

Tekintsiik a
Sy o YLY ’
Qpg Ty Ty = Crg Ty LTs =
7”:1 S:l s T S ) 7":1 8:1 T8 T S

egyenletekkel leirt masodrendi feliileteket, melyeket jeloljon F és H. Természetesen a két feliilet
egyenletét megadhatjuk az x Ax? = 0 és x Cx’ = 0 matrixos formdban is.

A tovabbiakban feltessziik, hogy F és H olyan mdsodrendii feliiletek, amelyeknek vannak kozos
pontjaik. Kézenfekvd, hogy a két misodrendd feliilet metszetén azon pontok halmazat értjiik, amelyek

mindkét feliileten rajta vannak.

3.1. Definicié. Az F és H masodrendi feliiletek metszetgorbéjén (vagy mas szdoval a két feliilet at-
hatési gorbéjén) a G = F N'H ponthalmazt értjiik.

Vegyiik észre, hogy a G metszetgorbét le lehet irni a

<Zj:12j:1ars T, fvs>2 + (Z;Z;cm Ty xs>2 =0

negyedfoku egyenlettel. Ennek kovetkeztében szokds azt mondani, hogy két masodrendd feliilet egy

negyedrend( alakzatban metszi egymadst.
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Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy az F, ‘H masodrendd feliiletek koziil a H egy sikpdr, azaz megegyezik
valamely o1, o, sikok uniéjdval. A 2.31. Allitdsnak megfelelGen a o1, o sikok egy-egy masodrendii
gorbében metszik el az F feliiletet. Tehat ebben az esetben a negyedrendli G = F M H athatdsi gorbe
el6dll két masodrendd sikgorbe unidjaként. Szokds ilyenkor dgy fogalmazni, hogy a G = F N'H

metszet szétesik két mdsodrendd gorbére.

Ezt kovetben azt is feltessziik, hogy az F, ‘H feliileteknek vannak nem szinguldris pontjaik. Em-
Iékezziink rd, hogy a masodrendd feliilet egy nem szingularis pontjdban a 2.18. Definici6 alapjan a

polarsik adja az érint6sikot.

3.2. Definicié. Legyen D egy olyan pontja az F, H masodrendd felilletek G = F N H athatési
gorbéjének, amely egyik feliilletnek sem szinguldris pontja. A D pontot a metszet duplapontjdnak

mondjuk, ha a két feliilet D pontbeli érintdsikja egybeesik.

Megjegyzés. Legyen a D [y1, 4o, Y3, y4] egy kozos pontja az A, C szimmetrikus matrixokkal meg-
hatdrozott F, H feliileteknek. Vegyiik azy = (y1, y2, ¥s, y4) szdmnégyest, mint egy sormatrixot. A
2.9. Allitast felhasznalva konnyen beldthat6, hogy D akkor lesz duplapontja a G = F N7 metszetnek,

ha a métrixok szorzatdra teljesiill az y A =b-y C egyenl6ség valamely b € R szam esetén.

A két feliilet egyenletébdl egy feliiletsort nyeriink az alabbi definici6 alapjén.

3.3. Definicié. Az F és H feliiletek altal meghatdrozott masodrendi feliiletsoron az
ANxAxT+pu-xCxT =0 (MFSE)
(A, u € R, A\? + p% > 0) masodfoku egyenletekkel leirt feliiletek sszességét értjiik.

Megjegyzés. Vildgos, hogy a feliiletsornak azok a masodrendi feliiletek a tagjai, amelyek egyenletei

felirhatéak a
S S Ny + prcps) T =0
alakban valamely A, p (A\* + p? > 0) valés szamokkal.

Megjegyzés. Ha a A\, u értékek befutjak a valds szdmok halmazat, akkor a fenti (MFSE) egyenletbdl
megkapjuk a mdsodrendi feliiletsor minden elemét. Ha adott A\, p (A2 + p? > 0) szampér esetén
az (MFSE) egyenlet a J feliiletet irja le, akkor a b A, by (b # 0) szdimpérhoz ugyanaz a J feliilet
tartozik. Nyilvanval6, hogy az (MFSE) egyenlet A = 0 (1 # 0) esetben a H feliiletet, n = 0 (A # 0)
esetben pedig az F feliiletet irja le.

Megjegyzés. Legyenek A\, 1 €s Ao, o olyan rogzitett valds szdmpdarok, hogy egyikiik sem szdm-
szorosa a masiknak. Ezen rogzitett értékek mellett az (MFSE) egyenlettel leirt misodrendd feliiletek
legyenek 7; és J>. Ekkor ezeket a [J;, J- feliileteket a feliiletsor két kiilonb6zd elemének mondjuk.

Az aldbbi kijelentés igazoldsa kézenfekvének tlinik, emiatt nem is tériink ki ra.
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3.4. Allitas. Tekintsiik az F, H feliiletek G = F N H metszetgorbéjét és az dltaluk meghatdrozott

mdsodrendii feliiletsort. Ekkor a feliiletsor barmely J eleme tartalmazza a G dthatdsi gorbét.

Az alédbbi allitas szerint a feliiletsor elemei az 4thatdsi gorbe pontjaitdl eltekintve egyréteglien

kitoltik a teljes projektiv teret.

3.5. Allitas. Legyen Q egy olyan pont az X projektiv térben, amely nincs rajta a G = F N'H dthatdsi

gorbén. Ez esetben a feliiletsornak pontosan egy olyan eleme van, amely tartalmazza a () pontot.
Bizonyitas. Vegyiik a () pont valamely y = (y1, ¥2, y3, ¥4) koordindta-négyesét és az abbdl ad6do

a=yAyT =" 5 vy, v =yCyT =3 3t ey v

valds szamokat. Mivel az F, H feliiletek koziil legaldbb az egyiken nincs rajta a () pont, az «, -y
szamok koziil legalabb az egyik nem 0.

Helyettesitsiik be a ) pont y homogén koordinatdit a feliiletsort leir6 (MFSE) egyenletbe. Ily
moédon lathatjuk, hogy egy A\, p szdmpdarhoz tartozé feliilet akkor tartalmazza a () pontot, ha a
A-a+p-v=0 egyenldség teljesiil. Ennek a \-ra és p-re vonatkozé homogén linedris egyenletnek
pedig csak a by, —ba (b € R, b # 0) szdmparok képezik a (nemtrivilis) megoldasait. Azt kaptuk
tehat, hogy a feliiletsornak csupan a - A — o - C matrix altal meghatarozott eleme tartalmazza a ()
pontot. [J

A fenti megallapitdsokbdl mér kovetkezik az aldbbi kijelentés.

3.6. Allitas. Legyenek i, J» kiilonbozé elemei az F, M feliiletek dltal definidlt feliiletsornak. Ekkor
a J, Jo mdsodrendii feliiletek dthatdsi gorbéje egybeesik a G = F N H metszettel.

Bizonyitas. Az F, H feliiletek G athatdsi gorbéjét a feliiletsor Osszes tagja tartalmazza. Emiatt G
részhalmaza a /1 N J2 metszetnek.

Vegyiink a térben egy olyan () pontot, amely nincs rajta a G metszetgérbén. Mivel 7, és J; a
feliiletsor kiilonboz6 tagjai, a 3.5. Allitds szerint a ) pontot mindkett§ nem tartalmazhatja, vagyis a
( pont nem lehet eleme a 7, N J> metszetnek. Ezek alapjan adédik, hogy teljesil a J; N Jo = G
Osszefiiggés. [

Megjegyzés. Mivel a feliiletsor barmely két kiillonb6z6 elemének ugyanaz a metszetgorbéje, a

G = F N H athatési gorbét szokds a feliiletsor alapgorbéjének is nevezni.

31



4. fejezet

Vw4

A széteso athatas tétele masodrendi

feliiletekre

4.1. A tétel kimondasa és igazolasa

Ebben a fejezetben egy elégséges feltételt targyalunk arra vonatkozoan, hogy két masodrendd felii-
let metszete két misodrendd sikgorbe unidja legyen. Ahogyan azt az El6szoban méar emlitettiik, az
itt targyaldsra keriil6 szétesd athatds tételének egy tomor igazoldsa megtaldlhaté Karteszi Ferenc 6]
konyvének a 30. paragrafusiaban. Annak alapjan egy részletes bizonyitdst adunk a tételre. Ennek so-
ran alkalmazni fogjuk az el6z6 fejezetekben bevezetett fogalmakat (az 4thatdsi gorbe duplapontja,

feliiletsor) és a veliik kapcsolatos 4llitasokat.

Vezessiink be még néhany jelolési megallapodast. Adott P, () pontok esetén a rajtuk athaladé
egyenest jelolje (P, Q). Ha adva van egy e egyenes és egy hozza nem illeszkedé P pont, akkor az
Gket tartalmazé sikot jelolje (e, P).

Legyenek adva az F és H egymadstdl kiillonboz6 mdsodrendi feliiletek, melyekr6l feltessziik,
hogy metszik egymast, azaz F NH # () és egyikiik sem sikpar. Az el6z5 fejezet eredményeibdl mér
kovetkezik, hogy amennyiben az F és a H altal definidlt feliiletsor egyik tagja egy sikpar (vagyis két
sik unidja), akkor a G = F N'H metszetgorbe szétesik két masodrendl gorbére. A kovetkezo tétel egy

elégséges (de nem sziikséges) feltételt ad arra, hogy a feliiletsor egyik tagja egy sikpar legyen.

4.1. Tétel. Legyenek F és H olyan mdsodrendii feliiletek, ahol a G = FNH dthatdsi gorbének van két
olyan duplapontja Dy és Do, melyekhez tartozo feliileti érintésikok nem tartalmazzdk a d = (D1, D3)
osszekotd egyenest. Ha a G metszetnek vannak olyan tovdbbi P, és P, pontjai, hogy azok nincsenek
rajta d-nés a oy = (d, Py), oo = (d, P») sikok kiilonbozdek, akkor a J = o1 U o9 sikpdr az egyik

tagja az F és a H dltal meghatdrozott feliiletsornak.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a fenti kijelentésben szerepld feltételek. A Dy, D, pontok-

ban legyenek 1, és 15 az F, ‘H feliiletek k6zos érintdsikjai. Mint ismeretes, 7; és 7o megegyeznek az
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F, H feliiletek D, és D, pontokhoz tartozé polérsikjaival. Vilagos, hogy a 7y, 75 érintdsikok nem
eshetnek egybe, mivel nem tartalmazzak a d egyenest.

Mivel a Dy, D, pontok nem konjugéltak egymdshoz az F, H feliiletekre nézve, a 2.13. Allitds
szerint a d egyenes nincs rajta egyik feliileten sem. Emiatt a 2.19. Allitdsbdl az kovetkezik, hogy a d
egyenesnek csak a Dy, D, pontjai vannak rajta az F, H feliileteken. I[ly médon megéllapithatd, hogy
a d egyenesnek a Dy, Dy pontokon kiviil mar nincs tovabbi k6zos pontja a G athatasi gorbével.

A degyenest és a P; pontot tartalmaz6 o, sik az F feliiletet a 07 NJF mésodrendii gorbében metszi.
Vildgos, hogy a o1 N F metszetgorbe vagy egy projektiv kor, vagy pedig egyenespar, mivel van hdrom
nem kollinedris pontja. Ezen rajta vannak a Dy, Dy, P, pontok és 2.32. Tétel alapjdn adddik, hogy
a duplapontokban az e; = o1 N 71y, e; = 01 N T» metszésvonalak adjdk a kimetszett gorbe érintdit.
Vegyiik észre, hogy ugyanezt lehet elmondani a o, 4ltal a H feliiletb6l kimetszett 0, NH masodrend
gorbérol is. Alkalmazva 2.30. Tételt és az azt kovetd megjegyzést, miszerint harom pont és koziiliik
kettdben az érintd mar egyértelmiien meghatirozzak a masodrendii gorbét, azt kapjuk, hogy a o4y N F
és 01 N H metszetgdorbék egybeesnek. Hasonldan igazolhatd, hogy teljesiil a 0o N F = 09 NH
egyenlOség is.

Célszer( itt megjegyezniink, hogy a fentiek szerint a G = F N H athatdsi gorbe tartalmazza a

o1 NF, oo N F masodrendi sikgorbéket, amelyek projektiv korok vagy egyenesparok lehetnek.

Tekintsiik a Dy, Dy duplapontok 0sszekotésével nyert d egyenes egy tovabbi () pontjat. Mivel
(@ nincs rajta a G dthatdsi gorbén, st az F, H feliiletek egyikén sem, a 3.5. Allitds kovetkeztében
az altaluk definidlt feliiletsorban egyetlen olyan J mdasodrendi feliilet van, amely tartalmazza ezt a
(2 pontot. A () pont benne van a o sikban, igy a () ponton &t tetszdleges sok olyan o;-beli egyenes
hizhat6, amely két pontban is elmetszi a oy N F sikgorbét. Mivel a G metszetgorbe a J feliileten
is rajta van és a o1 N JF gorbe részhalmaza G-nek, azt kapjuk, hogy ezen metszd egyeneseknek van
legalabb harom kozos pontjuk a J-vel. A 2.19. Allitas szerint ezek a Q ponton dthaladé metsz8
egyenesek mind rajta vannak a 7 feliileten. Ennek alapjdn mér adédik, hogy a o, sikot tartalmazza a
J masodrendd feliilet.

Anal6g médon beldthatd, hogy a 7 feliilet a o5 sikot is tartalmazza. Mivel o, és o5 kiilonbozdek,
a J masodrendd feliilet nem lehet més, mint az dltaluk alkotott sikpdr, vagyis J = o1 U o5 teljesiil.
0

Tegyiik fel, hogy az F és a ‘H mésodrendii feliiletekre teljesiilnek az eldbbi 4.1. Tételben felsorolt
feltételek. A tétel bizonyitdsa alapjan a feliiletsorhoz tartoz6 J = o1 U0y sikpart, illetve annak egyen-
letét konkrétan is meg tudjuk hatarozni az F, H feliiletek egyenleteibdl nyert A, C szimmetrikus

maétrixok alapjan. Konkrétan, igaz az alabbi kijelentés.

4.2. Kovetkezmény. Legyen () a d = (Dy, Dy) egyenesnek egy a duplapontoktdl kiilonbizd pontja.
Tekintsiik az F és a H dltal definidlt feliiletsornak azt a J elemét, amely tartalmazza a ) pontot.

Ekkor a J mdsodrendii feliilet egy olyan sikpdr, amely nem fiigg a d-re esd () pont megvdlasztdsdtol.
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Az alébbi kijelentést szokds a szétes6 athatds tételének nevezni, mondvan, hogy ilyenkor az atha-

tasi gorbe szétesik két masodrendd sikgorbére.

4.3. Tétel. Legyenek F és H olyan mdsodrendii feliiletek, ahol a G = F N H dthatdsi gorbének van
két olyan D, és Dy duplapontja, melyekhez tartozo érintdsikok nem tartalmazzdk a d = (D1, Do)
egyenest. Ha G metszetgorbének vannak olyan tovdbbi Py és P, pontjai, hogy a o1 = (d, P), 09 =
(d, Py) sikok kiilonbozbek, akkor a G dthatdsi gorbe megegyezik két mdsodrendii sikgorbe unidjdval.

Bizonyitas. Az el6bb igazolt 4.1. Tétel kimondja, hogy a J = o1 U o, sikpar az egyik eleme az
F és a H dltal meghatdrozott feliiletsornak. A 3.6. Allitds szerint a feliiletsor barmely két kiilonb6z6
elemének ugyanaz a metszetgorbéje, tehat fennadlla G = JNF = J N'H Osszefiiggés. Ebbdl adéddan
a G athatdsi gorbe megegyezik a o1 NF = 01NH és 0oNF = 0oN'H mdsodrendl gorbék unidjaval.
O

4.2. Példak masodrendii feliiletek széteso athatasara

4.2.1. Gomb és henger athatasa

Az X euklideszi térben vegyiik az O kozéppontd és r = 2 sugard JF gombot, amelynek egyenlete
a derékszogli koordinata-rendszerben ' + y? + 22 — 4 = 0. Alkalmazzuk az X projektiv térbeli

homogén koordinatdkat. Nyilvanval6, hogy homogén koordindtdkban az F gombot az
(21)? + (22)% + (23)* — 4(24) = 0

masodfoku egyenlet irja le.

Tekintsiik tovdbba azt a H ferde korhengert, amelynek vezérkore a = = 0, 22+41? = 4 egyenletek-
kel meghatarozott kor, az alkotéegyenesek irdnyat meghatarozé vektor pedig a = 2j + k. Igazolhatd,
hogy ennek a ‘H hengernek az egyenlete az X térbeli koordinata-rendszerben

22 + 9% + 422 — 4yz — 4 = 0. Ismét 4ttérve homogén koordinatdkra az
([El)2 + (1'2)2 + 4(273)2 — 41’21’3 — 4(1’4)2 =0

egyenletet nyerjilkk a # henger projektiv kibdvitésére, amely mdr az I (0,2, 1,0] ideélis pontot is
tartalmazza. Vizsgaljuk meg az F, H feliiletek metszetét.

Az egyenletek szerint az F és H mdsodrendd feliileteket meghatdrozé szimmetrikus matrixok:

100 0 1 0 0 0
010 0 —2
A e |0 0
001 0 0 -2 4 0
000 —4 00 0 —4
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Egyszerien belathat6, hogy a G = F N ‘H athatési gorbének van két duplapontja, melyek homogén
koordinati [2, 0,0, 1] és [-2,0,0, 1]. Ezen Dy, D, duplapontokban a feliiletek kozos érintGsikjainak
az egyenlete z; — 2x4 = 0, illetve z; 4+ 224 = 0. Vildgos, hogy ezen polarsikok nem tartalmazzak
ad = (Dy, D) egyenest. A G metszeten rajta vannak még a P, [0,2,0, 1], P»[0,6/5,8/5,1] pon-
tok is, és a Dy, Dy, P, P, pontok nincsenek egy sikon. Emiatt a G metszetgorbe megegyezik két
masodrendi sikgorbe unidjaval a 4.3. Tétel szerint.

A masodrendii gorbék sikjait az aldbbiak szerint kaphatjuk meg. A 4.2. Kévetkezménynek meg-
feleléen a d = (D, D,) egyenesen tekintsiik a Q = O pontot, melynek homogén koordinatai
y = (0,0,0,1). A 3.5. Allitas bizonyitdsat kovetve vegyiik az o = y'Ay = —4, v =y Cy = —4
szamokat. Az F és a H altal definidlt feliiletsornak azon 7 eleme tartalmazza a () pontot, amelyet
a YA — aC matrix vagy annak egy szamszorosa ir le. Azt kapjuk, hogy ez esetbena J = C — A

matrix hatdrozza meg a J feliiletet, melynek egyenlete
—dzywy+ 3 (x3)* =0, illetve x3(3w3 —4xy) = 0.

Vildgos, hogy az x3 = 0 és 3x3 — 4z, = 0 egyenleti 01, o, sikok unidja képezi a 7 feliiletet.

AG=FNH=FNJT osszefiiggésbdl adodik, hogy az dthatdsi gorbe ezittal két korre esik szét,
ahogyan az a[4.] abran is lathat6. Ezeket az r = 2 sugard kordket a z = 0, 3z — 4y = 0 egyenleti
sikok metszik ki az F gombfeliiletbdl és a H hengerbdl.

4.2.2. Két henger athatasa

Az X euklideszi térben tekintsiikk az » = 1 sugaru és z tengelyl F, illetve az » = 1 sugaru és x
tengely( H forgashengert. Ezen hengereket az 2% + y* — 1 = 0, y? + 22 — 1 = 0 egyenletek rjak le
a derékszogl koordindta-rendszerben.

Ha 4ttériink a X projektiv térbeli homogén koordinatdkra, az
(21)* 4 (22)* = (24)* = 0, (22)* + (23)* — (24)* =0

Osszefliggések hatdrozzdk meg a két feliiletet. Célszerd itt megjegyezniink, hogy az X térnek a vég-
telen tdvoli pontokkal valé bvitése miatt a hengerekbdl X -beli projektiv kiipokat nyeriink. Kozvet-
len szdmoldssal igazolhat6, hogy a G = F N H éthatési gérbének duplapontjai a [0, 1,0, 1], illetve
[0,—1,0, 1] homogén koordindtdji D;, D, pontok, mivel ezekben a feliileti érintGsikok egybeesnek.
Ezek mellett a P, [1,0, —1,1] és P»[1,0, 1, 1] pontok is rajta vannak a G metszeten. Beldthat6, hogy
a Dy, Dy, P, P, pontok nincsenek egy sikon. A 4.3. Tételbdl adodik, hogy a G metszetgorbe ez
esetben is két masodrendi sikgorbe unidja.

Az eldbbi példandl alkalmazott eljards alapjan konnyen meghatarozhat6 az F és a ‘H 4ltal definialt
feliiletsor azon J tagjanak egyenlete, amely a d egyenes () [0, 0,0, 1] pontjat tartalmazza. Konkrétan
az

(21)* — (23)* =0, illetve (71 +x3)(z1 —23) =0
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4.1. abra. Az 2® + y? + 22 — 4 = 0 egyenleti gomb és az 22 + y? + 422 — 4yz — 4 = 0 egyenletd
henger metszete. Piros szinnel van feltiintetve az a két masodrendl gorbe, melyekre a negyedrendd

metszetgorbe szétesik.

egyenlet irja le ezt a J mdsodrendd feliiletet. Lathatd, hogy J az a sikpdr, amely megegyezik az
r1+x3 =0 és x1 —x3 = 0egyenletd o1 = (d, P,), 09 = (d, P,) sikoknak az unidjaval.

Az X euklideszi térre vonatkozdan azt mondhatjuk, hogy a G = F N ‘H 4thatdsi gorbe szétesik
két ellipszisre, ahogyan azt a [£.2] dbra is szemlélteti. Ezt a két ellipszistaz © + 2 =0, x — 2 = 0
egyenletli sikok metszik ki a hengerekbdl.

4.2.3. Henger és kap athatasa

Az X euklideszi térben tekintsiik az 2 + y* — 22 = 0 egyenlettel leirt F forgaskipot, tovdbbd az
12 + (2 — 2)? — 2 = 0 egyenletli H korhengert. Vizsgédljuk meg a két médsodrendd felillet G = F NH
metszetét.

Attérve a X térbeli homogén koordinatdkra az (x1)? + (x3)% — (23)2 = 0 és
(71)* + (23)? — 423 74 + 2(74)?* = 0 masodfokd egyenletekhez jutunk. Az ezekhez tartozé szimmet-

rikus matrixok:

10 0 1 0 0
01 0

A — | C - 00 O
00 -1 0 00 -2
00 0 O 00 =2 2
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4.2. dbra. Az 22 +y?> — 1 = 0 és y? + 22 — 1 = 0 egyenletii forgashengerek metszete. Piros szinnel

van feltiintetve az a két ellipszis, melyekre a negyedrendli metszetgorbe szétesik.

Igazolhatd, hogy a homogén koordinétdikkal megadott D, [1,0,1,1] és Dy [—1,0, 1, 1] pontok az &t-
hatdsi gorbének duplapontjai. A kozos polarsikok, amelyek ebben a két duplapontban érintik az F és
‘H feliileteket, pedig az z; — x3 = 0 és x; + x3 = 0 egyenletl sikok. Ezek nem tartalmazzdk a
d = (Dy, Dy) egyenest. Egyszer(i szdmolassal ellendrizhetd, hogy mindkét feliileten rajta vannak a
P [0,2 —+2,2—+2,1], P,[0,v/2 — 2,2 — /2, 1] pontok is. Mivel a oy = (d, P,) és 05 = (d, P,)
sikok kiilonbozbek, a G metszetgorbe megegyezik annak a két masodrendd gorbének az unidjaval,
melyeket a 01, 09 sikok metszenek ki a feliiletekbdl.

A o1, 09 sikok egyenletét a 4.2. Kovetkezmény alkalmazasaval is meghatarozhatjuk, vagyis ki-
szamithatjuk az ltaluk alkotott J sikpar egyenletét. A d = (D;, Ds) egyenesen valasszuk ki a
Q10,0,1,1] pontot. Ennek y = (0,0, 1, 1) koordinatdibél az o« = yTAy = —1,7v =y Cy = —1
egyiitthatékat kapjuk. A 3.5. Allitds bizonyitasaban leirtak szerint az F és a # éltal meghatdrozott
feliiletsorban a C — A matrix adja meg azt a J mdsodrendi feliiletet, amely tartalmazza a () pontot.

Eszerint a J sikpart az aldabbi egyenlet irja le:
2(x3 — 14)” — (12)> =0
Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldala szorzatta alakithaté. Ily médon azt kapjuk, hogy a
\/§(x3—x4)+:c2:0, \/§(x3—x4)—x220

egyenletek adjdk meg a 0,, o sikokat.
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Megallapithatjuk, hogy a G athatasi gorbe szétesik két ellipszisre, melyeket a o1, 05 sikok met-

szenek ki a két feliiletbdl. A konkrét dthatas a[4.3 4brdn van feltiintetve.

4.3. dbra. Az 2°+y*—2? = 0 egyenletli kup és az 1°+(2—2)%>—2 = 0 egyenletl henger metszete. Piros

szinnel van feltiintetve az a két masodrendl gorbe, melyekre a negyedrendli metszetgorbe szétesik.

4.2.4. Két hiperboloid athatasa

Végiil egy példat mutatunk arra, miszerint lehet két egyenespar is az a két mdsodrendi gorbe, me-
lyekre a negyedrendli metszetgorbe szétesik az el6irt feltételek teljesiilése esetén.

Az euklideszi térben vegyiik az 22 + y? — 22> — 1 = 0 egyenletii F egykopeny( hiperboloidot,
illetve az 22 — y? + 22 — 1 = 0 egyenlettel leirt H hiperboloidot.

Ezen mésodrendd feliileteknek a projektiv kibgvitéseit az (x1)? + (12)? — (23)* — (24)*> = 0 és az
(1) — (22)* + (23)® — (24)* = 0 egyenletek frjak le a homogén koordindtdkban.

Az egyenleteket meghataroz6 szimmetrikus matrixokat alkalmazva konnyen ellendrizhetd, hogy
a két felillet G = F N H metszetének duplapontjai az [1,0,0, 1] és [—1, 0,0, 1] koordindtdji pontok,
melyeket jeloljon D, és D,. Ezen duplapontokban a feliiletek kozos érintdsikjainak az egyenlete
x1 — x4 = 0, illetve z1 + x4 = 0, és ezek nem tartalmazzak a d = (D;, Dy) egyenest. A két feliiletnek
tovabbi k6zos pontjai még Py [1,1,1,1] és P, [1,—1,1,1]. Mivel a Dy, D5, P;, P, pontok nincsenek
egy sikon, G athatdsi gorbe el6all két sikgorbe unidjaként.
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Vegyiik az F és a ‘H 4altal meghatédrozott feliiletsor azon J tagjat, amelynek egyenletét igy nyer-
juk, hogy az F fenti egyenletébdl kivonjuk a H egyenletét. Azt kapjuk, hogy a J masodrenddi feliiletet

az

(72)® — (w3)? =0, illetve (29— 23)(z2+23) =0

egyenlet irja le. Eszerint J éppen az x5 — x3 = 0, 25 + x3 = 0 egyenletd 0 = (d, P;) és 0o =
(d, Py) sikoknak az uni6ja. Lathatd, hogy ezen oy, o9 sikoknak az F, H feliiletekkel vett metszete
megegyezik az (11)% — (z4)? = 0 egyenleti sikparral vett metszetiikkel, ami mindkét sik esetében
egy egyenespar. Ily modon azt kaptuk, hogy a G metszetgorbe két egyenesparnak az unidja.

Az X euklideszi térben a 01, o, sikok egyenlete y — 2z = 0, illetve y + z = 0. Belathat6, hogy
ez a két egymadsra mer6leges sik az F, H hiperboloidokbdl ugyanazt a két padrhuzamos egyenespart

metszi ki. Ezt szemlélteti a mellékelt [4.4] 4bra.

4.4.4bra. Az 22 +y*—2>—1=0 ésaz 22 —y> + 22— 1 = 0 egyenletii egykdpeny hiperboloidok
metszete. Piros szinnel van feltiintetve az a két egyenespdr, melyekre a negyedrendi metszetgorbe
szétesik.
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