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1. fejezet

Bevezetd

Szamos statisztikai probanak az az eldfeltétele, hogy a minta, amire a probat
végezziik, normalis eloszlast legyen. Am a gyakorlatban ez gyakran nem biz-
tositott, ezért felmeriilhet a kérdés, hogy az egyes probak hogyan viselkednek
normalistol eltéré minta esetén. Dolgozatomban a t-probét jarom koriil ilyen
szemponthol, illetve a t-proba néhany robosztus véltozatat.

Ismertetem a Gayen- illetve Johnson-féle t-probat és az ezekre végzett
szimulacios vizsgalatokat, illetve egy kisebb, sajat szimuléaciot is. Késébb a

trimmelt és a tobbvaltozos t-probat is bemutatom.



2. fejezet

A t-préba eredete, tulajdonsagai,

példa

2.1. A t-préba eredete

A kovetkezo részfejezet megirasahoz a [2]| és [4] cikkeket vettem alapul.

A 20. szézad elején leginkabb a normalis eloszlast hasznaltak statisztikai
problémak modellezésében. Ez lehetévé tette jol mikdds statisztikai pro-
bék alkalmazasat nagy elemszamu mintak esetén. Kisebb elemszému mintak
esetén azonban ezek a probdk nem mitkodtek jol. William Sealy Gosset
statisztikus és vegyész ennek a problémanak a megoldasara dolgozta ki a
t-eloszlast hasznélo t-probat. Ezzel két minta atlagénak viszonyarol tudott
pontosabb képet alkotni. Munkaja nagy hatassal volt azokra az alkalmaza-
sokra, amelyeknél praktikus vagy etikai okok miatt nem allnak rendelkezésre
nagy elemszamu mintak.

Miutan Gosset kémiabol és matematikabol diplomét szerzett, a Guiness
sorgyarban kezdett el dolgozni. Itt tobbek kozott az alapanyagok koltségha-
tékony tesztelésének kidolgozésaval biztak meg. Munkaja soran észrevette,
hogy a kis elemszdmu mintak atlaga nem normélis eloszlast kovet, igy az

eddig hasznalt modszerek nem bizonyultak megfelelének. Megfigyelte, hogy



2.1. abra. William Sealy Gosset (1876 1937), 1908 kortil

minél kisebb a minta elemszama, annal keskenyebb és magasabb a minta
alapjan kirajzolt hisztogram. A 20. szézad elején ezt a megfigyelését egy
belsd, céges jelentésben kozzétette, amire felfigyelt a vezetdség, és javasolta,
hogy egy hivatasos matematikus segitségével dolgozza ki alaposabban az el-
méletét. Ennek hatésara Gosset felkereste Karl Pearsont, akinek segitségével
kidolgozta az elméletét, és 1908-ben megjelent a ,,The probable error of a
mean" [3] cimi cikke. Ezt a cikkét Student alnéven tette kozzé, miokan a ve-
zetGség nem kivanta publikalni a cég adatait. Innen szarmazik a Student-féle
t-proba elnevezés is.

Késébb Pearson, Fisher és Gosset leveleztek tobbek kozott a t-probéarol,
amely késébb heves vitava is fajult. A vitdban felmeriilt annak a kérdése
is, hogy mi torténik a normalis eloszlasra kidolgozott tesztekkel, ha nincs
biztositva a tesztelendé minta normalitédsa. Fisher felvetette, hogy ebben az
esetben a minta més mutatoit is érdemes lehet figyelembe venni, az atlagon
és a tapasztalati szorason kiviil. Tobbek kozott errdl is sz6 lesz a szakdolgo-
zatban.

Tovabbi érdekesség, hogy a vita egyik pontjan Gosset felvetette, hogy egy

nullhipotézist akkor lehet elutasitani, ha van egy erés ellenhipotézis. Ebbdl
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alakult ki a hipotézisvizsgalat Neyman és Pearson altal kidolgozott maig

hasznélt forméja.

2.2. A t-préba

A t-proba tehat a statisztikiban hasznalt egyik legelterjedtebb proba. Azt
kapjuk meg a segitségével, hogy egy feltételezetten normaélis eloszlast, is-
meretlen szorasi minta varhato értéke szignifikansan kiilonbozik-e egy elére
megadott m értéktsl. Ennek eldontéséhez a hipotézisvizsgalat folyamata ve-
zet.

A hipotézisvizsgalatban két, egyméasnak ellentmond¢ allitast fogalmazunk
meg, a nullhipotézist (Hy), illetve az ellenhipotézist (H;). A nullhipotézis az
el6zetes tudésunkat, az ellenhipotézis a bebizonyitandé hipotézist fogalmazza
meg. A modszer soran a nullhipotézist tudjuk elvetni, vagy elfogadni.

Természetesen szeretnénk minél kisebb valdszintiséggel rosszul donteni a
vizsgalat sordn. Hogyha a nullhipotézis igaz, de elutasitjuk, azt els6faju hi-
bénak hivjuk, ha viszont a nullhipotézis hamis, de elfogadjuk, azt masodfaja
hibéanak hivjuk. A statisztikiban az els6faji hiba stilyosabbnak szamit, ezért
annak mértékét a vizsgalat elején szeretnénk maximalizilni egy o érték meg-
adasaval, ami altalaban 5, esetleg 10 szazalék szokott lenni. A masodfaji
hiba valdszintisége 3, az elemszam ndvelésével csokkenthets. Fontos, hogy
ha csokken «, né [3, és viszont.

Legyen X1, Xs,..., X, ~ N(m,o?), ahol m és o ismeretlen. A hipoteé-
zisvizsgéalat az a megadasaval és a hipotézisek megfogalmazasaval kezddédik,

ami utan a probastatisztika kiszamolasa kovetkezik, ami a t-proba esetén:

po XM o (2.1)

*
Sn

ahol

e X a minta atlaga,



e my a hipotetikus varhato értéke és

e s’ a minta korrigdlt tapasztalati szorasa.

Ezutan a probastatisztika értékét ossze kell vetniink a megfelels ¢, kriti-
kus értékkel, amit a t-proba esetén a t-eloszlas tablazatabol nyerhetiink ki,
hiszen a t-probastatisztika f = n—1 szabadségi foku t-eloszlast kovet. Ehhez
szitkség van a-ra, illetve a fent emlitett szabadsagi fokra.

A feléllitott hipotézisek alapjan harom esetet kiilonboztetiink meg:

e ha Hy:m > my, H : m < mg alakiiak a hipotéziseink, akkor azt als6

egyoldalt hipotézisnek hivjuk, és ebben az esetben, ha t < —c,, akkor
a nullhipotézist elvetjiik,

e ha Hy:m < mg, Hi : m > mg alakiiak a hipotéziseink, akkor azt felsé
egyoldalt hipotézisnek hivjuk, és ebben az esetben, ha t > c,, akkor a
nullhipotézist elvetjiik,

e ha Hy : m = mg, Hy : m # mg alaktak a hipotéziseink, akkor azt
kétoldalu hipotézisnek hivjuk, és ebben az esetben, ha |t| > ce, akkor
a nullhipotézist elvetjiik.

A t-eloszlas striiségfiiggvénye:

f+1 —(f+1)/2
tr(a) = 2 ) }) (e2)
2

ahol

e f a szabadsagi fok,

e [ pedig a gamma-fiiggvény.
Néhény kiilonboz6 szabadsagi foku t-eloszlas striiségfiiggvény grafikonja a
2.2 abran lathato.

2.3. Példa

Nézziink egy példat! Egy gyogyszercég azt allitja, hogy az altaluk forgalma-
zott fogyasztoé kapszulaktol egy honap alatt legalabb 10 kg-ot lehet fogyni.



t-eloszlasok
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2.2. abra. t-eloszlasok 3, 6 és 30 szabadsagi fokokkal

A tablettat 12 tulsilyos tesztel§ egy honapig az elGirasoknak megfelelGen

szedte, majd a kovetkezd sulyoktol szabadult meg (egész szamra kerekitve):
~3.3,5,7,7,8,8,11,12,12,12, 16

ahol az értékeket kg-ban értjiik, és a negativ értékek azt jelentik, hogy az
adott illetd hizott. Igaza van-e a gyogyszercégnek a = 0,05-0s szignifikancia
szinten az ismert adatok alapjan, hogy a tablettajuk valoban legalabb 10
kg-os fogyast eredményez?

A feladat alapjan a kovetkezd hipotéziseket tudjuk megfogalmazni:

Hy:m > 10,
H, :m < 10.

A probastatisztika a (2.1) képlet alapjan:

8,17 — 10
t=—"— ""V12~—-126
5,02 ’
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2.3. dbra. Parzen-Rosenblatt-becsléssel a mintéra illesztett stirtiségfiiggvény.
Piros vonal jelzi a mintabol szamolt tényleges atlagot, a kék vonal pedig a
hipotetikus varhato értéket.

az f = 11 és a = 0,05 értékekhez tartozo kritikus érték ¢, = 1,796. Mivel
—1,26 > —1,796, igy nem tudjuk elvetni a nullhipotézist, miszerint a tabletta
legaldbb 10 kg-os fogyast eredményez. Vizualis szemléltetés a 2.3 dbran.

Altalaban nem kézzel, hanem szamitogéppel végezziik ezeket a probékat,
ilyenkor a p-érték lesz segitségiinkre, ami annak a valdszintisége, hogy ha a
nullhipotézis igaz, akkor megkaphatjuk az adott mintat. Ennél a feladatnél
0,1162 adodik, amibél az latszik, hogy jonak tiinik a probastatisztika alapjan
hozott dontés.

Az imént részletezett feladat egy egymintés, egyoldali esetet vizsgalt.
Kétmintéas esetben is mikddik a t-proba, ilyenkor a mintak varhato érteé-
kének az egyenlGségiikrsl allitunk fel hipotéziseket. A kétoldalisig pedig a
hipotézisekben hasznélt relacidkra utal, kétoldali esetekben =, illetve # je-

leket hasznalunk.

2.4. A Welch-préba

Kétmintas esetben tehat két mintasorozatunk van, amiknek a varhato ér-
tékeiknek az egyméshoz vald viszonyat szeretnénk megvizsgalni tgy, hogy
kozben feltessziik, hogy a szoérasaikat nem ismerjiik, de azok egyenléek. Le-
gyen X1, Xo, ..., Xy, ~ N(mq,0?), illetve Y1,Ys,...,Y,, ~ N(msy,o?), ahol

my, mg és o ismeretlen, illetve a két mintasorozat fiiggetlen.
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A kétmintés t-proba probastatisztikaja:

I

L X-Y .\/nl-nQ-(nl—i—ng—Q)
V(g —1)s; 2+ (ng — 1) sk, ni + N
ami my, = my esetén f = ny + ny — 2 szabadséagi foku t-eloszlast kovet.
Abban az esetben, hogyha szintén normélis eloszlasaink vannak, és a
varhato értéket szeretnénk tesztelni, viszont a szorasok egyenl@ségét nem
tudjuk garantalni, Welch-probat alkalmazhatunk.
A Welch-proba probastatisztikéja:

ami tart a

szabadsagi foku t-eloszlédshoz. Jobb kozelitéshez érdemes feltenni, hogy n; >
5 és ny > O.
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3. fejezet

A minta normalitasa

A t-proba hasznalatanak egyetlen feltétele a vizsgalt X valtozo normalitasa.
A val6 életben azonban gyakran nem tudjuk ezt biztositani, ezért felmeriilhet
a kérdés, hogy miképp befolyasolja a proba érvényességét, ha nincs biztositva
a normalitdas. Azt mondjuk, hogy egy statisztikai eljaras robosztus, hogyha
kevéssé érzékeny azokra a feltételekre, amiktsl fliige. Mennyire robosztus a
t-proba?

A fejezet megirasahoz Vargha [8] cikkét vettem alapul.

3.1. Ferdeség és csiicsossag fogalma

A ferdeség az eloszlas egy jellemzGje, ami azt fejezi ki, hogy egy eloszlas

mennyire aszimmetrikus. A kovetkezs képlettel lehet megadni:

E(X —m)?

3 =
o3

Y

ahol o a szorast jeloli, az m pedig a varhatoértéket.
e ha szimmetrikus az eloszlés, akkor as = 0,
e ha a3 < 0, akkor balra "nytlik el" a stirtiségfiiggvény,

e ha a3 > 0, akkor jobbra "nytlik el" a strtiségfiiggvény.

12
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Pozitiv ferdeség

(a) asz = 0.7 ferdeséggel

y
0.1 0.2 03 04

0.0

Negativ ferdeség

(b) ag = —0.7 ferdeséggel

3.1. abra. Kiilonboz8 a3 ferdeségre példa

Cslicsossag < 3
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Cslicsossag > 3

(a) ay = 2 cstcsossaggal (b) ag = 6 csuicsossaggal

3.2. dbra. Kiilénbo6z6 ay cstucsossagra példa

A cstcsossag a ferdeséghez hasonldéan az eloszlas formajanak egyik jel-
lemzdje. Azt fejezi ki, hogy egy eloszlds mennyire vastagszéld, illetve hegyes.

Kovetkez§ a képlete:
E(X —m)*

Qg = 4 5

o
ahol o a szorast jeloli, az m pedig a varhatoértéket.

e a normaélis eloszlasok cstucsossagara oy = 3,

e ha a4 < 3, akkor kevésbé csticsos és vékonyszéli az eloszlas,

e ha a4 > 3, akkor csticsosabb és vastagszéliibb.
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3.2. Mi befolyasolja a t-préba robosztussagat?

Korabbi (1935-1996) tanulményok alapjan tobb dolgot is kimutattak az egy-
mintéas t-probaval kapcsolatban:

e A proba terjedelmére nagyobb hatassal van az eloszlas ferdesége, mint
annak a csicsossaga.

e A proba egyoldali ellenhipotézis esetén érzékenyebb, mint a kétoldali
esetben.

e Kétoldali (Hy : m # myg) és also egyoldali (Hy : m < my) ellenhipotézis
esetén minél nagyobb az as ferdeség, annéal nagyobb az els6faju hiba
valoszintisége.

e Erdekes modon felss egyoldali (H; : m > myg) ellenhipotézis esetén pont
az ellenkezgjét figyelték meg, tehat minél ferdébb az eloszlés, annal job-
ban csokken az elséfaju hiba valoszintsége (ezzel csokken a proba ereje
is, vagyis annak a valdszintisége, hogy helyesen elutasitjuk a nullhipo-
tézist).

Ezek alapjan lathatjuk, hogy ezek a megfigyelések leginkabb a ferdeséget
vették figyelembe, holott tobb korabbi munkaban is latszik, hogy a ferdeség
mellett a csiicsossag is fontos jellemz§ a téma vizsgélatahoz.

Késébb igazoltak, hogy az ay csiicsossag is szerepet jatszik a kis és kozepes
nagysagu mintaji egymintas t-proba robosztussagaban.

A cstcsossagot is figyelembe véve, az figyelheté meg, hogy ahogy né as,
gy tolodik feljebb a lehetséges ay értékek tartoméanya. Ezenfeliil, ahogyan
azt a [8] cikkben 16v6 &bra is mutatja, minél nagyobb a3 és minél kisebb ay,
annal nagyobb az elséfaju hiba valoszintsége (alsé egyoldali ellenhipotézis
esetén).

Az, hogy mi szamit alacsony, magas, stb. cstcsossdgnak a 3.3 abranal,
azt Ramberg [6] munkaja alapjan definialta Vargha a [8] munkajaban.

Ramberg adott asz és ay értékek alapjan adta meg a tobbek kozott altala
altalanositott lambda-eloszlas A1, Ao, A3 és A\, paramétereit. Ezt hasznalta

fel Vargha.
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3.3. dbra. Az egymintas t-proba els6faji hibaja 5 szazalékos szignifikancia-
szint és n = 10 esetén kiilonbo6z6 ferdeségi és cstuicsossagi szinteken [8, 1. abra].
Az abran a telitetlen fekete négyzet jelzi a normalis csiicsossagot, a telitett
fekete négyzet az alacsony csucsossagot, a telitett rozsaszin kor a magas csi-
csossagot, és a telitetlen rozsaszin kor az igen magas csiicsossagot.

3.3. Lambda-eloszlas

A lambda-eloszlés kiilonlegessége, hogy nem igazan hasznéljak modellezésre,
hanem annél inkabb mas eloszlasok kozelitésére. Ennek oka tobbek kozott
az, hogy par kivételtsl eltekintve nincs zart alakja se a strtségfiiggvényé-
nek, se az eloszlasfiiggvényének. Kvantilisfiiggvénnyel (az eloszlasfiiggvény
inverzével) szokas megadni, ami a kévetkezsképp néz ki:
Qp; A) = w,@ <p<l)

Néhany tulajdonsaga:

e )\ — 0 esetén pontosan a logisztikus eloszlast kapjuk,

e )\ = 1 esetén pontosan a [-1, 1] intervallumon egyenletes eloszlast kap-

juk,
e )\ = —1 esetén a Cauchy eloszlast kozeliti,

e )\ = 0,14 esetén a normélis eloszlast kozeliti.
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3.4. dbra. Egyparaméterti lambda-eloszlésok stirtségfiiggvényei kiilonbozd
paraméterek mellett

Ahogy fentebb volt emlitve, tobbek kozdtt Ramberg a lambda-eloszlas

egyik altalanositasat a kovetkezSképp adta meg négy j paraméter bevezeté-

sével:

Q <p7 )\17 )\27)\37)\4) - )\1 +

ahol

e )\, az eltolas paramétere,

e )\, a skila paramétere,

e )3, )\ az alakparaméterek.

A paraméterek altal felvehetd értékek a kovetkezSképpen alakulnak:

A1 A2 A3 A4
1 MeR <0 < -1 >1
2 MeR <0 > 1 < -1
3 MeR >0 >0 >0
4 MeR <0 <0 <0
5 MER <0 X €e(—1,0) > 1
6 MeR <0 > 1 At € (—1,0)

16



(a) Ay = —1,000, (b) Ay = —0,083, (c) Ay = —0,187,

A2 = 0,8397, Ao = 0,2429, Ay = 0,1118,
A3 =0, A3 = 0,1625, A3 = —0,0146,
Ay = 0,8541 Az = 0,1903 A1 = —0,0647

3.5. abra. Ramberg-féle lambda-eloszlasok stirtiségfiiggvényei kiillonb6zé pa-
raméterek mellett

Az 5-0s esetnél az alabbi egyenlGtlenségnek igaznak kell lennie:

T=X)" M =DM A
— )M ST
()\4 )\3) 4

A 6-os egyenletnél pedig a kiovetkezs egyenlStlenségnek kell igaznak lennie:

T=X)"™MOs =1\
— oun < e
()\3 )\4) 3

Megjegyzés: Ramberg 6ta masok is foglalkoztak a lambda-eloszlas altalé-
nositasaval, tobb olyan eredmény is sziiletett, amiknél nem ennyire szigoriiak

a paraméterekre vonatkozd megkotések.
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4. fejezet

Az egymintas t-préba robosztus

valtozatai

4.1. Gayen- és Johnson-préba

1949-ben A. K. Gayen publikalt egy olyan eljarést, ami figyelembe veszi a
minta ferdeségét és csicsossagat is. Ehhez a tesztelni kivant eloszlas stir-
ségfiiggvényének a hatodrendd Edgeworth sorfejtését hasznalja a kévetkezs

modon:

f@) = o) = 510 (@) + o) + =

ahol

e 3 az eloszlas ferdesége,

e «y az eloszlas csticsossaga,

e ¢(x) pedig a standard normélis eloszlas stirtiségfiiggvényének a i. de-
rivaltja.

Ezutan hosszas szamolas utdn megkapja a t-statisztika stirtségfiiggveé-

nyét:
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p(t) = po(t) + 3pas (t) — Qupa, () + a3pa, (t),

ahol po(t) a t-eloszlas strtségfiiggvénye, a tovabbi tagok pedig a ag és ay
miatti moédosulasok.

Ezt a kifejezést hasznélja ahhoz, hogy pontosabban kiszamolja a terje-
delmet. Tehat a proba soran hasznélt tablazat értékeit pontositja, a pro-
bastatisztika képlete valtozatlan marad. Eljaradsanak egyik héatranya lehet,
hogy feltételezi az elméleti momentumok ismeretét. Illetve, képletének felira-
sakor véges szamu tagjat meghagyva a sornak, el6fordulhat, hogy a kapott
valoszintiség nem 0 és 1 kozotti.

Késsbb, 1979-ben Norman J. Johnson publikilta a t-proba egy masik

modositasat, ami figyelembe veszi a minta ferdeségét:

t =1+ as/n (%+M> (4.1)

352

ahol

e 7 a minta atlaga,

e my a hipotetikus varhato értéke,

e s a minta szorasa,

e a3 pedig az ag elméleti ferdeségi egyiitthaté mintabeli becslése.

Johnson az altala adott képlethez tobbek kézott Cornish-Fisher sorfejtést
hasznalt, ami lehet6vé teszi egy tetszdleges X valoszintiségi valtozo felirasat
a momentumaival és egy ¢ ~ N(0,1) valoszintiségi valtozo segitségével. Az
X masodrendti CF(X) Cornish-Fisher-féle kozelitésére a kovetkezs adodik:

CF(X) = mo+ %c + (@ - +o(nh)

ahol
e (~N(0,1),

e my X varhato értéke,
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® 0 a szOras,

o i3 =0c3as(= E(X — p)?).

Ennél a probanal a szokésos t-eloszlas tablazatat hasznaljuk, a probasta-
tisztika kiszamolasi modja pedig a fent leirt médon van valtoztatva. Em-
pirikusan tesztelték, hogy a Johnson-féle t-proba legalabb 13 elem mintak
esetén mikodik jol.

Ha nem szimmetrikus a minta, akkor ez a préoba jobbnak bizonyult két-
oldali és also egyoldali ellenhipotézis esetén, mint a korabban targyalt egy-
mintas t-proba.

Johnson tugy vélte, hogy az & eljarasa egymintéas kétoldali ellenhipotézis
esetén jobb, mint Gayené. Ezt az allitast mas kutatok is elfogadték, ezért
sokaig nem volt a kutatédsok téméja Gayen modszere. Késébb azonban ugy
lattak, mégsem jelentéktelen tényezd a minta csiicsossaga.

Szimulacios kisérleteket végeztek lambda-eloszlasokon Johnson- és Gayen-
probéaval. Azt figyelték meg, hogy a Johnson-préba esetén, ahogy né ay, ugy
né az elséfaji hiba valoszintisége. Gayen-proba esetén viszont, ahogy né ay,

gy csokken az els6faji hiba valoszintisége.

0,08
0,07
Johnson-praba
o
2 0,06
=
o
= A----. z
% 0,05 e
= T
./ Ga}.'cn-pr(’)ba - ..‘ ...
0,04 —=
TA
0.03
3.4 5,0 7.0 10,6

Csticsossagi szint

4.1. dbra. A Johnson- és a Gayen-proba elséfaji hibajanak fliggése az oy
cstcsossagi szintt6l ag = 1 ferdeségi szinten, o = 0,05 és n = 10 esetén [8,
2. abral.
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4.2. Sajat szimulacié

Az R programnyelv segitségével sajat szimulacidkat is végeztem a hagyo-
manyos t-proba és a Johnson-féle t-proba tesztelésére. Lambda eloszlasokat
hasznaltam, 5 féle csiicsosségi szinten, és minden csticsossagi szinten belil 5
féle ferdeségi szintet vizsgaltam. Az elemszamot 5-re, 7-re, 9-re, 13-ra, 17-re
és 21-re néztem meg.

Egy adott n elemszam, csticsossag és ferdeség esetén 1000 alkalommal
generaltam n elemt mintat a megfelel§ cstucsossagi és ferdesagi lambda-
eloszlasbol. A generalt mintédkra 5%-os terjedelemmel hagyomanyos t-probat
és Johnson-féle t-probat alkalmaztam.

A tablazatokban a kotdjellel (-) elvalasztott értékek koziil az elsé jelenti
a t-proba esetén azt, hogy hany szazalékban utasitottuk el a nullhipotézist,
a masodik ugyanezt jelenti, csak a Johnson-féle t-proba esetén.

A nullhipotézis minden esetben: Hy : m = 0, ami mindegyik paramétere-
zésnél igaznak bizonyul. Tehat minél kozelebb van a téablazatban egy érték
a 0,05-hoz, annal jobb a teszt.

A 4.1 tablazatbol latszik, hogy fels egyoldali ellenhipotézis esetén min-
den alkalommal a Johnson-féle t-proba legalabb olyan jol teljesit, mint a
hagyomanyos t-proba, de altalaban joval jobb is.

A 4.2 tablazatbol latszik, hogy als6 egyoldali esetben is jobbnak bizonyul
a Johnson-féle t-proba (kivétel az n=5 és n=7 esetekben néhany ferdeségi és
csticsossagi szint).

Mig felsé egyoldali esetben nagyobbak az értékek a 0,05-nél, tehat til
nagy a terjedelem, addig als6 egyoldali esetben kisebbek, tehat gy tinik,

hogy az elvartnal kisebb a terjedelem.
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oy as n=> n="7 n=9 n—=13 n=17 n=21

5 1,4 0,125 - 0,071 | 0,14 - 0,079 0,117 - 0,063 | 0,097 - 0,052 | 0,093 - 0,054 | 0,109 - 0,071
5 1,3 0,129 - 0,098 | 0,121 - 0,082 | 0,104 - 0,067 | 0,101 - 0,073 | 0,092 - 0,054 | 0,083 - 0,054
5 1,2 0,095 - 0,081 | 0,104 - 0,084 | 0,102 - 0,076 | 0,093 - 0,073 | 0,092 - 0,065 | 0,083 - 0,053
5 1,1 0,112 - 0,087 | 0,082 - 0,067 | 0,091 - 0,079 | 0,102 - 0,076 | 0,068 - 0,056 | 0,09 - 0,069
5 1 0,092 - 0,087 | 0,091 - 0,078 | 0,083 - 0,067 | 0,08 - 0,068 0,073 - 0,055 | 0,069 - 0,064
46 | 1,2 0,109 - 0,087 | 0,115 - 0,078 | 0,105 - 0,074 | 0,097 - 0,07 0,094 - 0,066 | 0,081 - 0,05
46 | 1,1 0,113 - 0,094 | 0,106 - 0,077 | 0,089 - 0,072 | 0,095 - 0,072 | 0,088 - 0,07 0,101 - 0,076
46 | 1 0,1 - 0,079 0,111 - 0,087 | 0,077 - 0,06 0,083 - 0,067 | 0,073 - 0,062 | 0,084 - 0,071
46 | 0,9 0,08 - 0,076 0,088 - 0,068 | 0,091 - 0,08 0,085 - 0,066 | 0,09 - 0,078 0,067 - 0,055
46 | 0,8 0,089 - 0,072 | 0,078 - 0,072 | 0,06 - 0,053 0,082 - 0,077 | 0,066 - 0,057 | 0,06 - 0,053
4,2 | 1,2 0,119 - 0,07 0,113 - 0,064 | 0,114 - 0,07 0,075 - 0,047 | 0,087 - 0,044 | 0,079 - 0,044
4,2 | 1,1 0,123 - 0,096 | 0,12 - 0,084 0,091 - 0,064 | 0,099 - 0,063 | 0,087 - 0,058 | 0,092 - 0,056
42 | 1 0,107 - 0,085 | 0,103 - 0,076 | 0,09 - 0,07 0,075 - 0,055 | 0,078 - 0,058 | 0,077 - 0,06
42 10,9 0,087 - 0,07 0,09 - 0,079 0,105 - 0,08 0,075 - 0,059 | 0,08 - 0,066 0,072 - 0,054
42 | 0,8 0,094 - 0,077 | 0,09 - 0,071 0,079 - 0,065 | 0,071 - 0,058 | 0,063 - 0,051 | 0,068 - 0,054
3,8 | 1,1 0,113 - 0,08 0,112 - 0,057 | 0,108 - 0,066 | 0,112 - 0,076 | 0,084 - 0,048 | 0,095 - 0,061
38 |1 0,109 - 0,074 | 0,09 - 0,07 0,088 - 0,062 | 0,085 - 0,053 | 0,092 - 0,057 | 0,065 - 0,039
3,8 | 0,9 0,085 - 0,067 | 0,085 - 0,071 | 0,092 - 0,067 | 0,058 - 0,045 | 0,07 - 0,048 0,088 - 0,061
3,8 | 0,8 0,097 - 0,073 | 0,091 - 0,069 | 0,076 - 0,06 0,085 - 0,071 | 0,084 - 0,067 | 0,073 - 0,058
3,8 | 0,7 0,087 - 0,07 0,087 - 0,073 | 0,068 - 0,05 0,062 - 0,054 | 0,059 - 0,053 | 0,076 - 0,068
3,2 | 0,9 0,104 - 0,063 | 0,094 - 0,06 0,106 - 0,058 | 0,084 - 0,048 | 0,078 - 0,047 | 0,082 - 0,042
3,2 | 0,8 0,111 - 0,082 | 0,086 - 0,056 | 0,072 - 0,054 | 0,076 - 0,048 | 0,069 - 0,054 | 0,074 - 0,049
3,2 | 0,7 0,075 - 0,061 | 0,102 - 0,081 | 0,078 - 0,054 | 0,073 - 0,047 | 0,084 - 0,067 | 0,074 - 0,057
3,2 | 0,6 0,072 - 0,072 | 0,081 - 0,065 | 0,071 - 0,058 | 0,065 - 0,049 | 0,062 - 0,05 0,069 - 0,057
3,2 | 0,5 0,079 - 0,066 | 0,066 - 0,057 | 0,069 - 0,061 | 0,066 - 0,059 | 0,074 - 0,059 | 0,087 - 0,07

4.1. tablazat. Felss egyoldali ellenhipotézis esetén 5%-os szignifikanciaszinten
a hagyomanyos t-proba és a Johnson-féle t-proba elutasitasénak az aranya

Hy mellett
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oy as n=> n="7 n=9 n—=13 n=17 n=21

5 1,4 0,02 - 0,02 0,017 - 0,022 | 0,014 - 0,027 | 0,019 - 0,032 | 0,02 - 0,038 0,03 - 0,041
5 1,3 0,018 - 0,021 | 0,01 - 0,019 0,015 - 0,019 | 0,022 - 0,034 | 0,026 - 0,044 | 0,026 - 0,039
5 1,2 0,016 - 0,017 | 0,029 - 0,04 0,026 - 0,038 | 0,028 - 0,039 | 0,022 - 0,028 | 0,029 - 0,043
5 1,1 0,02 - 0,026 0,027 - 0,038 | 0,023 - 0,031 | 0,028 - 0,04 0,027 - 0,04 0,032 - 0,043
5 1 0,015 - 0,02 0,018 - 0,02 0,029 - 0,037 | 0,024 - 0,031 | 0,029 - 0,042 | 0,034 - 0,048
46 | 1,2 0,019 - 0,02 0,02 - 0,024 0,022 - 0,03 0,015 - 0,025 | 0,025 - 0,044 | 0,027 - 0,039
46 | 1,1 0,024 - 0,02 0,021 - 0,025 | 0,022 - 0,026 | 0,021 - 0,034 | 0,029 - 0,037 | 0,034 - 0,046
46 | 1 0,025 - 0,028 | 0,022 - 0,038 | 0,02 - 0,03 0,024 - 0,039 | 0,022 - 0,032 | 0,023 - 0,037
46 | 0,9 0,031 - 0,03 0,025 - 0,03 0,024 - 0,033 | 0,034 - 0,042 | 0,028 - 0,039 | 0,025 - 0,04
46 | 0,8 0,028 - 0,025 | 0,026 - 0,026 | 0,023 - 0,035 | 0,034 - 0,039 | 0,039 - 0,052 | 0,028 - 0,034
4,2 | 1,2 0,014 - 0,014 | 0,013 - 0,015 | 0,018 - 0,031 | 0,023 - 0,035 | 0,024 - 0,038 | 0,023 - 0,043
4,2 | 1,1 0,024 - 0,022 | 0,015 - 0,023 | 0,017 - 0,027 | 0,036 - 0,044 | 0,022 - 0,026 | 0,038 - 0,057
42 | 1 0,02 - 0,026 0,02 - 0,02 0,023 - 0,03 0,029 - 0,038 | 0,032 - 0,044 | 0,037 - 0,045
42 10,9 0,025 - 0,028 | 0,019 - 0,031 | 0,025 - 0,033 | 0,025 - 0,039 | 0,042 - 0,053 | 0,041 - 0,053
42 | 0,8 0,03 - 0,031 0,02 - 0,032 0,029 - 0,043 | 0,023 - 0,04 0,032 - 0,053 | 0,039 - 0,044
3,8 | 1,1 0,016 - 0,02 0,014 - 0,018 | 0,024 - 0,029 | 0,032 - 0,042 | 0,03 - 0,042 0,031 - 0,04
38 |1 0,022 - 0,016 | 0,02 - 0,028 0,03 - 0,033 0,023 - 0,028 | 0,037 - 0,047 | 0,023 - 0,031
3,8 | 0,9 0,03 - 0,031 0,026 - 0,027 | 0,023 - 0,031 | 0,029 - 0,034 | 0,031 - 0,042 | 0,031 - 0,04
3,8 | 0,8 0,027 - 0,03 0,021 - 0,033 | 0,029 - 0,033 | 0,027 - 0,04 0,029 - 0,04 0,037 - 0,045
3,8 | 0,7 0,029 - 0,027 | 0,018 - 0,024 | 0,029 - 0,032 | 0,038 - 0,05 0,041 - 0,056 | 0,031 - 0,041
3,2 | 0,9 0,036 - 0,034 | 0,027 - 0,025 | 0,032 - 0,03 0,028 - 0,035 | 0,029 - 0,035 | 0,025 - 0,037
3,2 | 0,8 0,024 - 0,02 0,04 - 0,04 0,026 - 0,027 | 0,023 - 0,035 | 0,029 - 0,036 | 0,039 - 0,046
3,2 | 0,7 0,021 - 0,026 | 0,031 - 0,031 | 0,029 - 0,037 | 0,031 - 0,033 | 0,035 - 0,039 | 0,041 - 0,051
3,2 | 0,6 0,03 - 0,036 0,023 - 0,031 | 0,029 - 0,035 | 0,037 - 0,044 | 0,044 - 0,06 0,037 - 0,041
3,2 | 0,5 0,031 - 0,033 | 0,031 - 0,039 | 0,028 - 0,04 0,044 - 0,05 0,034 - 0,042 | 0,033 - 0,039

4.2. tablazat. Also egyoldali ellenhipotézis esetén 5%-os szignifikanciaszinten
a hagyomanyos t-proba és a Johnson-féle t-proba elutasitasénak az aranya

Hy mellett
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4.3. Szimulaciok és regresszio

Kivancsiak lehetiink a Johnson- és Gayen-féle probak elséfaju hibajanak és
erejének az eldrejelzésére, elére rogzitett sziginfikanciaszinten a mintaelem-
szam és az eloszlasnak becsiilt ferdeségi és csticsossagi szintje alapjan.

Ehhez el6szor szimulacios elemzéseket végzett Vargha a fent térgyalt
lambda-eloszlasokon, illetve kevert normélis eloszlasokon.

A lambda-eloszlasnak az a tulajdonsiga, hogy a konnyen szamolhato
kvantilisfiiggvényével van megadva, hasznos amikor lambda-eloszlasi véletlen
valtozokat szeretnénk generalni. Ugyanis, ha () tetszéleges kvantilisfiiggvény,
F a hozza tartozo eloszlasfiiggvény, Y pedig [0, 1]-en egyenletes eloszlast va-
loszintiségi valtozo, akkor az X = Q(Y) valoszintiségi valtozo kvantilisfiige-

vénye pont (). Hiszen

tehat X eloszlasfiiggvénye éppen F', azaz kvantilisfiiggvénye éppen (). Ezzel
a modszerrel konnyedén tudunk az egyenletes eloszlas és a kvantilisfiiggvény
segitségével adott eloszlasi mintat generalni.

A kevert normalis eloszlésok szimuléaciés alkalmazésa azért lehet jo Gtlet,
mert gyakori eset, hogy egy populacio tobb kiilonb6zé jelentds alpopulacio-
ra bonthaté. Ilyen alpopulaciok lehetnek példaul: nemek szerint, jovedelem
szerint, lakhely szerint, végzettség szerint, stb. bonthatéak. Még hogyha az
alpopulaciok normalis eloszlast is kovetnek, az eredeti populacié altaldban
még ebben az esetben sem lesz normaélis. Az ilyen t6bb normalis eloszlasbol
Osszetevodd eloszlast kevert normaélis eloszlasnak neveziink. Ha egy ilyen ke-
vert Z eloszlast egy N(0, 1) eloszlast X és egy N(u, o) eloszlasiu Y valtozobol
hozzuk létre tigy, hogy az X eloszlasanak aranya p, Y-é pedig ¢ = 1—p, akkor

a Z eloszlas paraméterei a kovetkezGképpen hatarozhatok meg:
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Z varhato értéke:
E(Z)=(1—-pp=qu,

Z szorasnégyzete:

D*(Z) = p+ qo” + pqi®,

7 ferdeségi egyiitthatoja:

~pq[Bu(o® —1) — (1 = 2p)p?]
053(2) - DQ(Z)?’/Q )

Z csucsossagi egylitthatoja:

_ 3p+3q0” + 6p*quo® + 6pg*p® + pa(1 — 3pg)p*

) D2z

Vargha kiilonb6z6, meghatarozott p, u, o értékekkel szimulélt kevert nor-
malis eloszlasokat, amiket be akart sorolni kategoéridkba a csticsossagi szint-
jiktdl fiiggden. Ehhez alapul vette a Ramberg tablajabol szamolt alacsony

csucsossagi szinteket, és polinomiélis regresszioval becslfliggvényt készitett:
ag(min) = 1,8 4 0,74 |as| + 0,52 (a)® + 0,41 |a]* .

Ami tehat adott as-hoz megadja a legkisebb ay értéket. Ennek segitsé-

gével méar kifejezhets a relativ csticsossag:
ay(dev) = ay — ay(min).

A relativ cstuicsossag alapjan méar be lehet sorolni az eloszlasokat csiicsossagi
kategoriakba. Igy a lambda-eloszlasokhoz hasonléan, szimulaciok segitségé-
vel kiszamitotta az els6faja hiba valdszintiségét és a probak erejét.

Vargha a két eloszlastipusra kiilon végzett linearis regresszids elemzése-
ket. A magyarazott valtozok a hagyoményos egymintéas kétoldali t-proba,

a Gayen- illetve a Johnson-féle t-proba ereje és els6faji hidbédja kiilonbo-
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z$ szignifikanciaszinten. A magyarazé véaltozok minden esetben: n, ag, ay,
ay(dev). A modell illeszkedését az R korrelacios egyttthato és a standard
hiba vonatkozasaban vizsgalta.

A 4.3, 4.4 tablazatok Vargha tablazatainak egy részhalmaza, korlatozva
az els6faju hiba becslésére 5%-os szignifikanciaszinten. A magyarazott val-
toz6 oszlopaban az els6 karakter a proba fajtajat jelenti, a méasodik pedig a
szignifikanciaszintet.

Ha példaul az egymintas t-proba elséfaju hibajara vagyunk kivancsiak 5
szézalékos szignifikanciaszinten (t5), n = 21 esetén egy olyan eloszlas eseté-
ben, amelyre a3 = 1,4, ay = 5, akkor a kovetkezs szamitasi lépéseket kell
elvégezni:

ay(dev) = ay — ay( min) =
6,6 — (1,840,74-1,4+0,52-1,4%2 4+ 0,41 -1,43) = 1,6198;

& =0,053421-(—0,0002)+1,4-0,0024+5-0,0029+1,6198-(—0,0045) =
0,0594

Magyarazott valtozo || A n as ay ay(dev) | R

t5 0,053 | —0,00020 | 0,0024 | 0,0029 | —0,0045 | 0,91
Jb5 0,046 | —0,00010 | 0,0030 | —0,0002 | 0,0036 | 0,88
G5 0,040 | 0,00008 | 0,0016 | 0,0023 | —0,0036 | 0,88

4.3. tablazat. Lambda eloszlasok esetén

Magyarazott valtozo || A n a3 g ay(dev) | R

tH 0,050 | —0,00033 | —0,0008 | 0,0063 | —0,0094 | 0,82
75 0,028 | —0,00036 | 0,0072 | 0,0102 | -0,0030 | 0,69
G5 0,034 | —0,00003 | 0,0033 | 0,0063 | —0,0084 | 0,70

4.4. tablazat. Kevert normaélis eloszlasok esetén

4.4. A trimmelt t-préba

A kovetkez§ alfejetben leirtak az [1] tankonyv megfelels fejezetén alapulnak.

A t-préba egy maésik fajtaja a trimmelt t-proba. Ennek a hasznalatahoz els-
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szor bevezetek két fogalmat. A trimmelt atlag a varhato értéknek egy olyan
becslése, ami egy adott ~, altalaban 0,1 és 0,2 k6zotti trimmelési arany mel-
lett figyelmen kiviil hagyja a minta két szélét. Az igy kiszamolt trimmelt
atlag sokszor jobban irja le egy minta jellemz§jét, mint a hagyoményos at-
lag. A winsorizalt szoras gondolata hasonlé a trimmelt atlagéhoz. Ugyanugy
adott egy v trimmelési arany, amivel kijeloli a minta legnagyobb és legki-
sebb értékeit. Ezutan a megmaradt mintanak vessziik a minimumat és a
maximumat, majd ezekkel helyettesitjiik a trimmeléskor kijelolt értékeket.

A trimmelt egymintas t-probaval a
Hy:m =mg

alakt nullhipotéziseket tesztelhetjiik. Ennek a prébanak a végrehajtasdhoz
a kovetkezs probastatisztikat kell kiszamitani:

7 (1=2) @ = m)

Sw/V1

ahol

e 7; az n-elemii minta trimmelt atlaga,

e s, a mintabeli winsorizalt szoras,

e 7 pedig az eldre rogzitett trimmelési arany.
Amennyiben Hj igaz, ugy T; probastatisztika f = n—2g — 1 szabadségi foku
t-eloszlast kovet, ahol 2¢g a trimmelés miatt figyelmen kiviil hagyott adatok
szama, ami egyenls v-n egész részének a kétszeresével. A proba elvégzésének

a lépései a hagyoményos t-probahoz képest csak a fentiekben tér el.

4.5. Példa

Vegyiik a kovetkezd mintat és egy megfogalmazhaté nullhipotézist és ellen-
hipotézist:
-7,5,5,6,7,8,8,9,11,13,13,30
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Hy:m=5
Hy:m#5

A trimmelési arany pedig legyen v = 0,15.
20=2-[y-n|=2-[015-12] =2-[18] =2-1=2

Tehat a mintabol 6sszesen 2 adatot hagyunk el, a legkisebbet (-7) és a leg-
nagyobbat (30). A trimmelt mintaatlag a maradék 10 adat atlaga, vagyis

N 5+5+6+7+8+8+9+11+13+13 &5
Xy = = —_— =
’ 10 10

8,5.
Sy Winsorizalt szorédshoz az j minta:
5,5,5,6,7,8,8,9,11,13,13,13,

ennek a mintanak a szorasa:
Sw = 3,2
Behelyettesitve a T-statisztika képletébe:

5 07-(85-5)
! 3.2/v12

A T,-statisztika szabadsagfoka:

= 2,649

f=n—-2g—-1=9

A t-eloszlas tablazatabol a megfelels szabadsagi foku és szignifikanciaszinthez

tartozo kétoldali kritikus érték:

2,262

O
w|R
Il



mivel |2,649| > 2,262, ezért a nullhipotézist elvetjiik.
Hogyha ugyanerre a mintara és hipotézisekre a hagyoményos t-probéat

alkalmazzuk, akkor
t=1064¢ésce =220

adodik. Itt [1,64] < 2,20, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

Az eltérs eredményre az eredeti minta nagy szorasa (8,42) a magyarazat,
ami a nevezGben csokkenti a probastatisztika értékét, igy ez a szignifikancia
ellenében hat. A trimmelt esetben a szérast jelentGsen sikeriilt csdkkenteni.

Az [5] cikkben a trimmelés és a Johnson-féle t-proba egytittes alkalma-
zéséaval jobb els6faji hiba értékeket értek el, mint a hagyomanyos t-proba

esetén.
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5. fejezet

Tobbvaltozos t-préba

A tobbvaltozos t-proba a hagyoményos t-proba tobbvaltozos valtozata, ami
hasznos lehet a gyakorlatban bonyolultabb probléméak megoldasaban. Ebben
az esetben is a varhato értéket teszteljiik, ismeretlen szorasmatrix esetén,
tehat:

Legyenek X7,..., X, € Ny4(m,X) fiiggetlen valoszintségi valtozok és te-

kintsiik a kovetkezd hipotéziseket:

Hy:m = my,

Hy :m # my.

A t6bbvéaltozos t-proba probastatisztikija levezethets a valoszintiséghédnyados

probaval a késébb leirt modon.

5.1. Valészintiséghanyados préba

A valoszintiséghanyados proba egy statisztikai proba, ami az egyes hipotézi-
sek altal felirhato likelihood-fiiggvények hanyadosanak az értéket hasonlitja
Ossze egy meghatarozott k értékkel, ami alapjan donteni lehet a nullhipoté-

7isrdl.
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Ho : 0 = 0y, Hy : 0 # 6, alaka hipotézisek esetén:

f(xla s 7xn790)
SUPgeco f(mla oo Ty 8)

A:

—2In\ hatareloszlasa x2, ahol d az eloszlas szabadsagi foka, ami egyenls
a teljes paramétertér dimenzidjanak és a nullhipotézis paraméterterének a
dimenzidjanak a kiilonbségével. Amikor Hy : 0 = 6y, H; : 6§ = 6; alakq,
tehét egyszerd hipotéziseket fogalmazunk meg, akkor nincs paraméter, amit

becsiilniink kéne, ezért A a kovetkezSképpen egyszertisodik:

f(xlv"'7$n760)

A:
f(l'l, Ce ,ZL‘n,Ql)

e ha \ < k, akkor elutasitjuk a nullhipotézist,
e ha )\ > k, akkor elfogadjuk a nullhipotézist,
e ha A = £k, akkor egy q valoszintiséggel utasitjuk el a nullhipotézist.
A Neyman-Pearson lemma kimondja, hogy ez a préba a legerésebb a nala

nem nagyobb terjedelmtiek kozott.

5.2. A t-probastatisztika levezetése valoszintiség-
hanyados prébaval

Miel6tt a tobbvaltozos t-probat levezetnénk a valoszintiséghdnyados probéaval,
nézzik meg elészor a [7] cikk alapjan az egyvaltozos esetet:
Legyen X1, Xy, ..., X,, ~ N(m,c?), ahol m és o ismeretlen. A kivetkezd

hipotéziseket fogalmazzuk meg:
HO .M =My

Hy :m # myg
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Ekkor a paraméterek maximum-likelihood becslését hasznalva:

U (s — 1) 172 S (@ — )
f<$1a'--7xn7mag)_g\/%a.exp[ ]_ |:27r5'2:| exp[ 262

[ 1 rexp [_ S ()’ ]
2m (1) 0, (wi — 2)° 2(3) XL, (z — 7)°

Nézziik meg a becsiilt paraméterekkel a likelihood-fliggvényt:

TLe*l n/2
Tl,.oo Ty, M, 0) = —
e ) [27? > (@i — x)Ql

A nullhipotézis paraméterterében hasonloan:

n@*1 n/2
T1,..., Ty, My, 0) = —
f( 1 0 ) [27TZZ-1 (xi_m())Q]

Vegyiik a valoszintiséghéanyadost:

n/2 n/2
)= f(wy, . wn,me, 0) ne~ ! / ne !
f(xla o5 Ty ma 5-) 27 Zf?:l (l‘l — m0)2 2m Z?:l (QZ’Z — Zf')Q

n _\9 n/2
A= [ > i (@i — @) 2]
> iy (T —mo)

Alakitsuk at a nevezét:

n n n n

Y (@wi—z+r-mo)® =Y (2 —2)°+2(T—mo) Y _ (i —2)+ Y _ (T —mg)*.

i=1 i=1 1=1 =1
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Mivel Y% | (z; — ) = 0, ezért a kovetkez6 modon egyszertisodik a képlet:

n n

Z([Ez —m0)2 = Z(xl —:E)2 +n(:f:—mo)2

i=1 i=1
Ezt felhasznalva A képletébe:

n/2

N2
i —T)
+n(Z —mg)®

A [ Sy (= 8 ]”/2 _ [ S (o
>

S (@ — mp)? P (2 —7)°

A szamlalot és a nevezGt is osztva S, (; — 7)*-nel adodik, hogy:

n/2
1
A= _ 2 < k:
1+ nn(;t—mo)_ ;
izl(xi_x)

ahol k£ az a valasztott szam, aminél ha kisebb A, akkor elutasitjuk a

nullhipotézist.

Mindkét oldalt a %—edikre emelve, reciprokot véve, kivonva 1-et, szorozva

(n — 1)-gyel, a bal oldalon a szamlalot és a nevezét is n-nel osztva, illetve

gyokot vonva mindkét oldalbél adodik, hogy:

’i‘ — mo‘
su/v/n
ahol k* = /(n — 1) (k=2/" — 1).

> k",

Mivel a bal oldalon pont egy t-eloszlasu valészintiségi valtozd abszolut-

értékét kapjuk, ezért k*-ot te ,_i-nek valasztva éppen a-terjedelmid probat

kapunk.
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5.3. Tobbvaltozos t-proba levezetése val6szinti-
séghanyados probaval

Az egyvaltozos esethez hasonléan a tobbvaltozos t-probat is levezethetjiik a
valoszintiséghanyados proba segitségével. Az alfejezet a [9] tankonyv megfe-
lels fejezete alapjan késziilt.

Nézziik el6szor a tobbvaltozos normalis eloszlas stirtiségfiiggvényét:

Ha X € Ny(m,Y), tehat X d-dimenziés normalis eloszlast m varhato

érték vektorral és X > 0 kovarianciamatrixszal, akkor strtségfiiggvénye:
1
Fe(o) = 2n) 2| deu(®) exp {50 = m)"= N a = m) .

Legyenek X7,..., X, € Ny4(m,X) fiiggetlen valoszintségi valtozok és te-

kintsiik a kovetkezs hipotéziseket:

Holm:m(),

lem#mo.

Tehat erre szeretnénk hasznalni a valoszintiséghanyados probat. Nézziik

el6szor a likelihood-fliggvényt:

fzy, ..., xp,m X)) =

= (27r)_%(det »)"% exp {—%tr [Z_l (Z (zi —m) (v; — m)T)] } :

i=1
A nullhipotézis paraméterterében a likelihood-fiiggvény maximuma éppen:
n

(27m) % det (% S (= mo) (i — mo)T> B exp {—%d} |

=1
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A teljes paramétertérben pedig a likelihood-fiiggvény maximumara
na S\ 2 nd
2m)" 2 [ det — —-——
(2m) ( e n) exp { 5 }

S = Z(x —z)(x; — )T

adodik, ahol

a szorasmatrix n-szeresének empirikus becslése. Ezért a likelihood-hanyados-

proba a

n

( det 5 ) = [14n@=m) 57 @ —mo)|

det Z?:l (CL’Z — mo) (l‘l — mo)T

kifejezés értékén alapul. Mivel ez n (T — mg) S™! (Z — mg) monoton fiiggvé-
nye, ezért a likelihood-hanyados-proba alapjan a Hy : m = myg hipotézist
elvetjiik, ha T? = n (T — my) S~H(Z — m) > k, egy elére meghatarozott k-ra.
Ezt a k-t az alapjan szamolhatjuk ki, hogy %Tz eloszlasa Hy mellett éppen

d, n — d paraméterd F-eloszlas, azaz F(qy,_q).
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6. fejezet
Osszegzés

Dolgozatomban el&szor ismertettem a t-probat, illetve a Welch-probat. Majd
a ferdeség és a cstucsossig fogalmat is mint a t-proba robosztussagat potenci-
alisan befolyasolo minta jellemz6it. Osszefoglaltam a proba robosztussagaval
kapcsolatos eredményeket, és az ehhez sziikséges szamitogépes szimulaciok
okdn irtam a lambda-eloszlasokrol is. Sajat szimuldcidémban a t-proba és
a Johnson-féle t-proba teljesitményét vetettem Ossze az els6faji hiba szem-
pontjabol, amiben a Johnson-féle t-proba teljesitett jobban, dsszhangban a
korabbi kutatasokkal. Kés6bb ismertettem egy regresszids eredményt, ami a
hagyomanyos t-proba, Johson-féle t-proba, illetve a Gayen-féle t-proba elss-
fajui hibajat és erejét hivatott el6re jelezni kiilonboz6 szigifikanciaszinteken.

Utana a trimmelt t-probaroél is irtam, illetve a tobbvaltozos t-probarol is.
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