EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM

TERMESZETTUDOMANYI KAR

Mi a baj a p-értékekkel?

Szakdolgozat

Takacs Noémi
Matematika Bsc
Matematikai elemzé specializacio

Témavezets:
Dr. Zempléni Andras
egyetemi docens
Valoszintiségelméleti és Statisztika Tanszék

Budapest, 2023



NYILATKOZAT

Név: Takdcs Noémi
ELTE Természettudominyi Kar, szak: Matematika BSc

NEPTUN azonosité: HRZBHP

Szakdolgozat cime:
Mi a baj a p-értékekkel?

A szakdolgozat szerzdjeként fegyelmi felelésségem tudatiban kijelentem, hogy a
dolgozatom ©nillé szellemi alkotdsom, abban a hivatkozdsok és idézések standard

szabdlyait k&vetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a megfelelo idézés

nélkil nem hasznaltam fel.

Budapest, 2023. 06. 01. Clalt Adeel :

a hallgato alairdsa



Koszonetnyilvanitas

Haléaval tartozom témavezetémnek, Dr. Zempléni Andrés professzor turnak, aki a téma
ajanlasa mellett id6t és energiat nem sajnélva segitette hasznos tanacsaival és észrevéte-
leivel szakdolgozatom létrejottét.

Szeretnék koszonetet mondani Barczi Péter tanar drnak, aki igazan megszerettette
velem a matematikat, hogy a gimnéaziumi évek alatt hozzajarult szakmai fejlédésemhez.

Végiil, de nem utolsésorban kdszondm csaladomnak és paromnak a téliik kapott sze-
retetet, tAmogatast és biztatast, melyre mindig szamithatok.

Takdcs Noémsi



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés| 5
[2. Statisztikai alapok] 6
[2.1. Hipotézisvizsgalat| . . . . . . . . . .. . ... oo o 6
[2.2. Linearis regresszid|. . . . . . . . . .. 7
2.2.1. A modell telépitése| . . . . . . . .o oo oo 7

[2.2.2.  Hipotézisvizsgalat linearis regresszioban|. . . . . . . . . .. . . . .. 9

223, Eldteltételekl . . . . . . . . .. 9

[2.2.4. Az eldteltétel-teljesulés ellendrzése| . . . . . . . .. 00000 10

[2.2.5. Megoldasok az eloteltételek megseértése ellen) . . . . . . . . . . . .. 11
2.2.5.1. Box-Cox transzformacidl . . . . . . .. .. ... ... ... 11

[2.2.5.2. Sulyozott regresszio| . . . . . .. ... 12

[2.2.5.3.  Véletlen tengelymetszet modelll . . . . . . . ... ... .. 13

2.2.5.4. Valtozok centralasal. . . . . . . .. ... ... 14

2.2.5.5. Torzitds-variancia trade-offl . . . . . . .. ... .. .. .. 15

[3. A p-érték problémajal 17
B.1. A hibak forrasail . . . . . . .. ..o 17
[3.2. Javaslatok a vitas helyzetek elkerulésérel . . . . . . . . . ... ... 18
[3.2.1. A p-értékek megfelel6 hasznalata] . . . . . ... ... .. ... 18

[3.2.2. Tl a hagyomanyokon| . . . . . . . ... ... ... ... ... 20

[4. Az eloteltételek megseértése] 22
I Normalitdd. . . . . . . . . . 22
4.2, Homoszkedaszticitasl . . . . . . . . . .. o 26
[4.3. Fuggetlenség|. . . . . . . ... 30
4.4, Multikollinearitasl . . . . . . . . ..o 31

5. A varhaté élettartam modellezésel 34
6. Osszefoglalas| 42




1. Bevezetés

Szakdolgozatomban a statisztikai tesztelésekbdl szérmazo dontések alapjaul szolgalo
p-értékeket mutatom be, koncentralva a tudomanyos kozosségekben koriilottiik zajlo vi-
takra. A kiilonboz6 allaspontok felkutatasa mellett az R program hasznalataval végzett
szimulaciokon és elemzéseken keresztiil vizsgalom bizonyos tényezk gyakorlati hatasat a
szoban forgd p-értékekre.

Dolgozatom elején definidlom az alapvets statisztikai fogalmakat a hipotézisvizsgé-
lat és a lineéris regresszi6 témakorébdl, melyek sziikségesek a probléma megértéséhez.
Tovabbé koriiljarom a linearis regresszio feltételeit, melyek ahhoz sziikségesek, hogy az
alkalmazott modszerek az elvart tulajdonsigokkal rendelkezzenek, ismertetem a kritéri-
umok feltérképezésének egy-egy lehetséges technikajat, ill. bemutatok néhéany eljarast,
melyet akkor lehet alkalmazni, ha az egyes feltételek nem teljesiilnek.

A 3. fejezetben foglalkozom a p-értékek hasznalatabol adodo problémékkal. A statisz-
tikai probak hasznalata széles korben elterjedt, szamos tudoméanyos és tarsadalmi meg-
figyelésbdl levont kovetkeztetés alatamasztasa épit a p-értékekre. Azonban nem minden
eset fekete vagy fehér, még ha gyakran valaszként egy igent vagy nemet varunk. Sajnos
sokan nem megfelelGen alkalmazzak, nem tartanak be bizonyos feltételeket vagy rosszul
értelmezik a p-értékeket, igy nem valés konkliziokra jutnak, melyeknek olykor komoly
kovetkezménye is lehet. A téma feldolgozasdhoz a Nature tudomanyos folydirat 2019.
marcius 21-én megjelent szaménak ,Scientists rise up against statistical significance” c.
cikkét vettem kiindulasul.

Dolgozatom 4. fejezetében lineéris regresszios modelleknél tanulmanyozom azt a kér-
dést, hogy hipotézisvizsgalattal be tudjuk-e statisztikailag bizonyitani, hogy az adott té-
nyezGknek van-e hatasa az eredményvéltozora. Szemiigyre veszem, hogy az egyes feltételek
nem teljesiilése ellenére mégis alkalmazasra keriil6 modszereknél ezek a feltételek mekkora
hatést gyakorolnak a vélaszt igazolo p-értékek nagysagara. A vizsgalatokhoz a 2. fejezetben
ismertetett "feltérképezs" és "megoldd" eljardasokat alkalmazom fiktiv és generélt adatok-
ra. Generalt adatok esetében ismert az elméleti eredmény, igy konnyen 6sszehasonlithato,
hogy mennyiben tér el téle a gyakorlatban kapott.

A szimulaciok soran a p-értékeket a standard, megszokott moédon kezelem, ezzel ravi-
lagitva, hogy a hipotézisvizsgalati eljarasok nem megfelelé hasznélata olykor téves ered-
ményekhez vezethet. A kiilonb6z6 esetek jol tiikrozik, hogy a statisztikai szignifikancia és
a hozza hasonlo fogalmak megalapozatlan hasznalata hibas tutra vezethet.

Végiil pedig az 5. fejezetben a kiilonb6z6 orszagokban varhatéd élettartamot modelle-
zem, valos megfigyeléseket hasznélva. Leellenérzom a feltételek teljestilését, és megvizsga-
lom, hogy olyan tényezdk, mint a megfigyelések szama vagy a modellbe bekeriilt valtozok
hogyan befolyasoljak az eredményeket, milyen hatassal vannak a p-értékekre.

A dolgozathoz irt kodjaim a kovetkezd linken érhetdk el:
https://github.com/TNoemi5/Mi-a-baj-a-p-ertekekkel-.git


https://github.com/TNoemi5/Mi-a-baj-a-p-ertekekkel-.git

2. Statisztikai alapok

2.1. Hipotézisvizsgalat

Az alfejezetet az egyetemi jegyzeteim alapjan dolgoztam Kki.

Hipotézisvizsgélat soran kdvetkeztetéseket probalunk meg levonni véletlen mintakbol
egy sokasag egészére vonatkozoan. Altalaban nem tudjuk megfigyelni az egész populaci-
ot, ezért van sziikség mintavételezésre, amelyeken alkalmazhatunk statisztikai teszteket
allitasok alatdmasztésara vagy éppen elutasitasara.

1. Definici6é. Hipotézis: Eqy dllitdas, melyet a vizsgdlat folyamdn szeretnénk bebizonyitani
vagy megcdfolni.

A feladat specifikilasahoz a © paraméterteret két diszjunkt részre bontjuk: g és -
re. Ekkor a statisztikai hipotézisvizsgalat alapfeladata a kdvetkezs:

H()IﬁE@Q
H1219€@1,

ahol Hy a nullhipotézis, H; pedig az ellenhipotézis. A nullhipotézis szokasosan valamilyen
elvart dolgot, sok éves tapasztalatnak megfelel6t allit. Az ellenhipotézis vagy alternativ
hipotézis ellentmond a nullhipotézisnek, jellemzGen ez a benniinket érdekls kérdés.

2. Definicioé. Statisztikai proba: olyan vizsgdlati mddszer, mellyel a minta alapjdn don-
tink, hogy elvetjiik-e a nullhipotézist vagy sem.

3. Definici6. Paraméteres préba: Olyan proba, melyet paraméterek értékének tesztelésére
alkalmazunk, ahol a paramétertér a valos szdmok részhalmaza.

4. Definicid. FElfogaddsi tartomdny (X.): azon megfigyelések halmaza, amelyre nem uta-
sitjuk el a nullhipotézist.
Kritikus tartomdny (X, ): azon megfigyelések halmaza, amelyre elutasitjuk a nullhipotézist.

Megjegyzés: X, és X}, diszjunkt halmazok, uni6juk a X mintatér.

5. Definicié. FElsdfaji hiba: Elvetettik a nullhipotézist, pedig valdjiban az igaz volt. Va-
loszindisége: a(V) = Pyeo, (Xk)

6. Definici6é. Mdsodfaju hiba: Nem utasitottuk el a nullhipotézist, pedig az valdjaban nem
volt igaz. Valdszinidsége: B(V) = Pyeo, (Xe)

7. Definicié. Erdfiggvény: (9) = Pyco, (Xk), tehdt annak a valdsziniségét mutatja meg,
hogy helyesen utasitjuk el a nullhipotézist.

8. Definici6. Terjedelem vagy szignifikancia szint: o == sup (). A préba elvégzése eldtt
PISISN
szokds rogziteni, tipikusan 5 %-on, ekkor 5 % elséfaju hiba valdszindsége mellett, 95 %-os

megbizhatosaggal dontink.

9. Definicid. Kétoldali paraméteres proba: Hy : 9 = 9¢, Hy : 19 # 0
Egyoldali paraméteres proba: Hy : 9 =199, Hy: 109 > 9y vagy Hy : 9 <9y



10. Definicié. Probastatisztika: Egy alkalmas T : X — R statisztika, melynek segitségével
meg tudjuk hatdrozni a kritikus tartomdnyt. Eqyoldali probdndl

Xpe={reX :T(x)<c}vagy X, ={x € X :T(x) > c},

kétoldali probandl
Xy ={z € X |T(z)| > c},

ahol ¢ (vagy c,) a kritikus érték. Az eldre rogzitett o szinthez azt a c, értéket keressiik,

melyre éppen « lesz a proba terjedelme: sup P(Xy) = a.
Y€

11. Definicié. p-érték: az a terjedelem, amire a kritikus érték megegyezik a probastatisz-
tikdval.

Masképpen fogalmazva: ha elutasitjuk Hy-t, akkor akkora lesz az elséfaju hiba beko-
vetkezésének valoszintisége, mint amennyi a p-érték (mindig 0 és 1 kozotti értéket vesz
fel). Egy hipotézis tesztelésekor donthetiink a p-érték alapjan: amennyiben az kisebb az «
szignifikancia szintnél, elvetjiik a nullhipotézist, ha pedig nagyobb nala, akkor nem tudjuk
elvetni. Ha elutasitjuk a nullhipotézist, tehat ha a minta € X}, akkor erds (szignifikans)
dontést hozunk, ellenkez6 esetben pedig gyenge dontést.

2.2. Linearis regresszio

A 2.2.1-es és 2.2.2-es pontokat az egyetemi jegyzeteim alapjan dolgoztam ki.

2.2.1. A modell felépitése

A statisztikdban regresszidszamitéas soran egy fiiggs valtozo (jelolés: Y) és egy vagy
tobb magyarazo valtozo (jelolés: X, ..., Xj) kozotti viszonyt probéaljuk meg megbecsiilni.
Egyrészt hasznalhatjuk a fliggs valtozo elérejelzésére a magyarazo valtozo(k) ismeretében,
masrészt pedig a fiiggs és a magyarazo valtozok kozotti kapcesolat vizsgalatara. Késgbbi
szimulacidimban az utobbi jatszik fontos szerepet.

Jeloljiik Yj-vel a fliggd valtozo és X j-vel az i-edik magyarazo valtozo j-edik megfi-
gyelését, ahol i = 1,...,k és 7 = 1,...,n. Magyarazo valtoz6 nem csak 6nmagukban a
megfigyelések lehetnek, de azok fiiggvénye is. Altalaban joval tobb megfigyelésiink van,
mint magyarazo valtozonk (n >> k). Tovabba a linearis modellhez hozzaadodik egy 0
varhato értéki és véges szorasu valoszintiségi valtozo is, ami a zajnak felel meg (jelolés:
g;). Ezt azért szitkséges feltiintetni, mert csak a megfigyelések fixek, a fiiggd valtozé mar
nem, azt befolyasoljék a magyarazo valtozok, melyek koziil altalaban nem tudunk mindent
figyelembe venni, és a véletlen is.

Lineéris modell esetében az Y-t a magyarazo6 valtozok linearis kombinacidjaval koze-
litjiik, ahol az egytitthatokat b; (i = 0,..., k) jeloli. Vagyis a megfigyelt adatok pontjaira
szeretnénk egy un. regresszios egyenest illeszteni. Tehat a (zajjal kiegésziilt) modell a
kovetkezs Osszefiiggést irja le:

Y;' = b() + leLj + ...+ kak,j + Ej,

roviden:
Y =Xb+e¢,
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vagy a matrixos alak:

Yi 1 X11 . Xlk bo €1
Yé 1 X21 ce ng bl €9
. - . . . . ’ . + .
Y, 1 X o0 Xk by, En

12. Definicio. A fiiggd vdltoz6 kizelitése: Y = Xb, ahol b a paramétervektor eqy becslése.
13. Definicio. A figgd vdltozd és annak becsiilt értéke kozitti eltérést rezidudlisoknak

nevezziik: €; =Y; —Y;.

Regresszioszamitas alatt a b; paraméterek becslése torténik. Ennek leggyakoribb mod-
szere a legkisebb négyzetek modszere. Ahogy a neve is utal rd, a modszer lényege, hogy
az eltérések négyzetosszegét, vagyis a reziduélisok négyzetdsszegét minimalizalja.

1. Allitas. A paramétervektor a kovetkezdképp becsiilhetd: b = (XTX)IXTy.

Bizonyitds. A rezidualisok négyzetisszege:
A=y =Y|P= ||y =Xb|?= (Y -X)T(Y-Xb) =YTY = YT Xb— 0" XTY + b7 X" Xb.
A kifejezés b szerinti derivaltja:
—2X7Y +2X7Xb.
Miutan egyenlévé tessziik nullaval, kifejezhets beléle b:
—2XTY +2XTXb=0
2XTXb=2XTY
b= (XTX)'xTy.
O

14. Definicié. FEgy linedris modell magyardzoerejét a determindcids egytitthatoval jelle-
mezhetjik. Ez a szdim megadja, hogy a modell hdany %-ban magyardzza jol az Y wvdltozo

vdltozékonysdagdt. Kiszamitdsa:
SSE
R*=1-—"=
SST’
ahol . .
S5 = D00, )8 ST = 30, T

j=1 j=1
a rezidudlis négyzetisszeg (Sum of Squares Errors), ill. a teljes négyzetosszeg (Sum of
Squares Total).

15. Definicio. A korrigdlt determindcids egyiitthato figyelembe veszi a magyardzo vdltozok
szamdt is. Segitségével el tudjuk donteni, hogy megéri-e eqy 1j vdltozot bevenni a modellbe,
az szignifikansan néveli-e a modell illeszkedését vagy sem.

_ R2 _
korrigdlt R*> =1 — <(1 F)(n 1)) )
n—k—1

ahol R? a nem korrigdlt determindcids egyiitthato, n a megfigyelések szdma, k pedig a
felhaszndlt magyardzo vdltozok szama.



2.2.2. Hipotézisvizsgalat linearis regresszioban

Linearis modellekben a hipotézisvizsgalat soran a fiiged és az egyes magyarazo valtozok
kozti Osszefliggdséget elemezziik a b paraméterek tesztelésével. Erre t-probat alkalmazunk,
a kovetkezd formaban:

Hozbl-:()
Hle%O

A nullhipotézis azt feltételezi, hogy az X; valtozoknak nincs hatasuk az Y valtozora, mig
az ellenhipotézis szerint az X; megvaltozasa befolyasolja az Y véltozo értékét is.

Amennyiben igaz a Hy, a teszt probastatisztikiaja n-1 szabadségfoku és t-eloszlasu:

ahol

D*(b;) =

> (X — Xi)?

a becsiilt paraméter varianciaja. A reziduélisok szorasa pedig a kovetkezSképp becsiilhet6:

2.2.3. Elofeltételek

A ponthoz a [§] forrast hasznaltam fel.

Linearis regresszios modellek esetén tobb eldfeltételnek is teljestilnie kell, kiilonben
torzulhatnak az Osszefliggések és a szignifikancia tesztek, kevésbé megbizhato p-értékeket
kaphatunk. A bemutatott standard becslési technikakat alkalmazé modelleknek az alabbi
fébb feltételeknek kell megfelelniiik, ahhoz hogy az eredményeket biztonsédggal lehessen
értelmezni:

e Fliggetlenség. Az 6sszes megfigyelésnek és igy az Osszes regresszios hibanak fiig-

getlennek kell lennie egymaéstol. Ekkor teljesiilni fog az Y fiiggd valtozé6 minden
egyes megfigyelésére, hogy az X; magyarazo valtozd egyetlen megfigyelésétsl fiigg.
Ezen kritérium megszegése okozhatja a legnagyobb problémét a regresszidanalizis-
ben. Tobbnyire a feltétel nem teljesiilésének oka a megfigyelések csoportba osztha-
tosaga, ill. a soros hatasok (pl. id&sorok).

Multikollinearitas. Nemcsak az egy valtozon beliili megfigyeléseknek kell fiigget-
lennek lenniiik egymastol, hanem a magyarazo véaltozok sem korreldlhatnak egy-
méssal. Ha két magyarazo valtozo erdsen korrelél, akkor ugyanazt az informéciot
hordozzak magukban, igy nem lesz egyértelmi a paraméterbecslés (melyik milyen
mértékben befolyésolja a fiiggd valtozo valtozéasat). SzélsGséges esetben, amikor az
egyik magyarazo valtozo konstansszorosa egy méasiknak, akkor nem lesz invertalhato
az X matrix, ami sziikséges a legkisebb négyzetek modszerének paraméterbecslésé-
hez.



e Homoszkedaszticitas. Sziikséges, hogy a rezidualisok szorasa azonos legyen, fiig-
getleniil az X; valtozod értékeitsl, mivel a hipotézisvizsgalat sorédn csak egy szoras
értékkel szamolunk. Azonban a kis eltérések kevésbé befolyasoljak a vizsgalatot és
sokszor kezelhetGek pl. adattranszformacioval.

e Normalitas. A modell hibdinak normaélis eloszlast kell kovetniiik, ekkor a legki-
sebb négyzetek modszerének becslése egyben maximum likelihood becslés is lesz.
Ennek vizsgalatara léteznek kiilonboz6 tesztek (pl. Shapiro-Wilk), ugyanakkor ezek
kis mintaelemszam esetén alacsony hatéasfokkal rendelkeznek, nagy mintaknél pedig
szinte mindig jelentds eltérését mutatnak a normalis eloszlastol. A hipotézisvizsga-
lathoz hasznélt t-proba megfelel6 miikodéséhez a becslés normalitasa sziikséges, de
ez nagy elemszamu mintékra tobbnyire feltehets. A tudoméanyos életben nemcsak a
normalitasi kikotést sértik meg kisebb-nagyobb mértékben, de véltozékony az ezen
feltétel betartasanak megitélése is, hiszen a centralis hatéareloszlas-tétel szerint a
mintaelemszam novelésével a minta atlaga tart a normalis eloszlashoz, fliggetleniil
a minta valodi eloszlasatol.

2.2.4. Az eldfeltétel-teljesiilés ellendrzése

Késébbi szimulacidim és elemzéseim soran a kovetkezd modszerekkel térképeztem fel,
hogy teljesiilnek-e a lineéris regresszidé megfelel6 miikodéséhez sziikséges feltételek.

Fiiggetlenség A részhez a [20]. forrast hasznaltam fel.

A rezidualisok autokorrelacidjanak vizsgalatara alkalmazhaté a Durbin-Watson proba.
A teszt nullhipotézise, hogy a rezidualisok nem korrelalnak egymassal, az ellenhipotézis
pedig ennek az ellentétét allitja. A probastatisztika értéke a kovetkezd:

d— > icolei — gi1)?
Z?:2 512 ’

ami mindig 0 és 4 kozé esik, jelentése:
e d < 2: pozitiv autokorrelécio,
e d = 2: nincs autokorrelacio,
e d > 2: negativ autdkorrelécio.

Az adott szignifikancia szinthez tartozoé kritikus értékeket egy arra szolgald tablazatbol
tudjuk leolvasni, fligg a magyarazé valtozok szamatol és a megfigyelések szamatol is.
A Durbin-Watson probéval a soros hatésok (pl. idgsoroknal) jelenlétét lehet kimutatni,
azonban dolgozatomban ilyen jellegli adatokkal nem foglalkoztam.

Homoszkedaszticitas A részhez a [20]. forrast hasznaltam fel.

A regresszios modellbéli heteroszkedaszticitas megallapitéasara szolgal a Breusch-Pagan
proba, melynek nullhipotézise, hogy a rezidualisok homoszkedasztikusak, ellenhipotézise
pedig, hogy a reziduélisok heteroszkedasztikusak. A teszt elvégzéséhez a kiovetkezd 1épé-
seket kell végrehajtani:

1. regresszios modell illesztése a megfigyelésekre,
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2. reziudalisok négyzetének kiszamitasa,
3. 1j regresszios modell illesztése, ahol a fiiggd valtozo értékei a rezidualisok négyzetei,

4. a x* statisztika kiszamitasa: x* = n - Ry, ahol n az Gsszes megfigyelés szama, RE;

pedig a mésodik regresszios modell determinacios egyiitthatoja.

Ezt kovetSen meg lehet hatarozni az ehhez a x? statisztikdhoz tartozo p-értéket, ahol a
szabadségi fok a magyarazo valtozok szama.

Normalitas A részhez a [20)]. forrast hasznaltam fel.

A rezidualisok normalitasat lehet Shapiro-Wilk probaval tesztelni. A prébastatisztika
kiszamitasdhoz a reziduélisokat noévekvd sorba kell rendezni. Ekkor a prébastatisztika

értéke: . )
(Dim1 @i €0)
Z?:l(gi —£)? ’

ahol £(;)-k a sorbarendezett rezidudlisok, az a;-k pedig a megfelel6 tablazatbol szarmazo
egylitthatok. A p-értékeket szintén egy arra szolgalo tablazat alapjan lehet megéllapitani.

W:

Multikollinearitas A részhez a [15]. forrast hasznaltam fel.

A multikollinearitas egy mérdszama a varianciainflacios tényez6 (VIF - Variance In-
flation Factor). Megmutatja, hogy az egyes magyarazo valtozok viselkedését mennyire
befolyasolja a tobbi magyarazé valtozo. Kiszamitasanak modja:

1

IF, = —
V K2 1_RZ27

ahol R? az a nem korrigalt determinacios egyiitthato, melyet abbol a regressziobol kapunk,
ahol az i-edik magyarazo valtozot becsiiljiik a tobbivel. Ha a VIF értéke 1, akkor az adott
véltoz6 nem korrelal semelyik masikkal (ekkor R? = (). Ha ez a szam 1 és 5 kozé esik, akkor
az adott valtozd mérsékelten korrelél, de még nincsen sziikség korrekcios intézkedésekre.
Ha pedig a VIF nagyobb 5-nél, akkor erés osszefiiggésrsl van szo.

2.2.5. Megoldasok az eléfeltételek megsértése ellen

2.2.5.1. Box-Cox transzforméacio A kovetkezs részt a [11] forras alapjan dolgoztam
ki.

Az adataink gyakran nem teljesitenek minden kezdeti feltételt, de léteznek korrigalo
modszerek. Ilyen a George Box és Sir David Roxbee Cox (1964) altal megalkotott tech-
nika is, amely elsdsorban csokkenti a linearis modell reziduélisainak nem-normalitésat,
de mérsékli a heteroszkedaszticitast is. A modszer alapotlete az, hogy a jobb oldal val-
tozatlansagaval alakitsuk at a fliged valtozot ugy, hogy a reziduédlisok normalis eloszlast
mutassanak. Nem szabad azonban elfelejteni, hogy ekkor a regresszios egyiitthatok is meg-
valtoznak, azokat a transzformalt valtozohoz kell viszonyitani, ill. egy-egy elérejelzésnél,
az eredeti mérték szerinti értelmezéshez, az értékek visszatranszformalasara van sziikség.

A standard Box-Cox transzformécio képlete:

wm:{’ﬁ* (A#%

: log (V) (A=0).
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Az inverz transzformécio képlete:

<1 + AY,.(*))i (A # 0)

Y, =
exp (Y;O‘)> (A=0).

A pontos transzforméciot a A paraméter hatarozza meg. Cél: kivalasztani azt az opti-
maélis A értéket, amely a normélis eloszlas lehetd legjobb kozelitését adja. Ez megoldhato
maximum likelihood modszerrel. (Megjegyzés: ha a A becslése soran 1-et kapunk, az azt
jelenti, hogy nem sziikséges az adatok transzformalasa.)

A Box-Cox transzformécié hasznos lehet, ha a mintank atalakitasara van sziikség,
azonban ez a modszer a tapasztalati értékeket hasznélja. Amennyiben ismert, egy elméleti
atalakitas (pl. fizikai Osszefiiggések, kémiai reakciok) pontosabb eredményt kaphatunk
annak hasznalatéval.

2.2.5.2. Siulyozott regresszié A kovetkezd részt a [12] forras alapjan dolgoztam ki.

A sulyozott regresszié alapotlete az, hogy az egyes megfigyelésekhez tarsitsunk bizo-
nyos sulyokat, amelyek megmutatjak, hogy a modellillesztés soran mennyire fontos figye-
lembe venni az adott megfigyeléseket. Ez a modszer lehet6vé teszi, hogy a kiugré értékek
kevésbé hiizzak el a regresszids egyenest, és segit a homoszkedaszticitas elérésében.

Ha a reziudalisok homoszkedasztikusak (és teljestil a tobbi feltétel is), akkor fennall a
kovetkezs egyenlGség:

o> 0 ... 0
0 ¢ ... 0

C = Elee’] =%l = L N
0o 0 ... o?

ahol C a hibék kovariancia méatrixa. Mivel (feltételezhetSen) barmely két kiilonbozs hiba
fiiggetlen egyméstol, ezért kovariancidjuk 0, igy a f6atlon kiviili elemek nullak. A f6atloban
pedig az egyes hibak cnmagukkal vett kovariancidja, vagyis a szorasnégyzete talalhato
meg. Amennyiben heteroszkedaszticitas all fenn, a f6atl6 elemei nem azonosak:

o 0 ... 0

0 o3 . 0
C = .

0 O o2

Mivel a fiiggd valtozd tobbdimenzids normalis eloszlést, ezért a paraméterbecslés a
kovetkez6képp torténik (maximum likelihood modszerrel):

. 1 1
b=argmax ———— ex ——Y—XbTClY—Xb>,
BIAX p( 5 ) O )

a logaritmusat véve és elhagyva a b-t6l nem fiiggs tagokat:
- 1
b = argmax — 5(Y — Xb)'C Y — Xb)
b

= argmin (Y — Xb)"C~HY — Xb),
b
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kifejtve és a konstans tagot elhagyva:
b= argmin bY XTC71Xb — 20T XTC~tY.
b

A kifejezés derivaltjanak nullaval valo egyenlévé tételébdl kifejezhetjiik a paraméter be-
csiilt értékét:

2XTC7'Xb—2XTC7Y =0

b= (XTC'x) ' XTC Y.
Lathato, hogy a silyozott regresszié paraméterbecslése csak a kovariancia matrix inver-
zének hasznalataban kiilonbozik egy sima linearis esettdl (a sulyozatlan eset ekvivalens a

C' = I sulyozott esettel). Az inverz konnyen kiszamolhato, hiszen egy diagonalis matrixrol
van szo:

/o2 0 ... 0
- 0 1/02 ... 0
0 0 ... 1/d?

Tehat az optimalis sulyok a szorésnégyzetek reciproka. A levezetés azt is aldtamasztja,
hogy ha a hiba normélis eloszlast, akkor a legkisebb négyzetek modszerének becslése
maximum likelihood becslés is. Ekkor a rezidualisok szorasnégyzetének varhatod értéke
konstans lesz:

C'E(ee!) = %02 =1
Heteroszkedasztikussag esetén altalaban nem ismerjiik az egyes hibak varianciajanak
pontos értékét, igy nem mindig egyszertd megfeleld silyokat talalni. Ha azonositani tudunk
egy valtozot, amely szoros kapcsolatban all a rezidualisok szorasaval (pl. a megfigyelések
értékeinek novekedésével ng a rezidualisok szorésa is), akkor jo otlet lehet a valtozo inver-
zét venni sulyvektorként, de megprobalhatjuk becsiilni a szorasnégyzeteket is példaul az
alabbi modszerrel:

e silyok nélkiili linearis regresszié megoldasa,
e rezidudlisok kiszdmolasa,
e a szorasnégyzetek becslése a rezidualisokbol (£2),

e siilyozott regresszidé megoldésa a becsiilt variancidkkal.

2.2.5.3. Véletlen tengelymetszet modell A kévetkezs részt a [13] forras alapjan
dolgoztam Kki.

A véletlen tengelymetszet (random intercept) modell olyan esetekben alkalmazhato,
amikor egy magyarazo valtozon beliil a megfigyeléseket valamilyen tulajdonsig alapjan
csoportokba lehet sorolni, tehéat a hibak nem azonos eloszlastiak. A modellbe beépithetd ez
a fajta klaszterezés tin. véletlen hatasként, ekkor mindegyik csoporthoz kiilon metszéspont
(intercept) fog tartozni.

Tegyiik fel, hogy csak egyetlen magyarazo valtozonk van most. A hagyomanyos linearis
modell a kévetkezSképp nézett ki: Y; = by + b1 X +¢;. Az 4j modellben jeldlje Y;;, a fiiggd
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valtozo j-edik megfigyelését, amely a k-adik csoportba tartozik, X i és €, hasonldéan. Az
egyes csoportokra jellemzd véletlen hatast uy jeldlje. Ekkor uy ~ N(0,02) . Tehét az 4j
modell:

}/M = bo + lej,k + ui + €k

A by és az uy Osszege alkotja a random interceptet, vagyis a metszéspont a korabbiakkal
ellentétben mér fiigg a véletlentdl.

2.2.5.4. Valtozok centralasa A kovetkezs részt a [10] forras alapjan dolgoztam ki.

A multikollinearitasnak két alapvets fajtaja van [14]:

e Szerkezeti multikollinearitas. Ez a tipus akkor fordul el§, ha létrehozunk egy 1j
magyarazo valtozot az eredetieket felhasznalva. Példaul, ha két valtozo szorzatat is
szeretnénk vizsgalni, a kiilon-kiilon vett hatasuk mellett. Ekkor nyilvan korrelal a
szorzat a két valtozoval, hiszen az tartalmazza valamilyen szinten 6ket.

e Az adatok multikollinearitasa. Ekkor a korrelacié a megfigyelt valtozok kozott
van jelen. Ez a multikollinearités természetes fajtaja, ellentétben az elézével, ahol
mesterségesen keriilt be a modellbe.

A valtozok centrélasa a szerkezeti multikollinearitas csokkentésének egy modja, ahol
valtozok szorzata szerepel a regresszioban. Egy valtozo centralasa soran kivonjuk a meg-
figyelésekbdl a mintaatlagot, igy az 4j atlag 0 lesz. Vegyiink egy példat, ahol a fiiggs
valtozot két magyarazo valtozoval, ill. azok szorzataval probaljuk elérejelezni. Ekkor a
kovetkezSképp néz ki a regresszios modell:

Y = bo + lel + b2X2 + b3X1X2 + €.
X1 X5 és Xy korrelacioja pedig:

i CO’U((Xle),Xl) centralas utan: COU(((Xl — 71)()(2 — 72)), (Xl — 71))

TXDX T DX X)) - D(X) D((X1 — X1)(Xs — X2)) - D(X; — X1)

Mivel tobbvaltozos normalitas mellett [17]
cov(AB,C) = E(A)cov(B,C) + E(B)cov(A,C),
ezért

cov(X1Xs, X1) = E(X7)cov(Xq, X1) + E(Xs)cov( Xy, Xy)
= E(X1)cov(Xy, X1) + E(X2)D?*(X,),

centralas utan:
E(X; — X1)eov((Xy — Xo), (X1 — X1)) + E(Xy — Xo)D*(X; — X)).

Elméletileg E(X; — X1) = 0 és E(X, — X5) = 0, igy cov(((X1 — X1)(X2 — X5)), (X1 —
(X és X1X, esetében ugyanigy jarunk el). Habar a gyakorlatban a centralt valtozok
és a szorzatuk korrelacioja nem lesz mindig pontosan 0, valoban csokkeni fog az eredeti
valtozok korrelaciojahoz képest. Megjegyzendd, hogy az egyiitthatok értelmezését nem
valtoztatja meg a centrélas.
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2.2.5.5. Torzitas-variancia trade-off A kovetkezs részt a [18] forras alapjan dolgoz-

tam ki.
A statisztikai becsl6 modszereknek két alapvetd jellemz@jik van: a torzitasuk és a
szorasnégyzetiik. A torzitas a becslés varhato értékének pontossagat méri:

Bias(b) = E(b) — b,
mig a szérasnégyzet a becslés bizonytalansagat:
622
n—k
Szeretnénk, hogy mindkét érték a lehets legalacsonyabb legyen, hiszen a modell hibaja
harom részbdl tevédik Ossze: a nagy szorasbol, a jelentds torzitasbol és a maradék, véletlen

D*(b) = 0*(X'X)™!, ahol 6% =

részbdl.
E(e) = (B(XD) — Xb)? + E(Xb— E(Xb))? + 0% =
Bias® + D* + o2

Osszes hiba

Modell hibaja

Modell bonyolultsaga (valtozék szama)
1. abra. A modell hibajanak altalanos alakulasa a valtozoszam fiiggvényében

A legkisebb négyzetek modszere egy torzitatlan becslést ad a célvaltozora, azonban
nagy variancidval rendelkezhet. Ez kiilonosképpen akkor fordulhat els, ha a magyarazo
véltozok szama megkozeliti a megfigyelések szdméat (k — n, (n — k) — 0,62 — oo) vagy
pedig ha a multikollinearitas masik, "természetes" fajtaja fordul els, amikor a megfigyelt
valtozok korrelalnak egymassal. Ekkor a legkisebb négyzetek modszere a |1l &dbra jobb
oldalan helyezkedik el (ahol alacsony a torzitas és magas a variancia), azonban az opti-
mum ettSl balra helyezkedik el. A modell hibajat leredukalhatjuk példaul regularizacioval,
vagyis a varianciat némi torzitas ellenében csokkenthetjiik. Erre tobb modszer is létezik.

Ridge regresszié A Ridge regresszid alapotlete, hogy egyes véltozok egyiitthatoit
a 0 kozelében tartjuk, biintetjiik ¢ket, ha azok tul nagyok. Igy csokken a modell komple-
xitasa, de mégis megtartjuk az Osszes valtozot. Ekkor a veszteségfiiggvény a rezidualisok
négyzetosszegébdl és a paraméterbecslések négyzetosszegének bilintetésébdl all:
Liiage(b) = Y _(Yi = Xib)* + XD 07 = [[Y = Xb|* + A[[]|*,

i=1 j=1

LAz abrét a [I8] forrdsban szerepld alapjan készitettem.
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ahol A a biintetés paramétere. A kifejezés minimalizalasa:
d . . . .
7 (||Y - Xb|* + Allb\|2) = —2X'Y +2X'Xb +2)\b

—2X'Y +2X'Xb+2Xb =0
(2X'X +2\)b = 2X'Y
bridge = (X'X + XI)"H(X'Y).

A regresszio torzitasa:

Bias(bpigge) = E(b) —b= E(X'X + AX)"Y(X'Y)) — b= (X'X + X)"H(X'E(Y)) — b
= (X'X + M) HX'XD) —b= (XX + M) (X' X+ X[ = X)b—b
= (X'X+A) V(XX HXN) = M)D)b—b=b—ANX'X+X)"'b—1b
= - AX'X + )7 'b.
A variancia kiszamitasahoz [19] definialjuk a Wy = (X'X + M )~' X’ X linedris operatort.
Ekkor
Wib* = Wi (X'X) ' XY
= (X'X + X)) X'X(X'X)' XY
= (X'X + ) 'XY
= Z;Ridgea
ahol b* az egyiitthatok maximum likelihood, tehat legkisebb négyzetes becslése. A reg-
resszi6 varianciaja:
D*(briage) = D*(Wb*) = W\D2(b*)W;
= Who* (X' X)'W5 = o* W (X' X)W,
= (X' X + M) X' X[(X'X + M)V,

A kovetkezs észrevételeket tehetjiik A-ra vonatkozoan:

e ha A\ — 0, akkor a Ridge regresszié paraméterbecslése tart a legkisebb négyzetek
modszerének paraméterbesléséhez.

e ha A\ — oo, akkor l;Ridge —0

¢ )\ minél nagyobb, annal kisebb a variancia és annél nagyobb a torzitds mértéke.

Lasso regresszido A Lasso (Least absolute shrinkage and selection operator) reg-
resszi6 koncepcidja hasonlo a Ridge regresszi6éhoz. Ebben az esetben is biintetjiik a para-
métereket, azonban nem a négyzetosszegiiket, hanem az abszolutértékiik osszegét. Tehéat
a Lasso regresszio veszteségfiiggvénye:

n

LLassoaA)) - Z(Y:L - XZZA))Z + )‘Z “A)J‘

i=1 j=1

A multikollinearitast kiilonbozképp kezeli a két szamitas: mig a Ridge regresszioban
a korreldld6 magyarazo valtozok egyiitthatdja hasonld lesz, addig a Lasso-nal az egyik
magyarazo valtozo nagy, a masik (vagy tobbi) kozel 0 egytitthatot kap.
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Rugalmas halé A rugalmas halo (elastic net) a Ridge és a Lasso regresszio kom-
binalasabol jott létre. A A mellett egy masik paraméterrel is rendelkezik, melyet a-val
jeloliink és a kétfajta regresszio vegyitéséért felel. Ekkor a veszteségfiiggvény:

X (Y- Xb?  (loaxRn, L Ny
LRhélé(b) = 1 o +)\ TZb?‘i‘OéZV)” .
j=1 j=1

Lathato, hogy a = 0 estén a Ridge, mig o = 1 esetén a Lasso regressziot kapjuk vissza.

3. A p-érték problémaja

Valentin Amrhein (a Bazeli Egyetem zoologia professzora, tudomanyos tjsagird), San-
der Greenland (statisztikus és epidemiologus) és Blake McShane (statisztikai metodologus,
a Northwestern Egyetem Kelogg School of Management Marketing tanszékének professzo-
ra) tobb mint 800 alairoval egytitt int 6vatossagra a statisztikai szignifikancia hasznéalata-
kor [I]. Sohasem szabadna olyan kovetkeztetéseket levonni, hogy a vizsgélat targyai kozott
nincs Osszefiiggés vagy nincs kiilonbség csupan azért, mert a p-érték nagyobb egy bizonyos
kiiszobértéknél. Hasonl6an hamis kijelentés lehet az, hogy két tanulmany nem ért egyet,
mivel az egyik egy statisztikailag szignifikins eredményt kapott, a mésik pedig nem. Az
ilyen és ehhez hasonl¢ allitasok nem csak tulzoak, de teljesen megalapozatlanok lehetnek.
Vegyiink példaul egy gyogyszert és egy lehetséges mellékhatast. Két tanulmany is vizs-
galja, hogy vajon a gydgyszer tényleg okozza-e a bizonyos tiineteket. Az egyik tanulmany
kutatoi azt allitjak, hogy nem kaptak statisztikailag szignifikins eredményt, igy nincsen
Osszefliggés a vizsgalt szer és a hatés kozott, mig a masik csoportnal nagyon alacsony p-
érték jott ki. Egyszertien a masodik esetben az elemzések sokkal precizebbek voltak (t6bb
megfigyeléssel) ettdl lett egyértelmtien kimutathato osszefiiggés, mig az elsé esetben hamis
kovetkeztetést vontak le. Ha a p-érték nagyobb egy bizonyos kiiszobértéknél, akkor az azt
jelenti, hogy nincs elegendé bizonyiték a nullhipotézis elutasitasara, de a statisztikailag
nem szignifikins eredménybdl nem kovetkezik, hogy a gyodgyszer nem okozhatja a bizo-
nyos mellékhatést. Igy tulzas lenne azt allitani, hogy a két tanulmany eredményei ellent
mondanak egymaésnak.

Az emlitett irok a p-értékek és a statisztikai szignifikancia megszokott, kétosztata
hasznalatanak felhagyasara szolitanak fel. Emellett szorgalmazzak a tanulményok elézetes
bejelentését (elemzési tervvel), minden eredmény nyilvanossagra hozatalat és a konfidencia
intervallumok 0Osszes értékének figyelembevételét, elemzését.

3.1. A hibak forrasai

A p-értékek koril kialakult vitaknak nem csak egy gyokere létezik. Egy hipotézis vizs-
géalata soran tobb helyen is véthetiink hibékat, az els6 lépésektsl egészen az utolsokig.

A statisztikai dontéselméletben és a statisztikai kovetkeztetés elvei szerint egy teszte-
1ési eljaras nem érvényes, ha nincsen egy elézetesen meghatarozott, az adatoktol fiiggetlen
dontési szabaly. Hagyomanyosan tgy valasztjuk meg ezt a dontési szabalyt, hogy az egy
fels6 korlatot szabjon meg az els6faju hiba nagysagéara. Fontos, hogy az elséfaji hiba va-
loszintiségére adott korlat a szabalyt hatérozza meg, a p-érték pedig magat a dontést, a
kettSt nem szabad Gsszetéveszteni. Azonban el6fordul, hogy a p-értékeket dontési szabaly-
ként alkalmazzék, de mivel az fligg a vizsgalt adatoktol, ezért innentsl nem lehet érvényes
kovetkeztetéseket levonni, a hipotézisrdl sz6l6 dontés jogtalan lesz. 2]
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Példaul szeretnénk vizsgélni a kévetkezé nullhipotézist: egy adott, feltehetGen normé-
lis eloszlast minta 0 varhato értékkel rendelkezik. ElGszor rogzitsiik le, hogy az elséfaju
hiba bekovetkezésének valoszintsége legfeljebb 5 % legyen. A dontési szabaly: ha az elsé-
faju hiba bekovetkezésének valoszintisége nagyobb, mint 0,05, akkor nem tudjuk elvetni a
nullhipotézist mig, ha a vélasztott kiiszobnél kisebb ez az érték, akkor donthetiink amel-
lett, hogy a minta eloszlasanak varhato értéke nem 0. Magat a dontést a p-érték nagysaga
hatarozza meg, miutan kiszamoltuk az adatokbol, 6sszehasonlitjuk a korabban lerogzitett
kiiszobértékkel. Nem a p-érték kiszdmitasa utdn szabjuk meg a dontési szabalyt, vagyis
valasztunk egy korlatot az els6faju hiba nagysigara! Az alkalmazott statisztikai k6zosség-
ben egy teszt elvégzésekor altalaban harom kiilonbozs tipust ember létezik, a kovetkezs
modszereket alkalmazva: 2]

o Az els6, miel6tt latna az adatokat, meghataroz egy o kiiszobértéket, majd kiszamitja
a p-értéket. Végiil pedig dont az o és a p-érték osszehasonlitasa utan.

e A masodik nem valaszt kiiszobértéket, hanem kiszamolja a p-értékét, és végiil azt
allitja, hogy ha valasztott is volna o-t, az nagyobb lenne az altala kapott p-nél.

e A harmadik pedig szintén a p-érték kiszamitasaval kezd, és ha ugy gondolja, hogy
az kicsi, akkor elutasitja a nullhipotézist. Majd a mésodik tesztel6 megkozelitését
folytatva valaszt egy p-nél nagyobb kiiszobértéket, hiszen tgy véli barmilyen ilyen
o megfelels lesz, ahhoz hogy szignifikins eredményt kapjon.

Lathato, hogy csak az elsé tesztels végzi el helyesen a vizsgalatot. A 2. és 3. esetben az ala-
nyok pusztan a p-érték alapjan vonnak le kovetkeztetéseket (esetleg utdlag megvalasztva
a kiiszobértéket), ami mar alapvetSen egy hibas elképzelés.

Tegyiik fel, hogy minden szabalyt betartva elvégeztiik a vizsgalatot és kiszamitottuk
a p-értéket. Ezt kovetGen jon az értelmezés. Mit is jelent pontosan a kapott eredmény az
adatainkra nézve? A megszokott moédon, ha p < «, akkor elutasitjuk a nullhipotézist, ha
pedig az egyenlStlenség forditva all fenn, akkor nem tudjuk elutasitani a nullhipotézist (ez
nem azt jelenti, hogy az ellenhipotézis hamis, vagy hogy a nullhipotézis igaz). Erezhetjiik,
hogy az a két eset, amikor p = 0,049 és p = 0,051 nem &ll messze egymastol. Azonban
egy o = 0,05 mellett, mégis ellentétes dontés sziilethet.

Az eredmények statisztikailag szignifikdns és nem szignifikins kategoériakba sorolasa
arra késztetheti az embereket, hogy ez a két eset erGsen, egymésnak ellentmondva kiilon-
bozik. Tudosok és folyodirat szerkesztSk is beleesnek abba a hibdba, hogy a statisztikai-
lag szignifikans eredményeket elényben részesitik, azon tévhit okén, hogy minddssze egy
kiiszobérték atlépése elengeds ahhoz, hogy érvényes dontést hozzunk. Ebbdl kifolyolag
sokszor tul nagy jelent&séget tulajdonitunk a statisztikailag szignifikins eredményeknek
és leértékeljiik azokat, amelyek nem szignifikinsak. Sajnos ez a fajta felfogas egy djabb
problémanak is kivaltoja: arra batorithatja a kutatokat, hogy tigy valasszak meg a vizsga-
lati modszereiket és az adatokat, hogy azok "statisztikailag" aldtdmasszak az elGzetesen
kivant eredményt. [I]

3.2. Javaslatok a vitas helyzetek elkeriilésére
3.2.1. A p-értékek megfelels hasznilata

A p-érték egy hasznos statisztikai mutato lehet, ha azt helyesen, bizonyos szabalyokat
betartva hasznaljak. Az Amerikai Statisztikai Szovetség (American Statistical Association
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- ASA) 2016-ban kiadott egy nyilatkozatot [3], melyben tisztédz néhany széles korben elfo-
gadott alapelvet a p-érték és a statisztikai szignifikancia hasznalatarol. Ezen irdnymutatok
megfogadasa hozzajarul ahhoz, hogy megalapozottabb kdvetkeztetéseket tudjunk levonni
és kezelni a fennall6 bizonytalansagokat. A nyilatkozat a kdvetkezs pontokat tartalmazza:

1. A p-értékek megmutathatjak, hogy az adatok mennyire 6sszeegyeztethe-
tetlenek egy meghatarozott statisztikai modellel. Altalaban olyan modellrél
van sz0, amely egy nullhipotézis és néhany feltételezés alapjan épiil fel. Minél kisebb
a p-érték, annal nagyobb az adatok statisztikai Osszeférhetetlensége a nullhipotézis-
sel, ha a p-érték kiszamitasahoz hasznélt alapfeltevések igazak. Ez az Osszeegyez-
tethetetlenség tugy értelmezhets, hogy kétségbe vonja vagy bizonyitékot szolgaltat
a nullhipotézis vagy az alapfeltételezések ellen.

2. A p-értékek nem mérik annak a val6szintiségét, hogy a vizsgalt hipotézis
igaz, vagy annak a valé6szintiségét, hogy az adatokat kizardlag a véletlen
alkotta. A kutatok gyakran kivanjak azt, hogy a p-értéket at lehessen valtoztatni
egy, a hipotézis igaz voltara vonatkozo allitassa vagy valoszintiséggé, hogy az ada-
tokat a véletlen hozta létre. Azonban a p-érték ezek koziil egyik sem. A p-érték az
adatokrol tesz kijelentést egy meghatéarozott hipotetikus magyarézathoz viszonyitva,
és nem magarol a magyarazatrol.

3. Nem szabadna a tudomanyos kovetkeztetéseket és az iizleti vagy politi-
kai dontéseket csak arra alapozni, hogy a p-érték atlép-e egy bizonyos
kiiszobértéket. Azok a gyakorlatok, amelyek tudomanyos allitdsok igazolasara az
adatelemzést olyan egyszeri szabalyokra redukéljdk, mint példaul p < 0,05 = szig-
nifikans eredmény, p > 0, 05 pedig nem szignifikans, téves meggyézddésekhez és rossz
dontéshozatalokhoz vezethetnek. Az alkalmazasban gyakran egy "igen-nem" vélasz-
ra van szilikség, azonban a p-érték dnmagaban nem elegends egy kérdés megvalaszo-
laséra, hiszen egy kovetkeztetés nem valik rogton igazza vagy hamisséa egy bizonyos
hatar egyik, ill. masik oldalan. A kutatoknak szamos mas tényezst is figyelembe
kell venniiik, ahhoz hogy megalapozott tudoméanyos kovetkeztetéseket tudjanak le-
vonni, beleértve a vizsgalat megtervezését, a mérések mingségét, a vizsgalt jelenség
kiils6 bizonyitékait és az adatelemzés alapjaul szolgalod feltételezések érvényességét
is. A statisztikai szignifikancia 6nmagéban, mint bizonyiték egy allitas mogott, a
tudomanyos folyamatok torzulasahoz vezet.

4. A helyes kovetkeztetés teljes kord tajékoztatast és atlathatosagot igé-
nyel. A p-értékek a hozzajuk kapcsolodd elemzések nélkiil értelmezhetetlenek. Ha
egy kutato a statisztikai eredmények alapjan véalasztja ki, hogy mit prezental, akkor
jelent&sen fennall az eredmények helytelen értelmezésének veszélye, ha az olvasot
nem tajékoztatjak a vélasztasrol és annak alapjairol. A kutatoknak nyilvanossag-
ra kellene hozniuk az egy tanulmany soran vizsgélt hipotézisek szamét, minden
adatgytjtési dontést, minden elvégzett statisztikai elemzést és minden kiszamitott
p-értéket. A p-értékeken és a hozzajuk kapcsolodo statisztikikon alapuld jogos tu-
domanyos kovetkeztetések levonasahoz sziikség van legaldbb azt tudni, hogy hany
és milyen elemzéseket végeztek, és hogy ezeket az elemzéseket hogyan valasztottak
ki.

5. A p-érték vagy a statisztikai szignifikancia nem méri egy hatas nagysa-
gat vagy az eredmény jelentGségét. A statisztikai szignifikancia nem egyenld

19



a tudomanyos, emberi vagy gazdasagi szignifikanciaval. Ahogy a kisebb p-értékek
sem feltétleniil jelentik a nagyobb vagy fontosabb hatasok jelenlétét, tgy a nagyobb
p-értékek sem vonjak maguk utan egy hatas vagy a jelent&ség hidnyéat. Barmilyen
apro jelenség tud kis p-értéket generélni, ha a vizsgalt minta mérete és/vagy a mérés
pontossaga elegendGen nagy. Ugyanigy lehet egy tényezének barmilyen erds hatasa,
ha a mérések pontatlanok és/vagy a minta mérete kicsi, akkor nagy p-értéket kapha-
tunk. Hasonloképpen egy azonos hatas jelenlétének vizsgalata kiilonbozé p-értékéket
produkalhat, ha a kiilénb6z& becslések pontossaga eltérd.

6. A p-érték onmagiban nem nytjt megfelel§ bizonyitékot egy modellre vagy
hipotézisre vonatkozbdan. A kutatoknak fel kell ismerniiik, hogy a p-érték kon-
textus vagy més bizonyiték nélkiil csak korlatozott informaciot nyujt. Példaul egy
0,05 korili p-érték onmagaban csak gyenge bizonyitékot nyujt a nullhipotézis ellen.
Azonban egy viszonylag nagy p-érték nem jelent bizonyitékot a nullhipotézis mellett,
tobb maés feltevés is ugyanugy vagy még jobban is megfelelhet a megfigyelt adatok-
nak. Ezen okok miatt az adatelemzés nem érhet véget a p-érték kiszamitasaval, ha
més megkozelitések is alkalmasak lehetnek.

Az ASA nyilatkozata megteszi az els§ lépést a javulashoz vezetd tdton, ugyanis az
alapok megértése elengedhetetlen a fejlédéshez. Mindemellett tobbnyire arrél volt szo,
hogy mit nem szabad tenniink és hinntink. Az elkeriilendé dolgok ismerete sziikséges, de
nem feltétleniil elégséges a szoéban forgd probléma orvoslasara.

3.2.2. Tl a hagyomanyokon

Egyre tobb tudos és kutato ért egyet azzal, hogy a hipotézisek megszokott moédon valod
tesztelése, az eredmények értelmezése és kozzététele nem megfelels, ezért valtozéasra van
sziikség. Nem létezik olyan modszer, amely tokéletes lenne, vagy amelyik egyik pillanatrol
a masikra megsziintetne minden megkérdGjelezhets esetet, de javitani lehet a jelenleg
kialakult helyzeten.

Szamos statisztikus, statisztikai szakkonyvek szerzGje, statisztikai folyoratok szerkesz-
tGje, statisztikai gyakorlatok biraloja és mas statisztikaval foglalkozo tudos ért egyet azzal,
hogy keriilni kellene a "statisztikai szignifikancia" kifejezés hasznalatat (egyébként sem ad
hozzé plusz értéket ahhoz, amit a p-érték mar eleve hordoz), a p-értékeket azok felcimké-
zése nélkiil kellene megjelentetni [4]. Magat a kifejezést is gyakran rosszul értelmezik, sok-
szor Osszemosodik a szignifikans, mint fontos/jelentds hétkoznapi értelmezésével. Azonban
ahogy az ASA is megfogalmazta a 2016-os nyilatkozatanak 5. pontjaban, a szignifikancia
sz6 nem ugyanazt jelenti a statisztikiban és més teriileteken.

Ugyanakkor nem csak a szohasznalattal van probléma. A "Scientists rise up against
statistical significance" c. cikk ir6i a statisztikai szignifikancia teljes koncepciojanak el-
hagyésara szolitanak fel. A kategorizalasbol valo kilépés segithet cstkkenteni a tilzo és
leegyszertsitett allitasokat, mint példaul hogy két csoport kézott nincs kiillonbség. Nem a
p-értékek és egyéb statisztikai mutatok kiszamitaséaval van baj, hanem azok éles kettéva-
lasztésaval. A The American Statistician tudoményos folyodirat egyik 2019-ben megjelent
cikkében [4] azt javasoljak a folyoiratok szerkesztGinek, hogy a kévetkez6hoz hasonld mo-
don, a kategorizalas elkeriilésére is hivjak fel a szerzdk figyelmét:

,Ma mar széleskord egyetértés van szdmos, a témat tanulmanyozo, statisztikus
kozott abban, hogy a p-értékeket szolgaltato statisztikai tesztek kozlésekor lo-
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gikatlan és helytelen a p-skéla dichotomizalasa, valamint az eredmények "szig-
nifikans" és "nem szignifikins" megnevezése. Hatarozottan ellenezziik, hogy a
szerzGk folytassak ezt, a sohasem igazolt gyakorlatot, amely a modern statisz-
tika korai torténetében kialakult ziirzavarokbol szarmazik.”

Hogyan juthatunk el egy p < 0,05-6n tdlmutato vilagba? Ezt a kérdést tanulmé-
nyozza Wasserstein, Schirm és Lazar egy 2019-ben megjelent cikkben [5] megannyi mas,
a témaban irodott publikiciot Osszegezve. Javaslataikat a kovetkezSképp foglaljak Ossze:
,Fogadjuk el a bizonytalansagot. Legyiink meggondoltak, nyitottak és szerények.”

El kell ismerniink, hogy egy vizsgélat végén nem tudunk 100%-ig biztos eredményt
mondani, viszont megprobalhatjuk ezt a bizonytalansagot megragadni, kezelni, de nem
eltiintetni! Ennek egy modja lehet az, hogy a konfidencia intervallumokra "kompatibilitéasi
intervallumok"-ként hivatkozunk [6]. Meg kell vizsgalni, hogy az intervallumon beliili ér-
tékek (a hatarértékeket is beleértve) milyen jelentéssel birnak az adatainkra nézve, hiszen
azok mind OsszeegyeztethetGek az alapfeltevéseinkkel [I]. Amrhein és tarsai négy dologra
hivja fel a figyelmet, melyet észben kell tartani, amikor kompatibilitasi intervallumokrol
beszéliink. ElGszor is az intervallumon kiviil es§ értékek nem teljesen Osszeegyeztethetet-
lenek az alapfeltevésekkel, csak kevésbé, mint az azon beliili értékek. Igy nem mondhatjuk
azt, hogy egy intervallum az Osszes lehetséges értéket magaba foglaja. Masodszor tudni
kell azt is, hogy a bels6 értékek sem egyforman kompatibilisek az adatokkal a feltételezé-
seink alapjan. Harmadszor a 95 %-os szint is 6nkényesen meghatarozott, nem feltétleniil
ez a megfelel6 minden esetben. Végiil, de nem utolsé sorban pedig figyelembe kell ven-
ni, hogy az 0OsszeegyeztethetGségi becslések fliggenek az intervallum meghatarozasahoz
hasznalt statisztikai feltételezések helyességétsl. A feltevéseinket minél pontosabban kell
megfogalmaznunk, mas alternativakat is tesztelve, valamint az Osszes eredményt kozzé
kell tenni, nem csak az altalunk legkedveltebbeket.

A bizonytalansag elfogadésabdl kovetkezik, hogy legyiink megfontoltak minden hely-
zetben. Egy tanulményhoz az elejétél a végéig, a tervezéstsl az elvégzésen at az eredmé-
nyek elemzéséig, sziikkség van precizitasra és minden eshetdség figyelembe vételére. Ander-
son a kovetkezG kérdéseket fogalmazta meg, melyek megvalaszolasa fontos egy kutatasi
eredmény elemzésekor: Milyen gyakorlati kovetkezményei vannak a becslésnek? Mennyire
pontos a becslés? Helyesen specifikaltdk a modellt? Utobbiba beleértve a feltevések ért-
hetGségét, érvényességét, és hogy a f6bb eredmények mas modellezési dontések mellett is
megélljak-e a helyiiket. Ahhoz, hogy a teszteléseket a fiiggetlen személyek is meg tudjak
ismételni, ill. objektiv kritikdt megfogalmazni, minden egyes dontést és valasztast kellGen
dokumentalni kell [7].

Egy atgondolt kutatés tobbek kozott figyelembe veszi a korabbi kutatasok eredménye-
it, a tudomanyos kontextust, nagy hangsilyt fektet az adatok megbizhato elGallitasara,
ill. ellendrzi a vizsgéalat soran hasznalt modszerek hitelességét. Azonban még az adatgytij-
tés és azok elemzése el6tt fontos lenne meghatérozni, hogy milyen eredmények johetnek
szamitasba, és hogy az adott esetben mikor lesz egy hatés jelentés. Utolag mar konnyebb
magyarazatokat talalni, és fennall az a veszély is, hogy egy trivialis hatdsméretet jelen-
tésnek itéliink meg.

A kovetkez§ 1épés a nyitottsag. Egy tanulméany lefolytatasa sordn nem feltétleniil zaj-
lik minden 1gy, ahogy azt el6re megterveztiik, ennek ellenére befogadénak kell lenni az
ujra. El6fordulhat példaul, hogy egy vizsgélat folyamén el6re nem sejtett osszefiiggésekre
lesziink figyelmesek, amik tjabb, fontos kérdéseket vethetnek fel. Nyitottnak kell lenni
a kritikara is. A dontések meghozatalaban jelen van a szubjektivitas, akdrmennyire is
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torekszlink az objektivitasra, ezért lényeges lehet meghallgatni, és persze elfogadni egy
kiviilallo szakért§ véleményét is.

Nemcsak a nyitottsag, de a nyiltsig is fontos szerepet jatszik a statisztikai tesztelések-
nél. Egy eredmény nem tiinik elegendfen meghizhaténak, ha csupén csak a nullhipotézis
elutasitasara vonatkozoan kapunk informéaciot. A felhasznalt adatok forrésa, mennyisége,
az alkalmazott modszerek, a p-értékékek és mas mutatok stb. mind olyan tényezdk, me-
lyeknek nyilvinosnak kellene lenniiik. Ha ez teljesiil, akkor nem egy ember vagy csoport
kovetkeztetésére kell tamaszkodni, nem fog torzulni az eredmény, és a vizsgalat is konnyen
reprodukalhato lesz, mas kutatok is tudnak végezni alternativ elemzéseket.

Végiil eljutunk a szerénységhez. Tudataban kell lenni és persze nyilvanosan is el kell
ismerni egy-egy kutatés korlatait. A valosag altalaban joval Gsszetettebb, mint barmilyen
modell, amellyel megprobaljuk azt elemezni. A statisztika eszkozeinek is megvannak a
maguk korlatai, gyakran egy p-érték onmagaban nem nytjt elegendd informéaciot egy hi-
potézis elfogadasara vagy elutasitasara. A tulzott magabiztossdggal tett kijelentések félre-
vezethetnek. Egy vizsgéalat olvasoi kiillonb6z6 okokbol tanulmanyozhatjak az elemzéseket,
igy jobb lehet az eredmények kozlésénél minél objektivebbnek, semlegesnek maradni.

4. Az el6feltételek megsértése

Egy statisztikai teszt elvégzésekor figyelmet kell forditani arra, hogy az adatok teljesitik-
e a hasznaland6 modszer alapjaul szolgélo eldfeltételeket. Fzek megsértése megbizhatatlan
p-értékeket eredményez, és még nagyon kicsi kapott érték mellett sem lehetiink biztosak
abban, hogy tényleg egy valodi hatast mutattunk ki. Fontos megjegyezni, hogy a p-értékek
befolyasoltsaganak mértéke fiigg attol, hogy mely feltétel (vagy feltételek) és milyen mér-
tékben sériil (vagy sériilnek) meg.

4.1. Normalitas

Mi torténik, ha a minta nem normalis eloszlast, de a hasznalt teszt mégis Gauss-
féle hibat feltételez? Hogyan befolyasolja a vizsgalat eredményét, mennyit valtoztat a
p-értékeken? Knief és Forstmeier [§] azt allitja, hogy gyakran "kevésbé rossz" dontés lehet
az, ha a kutatok Gauss modelleket illesztenek nem normaélis eloszlast adatokra, mint hogy
maés hibaeloszlasua (pl. Poisson, binomiélis) modelleket vagy randomizécios technikékat (pl.
bootstrapping) alkalmaznak. Utobbi esetek szdmos, sokszor nem eléggé ismert kockazattal
jarnak.

Reprodukaltam a [§] forrasban szerepls kisérletet, mely sordn a normalitéasi feltétel
megsértésének hatasat vizsgalom a p-értékekre. A cél valaszt kapni arra a kérdésre, hogy
mekkora problémat jelent az imént emlitett feltétel megszegése. A kisérlet soran valtozok
fiiggetlenségét tanulmanyoztam, melyekrsl tudni, hogy valéban fiiggetlenek egymastol.
Ehhez lineéris regresszios modellt illesztettem az adatokra, mindig kivalasztva egy fiiggd,
ill. egy magyarazo valtozot és elmentettem a kapott p-értéket. Minden esetben a modell
felépitésekor azt feltételeztem, hogy a valtozok normélis eloszléstak, annak ellenére, hogy
nem minden esetben azok. Sajat futtatasaimhoz a forrasban szereplé 10 kiilonb6z6 elosz-
last valtozobol 8-at hasznéaltam fel, melyek koziil minden lehetséges péarositasra (6sszesen
64) végrehajtottam az elemzést. Valamint a futési id6 csokkenésének érdekében minden
esetben 50 000 helyett 5 000 szimulaciot végeztem el. A felhasznélt eloszlasokat, melyeket
a[l] tablazat tartalmazza, a2l abran lathatoak.
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Eloszlasok Paraméterek
1 | (Standard) normaélis m=0,0=1
2 | Zero-inflated normalis, kategoridkkal | m =3,0 =1,p =0,5,k =
3 | Zero-inflated normalis m=3,0=1p=0,5
4 | Normélis abszolat értéke m=0,0=
5 | Student-féle t df =4
6 | Negativ binomialis r=1,p=1/11
7 | Indikator p=0,9
8 | Gamma a=0,1,A=100
1. tablazat. A felhasznéalt eloszlasok és paramétereik
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2. abra. Az egyes eloszlasu valtozok hisztogramjai

Az eloszlasok kozott talalhatoak diszkrétek és folytonosak, ill. 2 zero-inflated is (vagyis
adott % eséllyel a valtozo 0-t, egyébként pedig az eredeti eloszlasbol vesz fel értéket). A
tablazatban lefelé haladva az eloszlédsok novekvs tendenciat mutatnak az erds kiugré érték-
ékek keletkezésében, amirdl ismert, hogy problémas lehet. A [8] forras szerzsi a Cook-féle
tavolsagot hasznaltak az, egy kritikus értéket meghaladd, adatpontok atlagos aranyanak
Zial N0 ool
}A/j(i) a fliggd valtozo j. megfigyelésének becslése abban az esetben, ha a regressziobol
kihagyjuk az i. megfigyelést, k a magyarazo valtozok szama). A szamitasok menete a

kovetkezd:

meghatarozasara (az i. megfigyeléshez tartozo Cook-tavolsag: D; =

1. Egy-egy adott eloszlasbol, adott nagysagu, fliggetlen minta generalasa a fiiggs és
magyarazo6 valtozoknak.

2. A két minta fiiggetlenségének vizsgélata: linearis regressziés modell illesztése az
adatokra, t-proba az egyiitthatok tesztelésére.

3. A p-értékek elmentése.
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4. Az el6bbi lépések elvégzése 6sszesen 5000-szer.

5. A korabbi lépések elvégzése 10, 100 és 1000 mintaelemszamra is.

Azt varjuk, hogy egy-egy adott mintaelemszam esetén a p-értékek egyenletes eloszlast
kovessenek, tehat az elséfaja hibaarany adott « érték mellett (az esetek hanyad részében
jott ki szignifikins eredmény, azaz a megadott « szintnél kisebb p-érték) megegyezzen
a szignifikancia szinttel. Legyen o = 0,05, ekkor az els6faju hibaaranyok a [3] abrarol
olvashatok le.

Elsofaju hibaarany 10, 100 és 1000 mintaelemszam esetén (alpha = 0.05)

95 %-o0s konf int.: 0.046-0.054 95 %-o0s konf. int.: 0.049-0.051 95 %-os konf. int.: 0.049-0.051

4- 0.06
0.05
0.04

3. dbra. Els6faju hibaaranyok o = 0, 05 mellett

A szimulaciok elvégzése utan lathato, hogy a vart és a kapott értékek nincsenek na-
gyon messze egyméastol, a mintaelemszam novelésével pedig egyre sziikebb tartoméanyba
Osszpontosultak a kapott elséfaju hibaaranyok. A legnagyobb eltérés a 10 mintaelem-
szamos futtatasoknal figyelhet6 meg, haromszor 4 parositas esetén. Ezek mindegyikében
szerepel a T-es (indikator) és vagy a 8-as (gamma) eloszldas. Nem meglepd, hogy ezek
okoztak a legnagyobb eltérést a vart értéktsl, hiszen ahogy mar kordbban emlitettem a
kiugro értékek problémasak lehetnek. Ezen két valtozd kombinacioi egyméssal és 6nma-
gukkal mind 0,05-nél nagyobb értékeket produkaltak (kb 0,08 és 0,11 kozottieket), vagyis
ezekben az esetekben a vartnal tobbszor jott ki szignifikins eredmény, miszerint a fiig-
g6 és a magyarazo valtozd nem fiiggetlen egymastol (pedig tudjuk, hogy azok). A mésik
véglet, amikor ez a két valtozo a 2-es (zero-inflated normalis, kategoridkkal) és a 3-as
(zero-inflated normalis) eloszlasu valtozokkal parosulnak. Ekkor 0,02 alatti értékek jottek
ki, amik alacsonyabbak a vartnal, tehat kevesebbszer kaptunk szignifikans eredményeket,
mint amire szamithattunk.

Az el6z6 kisérletbdl lathattuk, hogy a hibak normalis eloszlasat feltételezd modellek
lényegesen képesek ellenallni az eloszlasi feltétel megsértésével szemben. Ellenben, ha pl.
Poisson eloszlast feltételez6 modellt alkalmazunk, akkor a kapott eredmények joval szél-
sGségesebbek lehetnek. Az el6zGekben hasznalt valtozok koziil megismételtem a kisérletet
a diszkrét eloszlastakra (mivel a Poisson eloszlas diszkrét, a folytonos valtozokra nem le-
het alkalmazni a modellt), vagyis a 2-esre (zero-inflated normaélis, kategoriakkal), a 6-osra
(negativ binomialis) és a 7-esre (indikator). A {4 abran lathatoak a p-értékek eloszlasa
a kiilonb6z6 esetekben. Mindegyik szimulacional a fliged és a magyarazd valtozo azonos
eloszlasbol szarmaznak, amit az oszlopok jeleznek, a sorok a feltételezett hibaeloszlast
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mutatjak meg, valamint egy piros egyenes jelzi a hasznalt a = 0,05-0s szignifikancia
szintet.

(2) Zero-inflated normalis

kategériakkal (6) Megativ binomialis (7} Indikator
3000 L Fistfhiba 0.0564 Els6f hiba: () 0478 Els6f hiba: 0 0498
200-
=
=
=
-
=
100 -
0
Els6ihiba: 0.1026 Els6i hiba: 05402 Els6f hiba: 0
2000 -
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(=]
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p értékek

4. abra. A p-értékek eloszlasa normalis és Poisson hibat feltételez6 modellek esetén

A hisztogramokon feltiintetett elséfaji hibaaranyokon jelentés kiilonbség figyelhetd
meg egy-egy eloszlas esetén. Amig normalis eloszlastnak feltételeztiik a hibak eloszlasat,
addig a p-értékek nagyjabol egyenletes eloszlast kovettek, kozel 0,05-0s elsGfaju hiba-
arannyal (a p-értékek egyenletes eloszlasanak tesztelésekor (Kolmogorov-Smirnov probé-
val) 0,1517, 00,5119 és 0,6987 p-értékeket kaptam, amik nagyobbak 0,05-nél, igy nem tudjuk
elvetni a nullhipotézist, miszerint a szimulaciok p-értékei egyenletes eloszlast kovetnek).
Amikor viszont ugyanazt a szimulaciot azzal az egy kiilonbséggel végeztem el, hogy a
hibék eloszlasat Poisson eloszlésinak feltételeztem, mar joval méasabb eredmények jottek
ki. A p-értékek eloszlasa a negativ binomialis és az indikator eloszlasu valtozok esetén
egyaltalan nem tekinthets egyenletes eloszlastinak, ezekben az esetekben az elséfaji hiba-
aranyok is messze allnak a 0,05-6s szintt6l (0,54 és 0), de a 2-es szamu véaltozo esetében is
a vartnal kétszer akkora értéket kaptunk (a p-értékek egyenletes eloszlasanak tesztelése-
kor mindharom esetben 0-t kaptam p-értékként, amik kisebbek nemcsak 0,05-nél, hanem
szinte barmilyen kicsi terjedelemnél, igy elvetjiik a nullhipotézist, a szimuléciok p-értékei
nem egyenletes eloszlast kovetnek).

A Poisson-eloszlast hasznélo szamitasoknal a figyelembe nem vett tulszorodas (a vari-
ancia meghaladja az atlagot) jelentds mértékben képes torzitani a p-értékeket, mig a nor-
maélis hibat feltételez6 modellek robusztussagat magyardzhatja a centralis hatareloszléas-
tétel kozelitd teljesiilése. Tehat az Osszehasonlitasbol azt a kovetkeztetést vonhatjuk le,
hogy a normalitasi feltétel megsértése kevésbé lehet rossz, mint ha egy masik hibaeloszlast
feltételez6 modellnél sériil az eloszlasi feltétel.
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4.2. Homoszkedaszticitas

Az alfejezetet a [9] forras alapjan dolgoztam ki.

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy egy regresszidelemzés sorén a rezidualisok nem
azonos szorassal rendelkeznek, ekkor heteroszkedaszticitasrol beszéliink. Ennek szamos
oka lehet, de a leggyakoribb magyarazat az, hogy a hibak szoérasa aranyosan valtozik egy
bizonyos tényezével, ami lehet egy hatas, egy jelenség vagy éppen konkrétan az egyik
valtozo. Jellemz&en olyan adatoknal lehet ilyen probléma, ahol a megfigyelt értékek széles
tartomanyban helyezkednek el, mivel a nagyobb értékekhez nagyobb szoérasu rezidualisok
tarsulhatnak.

Vegyiik példanak a varosok népességét és az eléforduld balesetek szamét. Nyilvan egy
nagyobb varosban rendszerint tobb baleset fordul el, mint egy kisebb telepiilésen, azon-
ban minél nagyobb egy telepiilés, annal valtozékonyabb az el6forduldé balesetek szama.
(Ennél a modellnél akar alkalmas lehet, az el6z6 fejezetben vizsgélt, Poisson eloszlasu
rezidudlisokat feltételezni.) A kovetkezd szimulaciokhoz a [9] forrasbéli (fiktiv) adatokat
hasznaltam fel. A [fl 4bran az alapadatokon végzett regresszioszamitas eredménye lathato.
Megfigyelhetd, hogy az adatpontokra illesztett regresszios értékek névekedésével a rezidu-
alisok szérasa is né. A heteroszkedaszticitas jelenlétét Breusch-Pagan probaval teszteltem,
ahol p-értéknek 1,499-107°-t kaptam, ami hatérozottan elutasitja a homoszkedaszticitast
allito nullhipotézist.

Balesetek szama ~ Népesség Balesetek szama ~ Nép
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Rezidualisok
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0 250000 500000 750000 20 40 60
Népesség llesztett értékek

(a) Az adatpontok és a regresszios egyenes (b) A rezidualisok eloszlasa

5. abra. Az alapadatokon végzett regresszio

Miért probléma a heteroszkedaszticitas? Ha a hibak szoérésa nem konstans, akkor ke-
véshé megbizhaté eredményeket kaphatunk. Amellett, hogy kevésbé lesz pontos a para-
méterbecslés, kisebb p-értékek johetnek ki a kelleténél. A heteroszkedaszticitas noveli az
egylitthatobecslések szorasat, azonban a legkisebb négyzetek modszere nem veszi figye-
lembe ezt a novekedést, igy a t-értékek kiszamitasara, a valoédinal alacsonyabb variancia-
Osszeggel keriil sor. Ennek hatésara szélsGséges esetben el6fordulhat, hogy statisztikailag
szignifikdns eredményt kapunk, pedig val6jaban az a bizonyos hatas nem is szignifikdns
ereji.

A heteroszkedaszticitas csokkentésére tobbféle modszer is létezik, de hogy melyik a
legjobb, az minden esetben a hasznalandé adatoktol fiige. Ha nem konstans a rezidualisok
szorasa, akkor a kdvetkezGket tehetjiik:

e A valtozok tujradefinidlasa. Ha egy valtozo egyes megfigyelései nagyon kicsik,
mig masok nagyon nagyok, akkor a kiilonbségek csokkentése érdekében hasznélha-
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tunk az eredeti értékek helyett aranyokat. Visszatérve a példara, a balesetek szama
helyett megvizsgalhatjuk a baleseti ardnyt a népesség tekintetében (balesetek sza-
ma,/népesség). Ebben az esetben az rezidualisok még mindig heteroszkedaszticitast
mutatnak, de az els6hoz képest egy kicsit nagyobb p-értékkel (1,028 - 1074).

Standardizalt rezidualisok

Baleseti arany ~ Népesség

- -

-t Q -~

L]

- v * *

T . LA . "ﬁ" * ‘:o.

LI oL ., *
n Tt -

*
0.00008 0.00009

lllesztett ertékek

0.00010 0.00011

6. abra. Reziduéalisok eloszlasa a baleseti arany becslése esetén

e Silyozott regresszi6. Ezen modszer hasznalatakor minden egyes adatponthoz egy
sulyt rendeliink, méghozza a stlyozas nélkiili modell reziduélisai alapjan. Minél na-
gyobb varianciaval rendelkezik egy megfigyelés, annal kisebb silyt kap, igy csokken
a reziduélisok négyzetosszege. A példa folytatasaként, mivel a reziduélisok szorasa
novekszik a népesség novekedésével, ezért a silyok legyenek a népességi adatok re-
ciprokai tigy modositva, hogy a stlyok Osszege megegyezzen a mintaelemszammal.
Ez a megoldas mar kicsit jobb az el6z6nél, az abra alapjan csokkent a heterosz-
kedasztikussag mértéke, azonban még mindig szignifikans, 2,461 - 10~3-nal egyenld
p-értéket mutat a Breusch-Pagan teszt.

Standardizalt rezidualisok

Balesetek szama ~ Népesség (sulyozott)
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7. abra. Rezidualisok eloszlasa stlyozott regressziot hasznalva
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e A valtozok transzformacioja. Megoldas lehet a homoszkedaszticités elérésére,
ha a valtozokat atalakitjuk, ezzel csokkentve a megfigyelések értékei kozotti hatal-
mas kiilonbségeket. Végiil alkalmazzunk a fiiggd valtozora Box-Cox transzformaéci-
6t. Ebben az esetben A = 0,8 lett. Az el6z6 megoldashoz hasonlé abrat kaptunk,
p-értékként pedig 1,927 - 1073 jott ki.
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8. abra. Rezidualisok eloszlasa Box-Cox transzforméciét hasznalva
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9. 4bra. A balesetek szamanak eloszlasa transzformalas el6tt és utan

A silyos heteroszkedaszticitas okozhat probléméat a szamitasok soran, azonban nincs

sziikség mindig korrekciora. A példa esetében nem sikeriilt homoszkedaszticitast elérni, de
csokkent a heteroszkedaszticitds mértéke. Azonban mind a négy variécié nagyon alacsony
regresszios p-értéket (3,03-107163,13-107°,6,97-107%%, 6, 61-107%%) produkalt, a rezidua-
lisok eloszlasatol fliggetleniil szignifikans lett az eredmény. Tovabba megfigyeltem az egyes
regressziok reziduélisainak szorasat (visszatranszformalas utéan, hogy 6sszehasonlithatoak
legyenek): az alapadatokkal végzett szamitasoknal 7,05, a baleseti arany becslésénél 6,82,
a stulyozott regresszional 7,16, a Box-Cox transzformalt adatok esetén pedig 7,30 jott ki.
A kiilonb6z6 modszerek csak par tizedesjeggyel csokkentették, ill. névelték meg a rezidu-
alisok szorasanak nagysagat. Tehat a becslések pontossagaban csak kis mértékd valtozast
idéztek eld.
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Sajat szimulacio

Megvizsgaltam a Box-Cox transzformacio és a stlyozott regresszio hataséat a p-értékekre,
egymastol fliggetlen mintakra. Egy-egy szimulacié soran a fiiggd valtozohoz 1000 db, egy-
méstol fiiggetlen adatpontot generdltam, 30 varhato értékd és 1, 2, 3, 4 ill. 5 szorasu
normalis eloszlasbol (mindegyik szorassal 200-200 db-ot). A magyarazé valtozohoz pedig
fiiggetlen 1000 db, névekvs sorrendbe allitott, [0, 1| intervallumbéli egyenletes eloszlasi
adatpontot hasznaltam fel. Egy ilyen adathalmaz a abran lathato.
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10. abra. Y: novekvd szorasu normalis, X: egyenletes eloszlasu adatpontok

A generalt mintdkon haromféle regresszidszamitast hajtottam végre: elGszor az eredeti
adatokat, masodszor a fligg6 valtozo Box-Cox transzformaltjat, harmadszor pedig stlyokat
hasznalva. Stlyoknak a szorasnégyzetek reciprokat vettem. Osszesen 5000-szer végeztem
el a szimulaciokat, majd megnéztem, hogy az egyes esetekben a p-értékek hanyadrésze
esett 0,05 al&, vagyis mekkora a szignifikdns els6faji hibak aranya. Mivel a fiiggd és a
magyarazo valtozo val6jaban fiiggetlen egyméstol, igy a kapott p-értékektsl azt varjuk,
hogy egyenletes eloszlast kovessenek 0 és 1 kozott, vagyis a vizsgélt aranyszamnak 0,05-tel
kell megegyeznie. A p-értékek eloszlasa a[l1] és a[I2] abran lathatoak

A p értékek eloszlasa az alapadatok esetén

300- — Els6f.hiba arany: 0.064

200-

100-

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
D érték

11. abra. p-értékek eloszlésa az alapadatok esetén
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A p értékek eloszlasa a transzformalt adatok eseten A p értékek eloszlasa sulyozott regresszio esetén
300- Elséf.hiba arany: 0.0472 300- Elséf.hiba arany: 0.0916

200- 200-

100- 100-

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
p értek p értek

12. 4bra. p-értékek eloszlasa a transzformalt adatok és a sulyozott regresszio esetén

Az els6 esetben a szignifikins eredmények aranyara 0,064 jott ki, a masodik eset-
ben 0,0472, mig harmadszor 0,0516. A generalt nyers adatokkal végzett szdmitésokkor
a vartnal tobbszor kaptunk 0,05-nél kisebb p-értéket. Az elméleti értéktsl valo eltérés a
mésodik és harmadik szamolasnal 0,0028, ill. 0,0016, amik sokkal kisebbek, mint az el-
s6 esetben, ahol ez a szam 0,014. A varhato értékre konstrualt 95 %-os megbizhatosagi
szint konfidencia intervallum: [0,042, 0,058|, ami az els értéket nem, de a méasodikat és
a harmadikat mar tartalmazza. A szimuldciokhoz tartozo p-értékek egyenletes eloszlésat
vizsgélo tesztelés (Kolmogorov-Smirnov proba) soran az elss esetben 1,14-107%, a masodik
esetben mar 0,483-at, harmadszor pedig 0,999-et kaptam p-értéknek. Tehat mondhatjuk,
hogy az alapadatok altal szolgaltatott p-értékek nem egyenletes eloszlast kdvetnek, mig
a transzformalt és sulyozott adatok esetében mér nem tudjuk ezen nullhipotézist elvetni.
Ez a példa alatamasztja azt az allitdst, miszerint a heteroszkedaszticitds a valodiaknél
alacsonyabb p-értékeket produkélhat, de az ilyen helyzetekre lehet alkalmazni kiilonb6z6
korrekcids modszereket, mint példaul a Box-Cox transzformécié vagy a sulyozott reg-
resszio. A reziduélisok szorasat elhanyagolhaté mértékben valtoztattak meg a kiillénbo6zé
modszerek: az els6 esetben 3,3146, a mésodik esetben 3,3148, a harmadik esetben pedig
3,3154 lett a reziduélisok atlagos szorasa a szimulaciok soran. Igy a becslések pontossaga
szinte valtozatlan maradt.

4.3. Fiiggetlenség

Az adatpontok fiiggetlenségének megsértése okozhatja a legnagyobb problémat a p-
értékek szempontjabol. Ha fliggetlenként kezeliink olyan megfigyeléseket, amelyek valoja-
ban nem azok, akkor tulsagosan alacsony p-értékeket kaphatunk, és ezaltal hamis kovet-
keztetéseket vonhatunk le. Amikor az adatpontok egymastol nem fiiggetleniil keletkeznek,
hanem azokat bizonyos szempontbol csoportokba lehet osztani, akkor pszeudoreplikaciorol
beszéliink. Ilyen jelenséget okozhat példaul a mérések teriileti, ill. idépontbeli kozelsége,
vagy éppen az is, ha tobb mérés ugyanazon egyedtsl vagy kozeli rokonsaghol szarmazo
egyedektdl szarmazik.

Elvégeztem egy vizsgalatot a [I0] forrasbélihez hasonloan, mely a kiovetkezs kérdést
veti fel: Fiigg-e a madarak tojasmérete a him tollazatanak diszitettségétsl? A szamitasok-
hoz fiktiv megfigyeléseket hasznaltam fel, magaba foglalva 60 tojasméretet 12 kiillénbo6z6
tojotol (mindegyikhez 5-5 tojas tartozik) és 6-6 diszitett ill. disztelen himtél. Az adatok
a[I3l 4bran lathatoak.
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13. abra. A fiktiv kisérletben szerepl§ tojasok tomegei

Ha a 30-30 tojast allitjuk szembe egymassal, és a regresszioszamitasnal csupan a him
diszitettségét vessziik figyelembe a tojasméret eldrejelzésénél, akkor ezen adatok 0,0022-es
p-értéket szolgaltatnak, ami szignifikdns eredmény. Azonban hamis kévetkeztetés lenne azt
mondani ezek utéan, hogy a két valtozo Osszefiigg, hiszen nem vettiik figyelembe, hogy tobb
tojas is egy ndsténytdl szarmazik. Mivel egy adott ndstényre lehet jellemzé egy egyfajta
tojasmeéret, ezért az el6z6 szamitas akkor lenne helyes, ha 12 helyett 60 kiillonbo6z6 tojotol
szarmaznanak a tojasok.

A jelenlévs pszeudoreplikaciot tobbféleképpen is ki tudjuk kiiszobolni. Ismételjiik meg
a szamitasokat, de most vegyiik az egyes néstények tojasainak atlagat fiiggs valtozonak.
Tehat most nem 30-30, hanem 6-6 értéket vetiink Ossze. Ebben az esetben a p-érték
0,101 lett, ami mar nem szignifikans. Egy masik lehetséges modszer, ha vessziik az Osszes
megfigyelést, de véletlen tengelymetszet modellt alkalmazunk. Ekkor a fliged valtozot
szintén az eredeti tojasméretek alkotjék, a magyarazo valtozo a diszitettség megléte és
véletlen hatas az egyes ndstények azonositoja, mivel mindegyik ndéstényhez egy egyéni
tengelymetszet tartozhat. Ezen eljaras mellett 0,076-ot kaptam p-értéknek, ami szintén
nagyobb 0,05-nél.

Ez a példa jol mutatja, hogy mindig tigyelni kell a megfigyelések fiiggetlen mivolta-
ra vagy helyesen kezelni a nem-fiiggetlenség forrasait, hiszen alapvetGen befolyésolja a
regresszioszamitas eredményét.

4.4. Multikollinearitas

Az alfejezetet a [14] forras alapjan dolgoztam ki.

Multikollinearitasrol akkor beszéliink, ha a regresszidszamitédshoz hasznélt magyarazo
valtozok kozott vannak olyanok, melyek korrreldlnak egymassal. Ha erds kapcsolat van két
vagy tobb valtozo kozott, akkor az egyiitthatobecslés nagyon érzékennyé valik a modellbéli
apro6 valtozéasokra. A becsiilt egyiitthatok pontossagéanak csokkénésével, gyengiil a modell
statisztikai ereje és a p-értékek is kevésbé lesznek megbizhatoak.
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Az, hogy mekkora probléma a multikollinearitas, fiigg annak mértékétsl és hogy ponto-
san milyen célbol végezziik el a vizsgalatot. A multikollinearitas csak a korreléld valtozokat
érinti, a tobbire vonatkozo szamitasokra nincs hatassal. Az elérejelzések készitésében nem
okoz gondot ezen eldfeltétel megszegése, igy ha nem lényeges az egyes magyarazo valtozok
egyedi hatésa, akkor nem sziikséges vizsgalni, hogy jelen van-e az adatokban a multikolli-
nearitds. Fontos megjegyezni azonban, hogy az egyiitthatokat és a p-értékeket alapvetéen
befolyasolja az egyes valtozok kozotti korrelacio mértéke.

Megismételtem a [14] forrasban szerepld vizsgalatokat, melyek a combesont csont-
stirtisége és néhany magyarazé valtozo kozotti kapcesolat feltarasara iranyulnak. Az els6
modellillesztés soran az imént emlitett fliged valtozo becslésére a kovetkez6 magyarazo
valtozokat hasznaltam: fizikai aktivitas, testzsir szézalék, testtomeg és az utébbi kettd
szorzata. A regresszio p-értékeit és VIF értékeit a [2] tablazat tartalmazza. Ekkor csak
a testzsir szézalék hatasa nem szignifikins. Azonban a VIF értékek koziil csak a fizikai
aktivitashoz tartozo kisebb 5-nél, tehat a tobbinél sziikség van korrekcidra a p-értékek
helyes értelmezéséhez (nem megleps modon).

Aktivitas | testzsir szazalék | testtomeg | (testzsir szazalék)-testtomeg
p-érték | 0,003 0.176 2.19-10° | 0,005
VIF 1,05 14,93 33,95 75,06

2. tablazat. Az els6 modellillesztés eredménye

A valtozok szorzatabol adodd multikollinearitas megsziintetésének egy gyors és egy-
szerti modja az érintett valtozok centralasa (folytonos esetben). Visszatérve a példéhoz,
a centralds utani VIF értékek mind kisebbek 5-nél. Tehat sikeriilt kikiiszobolni a ma-
gyarazo valtozok kozotti jelentSs korrelaciot. Ezuttal p-értékeknek pedig joval 0,05 alatti
szamok jottek ki. Most mar biztonsaggal lehet Sket értelmezni, mindegyik elutasitja a
nullhipotézist.

Aktivitas | testzsir szézalék | testtomeg | (testzsir szazalék)-testtomeg
p-érték | 0,003 0,003 1,1-10 7 | 0,005
VIF | 1,05 3,32 475 1,99

3. tablazat. A centralas utdni modellillesztés eredménye

Osszehasonlitva a két regresszidszamitést a testzsir szazalék p-értékeiben lathaté a
legnagyobb kiilonbség, jelentés mértékben modositja azt az erds multikollinearitas. A
fizikai aktivitast pedig egyaltalan nem befolyasolja (az egyiitthatd becslést sem), hiszen
ez a magyarazo valtoz6 nem korrelal a tobbivel. A modellt atfogéan jellemzs értékek
ugyanazok maradtak mindkét szamitas soran: a reziduélisok szorasa — 0,0705, az R?
0,5623, a korrigalt R? — 0,5422 és a fiiged valtozo valamint az Osszes magyarazo valtozo
kozotti fliggetlenség vizsgalatara vonatkozd F-statisztika, ill. p-érték 27,95, ill. 6,242 -
10715, A két regresszi6 egyiitthato becsléseinek és rezidualisainak kiilonbségét a abra
hisztogramjai mutatjak. Lathato, hogy minden becslés- és rezidualispar kozti kiilonbség
szinte 0. Ez is igazolja, hogy a multikollinearitds a regresszios elérejelzést nem, csak a
valtozok egyedi hatasat befolyasolja.
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A centralas el6tti és centralas utani becslések kozti kiilonbségek
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14. abra. A centralas el6tti és utani becslések és rezidualisok kozti kiillonbségek.

Megvizsgaltam a centralas hatasat a szerkezeti korrelaciéra. Ehhez két valtozot gene-
raltam; X; normaélis eloszlast 10 varhato értékkel és 1 szoréssal, Xy pedig szintén normalis
eloszlasu, de varhato értéke 5, szorasa pedig 1. Vettem a két valtozo korrelaciojat a szorza-
tukkal, centralas el6tt és centralas utan is. Osszesen 5000-szer végeztem el a szimulaciot.
A korrelacios értékek hisztogramja a [I5] abran lathato. A centralas egyértelmtien csok-
kentette a valtozok és szorzatuk kozotti korrelaciot. Eredetileg a korrelaciok atlaga 0,45 és
0,89 volt, centralas utani értékeik pedig joforméan nullék lettek (ezt vartuk): —5,7 - 1074,
ill. 2,8-107%. A korrelaciok szoérdsa ugyancsak megvéltozott: 0,026-r6l és 0,0068-rol szinte
ugyanakkorara 0,044-re, ill. 0,045-re modosultak.
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15. abra. A generalt valtozok korrelacidja a szorzatukkal
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5. A varhato élettartam modellezése

Az R program segitségével végeztem néhany regresszidészamitést, a varhato élettar-
tamra vonatkozoan. Az altalam felhasznalt adatbazis PIP] tartalmazza a 2010-es évhez tar-
tozo, az egyes orszagokban ¢él6 emberek varhato élettartamat, tobb magyarazo valtozoval
egyetemben. A szimulaciok soran megvizsgalom a linearis regresszio feltételeinek teljesii-
lését, modositom Gket, ha sziikséges és bemutatom, hogy hogyan képesek egyes tényezdk,
mint a regresszioban szerepl§ valtozok jellemzdGje vagy a mintaelemszam, befolyasolni a
p-értékeket.
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16. abra. Az egyes orszagokban él6 emberek varhato élettartama

A regresszioszamitasok soran a varhato élettartam toltotte be a fiiggs valtozo szere-
pét abra), mellette pedig Osszesen hat magyarazo valtozot vettem figyelembe, melyek
a kovetkezdk: az egyes orszagok teriilete, népessége, egy fére juté GDP-je, alkoholfo-
gyasztéasa, atlagos iskolazottsaga és atlagos testtomegindexe. Az els6 hdrom magyarazo
valtozohoz tartozé adathalmazt log,, skdlara transzforméltam, mivel eredetileg ezek az
adathalmazok nagyon nagy kiugré értékeket tartalmaztak, az értékek tobbsége pedig hoz-
zajuk képest kicsik voltak. A transzformacio utan ezek az adathalmazok mar nem térnek
el tul nagy mértékben a normaélis eloszlastol. A magyarazo valtozok hisztogramjai a [18|
abran lathatoak.

A varhat6 élettartam, mint fliggs valtozd és a magyarazo valtozok kozotti kapesola-
tot linearis regressziobéli hipotézisvizsgalattal elemeztem, vagyis t-probaval teszteltem az
egyes egyiitthatokat. Ekkor a nullhipotézis minden egyes magyarazo valtozora az, hogy a
hozzé tartozo egytitthato (b;) egyenls nullaval, tehat a varhato élettartamot nem befolyé-
solja az orszag adott jellemzGje.

https: //www.kaggle.com /datasets/kumarajarshi/life-expectancy-who
3https://data.worldbank.org/indicator/AG.LND.TOTL.K2?view=chart
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Gyakorisag

Gyakorisag

Héaromszor harom futtatast végeztem: els6 korben a felsoroldsban szerepld els6 harom,
masodszor az elsé négy és végiil az 6sszes magyarazo valtozo felhasznalasaval, mindet az
adatok harmadéara, kétharmadéara és Osszességére. Az adatok harmadanak és kétharmada-
nak vizsgalatara egy bootstrap technikat alkalmaztam: a megfigyeléseket véletlenszertien
valasztottam ki és minden szimuléaciot 100-100 alkalommal végeztem el. Leteszteltem a li-
nearis regresszio feltételeinek teljesiilését azon harom regressziora, amihez az Gsszes adatot
felhasznaltam: a rezidualisok homoszkedasztikussaganak és normalitdsanak vizsgélatara
Breusch-Pagan és Shapiro-Wilk tesztet alkalmaztam, a magyarazo valtozok multikolline-
aritasanak feltérképezéséhez pedig a VIF értékeket néztem meg. Felteszem a rezidualisok
fiiggetlenségét, mivel soros hatésok keresésének nincs relevanciaja (az orszagok ABC sor-
rendben vannak), a csoportba rendezhet&ség ellendrzése pedig tilmutat ezen a szakdol-
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17. abra. A varhato élettartamok hisztogramja
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18. abra. A magyaréz6 valtozok hisztogramjai
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gozaton. Az eredményeket a [4l{6] tablazatok foglaljak magukba, a rezidualisok grafikai
pedig a[19420] abrakon lathatoak. .

Feltétel Vizsgalati moédszer | Eredmény

Homoszkedaszticitas | Breusch-Pagan teszt | p-érték: 0.087
Normalitas Shapiro-Wilk teszt p-érték: 0.004
Teriilet: 1,39; Népesség: 1,39;
GDP/f5: 1,00

Multikollinearités VIF értékek

4. tablazat. Az els6 harom magyarazé valtozot felhasznalo regresszio tesztjei.

Feltétel Vizsgalati moédszer | Eredmény

Homoszkedaszticitas | Breusch-Pagan teszt | p-érték: 0,142

Normalités Shapiro-Wilk teszt p-érték: 1,70 -107°

Teriilet: 1,39; Népesség: 1,39;
GDP/16: 1,32; Alkoholfogyasztés: 1,31

Multikollinearitéas VIF értékek

5. tablazat. Az els6 négy magyarazo véaltozot felhasznalo regresszio tesztjei.

Feltétel Vizsgalati moédszer | Eredmény

Homoszkedaszticitas | Breusch-Pagan teszt | p-érték: 0.056

Normalités Shapiro-Wilk teszt p-érték: 0.004
Teriilet: 1,41; Népesség: 1,38;
Multikollinearitas VIF értékek GDP/16: 1,70; Alkoholfogyasztas: 1,85

Iskolazottsag: 2,58; BMI: 1,61

6. tablazat. Az Osszes magyarazo valtozot felhasznald regresszio tesztjei.

Rezidualisok az illesztett érték fuggvényében A rezidualisok hisztogramja
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19. abra. Az els6 harom magyarazo valtozot felhasznéalod regresszio rezidualisai
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Rezidualisok az illesztett érték fuggvényében A rezidualisok hisztogramja
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20. abra. Az els6 négy magyarazo valtozot felhasznalo regresszio rezidualisai

Rezidualisok az illesztett érték fuggvényében A rezidualisok hisztogramja
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21. dbra. Az Osszes magyarazo valtozot felhasznalo regresszio reziduélisai

A homoszkedaszticitasra vonatkozo probak p-értékei mind nagyobbak 0,05-nél, azon-
ban (f6leg az Osszes magyarazo valtozot felhasznalo regresszionéal) nem sokkal haladjak
meg ezt a hatart, més terjedelem mellett el is lehetne vetni a nullhipotézist. Ez az ered-
mény nem utal silyos heteroszkedaszticitésra, a kis mértéki pedig, ahogy a fejezet-
ben emlitettem, nem okoz problémat. A reziduélisok hisztogramjait tekintve mondhatjuk,
hogy a rezidualisok eloszlésa hasonlit a normaélis eloszlashoz, habar a Shapiro-Wilk préba
mindharom esetben a nemnormalitést tamasztja ald. Tudjuk, hogy a Gauss hibat feltéte-
lez6 modellek erds ellenalloképességgel rendelkeznek a feltétel megsértésével szemben (4.1
fejezet), a jelen eset pedig nem tiinik sulyos szabalyszegésnek, igy nem tartom fontosnak
a kezelését. Végiil a multikollinearitas vizsgalatanéal pedig egyértelmiien kisebb minden
regresszié minden magyarazo valtozojahoz tartozé VIF érték 5-nél, igy biztosan nem all
fenn kritikus multikollinearitas.

Most mar lehet vizsgalni a fiiggs és az egyes magyarazo valtozok kozti kapcsolatra vo-
natkozo p-értékeket, melyek a [22]{27] abrakon figyelhet6k meg. Bal oldalon a szimulaciok
p-értékeinek atlaga a mintaelemszam fliggvényében, jobb oldalon pedig az Gsszes szimula-
ci6 soran kijott p-értékek boxplot abrdja all. Arany szinnel a hdrom magyarazo valtozos,
narancssargaval a négy magyarazé valtozos, piros szinnel pedig a hat magyarazo valtozos
futtatas eredményei lathatoak, valamint egy fekete egyenes jelzi a 0,05-0s szignifikancia
szintet.
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Terulethez tartozo p-értékek
A teriilet p-értékeinek elhelyezkedése az egyes szimulaciok soran
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22. dbra. A szimulaciok tertilethez tartozo p-értékeinek atlaga és boxplot abréja

Népességhez tartozo p-értékek
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23. abra. A szimulaciok népességhez tartozd p-értékeinek atlaga és boxplot abraja

Egy fére juté GDP-hez tartozé p-értékek
A GDPIf6 p-értékeinek elhelyezkedése az egyes szimulaciok soran
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24. abra. A szimulaciok GDP /f6-hoz tartozd p-értékeinek atlaga és boxplot abraja

Alkoholfogyasztashoz tartozé p-értékek
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25. dbra. A szimulaciok alkoholfogyasztashoz tartozé p-értékeinek atlaga és boxplot dbraja
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Iskolazottsaghoz tartozo p-értékek

Az iskolazottsaghoz p-értékeinek elhelyezkedése az egyes szimulaciok soran
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26. abra. A szimulaciok iskolazottsaghoz tartozo p-értékeinek éatlaga és boxplot dbraja

BMI értékhez tartozd p-értékek
A BMI p-értékeinek elhelyezkedése az egyes szimulaciok soran
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27. abra. A szimulaciok BMI-hez tartozo p-értékeinek atlaga és boxplot abrédja

A grafikonokon jol lathato, hogy az eredményt nagyban befolyésolhatja a minta elem-
szama és a regresszioban szerepls valtozok mivolta is. Altalanossagban elmondhaté, hogy
tobb adat felhasznalasaval az interkvartilis terjedelmek (a sorbarendezett adatok kozépsé
50 %-a, az abrékon a szines téglalapok (dobozok) jelzik) csokkennek, tehat a mintaelem-
szam novelésével egyre kisebb intervallumra koncentraloédnak a kapott p-értékek.

A teriilethez tartozo p-értékek atlaga minden esetben béven 0,05 felett maradtak, sét
az interkvartilis terjedelmek is, csak néhany esetben jottek ki 0,05 alatti szamok (a p-
értékek skaldja majdnem lefedi a teljes [0,1] intervallumot, ha nem vessziik figyelembe
az Osszes megfigyelést). Habar megfigyelhets egy csokkend tendencia a mintaelemszam
novelése mellett, mégsem tudunk Osszefiiggést kimutatni egy orszag teriilete és az ott él6
emberek varhato élettartama kozott.

A népességhez tartozd p-értékek még nagyobbak, mint a teriilet esetében, bar itt is
szinte az egész |0,1] intervallumbol jottek ki értékek, amikor nem vettiik be a regresszioba
az Osszes megfigyelést. Mind az atlagok, mind az interkvartilis terjedelmek magasan a
0,05-6s szint felett helyezkednek el, s6t a mintaelemszam novelésével egyre nagyobb érté-
keket kapunk (a hat valtozo koziil ez csak itt figyelhetd meg). Tehat mondhatjuk, hogy
egy orszag lakosainak szama és a varhato élettartamuk kozott nincs szémottevs linearis
kapcsolat.

A GDP esete az el6z6 kett6tsl nagyban kiilonbozik. A harom, ill. négy magyarazo val-
tozos futtatas sordn a p-értékek atlaga és az interkvartilis terjedelmek 0,05 alatt maradtak,
csak néhany esetben jottek ki annal magasabb értékek. Azonban amikor méar mind a hat
magyaraz6 valtozo szerepelt a regresszioban, a p-értékek megugrottak és egy-két esettsl
eltekintve joval a 0,05-6s szint f6lé keriiltek. Az egyes szimuléciok soran kapott p-értékek
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skaldja is kiszélesedett az el6z8 valtozokhoz hasonléan, mig amikor még a nullhipotézist
elutasitd eredményt irtak le, ez az intervallum is joval kisebb volt. Ez egy remek példaja
annak, hogy a regresszioban szerepld egyes valtozok hatasai képesek elnyomni egymast, a
jelenlegi vizsgalatban lathato, hogy az iskolazottsag mutat egyértelmi lineéaris kapcsola-
tot a varhato élettartammal, amely kiszorithatta a GDP hatasat. Mindemellett a valtozok
szamatol fliggetleniil az egy fére jut6 GDP p-értékei is csokkennek a mintaelemszam no-
velésével.

Az alkoholfogyasztasnal szintén megfigyelhetGek linearis kapcsolatot tdmogato és el-
lenzg p-értékek is. Ebben az esetben nem maguk a valtozok, hanem a vizsgalt minta
elemszama idézte el§ a jelentGs valtozast. A p-értékek egyre alacsonyabban helyezkednek
el, minél tobb megfigyelést vesziink be a regresszioba. A négy magyarazo valtozos futtata-
sok sordn mar az adatok kétharmadanak figyelembe vételével alacsonyabb lett a p-értékek
atlaga, mint 0,05, az Osszes megfigyelés beszamitasaval pedig mar az 6sszes valtozos reg-
resszid p-értéke is kisebb a szignifikancia szintnél. Par kiugro esetet leszamitva nem csak
az értékiik, hanem a terjedelmiik is joval lecsokkent.

Az iskolazottsaghoz nagyon alacsony, a mintaelemszam novelésével egyre kisebb, nul-
lahoz kozeli p-értékek tartoznak. A kapott értékek teljes terjedelme a 0,05-6s szint alatt
helyezkedik el, és a tobbi valtozohoz képest nagyon sziik is. Ebben az esetben elutasithato
a nullhipotézis, miszerint az egy orszagra jellemzé iskolazottsag és a varhato élettartam
kozott nincs linearis kapcsolat.

Végiil jonnek a testtomegindex p-értékei. Ezen valtozo esete szinte teljesen megegyezik
a teriilet esetével. Hasonld nagysagokban helyezkednek el a p-értékek, hasonlo terjedelem-
ben és ugyancsak csokkend tendenciat mutatva. Jelen esetben semmi sem céfolja azt az
allitast, hogy a varhato élettartam nem mutat linearis kapcsolatot a BMI értékkel.

50 -

Josolt
varhatd
Elettartam

a0

" » .
S 70
L]
60
50

-50-

—‘IIUU UI ‘IUIU ZDID
28. abra. A varhato élettartam josolt értékei

A abran lathato a legutolsé modell (6 magyarazo valtozo, osszes adat) altal josolt
varhato élettartamok (a sziirkével jelzett orszagokra valamely hianyzo adatuk miatt nem
késziilt becslés). A valos és a josolt értékek kiilonbségének atlaga (ahogy vartuk) 0, mig a
szorésuk 5,6 év lett. A legnagyobb eltérés kicsit tobb mint 24 év volt: Haiti esetében, ahol
a modell altal el6rejelzett érték 60,33 év lett, mig az adatbazis szerint ez csupan 36,3 év.
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Valojaban a modell nem ad rossz elérejelzést, mivel 2009-ben és 2011-ben is 60 év koriil
volt a varhato élettartam, azonban 2010-ben egy nagy erejti foldrengés rengeteg aldozatot
kovetelt, ezzel jelentés mértékben lecsokkentve az atlagos halalozasi életkort. A modellbéli
magyarazo valtozok egytitthatoit a[7] tablazat tartalmazza, ahol a tengelymetszet 39,34 év
lett. A korrigalt R? értékére pedig 0,64 jott ki, ami nem til magas, de persze még nagyon
sok valtozot figyelembe lehetett volna venni, mint példaul kiilonb6z6 betegségeket.

logio(Teriilet) logio(Népesség) | logio(GDP)
Egytitthatok: | -0,784 0,084 0,916

Alkoholfogyasztas | Iskolazottsag BMI
Egyiitthatok: | -0,398 2,529 0,042

7. tablazat. Az utolso regresszids modell egyiitthatoi.
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6. Osszefoglalas

Szakdolgozatom megirdsa soran a p-érték jatszott kozponti szerepet. A szakirodalom
feldolgozésa betekintést engedett abba a kérdéskorbe, hogy a modern statisztika milyen
problémakkal kiizd a hipotézisvizsgalat témakorében. A kutatasok és tanulméanyok sokszor
nem elég 6vatosak vagy éppen szandékosan manipulaltak egy kedvez&bb eredmény elérése
érdekében. Ezen ok miatt egyre tobb statisztikus és statisztikai tertileten dolgozo szoélal
fel a valtoztatas mellett, tobbek kozott nagyobb precizitdsra, tobb nyiltsagra sarkallva
azokat, akik ilyen jellegii kutatasokat végeznek.

Az elméletet a gyakorlatba az R programban végzett szimulécidkon keresztiil iiltettem
at. A cikkekben szerepld és altalam generalt adatokon keresztiil vizsgaltam, hogy a line-
aris regresszio elGfeltételeinek nem teljesiilése mennyire képes befolyasolni a regresszios
elemzések eredményeit, elsGsorban a p-értékeket.

A rezidualisok normalitasanak vizsgalatara egyméstol valoban fliggetlen adatokat ge-
neraltam, ahol a feltétel hol kisebb hol nagyobb mértékben sériilt. A szimulaciok azt
mutattak meg, hogy a Gauss-féle hibakat feltételezé modellek robusztusak a feltétel nem
teljesiilésével szemben, csak kis mintaelemszam esetén okoznak gondot, elsGsorban a nagy
és tobb kiugro értékkel rendelkezé adathalmazok.

A reziduélisok homoszkedaszticitasat egy cikkbéli adathalmazon vizsgaltam el6szor, a
probléma kezelésére pedig harom modszert probaltam ki: a valtozok tjradefinidlasat, su-
lyozott regressziot és Box-Cox transzforméciot. A heteroszkedaszticitas mértéke csokkent
picit, de nem sikeriilt megsziintetni egyik eljarassal sem, azonban mivel volt egyértelmi
linearis kapcsolat a fliggd és a magyarazo valtozo kozott, igy a p-értékek szempontjabol
ez nem volt probléma. Ezt kovetGen altalam generalt, fiiggetlen adatokon figyeltem meg a
stlyozott regresszi6 és a Box-Cox transzformacié hatasat. Mivel valoban fliggetlen adato-
kat vizsgaltam, varhatéan a p-értékeknek egyenletes eloszlast kellett volna kovetniiik, &m
a heteroszkedaszticitas miatt kisebb p-értékek jottek ki, igy kissé ferdiilt az eloszlas. A si-
lyozott regresszié (az elméletileg legjobb sulyokat hasznalva) és a Box-Cox transzformécio
azonban jol teljesitettek, mindkét esetben kiegyenlitédtek a p-értékek.

A rezidualisok fiiggetlenségére egy cikkhez hasonld vizsgélatot végeztem. Ebben a
kisérletben a feltétel sériilését az okozta, hogy a megfigyeléseket csoportokba lehetett ren-
dezni. Ha nem vettem figyelembe a klaszterezhetséget akkor nagyon kicsi, a nullhipotézist
elutasitd p-értéket kaptam. Ha a csoportok atlagara végeztem el a regresszié szamitast ak-
kor pedig mar joval nagyobb p-érték jott ki. Végiil alkalmaztam a véletlen tengelymetszet
modellt, amely szintén hatasosnak bizonyult, ebben az esetben sem lehetett elutasitani
a nullhipotézist. A példaban a reziduélisok kozotti kapcsolat jelent&sen befolyasolta a
regresszidoszamitasok eredményét.

Az utolso feltétel a magyarazo valtozok multikollinearitasa, amit egy forrasbéli adat-
halmazon vizsgaltam meg. A regressziéban szerepelt két magyarazo valtozo szorzata is,
mely nem meglepd moédon erdsen korrelalt a szorzat tagjaival. A multikollinearitas kimuta-
tasara a varianciainflacios tényezét hasznaltam, a kezelésére pedig a valtozok centralasat.
Volt olyan valtozo melyhez a centralés el6tt még 0,176-0s, centralés utan pedig mar 0,003-
megvizsgaltam, generalt adatokon. Eredményképp tényleg joval lecsokkentek, a korrelaci-
ok atlaga egyik esetben 0,45-161 —5, 7 - 10~ *-re, masik esetben pedig 0,89-r61 2,8 - 10~ *-re
csokkent le, vagyis szinte nullara. A valtozok korrelacidjanak szorasa centralés el6tt 0,026,
ill. 0,0068 volt, mig centralas utdn mér hasonl6 értékeket vettek fel: 0,044-re, ill. 0,045-re
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valtoztak.

Végiil a tapasztalataimat valos adatokon, a varhato élettartam modellezésénél is alkal-
maztam, ahol szintén sikeriilt tovabbi érdekességeket felfedezni. A regresszidban szerepld
magyarazo valtozok tulajdonsiga és a mintaelemszam nagysaga is képes volt egy-egy ma-
gyarazd valtozohoz tartozo p-értéket a 0,05-0s hatar egyik, ill. masik oldalara tolni. Az egy
fére jutd GDP esetében egyértelmien latszott linearis kapcesolat a varhato élettartammal,
amig mellette a teriilet, a népesség és az alkoholfogyasztés szerepelt a regresszioban. Azon-
ban mikor mar az iskolazottsagot (és a BMI értéket) is bevettem a modellbe a p-értékek
megugrottak és mar nem lehetett elutasitani a nullhipotézist. Az alkoholfogyasztas p-
értékeit pedig a mintaelemszam befolyasolta jelentésen. Amikor az adatok egyharmadara
végeztem el a szamitasokat, akkor még 0,2-0,25 koriili p-értékeket kaptam, mig az Osszes
megfigyelés bevételével mar kisebbek lettek, mint 0,025. Tovabba a vizsgalt magyarazé
valtozok koziil voltak olyanok (mint a népesség), melyek nem mutattak linearis kapcsola-
tot a varhato élettartammal, de példaul az atlagos iskolazottsagrol mar allithatjuk, hogy
jelent6s a kapcsolata a varhato élettartammal.

Természetesen a téma nem lezart, szamtalan kisérletet lehet még végezni eddig nem
vizsgalt eltérések stlyossaganak feltarasara és még tobb eljaras hatékonysaganak osszeha-
sonlitasara.

Ugy érzem a dolgozat megirasa soran hasznos ismeretekkel boviilt az egyetemen meg-
szerzett tudasom, mint példaul hogyan lehet kell6képpen koriiltekintGen megvizsgéalni
kiilonboz6 valtozok kapcsolatat, hogy a megfelelGen alatamasztott eredményeket barki
biztonsaggal tudja értelmezni, melyet szeretnék késébbi tanulmanyaim alatt, ill. a valo
életben is kamatoztatni.
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