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2. Bevezetés

A szakdolgozatomban periodikus pontok létezésével foglalkozom, majd periodikus pon-
tok keresésével a Q.(x) = x? + ¢ fiiggvényben. Elgszor a Sarkovszkij tételt bizonyitom,
mert ugy hiszem, hogy ez az egyik legfontosabb tétel periodikus pontokkal kapcsolatban,
hiszen egy p-periodikus pont megléte vagy nem léte alapjan megtudhatjuk, hogy milyen
értékekre van vagy éppen nincs periodikus pont.

Miutan bebizonyitottam a tételt, beszélek kiilonb6z6 periodikus pont keresési tech-
nikakrol, elészor olyanokrol, amelyekkel konnyen, analég moédon lehet keresni egyszert
fiiggvényekre, majd olyan numerikus modszerekrsl, amelyek barmilyen fiiggvény zérushe-
lyeit megtalalhatjak, amennyiben megfelel§ intervallumon keresiink, és amelyekbdl vissza
tudunk kovetkeztetni a fiiggvény fixpontjaira.

Tehat a szakdolgozatom célja, hogy minél egyszeriibben megérthessiik a periodikus
pont létezésének elméletét és az ilyen pontok keresésének technikait.

A szakdolgozatomban felhasznalt képek nagy részét az irodalomjegyzékben talédlhato
anyagok tartalmazzak, illetve kisebb részét sajat magam készitettem. Mindegyiket tjra-

rajzoltam a GeoGebra és a Dia programok segitségével.



3. Matematikail hattér

3.1. Alapfogalmak

A késsbbiekben, ahol I szerepel ott I = [a, b] intervallum, ahol a,b € R U {o0, —o0}.
Ebben a fejezetben bevezetiink néhany matematikai fogalmat, amelyek segitségiinkre

lesznek a szakdolgozatban emlitett témak megértésében.

3.1. Definici6. Az f valos fiiggvényt simanak nevezziik, ha végtelenszer derivalhato az

értelemzési tartomany minden pontjaban.

Mivel a szakdolgozat folyaman fliggvény iteraciokat szeretnénk tanulmanyozni, ezért
fontos lesz szamunkra, hogy a fliggvény értékkészlete részhalmaza legyen a fliggvény ér-

telmezési tartomanyanak.

3.2. Definici6. Egy fiiggvényt leképezésnek fogunk nevezi, ha az értékkeészlete részhal-

maza az értelmezési tartomanyanak.

3.3. Definicié. A kovetkezSkben, amennyiben a valtozok a szamegyes pontjai, az |z — y|
alatt a kozonséges Eukledészi térben egymastol vald téavolsagukat fogjuk érteni. Ha a

pontok R™-bdl keriilnek ki, akkor az n dimenziéban vett megfelel6 vektor hossza lesz.

Bar ezt is tobb dimenziora definidltuk a szakdolgozatban inkdbb a 2-dimenziés pon-

tokroél lesz szo.

3.4. Definicié. B(p,¢) alatt egy, valamely n dimenzios térben a p € R", e € R, € > 0
valtozokkal a p koriili € sugari nyilt gombot vagyis a p pont epszilon kornyezetét értjiik,
amelybe azok az x pontok tartoznak bele, amelyekre igaz, hogy [p — x| < e.

Az e alatt altalaban egy kicsi pozitiv szamra szoktunk gondolni.

3.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X halmaz stirti az A halmazban, ha X C A és
barmely a € A pont minden epszilon kérnyezetében létezik olyan b pont, hogy b € X.

Példaul a racionalis szamok halmaza stird a valos szamok halmazan, hiszen nem tudunk
olyan Kkicsi intervallummot valasztani a valos szamok halmazan beliil, amelyben ne lenne

racionélis szam.

3.6. Definicié. Egy f : R — R filiggvényt homeomorfizmusnak neveziink, ha az f

fliggvény és annak inverz fliggvénye is folytonos.



3.2. Iteralt fogalma

A kovetkezskben az f"(x) fiiggvényt nem az f(x) fliggvény n-edik hatvanyaként fogjuk
értelmezni, hanem az n-edik iterdltjaként, ahol n egy egész szam. Amennyiben ez az
n szam negativ és az f fliggvény invertalhato, akkor az inverz fiiggvény —n-edik iterélt
fiiggvényét értjiik alatta. Amennyiben a fiiggvény nem invertalhaté akkor a negativ n-re

nem tudjuk definialni az n-edik iteraltat.
3.7. Definici6. Legyen f egy A — B fiiggvény. Ekkor:
o f2z) =z
o [a) = fl2)
o [2@) = (fo )la) = f(f(x))
o f"(z)=(fo f"') minden n > 3 szémra
o /7 (x) amire f(f}(x)) = a

e f"(x) amire f~"(f"(x)) = z, minden n < —1 szamra.

3.8. Példa. Legyen f(x) = x?+ 3 fiiggvény, amely valds szamokrol valds szdmokra képez.
Ekkor az f(z) figguény mdsodik iterdltja a kovetkezdképpen néz ki:

@)= (fof)x)=f(f(z)) = f(a®+3)= (2" +3)* +3 =2 + 627 + 12.

3.3. Orbitok, fix- és periodikus pontok

Orbit alatt egy x pont palyajat értjiik, azt, hogy mi torténik a ponttal, amikor ismé-
telten alkalmazzuk ra a fliggvényt.

3.9. Definicié. Legyen f : I — I egy sima fiiggvény. Ekkor az x € X (el6refele
vett) orbitja (pélydja) OT(z) = {z, f(x), f3(x),..}. Ha f invertalhat6 akkor z € X
teljes orbitja (palydja) O(z) = {z, f(z), f~(x), f2(z), f%(z), ...} illetve x visszafele
vett orbitja (palyaja) O~ (z) = {z, [~ (x), f%(z),...}. |2

A definicidkat a fixpontokkal folytatnam, mert ezek a periodikus pontok egy specialis

és egyszertibb esetei.

3.10. Definicié. Legyen f : A — B filiggvény, ahol A, BC R, ANB #0és x € A
Ekkor z fixpontja f-nek, ha f(x) = x.



3.11. Definicié. Legyen f : R — R valos fiiggvény. Ekkor p-t periodikus pontnak
nevezziik, ha f*(p) = p. Kicsit révidebben, ezek a p pontok az f* fiiggvény fixpontjai
lesznek. Abban az esetben, ha ez a k a legkisebb pozitiv egész szam, amelyre f*(p) = p,
akkor a p pontot k alapperiédusi periodikus pontnak nevezziik, vagy roviditve, k-

periédusi pontnak.

3.12. Definici6. Legyen f : R — R fliggvény és tegyiik fel, hogy a p pont az f fiiggvény
k-szerint periodikus pontja. Ekkor azt az orbit-ot (palyat) aminek a kezdeti értéke p
(és amely k pontot foglal magaban) k-periddust periodikus orbitnak nevezziik, vagy

roviditve k-peridédusi orbitnak. [I]

3.4. Vonzo6 és taszité halmazok

3.13. Definicié. Legyen f egy leképezés R-en és legyen p egy olyan valos szam, amelyre
igaz, hogy f(p) = p. Ha minden pont, ami kozel van p-hez, kozeledik p-hez, akkor p-
t vonzé fixpontnak nevezziik. Pontosabban, ha létezik olyan € > 0, amelyre minden
x € B(p, €)-ra, limy_,o f¥(x) = p, akkor p vonzé.

Ha létezik olyan ¢ > 0, amelyre minden = € B(p,¢€) \ {p}-re létezik olyan n € N,
amelyre f"(z) ¢ B(p,€), akkor p taszito. [I]

3.14. Definicié. Legyen f egy leképezés és tegyiik fel, hogy p egy k-periddusi orbit.
Ekkor p egy k-periodust periodikus vonzé orbit, ha p az f¥ vonzo fixpontja.

Ha p az f* taszito fixpontja, akkor a p az f periodikus taszité pélyaja. [1]

3.15. Allitas. Legyen f egy sima leképezés R-en és tegyiik fel, hogy a p pont az f(z) egy
fixpontja. Ekkor

e Ha|f'(p)| <1, akkor p vonzd
e Ha |f'(p)| > 1, akkor p taszito. [1

3.16. Definicié. Legyen f : R — R sima leképezés és tegyiik fel, hogy p egy k-periodusu
pont. A p pont k-periédusii orbitja vonzé periodikus, ha p az f* leképezés egy vonzo
fixpontja, és taszité periodikus, ha p az f* leképezés taszito fixpontja.

A periodikus pont py, ps, ..., pr. vonzo, ha

1f (1) - fl(oe)| < 1

és taszitd, ha

[f' (1) - (o) > LD

3.17. Definicié. Minden orbitot, ami egy vonzo6 periodikus palyahoz konvergal, aszimp-

totikusan periodikusnak neveziink.



Az el6z6 definicioban az alatt, hogy x palyaja konvergal a p periodikus pont palyajahoz,
azt értjiik, hogy minden e > 0 szdmra tudunk mondani egy olyan N pozitiv egész szamot,
hogy minden n > N egészre |f"(z) — f'(p)| < € a p valamilyen i-edik iteraltjara, illetve
|f"H*(z) — f*(p)| < € minden k > 0 pozitiv egészre. Ami réviden azt jelenti, hogy nem
csak, hogy megkozeliti p valamelyik iteraltjat, hanem ott is marad a kozelében és "koveti"
a p pont palyajat.

Az aszimptotikusan periodikus pont mindig kozelit a periodikus palyahoz, de sosem éri
el (mint az % a végtelenben a 0-at). A kovetkezd definicioban definidljuk azt az eseményt,
amikor egy = pont valamely n egész szamra egyenld lesz egy p periodikus pont egyik

iteraltjaval.

3.18. Definici6. Azt az aszimptotikusan periodikus orbitot, amely pontosan raesik egy

periodikus orbitra, végperiodikus orbitnak nevezziik.

Kicsit egyszertibben fogalmazva, a fenti példaval élve, az x pont egy id6 utan "becsat-
lakozik" a p palyajaba. Ez csak olyan fliggvényeknél lehetséges, ahol a fliggvénynél nem

értelmezziik az inverz fliggvényt.

Tekintsiik az f(z) = 4z — 42? fiiggvényt. Ekkor két fixpontja van (f(0) = 0 és f(i) =
1) és ket 2-periodust periodikus pontja (f2(328) = f(30) = 52¥5 g5 f2(50/5) =
f (%5) = %5) Ekkor azt fogjuk mondani, hogy ez a két pont egy 2-periodusu orbit
({%5, %5}) Emellett van legalabb egy végperiodikus pontja (f(1) = 0 és a 0 egy
fixpont).

Ha most tovabb vizsgaljuk a pontokat, lathatjuk, hogy az f'(0) = 4 és az f'(3) = 2
is taszito fixpont, emellett a fiiggvény 2-periodikus orbitja pedig periodikusan taszito

(1F/(3=8) « f/(355) =4 > 1).




4. Sarkovszkij tétel és annak bizonyitasa

Itt féleg a Wikipédia ([6]) és egy Erint6 cikk ([7]) alapjan irtam, bar megtalalhato

benne a bizonyitasrol szol6 cikk (]5]) néhany gondolata.

Olekszandr Sarkovszkij egy 1936-ban sziiletett ukran matematikus, aki 1964-ben pub-
likalta egyik leghiresebb eredményét, a Sarkovszkij tételt. Ehhez egy hosszi és bonyolult
bizonytast is irt, amely P. D. Straffin szavaival élve "Olyan sok pontsorozatot szerkeszt,

hogy nyolc abrat és a legtobb gorog betiit fel kell hasznalni, hogy nyomon kévethessiik." [5]

Ezt a bizonyitast hosszi ideig probaltak leréviditeni és egyszertsiteni. Az utébbi par
évben ez tobbeknek, tobb iranybol megkozelitve, sikeriilt. Példaul Zarka Aron szakdolgo-
zataban van egy bizonyitas, amely az intervallumok irdnyabol bizonyitja, amelyet Keith
Burns és Boris Hasselblatt, Bau-Sen Du és Saber Elaydi bizonyitasaira alapozott. En

egy hosszabb, de szdmomra egyszertibb bizonyitast valasztottam, amit Chung-wu Ho és
Charles Morris publikalt 1981-ben ([5]).

4.1. A Sarkovszkij rendezés

Ez a pozitiv egész szamok egy rendezése, amely meglepd, tjszerd sorbarendezésnek
tlinhet a legtobb ember szamara, de Sarkovszkij megmutatta nekiink, hogy érdemes lehet
igy is vizsgalni ezeket a szamokat.

El6szor a paratlan, 1-nél nagyobb szamokat irjuk fel tgy, hogy névekvs sorrendben
legyenek, majd ugyanezek a szamok jonnek 2-vel megszorozva, azan 2%-el, és igy tovabb.
Ha felirtuk az Osszes szamot, ami nem 2 hatvanya, akkor elkezdjiik leirni a kimaradt
szamokat csokkend sorrendben, tehat a végén a 2 és az 1 lesz.

Felirva ez a kovetkez6képpen néz Kki:

3570 >3-205-20>7-20>...1>3-22>5-22>7-22> . >3-27">5-2" > 7- 2" > . > 20> > 2221 > 1.
4.2. Sarkovszkij tétel bizonyitasa

Itt fleg a [B] és a [10] cikkeket vettem alapul, kiegészitve a [7] cikkel. A tétel bizo-
nyitasahoz sziikséges allitasok végén a B jel lesz majd talalhatd és a Sarkovszkij tétel
bizonyitasa végén lesz az  [J szimbolum.

A kovetkezGkben, mikor egy a szamrol beszélek, az, ha nincs mas kikotve, az aktualis p
periodikus pont palyajanak a legkisebb értékét fogja jelolni (példaul, ha a p pont palyaja
12,1,2,8,6 akkor az a = 1).



4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : R — R folytonos fiigguény. Tegyiik fel, hogy f-nek van
k-szerint periodikus pontja. Ha k> h, akkor az f figguénynek létezik h-szerint periodikus
pontja. (1]

Ez lenne Sarkovszkij tétele, amely egyediil a valos szdmegyenesen érvényes, nagyobb di-

menziora nem.

Bizonyitas

f?r(a}._

fl(a} ]

f(a) -—|

f4(a} ]

: Il ! ! 4 ; ! . !
a f4(a) f(a) : f2(a) : f2(a)

1. abra. Folytonos fliggvény egy 5-periodikus ponttal és az I; intervallumokkal. [5] cikkben

talalhato abra masik fiiggvényre.

A kovetkezGkben be fogunk vezetni egy 1j fogalmat, a digraf fogalmat. Ez egy olyan
graf lesz, amely meg fogja mutatni a fiiggvény adott intervallumainak egy érdekes tulaj-
donsagat. A digraf segitségével kénnyebben lathatdo modon fogjuk tudni bizonyitani a
tételt.

4.2. Definici6. Legyen f : R — R folytonos fiiggvény és legyen p pont az f fiiggvény egy
k-periodikus pontja. Legyen a pont a legkisebb érték, amelyet az fi(p) felvesz, 1 < i < k.
Ekkor csindlhatunk k—1 véges intervallumot, amelyeknek a végpontjai a p pont iteraltjai.

Legyenek ezek az intervallumok [y, Is, ...[,_1, Ggy, hogy a szamegyenesen egymast kdvessék



(mint az [I] abran). Ekkor legyen s; és t; az I; intervallum két végpontja. Azt mondjuk,
hogy az I; intervallumbol megy él az I; intervallumba, ha az [; intervallum az f(s;) és az
f(t;) értékek kozé esik.

Ekkor a fiiggvény k-periodikus digrafja az az iranyitott graf, amelynek a pontjai az

I, I, ..., I intervallumok, irdnyitott élei pedig az el6bb emlitett moédon keletkeznek.

Most vizsgaljuk meg az [I} &bran lathato I; intervallum végpontjainak az f szerinti
képét. A képen latszik, hogy I, = [a, f*(a)], tehat f(a) = f(a) és f(f*a)) = a és
lathatjuk, hogy ezek kozott az értékek kozott van az I és az I, intervallum, hiszen f°(a) =
a, és emiatt tudjuk, hogy az I; csticsbol megy irdnyitott él az I; és az I csticsokba. Most
vizsgéljuk meg a tobbire. I, intervallumra f(f*(a)) = a és f(f(a)) = f?(a) tehat az I,
csticsbol megy él az Iy, az I, és az I3 csticsokba. I3 intervallumra f(f(a)) = f2(a) és
f(f%(a)) = f3(a) tehat az I3 csticsbol megy él az I, csicsba. I intervallumra f(f2(a)) =
f3(a) és f(f3(a)) = f4(a) tehat az I, csticsbol megy él az Iy, az I3 és az I, csticsokba.

Ekkor legyen az f fliggvény p-szerinti digrafja: [2] &bra, ahol a graf cstcsai az inter-
vallumok, és egy iranyitott él pontosan akkor megy az I; csicsbol az Iy, cstucsba, ha f(s;)

és a f(t;) érté kozé esik az I intervallum.

I O L

L I
O O
2. abra. A fenti fiiggvény 5-periodikus pontjanak a digrafja. [10] cikkben talalhato abra

masik fiiggvényre.

4.3. Definici6. A digrafban akkor beszéliink hurokrol, ha van olyan intervallum, hogy
f(si) és az f(t;) érték kozé esik az I; intervallum, igy az az iranyitott él, ami abba a

csticsba mutat, amelybdl kiindul, egy hurkot képez.

4.4. Definici6. Egy digrafon beliil, ha végig tudunk menni az iranyitott éleken tgy, hogy
abba a cstcsba érjlink vissza, amelyben kezdtiink, akkor ezt az utat kornek nevezziik.
Amennyiben ez a kér nem csupan egy kisebb hosszusagi kor ismétlédésébdl all, akkor azt

nemismétlédd kornek nevezziik.

Néhany példa a konnyebb megértés érdekében. A kovetkezs intervallumsorozatot kor-
nek nevezziik: 11[213[412[1, [1]2[3[4[3[4[2[1, [2]2[1[2, [2[3[4[2, [3[4[3[4[4[3, 13[413[413,
11,141,414 és az utolso ketts kivételével ezek a korok nemismétlsds korok. Bar az otodik

10



(I31413141413) és a hatodik (I314131413) példa elég hasonlonak tiinhet, az 6todik nem &ll
fenn egyediil egy szakaszosan ismétl6dd intervallumsorozatbol, hiszen van benne egy plusz

1, intervallum, mig a hatodikban kétszer van az I3], intervallumsorozat és méas nincs.

4.5. Definicié. Amennyiben egy korben ugyanaz a csucs kétszer szerepel, akkor az le-
bonthato két alkorre.

Példaul 131415151415 kort le lehet bontani az I3l415 és az 14151514 korokre.

4.6. Allitas. Legyen f : R — R folytonos figguény. Ha az f fiigguény eqy k-periddusi
digrafjdra igaz, hogy létezik m-hosszi nemismétlodd kore, akkor létezik az f fiiggvénynek

m-periodusi pontja.

Bizonyitas

A 4.6. Allitas bizonyitasahoz feltessziik, hogy a kivetkezé két lemma igaz.

4.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy I és J két zdrt intervallum, f folytonos fiigguény és J C
f(I). Ekkor létezik eqy QQ C I zdrt intervallum, amire igaz, hogy f(Q) = J.

4.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy I eqgy zdart intervallum, f folytonos figgvény és I C f(I).
Ekkor az f fiigguénynek létezik fizpontja az I intervallumon beliil.

A 4.7. Lemma kénnyen lathato a [3| abra segitségével, elég megvizsgalnunk, hogy a
fiiggvény milyen értékekre veszi fel a J intervallum végpontjait, majd mindkét végpontra
kivalasztani egy értéket, amelyet tartalmaz az I intervallum.

A 4.8. Lemma, ami a Brouwer-féle fixponttétel, gond nélkiil bizonyithat6 egy atalaki-
tassal és a Bolzano-tétel segitségével.[S]

Ahhoz, hogy bizonyitsuk a 4.6. Allitast, tegyiik fel, hogy van egy nemismétlsds zart
intervallumsorozatunk I° ' 1% ... I™ = [° (a szdmozas azt mutatja meg, hogy a kor
milyen cstcsokat érint, példdul, ha a k-adik él mentén az I; cstucsba érkeziink, akkor
I* = I;), amelyre I'*! C f(I). Azt szeretnénk belatni, hogy az f fiiggvénynek létezik m

szerint periodikus pontja. Nézziik meg a kévetkezd diagramot:

f

19 —— f(I°
U
[1
(A nyil ebben a kontextusban az [ intervallumbol az f(Iy)-nal képébe mutat.) Ha

felhasznaljuk a 4.7. Lemmat, akkor tudunk talalni egy @; halmazt, amelyre f(Q,) = I*,
igy:

11



f(D)

——\
_—

3. abra. 4.7. Lemma bizonyitésa. [13] szakdolgozatban talaltam a képet, majd atszer-

kesztettem.

f

I° ——— f(I°
U U
/

Q ——— 1!

S6t, a 4.7. Lemmat és az I°, I', ...I™ definiciojat figyelembe véve a kovetkezd diagramot

generalhatjuk:
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U U
Ql f /[1 f \f(ll)
U U
2

Q2 f >12 f f(jz)
U U

m—1
Qs / R T
U U
Qn I Sy

Hiszen, ha f(Q1) = I', f3(Qs) = I? és I* C f(I') akkor I” = f*(Q) C f*(Q1) =
f(f(Qy) = f(IY), tehat Qo C Q. Ezt is tovabb tudjuk vinni, igy jon ki a bal oldali
oszlop.

Ekkor ha ezt az oszlopot és az alsé sort megnézziik, lathatjuk, hogy Q,, C I° =
f™Qm). Tehat a 4.8. Lemma alapjan az f™ fiiggvénynek van fixpontja @,,-en beliil.
Mivel az intervallumok sorozata nemismétléds, tudjuk bizonyitani, hogy ez a fixpont
az [ fliggvény m-periodikus pontja (és nem kisebb) a Brouwer-féle fixponttétel alapjan,
hiszen tudjuk, hogy az f™ fiiggvény az I° intervallumon 6nmagara képezi, tehat van az
f™-nek fixpontja. Ez még nem zérja ki, hogy ez a fixpont nem p-periddusii pontja a
figgvénynek (1 < p < m). Ebben fog nekiink segiteni, hogy az elején kikotottiik, hogy
ez a kor nemismétléds. A 4.4. Definicié azt mondja, hogy nem allhat egy rovidebb kor
ismétlsdésébdl. Emiatt, ha ennek a fixpontnak p-periddusa lenne, akkor ugyanaz a p
darab intervallum ismétlédne. Bar talalhatunk ilyen fixpontjat is az f™ fiiggvénynek,
kell, hogy legyen olyan pontja is, amely sorban végigmegy I°7'1%...I™ intervallumokon,

tehat ez egy m-periodikus pont. l

4.9. Allitas. Legyen f : R — R folytonos fiigguény. Ha f-nek létezik eqy k > 1 pdratlan
periodikus pontja, akkor f-nek létezik h-periodikus pontja minden h-ra, ahol h > k — 1.

Bizonyitas
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Elgszor azt fogjuk belatni, hogy minden £ > 1 esetén a k-periodikus pont digrafjanak
létezik k hosszi kore. Ehhez vegyiik az el6z6 bizonyitas jelolését, ahol az I°7!... interval-
lumokat hasznaltuk. Legyen I; := I°, aminek az egyik végponja a, a legkisebb iteralt.
Legyen I™, n > 1 egyenld egy olyan I; intervallummal, aminek az egyik végpontja f"(a)
és I" C f(I"71). Ezzel a felépitéssel az I* = I° egyenlSséget kapjuk, tehat kapunk egy k
hossza kort. Ez egy egyértelmi intervallumsorozatot ad, hiszen egyediil két intervallum-
nak lehet megegyezs végpontja, ezutan meg csak az egyik iranyban lehet a masik keresett
végpont, emellett mikor eljutunk f*(a)-ba, az egyenls lesz a-val, ami egyediil az I° = I,
intervallum végpontja, ezzel bebiztositva, hogy visszaériink a kiindulé pontba. (Példaul
a abranal az I, lenne az az intervallum, amelynek az egyik végpontja f(z) és amit
tartalmaz f(I;). A felsorolas az eredeti intervallumjelolésekkel a kovetkezéképpen néz ki:
LI, 151 .)

Mivel 6sszesen csak k — 1 darab csticsunk van, ezért legaldbb az egyik cstcsnak ismét-
l6dnie kell ebben a k korben, és ennél az ismétlédésnél le lehet bontani ezt a k kort két
kisebb alkorre. (A fenti példankban az I intervallum az, amelynél le tudjuk bontani,
tehat marad az I1 51, és az 131415, igy ezzel kaptunk egy 2 és egy 3 hosszu kort.) Mi-
vel az ismételt intervallumnak csak két végpontja van, ezért maximum kétszer tud csak
feltiinni az eredeti k korben, (itt nem szoktuk belevenni az utolsé csticsot, tehét, bar a
fenti hosszabbik korben kétszer jelenik meg az I intervallum, az utolsé elem sosem sza-
mit) tehat csak egyszer tud megjelenni a két kisebb kérben, amelyek emiatt nem lehetnek
ismétl6ds korok. Tovabba, ha k paratlan, akkor az egyik kisebb kornek is paratlannak

kell lennie.

a f(a) f2(a) a f(a) f2(a)

e

4. abra. A 3-periodusu digraf. [10] cikkben talalhato abra.

A 4.9. Allitas most mér konnyen bizonyithato teljes indukcié segitségével. A . abra
és az ol abra alapjan lathatjuk k = 3 és k = 5 esetekre az igazsagat, hiszen h = k — 1
esetén ki tudjuk hagyni a hurkot, amely minden digrafon megtalalhato, vagy tudunk rajta
egy kort mutatni, amely a hurok segitségével k — 1 hosszi. Az ennél hosszabb korckre
pedig csinalunk egy nem 1 hosszu kort, amely egy olyan csiiccsal kezdddik, amelynek van
hurka, és elé tudjuk venni a hurkot annyiszor, hogy az elérje a megfelel6 hosszusagot.

Ezzel a modszerrel kapunk egy megfelel§ hossztusagi nemismétlgds kort.
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5. abra. Az Gsszes 5-periodikus digraf. [10] cikkben talalhato abra atgondolva.

Tegyiik fel, hogy ez az allitas igaz minden 1 és k kozotti paratlan szamra. Ha az
f figgvénynek létezik k-szerint periodikus pontja, akkor a k-szerinti digrafnak létezik k
hosszi kore, és ezt a kort le lehet bontani két kisebb korre, amelyek nemismétédsk és
amelyek koziil az egyik paratlan hosszia. Ha ez egy 1 hossza kor (hurok), akkor a hurok
segitségével tudunk csinalni bel6le egy m > k—1 hossza kort tgy, hogy annyiszor megyiink
végig a hurkon ahanyszor kell, hogy elérjiik ezt az m hosszt kort. Ha ez nem egy 1 hosszi
kor, akkor a 4.6. Allitas alapjan a kisebb péaratlan periodusi lesz az tj k, azt is leosztjuk
két kisebb korre. Ha a paratlan koér 1 hosszt, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor az lesz
az 1j k. Ezt a lépést ismételgetve el kell, hogy jussunk egy 1 hosszt korhoz, amelyen

azutan annyiszor megyiink végig, ahanyszor kell, hogy megkapjuk a A hosszi kort. B

4.10. Lemma. Egy folytonos fligguény k-periodusi digrafja mindig tartalmaz eqy k-hosszi

kort, amelyben valamely csicsa pontosan kétszer ismétlddik.
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Bizonyitas

Ennek a lemmanak mindkét allitdsat belattuk az el6z6 bizonyitasban, elGszor bizonyi-
tottuk, hogy k > 1 esetén a k-peridodusi digrafnak létezik k hosszu kore és definialtunk
is egy ilyen kort, majd a masodik bekezdésben belattuk, hogy mivel csak k£ — 1 csticsunk
van, az egyiknek ismétl¢dnie kell, de minden intervallum pontosan kétszer ismétlGdhet,

mert végpontokhoz definidltuk a kort és egy intervallumnak csak két végpontja lehet.

4.11. Allitas. Legyen f : R — R folytonos figgvény. Ha f-nek létezik eqy k-periodikus
pontja, ahol k = 2n + 1 és n > 1 egész, akkor f-nek létezik h-periodikus pontja minden

pdros h-ra.
Bizonyitas

Vegyiik elGszor az n = 1 esetet. Ekkor 3-periodikus pontokrdl beszélhetiink. Ezt
el6szor Li és Yorke publikalta 1975 decemberében a The American Mathematical Monthly
folyoiratban. Mi egy kicsit mas szemszoghdl fogjuk megkdzeliteni.

Amennyiben 3-periodikus pontokrol beszéliink, ha kikotjiik, hogy az a pont a legkisebb,
akkor Gsszesen kétféle sorrendben lehetnek az iteraltak, amelyek a [d abran lathatoak.

A 4.6. Allitas alapjan tudjuk, hogy ha tudunk egy e hosszt nemismétlsds kort mutatni
ebben a digrafban, akkor van a fiiggvénynek e-periodikus pontja is. A digrafon lehet latni,
hogy tudunk egy 2 hosszi kort leirni az I[; és I intervallumok segitségével. A héarom
eset trividlis. A haromnal nagyobb esetre tgy tudunk a legegyszertibben nemismétl§dé
kért mutatni, hogy végigmegyiink a jobb oldali csticsnal 1évé hurkon (e — 1)-szer, majd
atmegyiink a bal oldali csticsba és vissza a masikba. Igy a kévetkezd intervallumsorozatot
fogjuk kapni: Iolyly...IoI; Iy amelyben pontosan (e — 1)-szer fog szerepeli az I° cstcs.
Tudjuk, hogy ez az intervallumsorozat nemismétlédd, hiszen egy olyan pont palyajat irja
le, amely (e — 1)-szer egy intervallumban van, majd atlép a masikba. Ezzel be is lattuk
az n = 1 esetet.

Tehat vegyiik azokat az eseteket, ahol n > 1. El6szor készitsiink egy 2n + 1 periodusi
digrafot az f fiiggvényre. A 4.10. Lemmabol és a 4.8. Allitas bizonyitasabol kovetkezik,
hogy a digrafnak van 2n-+1 hosszi kore, amelyet fel lehet bontani két kisebb korre, amelyek
koziil az egyik péaratlan hosszi. Ha ez a paratlan hosszi kér nem hurok, azaz nem egy 1
hosszu kor, akkor teljes indukcioval belathato az allitas tgy, hogy ezt a révidebb paratlan
kort valasztjuk meg & = 2n + 1-nek. Ha van 1-nél hosszabb péaratlan hossza alkore, akkor
1jbol k-t valasztunk addig, amig nem kapunk egy hurkot vagy vissza nem ériink az n = 1
esetbe, amelyet mar belattunk.

Tehat feltehetjiik, hogy ez a 2n + 1 hosszu kor egy 1 hosszi és egy 2n hossza korre
bomlik fel. Legyen [, az a cstcs, amelynél szét tudjuk bontani a két kisebb kort (amely

a I L I31,1,1) példaban az I, cstcs) és legyen I' = I,,,, emellett kezdjiik a 2n kort I'-el,
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tehat a kovetkezSképpen fog kinézni: I'I%..I12"I'. (A példédban gy nézne ki a két kor,
hogy 141, 1 hosszt kor és I115151411 4 hosszu kor, majd a péaros kor kiindulé pontjat
elcsusztatva a I411 15131, azonos kort kapjuk.)

Feltehetjiik, hogy ez a 2n koér nem tartalmaz megfelel§ alkort, amelynek a hossza
nagyobb mint 1 és tartalmazza az I' csicsot, hiszen akkor megvalaszthatnank ezt az
alkort, mint nemismétléds kort, majd hozzadadhatnédnk vagy levehetnénk a fent emlitett
hurkot, hogy megkaphassuk a megfelel§ hossztisagii nemismétléds paratlan hosszusagu
kort, (amelynek a hossza (2n + 1) és 1 kozott van), ami lehetne az 4j k, és ekkor lehetne
azzal bizonyitani teljes indukcio segitségével.

Kovetkezésképpen feltehetjiik, hogy a (2n + 1)-es digrafon beliil egy I' (1 < i < 2n)
cstics nem mutathat egy I* csticsba, ahol k > i + 1 vagy k = 1, kiilonben atugorhatnank
néhany csicsot megalkotvan egy olyan alkort, amelynek a hossza nagyobb mint 1 és
tartalmazza az I' csticsot. Hasonlo okokbol, az 1 hossza kor (I'), az I' cstics egyediil
onmagéba és az I? csiicsba mutathat.

Legyen I' tovabbra is egyenld I,,,, ahol az I,,, a szamegyenesen az m-edik véges interval-
lumot jelenti. Mivel I! csak énmagaba és I>-be mutat, I?-nek egy olyan intervallumnak
kell lennie, amely az I,, mellett foglal helyet, tovdbba az f fiiggvénynek I* egyik végpont-
jat I' masik végpontjaba kell iteralnia, azt pedig I? valamelyik végpontjaba. Legyen b az
I'' intervallum egyik végpontja ugy, hogy az I' intervallumnak f(b) ugyanigy végpontja
lesz. Mivel a b pont 2n + 1 periodusu, f(b) # b. Ekkor két lehet&ség all fenn:

o I'=1[b, f(b)], és ebben az esetben, I? = I,,, | = [f2(b), ]

o I'=[f(b),], & I2 = Ls = [b, S2(0).

I I
f2(b) b f(b) f(b)
6. abra. A két lehetséges intervallum sorrend. [5] cikkben taldlhato ébra részletezve.

Mivel a [6] abran lathato intervallumsorrendek szimmetrikusak, elég, ha csak az elsg
esetet vizsgaljuk.

Vegyiik figyelembe, hogy f3(b) > f(b), hiszen ellenkezs esetben f3(b) < f2(b) eset allna
fenn, ami azt jelentené, hogy I? intervallumbol mutatna nyil /'-be, amit kikotottiink, hogy
nem lehetséges, ezért belathatjuk, hogy az I? intervallum az I' jobb oldalan helyezkedik
el és I3 = [f(b), f3(b)]. Hasonléan f4(b) < f2(b) és I* = [f*(b), f2(b)]. Tovébb folytatva
ezt az elvet megkapjuk, hogy minden I* intervallum, ahol 1 < i < 2n, a . abran lathato

modon fogja kévetni egymaést
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7. abra. A 4.11. Allitasban felirt intervallum sorozat a valos szamegyenesen. [5] cikkben
talalhat6 abra.

ahol f2"t1(b) = b és I*" intervallumbol mutat nyil I, I3, ..., I*"~1 intervallumokba. To-
vabbé a (2n+1)-periodikus digrafnak tartalmaznia kell a [§ abran lathato algrafot az alap
feltevése miatt, miszerint f(I*) D I és amiatt, mert f(I?") = f([f*"(b), f**2(b)]) =
F([f2=3(b), f*~1(b)]), tehat f(I?") tartalmaz minden I’ intervallumot, amelyre i parat-

lan.
IEn-K’ ).IEFI-E

-

8. abra. A 4.11. Allitas bizonyitasédban leirt digraf részgrafja. [5] cikkben talalhato abra.

Ebbél minden paros periodus belathato tgy, hogy 2-re az 12" 1?"~1]?" kor, a 4-periodikus
pontra [2n[?n=3[2n=22n=112n k& 65 minden nagyobb paros szamra végig tudunk tgy
menni, hogy ha a szam oszthato 4-el, akkor egyszer végigmegyiink az I*"I?"~11?" koron,
majd [2n[2=3[2"=2[2n=112n kérén annyiszor, hogy 2 hijan meglegyen, majd djra a 2
hosszt koron, ha nem oszthatd 4-el, akkor annyiszor megyiink végig a 4 hosszu koron,

hogy 2 hijan meglegyen, majd végigmegyiink a 2 hosszta kéron. W
4.12. Allitas. Legyen f : R — R folytonos fiigguény. Ha f-nek létezik k-periodikus

pontja bdrmilyen k egészre, akkor létezik 1-periodikus pontja azaz fizpontja. Tovdbbd, ha

van olyan k-periodikus pontja, ahol k > 1, akkor van 2-periodikus pontja.
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Bizonyitas

El6szor vizsgaljuk meg az els6 allitast. Legyen f : R — R folytonos fliggvény és
legyen a az f fiiggvény egy k-periodikus pontja (itt most az a pont nem feltétleniil
a legkisebb iteralt). Tegyiik fel, hogy f(a) > a és vegyiik a eldrefele vett orbitjat:
(a, f(a), f*(a), ..., f¥(a)), ahol a feltevésbsl tudjuk, hogy f*(a) = a. Ekkor létezik egy
olyan b = f(a) pont, amire f(b) < b igaz, kiilonben a sorozat folyamatosan névekedne,
és nem térne vissza az a pontba. Ekkor a Bolzano-tétel segitségével (amit az f(x) — x
fiiggvényre alkalmazunk) tudhatjuk, hogy kell, hogy legyen egy olyan ¢ az a és a b kozott,
hogy f(c) = c¢. A szimmetria miatt ez ugyantgy igaz abban az esetben is, ahol f(a) < a.

Most vizsgaljuk meg a masodik allitast, miszerint ha k > 1, akkor létezik az f-nek
2-periodikus pontja. Az allitas trividlis a k = 2 esetben, tehét tegyiik fel, hogy k£ > 3.
A 4.10. Lemma alapjan tudhatjuk, hogy az f fliggvény k-periodusu digrafja tartalmaz
egy k hosszu kort, amelyet le lehet bontani két nemismétlsds alkorre, mint az el6z8 bizo-
nyitasban is lathato volt, és amelyek koziil legalabb az egyik tébb mint 1 hosszi. Most
vegyiik ezek koziil a révidebb, nem 1 hosszti kort. Ha a kor hossza 2, akkor megvagyunk.
Ha nem, akkor a kisebb kort felirjuk tjra I'72... alakban intervallumsorozatba és ketté-
osztjuk. Ezt addig csindljuk, amig nem kapunk egy 2 hossza kort. Legrosszabb esetben
minden felosztasban lesz egy hurok, ami miatt k — 2-szer kell ezt végigcsinalnunk, de végiil

el fogunk jutni a 2 hosszi kérbe. B

4.13. Allitas. Legyen f : R — R folytonos fiiggvény. Ha h megeldzi k-t a Sarkovszkij
rendezésben, és f-nek van h-periddusi pontja, akkor létezik k-periodusi pontja is.
Bizonyitas

Az allitast be tudjuk latni standard érvekkel f megfelels iteraltjai mellett. Az egysze-
riiség kedvéért bontsuk kiilonb6zé esetekre.

Elgszor legyen h = (2m + 1) - 2° és k = (2n + 1) - 2, ahol m, n, s, t nemnegativ egész
szamok és (1) s < t ésm > 0 vagy (2) s =t és 0 < m < n. Vegyik figyelembe
a 4.11. és a 4.9. Allitasokat egy 1j g := f* fiiggvényre és erre a két esetre. Ekkor
taldlhatunk egy x pontot, ami a g fliggvény ((2n + 1) - 2!=%)-periodikus pontja, hiszen
azt tudjuk, hogy a g fiiggvénynek van (2m + 1)-periodikus pontja (¢?"*! = f@m+1)2%)
ezért kell, hogy legyen ((2n + 1) - 2'~%)-periodikus pontja is, mert az (1) esetben 2m + 1
paratlan és (2n + 1) - 2/7° péros, igy ez a 4.11. Allitasbol kovetkezik és a (2) esetben
(2m+1)257t =2m+1 > (2n+1) — 1 = 2n (hiszen s = t), amit pedig a 4.9. Allitas igazol.
Ezek utédn konnyen belathato, hogy az x pont az f fiiggvény ((2n + 1) - 2%)-periodikus

pontja, hiszen

(2n+1)-2¢

fEVH 2y = g7 (2) = g

ami a feltevésiink volt az x pont keresésénél.
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Ezek utan vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor h = (2m + 1) - 2° és k = 2%, ahol m
nemnegativ és s,t pozitiv egész szamok agy, hogy (a) m > 0 vagy (b) m = 0 és s > t.
Feltehetjiik, hogy az (a) esetben is s > ¢, hiszen ellenkez§ esetben az (1) esetet kapnank
vissza az el6z6 bekezdésbsl. Most vegyiik figyelembe a 4.12. Allitast egy 6j g = 2
fiiggvényre. Ekkor beldthatd, hogy mindkét esetben lesz a ¢ fliggvénynek 2-periédust
pontja, mert tudjuk, hogy van (2m + 1) - 225 = (2m + 1) - 2°7'~'-periodikus pontja, ami
nagyobb mint 1, igy a 4.12. Allitas igazolja, emiatt zg = ¢2(z0) = 2 2(z0) = f* (20).

A fels6 két bekezdés és az, hogy barmely periodikus pont létezésébdl kovetkezik, hogy
van 1-periodikus pont bizonyitja a 4.13. Allitast. W

4.14. Definici6. Legyen f : R — R folytonos fiiggvény és legyen xy az f fiiggvény egy
k-periodikus pontja. Azt mondjuk, hogy f k-periodusu digraf zo-ra hiiséges, ha a digraf
minden /; cstucsara léteznek olyan [; szakaszokra iranyuld I L1213, ... 1™ csucsok, hogy
f([j) = ?:1Ii-

Talan a legegyszertibb a digrafok szempontjabol nézni ezt a definiciot. Tehat azt mond-
ja ki, hogy ha vesziink egy I; csticsot és azokat az I', I?, ..., I" cstcsokat, amelyekbe az

I; csticsbol megy iranyitott él, akkor az I',I%, ... I"

intervallumok uni6ja kiadja az I;
intervallum f-szerinti teljes képét és nem tgy, hogy példaul f(I;) = (U 1") U {c} ugy,
hogy ¢ ¢ U, I'.
4.15. Allitas. Legyen f : R — R folytonos fiigguény és legyen zo az f eqy k-periodikus
pontja. Osszuk fel a valds szdmegyenest xq orbitjdnak pontjaival (véges szami halmaz).
Ekkor legyenek 11, I, I3, ... Ir_1 azok a véges intervallumok, amelyeket a k iterdlt pontjaival
kapunk a szamegyenesen. Teqyiik fel, hogy ez a k-periodusi digrdf hiiséges. Ekkor, ha az f
fligguénynek létezik p szerinti periodikus pontja az U} I; halmazban, akkor a k-periodikus
digrdf tartalmaz eqy p hosszi kort.
Bizonyitas

Legyen b € I;, valamilyen i-re, és legyen b az f fliggvény egy p-periodikus pontja.
Legyen egy masik intervallumsorozat J; és Jy = I;. Mivel f(I;) = U I" létezik olyan in-
tervallum .J; amire f(b) € J;. Ha folytatjuk ezt, akkor kaphatunk egy Js, ..., J, sorozatot,
amire f(J;) C Jiy1 és fi(b) € J; minden i-re. Emiatt J, = Jy, tehat van p hossza kér a
digrafban.®l

4.16. Megjegyzés. Az eldzd dllitasban kapott p hossziu kor lehet ismétléds kor. Ha
azonban megkdvetelyik, hogy az f figgvény minden I; intervallumon, 1 = 1,2,....k — 1,
monoton legyen, akkor nem dllhat dssze a p hosszu kor teljes egészében eqy 1 hosszu korbal,

amelyet tobbszor ismétlink p > 1 esetén.

4.17. Allitas. Minden n > 2 esetén létezik eqy f : R — R folytonos figguény, amelynek
létezik (2n + 1)-perodikus pontja, és nincs (2m + 1 )-periodikus pontja minden 1 < m <n
esetén.
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Bizonyitas

Legyen f egy szakaszonként linearis fiiggvény és legyen f(n) = n — 1, f%(n) = n +
L) = n =2, fH0) = nt 2 f20) = 0t [ () = 0 (4 1), () =
0, f*"(n) = 2n és 2"+ (n) = n (0 < i < n). Igy n egy (2n + 1)-periodikus pontja a
figgvénynek, amely a [0 abran lathaté modon fog kinézni.

frd(n) f-3(n) fin) M0 fn) fin) far2(n) f2(n)

2n

2n-1

n+2

n+1

0 Il é é f’l—i é II'I é Ir|—1 é ln—2§ i 1.Z‘rl E

- - + + -
] 1 r1213 nHln I2r1II.L‘r12 2ﬂlh2n

>

9. abra. A 4.17. Allitas bizonyitasat segité dbra. [5] cikkben lathato abra.

Legyenek It I% ... 1" ugy, hogy I' = [f(n),n],I® = [f3(n), f(n)],.., """ =
[f ), £, P = (2 (), f20 70 6 1P = [, fP ()] T = [f2(n), fA(R)), - T =
[f272(n), f%(n)], ..., I*" = [f*2(n), f*"(n)], ekkor a hozzatartoz6 2n + 1 digrafban az I'*
intervallumbol csak az I' és az I? intervallumokba vezet nyil. Minden 1 < i < 2n-re az
I' intervallumbol egyediil az I**! intervallumba visz nyil és az I*" intervallumboél csak az
I*~1 intevallumokba, ahol 1 < k < n. A digrafok n = 3 és n = 4 esetei a [10] abran
talalhatoak.
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10. abra. Az n = 3 és az n = 4 esetek. [5] cikkben lathato abra.

Eszrevehetjiik, hogy a I' intervallumnal 1évé hurkon vagy annak ismétlése nélkiil azok-
nak a koroknek, amelyeknek a hossza kisebb mint 2n + 1 a digrafon, paros a hosszuk.
Tehat a bizonyitas befejezhets a 4.15. Allitas és 4.16. Megjegyzés segitségével, hiszen a
megjegyzéshdl kideriil, hogy mivel monoton a fiiggvény minden [y, I, ...Is, esetén, ezért
nem allhat 6ssze az I'! intervallumnal 16vé hurokbol egyediil, hisz 2m +1 > 1, és az allitas
béar csak annyit mond ki, hogy ha van p-periodikus pont, akkor van kor a digrafon, de
kénnyen be tudjuk latni, hogy ha nincs az 4bréan kor, akkor nincs periodikus pont sem, hi-
szen ha f2"*1(I;) = I'UI?U...UI"™ a definici6 szerint, és ha f2"*1(I;) = ["UI?U..UI" 2
akkor nem lehet olyan pont az I; intervallumban, ami pontosan (2n-+1) lépésben visszajut

az intervallumba, hiszen egymésba nem 16g6 intervallumaink vannak.Hll

4.18. Definicié. Tegyiik fel, hogy h: A — Aés f : B — B. Ekkor f és h topologikusan
konjugaltak, ha létezik g : A — B homeomorfizmus, hogy g(h(z)) = f(g9(z)). [2]

4.19. Allitas. Legyenek h és k pozitiv egész szamok ugy, hogy h megelézi k-t a Sarkovszkij
rendezésben (h > k). Ekkor létezik olyan f : R — R folytonos figgvény, amelynek van
k-periodikus pontja, de nincs h-periodikus pontja.
Bizonyitas

A bizonyitashoz a 4.17. Allitast fogjuk tovabb vinni, tgy, hogy "négyzetre emeljiik".
Tegyiik fel, hogy f : [a,b] — [a, b] folytonos fliggvény, aminek van egy (2n + 1)-periodikus
pontja az [a, b] intervallumon és nincs (2m + 1)-periodikus pontja, ahol 1 < m < n. Le-
gyen [c, d] egy olyan intervallum, amely diszjunkt az [a, b] intervallumtol, emellett tegyiik

fel, hogy b < ¢ és legyen g : [a,b] — [c,d] egy tetszbleges homeomorfizmus. Ezutan
definialjunk egy harmadik fiiggvényt, r : R — R, ami:
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go f(x) ha z € [a, b]
g ! ha z € [¢,d]
r(z) =
a ha z € [b, |
(konstans ~ ha 2 € (—o0,a] U [d, +-00)

Vegyiik észre, hogy r?(z) = f(z), ha z € [a,b], hiszen r(r([a,b])) = r([¢,d]) = [a, ]
és emiatt r(r(x)) = r(g (f(x))) = g *g(f(z))) = f(z), amennyiben z € [a,b], és
r?(x) = g(f(g7'(2))), h € [e,d] hasonlo logikaval, r?([c,d]) = r([a,b]) = [c,d], te-
hét r(r(z) = (g~
konjugalt fiiggvények periodikus pontjainak a rendszere ugyanolyan struktaraju. Az r

(.r)) = g(f(gfl(x))), amennyiben = € [c,d]. De a topologikusan

fiiggvénynek van (2n + 1) - 2-periodikus pontja, de nincs (2m + 1) - 2 periodikus pontja
1 < m < n-re. Tovabba az r fuggvénynek nincs (25 + 1)-periodikus pontja j > 1 esetén az
[a, b] és [c, d] intervallumok paratlan iteraltnal rossz intervallumba keriilnek. Amennyiben
tovabb folytatjuk ezeket a lépéseket egy 1j r fiiggvénnyel olyan fiiggvényeket kaphatunk,
amelyeknek van (2n+ 1) - 2'-periodikus pontjuk, és nincs (2m + 1) - 25-periodikus pontjuk,
ahol s <tvagy s=tés1<m<n.

Konnyt létrehozni olyan fliggvényt, amelynek van fixpontja egy zéart intervallumon,
de nincs periodikus pontja 1-nél nagyobb periodusra (példaul az f(x) = z? fiiggvény,
amelynek a fixpontjai az 1 és a 0, és f?(z) —x = 2 — 2 = x(2® — 1) amelynek csak
az 1-ben és a 0-ban van fixpontja, igy a Sarkovszkij rendezés alapjan tudjuk, hogy més
periodikus pontja sincs, ha nincs 2-periodikus pontja). Ezek utéan ismételve a korabbi
lépéseket kaphatunk példakat minden k£ és h parosra a Sarkovszkij rendezésben, amire a
4.19. Allitas igaz. Ezzel befejezhets a 4.19. Allitas bizonyitasa, és ezzel a Sarkovszkij
tétel bizonyitasa. ]
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5. Periodikus pont keresési médszerek

Ehhez a fejezethez f6leg a [11] konyvet és a [12] Wikipédia cikket hasznaltam fel.

Sajnos elég kevés megbizhatd gyors fix és periodikus pont keresési modszer van. Sze-
rencsénk lehet, ha a fiiggvény egyszert, példaul masod- vagy harmadfokid, mert arra van
megoldoképlet, de afolott ritkan lehet egyszerd modszerekkel periodikus pontot taldlni.

Vegyiink egy egyszerii példat, legyen f(x) = x? — 2 egy folytonos f : R — R fiiggvény.
Ekkor fixpontot a kévetkezSképpen tudunk keresni:

flz)=2*—-2=12
P —x-2=0

és ezek utan egyszertien a masodfoku egyenlet megoldoképletével kifejezhetGek a gyokok,
amelyek: x1 =2 és x9 = —1.

A f3(z) = (2?2 — 2)* — 2 = 2? — 42% + 2 ami mar nehezebbnek tiinik, hiszen a negyedfo-
ki megoldoképletiink meglehetésen komplikalt, tehat egyszertibb valamely mas modszert
hasznalni. Azt viszont tudjuk, hogy ami az f fiiggvény fixpontja az a f? fiiggvénynek is

fixpontja, emiatt f2(x) — x gydke a f(x) — x. Tehat elég a kovetkezst kiszamolni:

fPz)—2z =42 —2+2
flx) —=x 22—z —2 v

1+v5

amelyet meg tudunk oldani masodfokd egyenlet megoldoképletével, igy xy = —=57 és

_ 15
5

Tog =
A 3-periodikus pontok mér sokkal bonyolultabbak, hiszen, ha kiszamoljuk, akkor f3(x) =

2% =829 42021 — 162242 emellett, ha leosztunk, mint az f2-nél, akkor is hatodfoki egyenlet

fog kijonni, amelyet nem tudunk kiszdmolni (2 + 2% — 52 — 32% + 722 + 2 — 1 = 0).
Ekkor kezdhetiink el gondolkodni olyan modszereken, amelyek segitenek nekiink kisza-

molni vagy legalabb megkozeliteni, hogy mely xy pontra kapunk periodikus pontot.

A kovetkezSkben feltessziik, hogy az I = [a,b] intervallumra, amelyen vizsgalodunk,
igaz, hogy f(a) < 0 és f(b) > 0. Amennyiben ez nem igaz, vizsgaljuk a — f(x) fiiggvényt.
Tegyiik fel, hogy az intervallumban pontosan egy zérushelye van a fiiggvénynek.

A kovetkez6 modszerekhez szamitogépes programokat hasznalunk, amelyek segitenek

megbecsiilni a keresett értéket.

5.1. Intervallumfelezési modszer

Az intervallumfelezési moédszerben, ahogy a neve is arra utal, egy intervallumot feleziink

djra és tjra amig meg nem talaljuk, vagy elég kozel nem ériink a fixponthoz.
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Ehhez arra van sziikség elsGsorban, hogy feltegyiik, hogy f(a) < 0 és f(b) > 0. Ha

ez nem igaz, akkor a zérushelyet a — f(z) fiiggvényre keressiik. Ezutan megnézziik, hogy

a+b
2

ha pedig negativ, akkor az 4j a, majd pedig Gjra megvizsgaljuk az f(

érték lesz az 1j b,

a+b
2

a [LI] abran lathato. Ezt addig csinaljuk, amig nem kapunk 0-at vagy amig nem lesz a

az f(“E2) értéke pozitiv vagy negativ. Amennyiben pozitiv, ez az
) értéket mint

hibahatéaron (epszilon kérnyezetenén) beliil.

Mivel sok program lebeg&pontos szamokat hasznal, ezért érdemesebb az %’ helyett a

a+ aT_b felezést hasznalni, mert nem biztos, hogy az aT*b az a és a b szam kozé fog esni.
A
a a by :
: (b-a)/2< (b-a,)/2>0 b

11. dbra. Az intervallumfelezési modszer képpel illusztralva. Ebben a példaban lathatjuk,

hogy f(a+ b_T") < 0, tehat ez lesz az 4j a amelyet az egyszertiség kedvéért a;-nek jeloliink.

b—aq
2

mint 0, tehat ez lesz az 0j b-nk, ami ismét egyszertiség kedvéért b;. Ezt tovabb folytatva

Ezutan megnézzik, hogy mennyi az értéke f(a; + )-nek. Latjuk, hogy ez nagyobb

kapunk egy kozelits értéket a zérushelyre. [11] konyvben talalhato abra masik fliggvényre.

5.2. Harmodszer

Az intervallumfelezési modszerhez hasonloan a htirmodszernél is az [a, b] intervallum két
végpontjat fogjuk tjradefinialni, itt viszont nem felezni fogjuk az intervallumot, hanem az
f(a) és f(b) pontok kozé fogunk egy egyenest htuzni, és megnézni, hogy ez az egyenes hol
metszi az x tengelyt. Tegyiik fel, hogy ez az egyenes egy ¢ pontban metszi az x tengelyt.
Ekkor ha f(c) < 0 akkor ez a ¢ pont lesz az 4j a, ha f(c) > 0 akkor az 1j b.
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Ez a modszer is mindig fog talalni az intervallumban zérushelyet, feltéve, ha van az

intervallumban. A [I2] abran lathato egy példa a hurmodszerre, és tudjuk kozeliteni a

mar emlitett ’?(j))__j = 25+ 2° — bat — 3a® 4+ T2? + 2 — 1 fiiggvényen a 3-periodikus pontot

megfelel§ intervallumon.

12. abra. A hurmodszer képpel illusztralva. Itt megkeressiik az f(a) és az f(b) pontokat
0sszekots egyenes zérushelyének az f szerinti képét és megnézziik, hogy ez pozitiv vagy
negativ. Ahogy lathatjuk a képen ez elGszor negativ volt, ezért ez lett az 4j a. A kdvetkezd
lépésben megint negativ értéket kaptunk, ezért megint az a ponton valtoztattunk. A
harmadik pozitiv lett, ezért akkor a b értéket csokkentettiik. Ezt folytatva kapunk egy

kozelits értéket a zérushelyre. [I1] konyvben talalhato dbra masik fiiggvényre.

Az intervallumfelezési modszert és a hurmodszert azért szeretem, mert bar nem a

leggyorsabbak, ha van, akkor mindig taladlnak zérushelyet az intervallumon.

5.3. Szelédmodszer

A kovetkez6 modszerrel egy olyan xg, 1, o, ... sorozatot szeretnénk létrehozni, amely
monoton kozelit a zérushelyhez. Itt mar csak az fontos, hogy f(a) - f(b) < 0 legyen a
zérushely létezése miatt. Ezt a sorozatot, hasonldéan, mint az intervallumfelezési mod-
szerhez, akkor fejezziik be, amikor megtalaljuk a zérushelyet vagy belelépiink az epszilon
kornyezetébe.
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Bar a szel6modszer gyorsabban taldlhat zérushelyet az intervallumon, nem megfelels
koriilmények kozott ki tud lépni az intervallumbol, ezzel lehetGséget adva arra, hogy ne
talaljuk meg a zérushelyet.

A szel6modszer és a hurmoédszer kozott az a kiilonbség, hogy itt egy sorozatba "ment-
juk" el azokat az értékeket, ahol a két pontot Osszekots egyenes metszi az = tengelyt,
¢és mindig az utolso két értékre illesztjiik az egyenest ( . abran lathat6). Emiatt nem
mindig egy = tengely feletti és egy x tengely alatti pontot kotiink Ossze, ami azt eredmé-
nyezheti, hogy a metszéspont kikertilhet az [a, b] intervallumbol, ahogy ez a abran is
lathat6. Ez ahhoz is vezethet, hogy nem talaljuk meg a zérushelyet az intervallumban.

LS

13. abra. A szel6modszer képpel illusztralva. Lathatjuk, hogy az f(a) és az f(b) pontok
0sszekots egyenesének a zérushelyét keressiik. Az xg,x1, 29, ... sorozatban a = x(y és
b= x1. A két pontot Osszekots fliggvény zérushelye xo lesz. Ezutan az f(b) = f(z1) és
az f(xy) pontokat Gsszekots egyenes zérushelyét keressiik, és igy tovabb. A képen lathato
esteben az x; értékek kozelitei fognak a fiiggvény zérushelyéhez. [11] konyvben talalhato

abra masik fiiggvényre.

5.4. Newton-modszer

Hasonléan a szelémodszerhez, most is egy xq, 1, 2, ... sorozatot szeretnénk, amely mo-
noton kozelit a zérushelyhez. Ezt a modszert elgszér Newton irta le 1671-ben, majd Jo-
seph Raphson egyszertisitette 1690-es cikkében, emiatt hiresiilt el, mint Newton-Raphson-
modszer, amelyet mi csak Newton-modszernek fogunk mondani. A ma is ismert valtozatét
Thomas Simpsonnak koszonhetjiik.

Ami ezt a modszert megkiilonbozeteti a fenn emitett modszerektsl, az az, hogy nem

két pont kozott hizunk egyenest, hanem egy pontban htzunk érintét. Ehhez sziikséglink
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14. abra. A szel6modszer, amikor kilépiink az [a, b] intervallumbol. Ezen a képen lathato,
hogy a szelémoddszer nem mindig talalja meg az értéket. Az f(z1) és az f(z2) pontokat
Osszekotd egyenes kilép az [a, b] intervallumbol, és ezek utéan is folytathatja a téavolodast

a zérushelytdl. [11] konyvben talalhato abra.

lesz a derivalt fliggvény értékére abban a pontban, emellett arra, hogy ez az érték ne
legyen 0.

5.5. Hogyan keressiink megfelel6 intervallumot?

Ezt a kérdést szamitogépes fiiggvény kirajzolassal vagy a GeoGebra honlapjival nem
nehéz megvalaszolni. En ebben a részben analog modon kiszamolhato megoldast szeretnék
nydjtani a % = 2% + 2% — 5ot — 323 + T2? + o — 1 fiiggvényre, amihez a teljes
fliggvényvizsgéalatot fogjuk segitségiil hivni. Ennek a moédszernek az alkalmazasaval azt
is elérhetjiik, hogy a Newton-modszernél el6re tudhassuk, hogy a derivalt fiiggvény hol 0.

Ahhoz, hogy kénnyen megtudhassuk, hogy a fiiggvény hol metszi az z-tengelyt, nagy-
jabol fel kell rajzolnunk a fliggvényt. Ehhez elGszér érdemes megnézni az értelmezési
tartomanyt. Ezutan a teljes fliggvényvizsgalatban az lenne a kérdés, hogy hol nulla a
fiiggvényérték, de azt egy magasabb foku fiiggvény esetében nem mindig tudhatjuk. Az
én modszerem erre az lenne, hogy derivaljuk a fiiggvényt, és annak megnézziik a zérus-
helyeit, amelybdl kovetkeztethetiink a fiiggvény monotonitasara. Amennyiben ezt nem
tudjuk kiszdmolni, a fliggvényt ismét derivaljuk. Ezt egészen addig csinaljuk, amig meg
nem kapunk egy olyan fiiggvényt, amelynek a gydkeit mar meg tudjuk talalni, példaul
egy harmadfoku fiiggvényt.

Ez a kovetkezSképpen fog kinézni:
glx) =28 +2° - 52t = 32° + Tt + v — 1 (1)
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15. dbra. A Newton-modszer képpel illusztralva. Ennél a modszernél nem intervallumon
keresiink. Itt az f(zg) ponthoz hizott érinté zérushelyét keressiik, ez lesz az x; érték.
Ezutén az f(x;) pont érintGjének a zérushelyét keressiik. Ezekkel az xg, 1, ... értékekkel

kozelitjiik a zérushelyet. [11] cikkben lathato dbra masik fiiggvényre.

g () = 62° + 52" — 202 — 92* + 142 + 1 (2)

g"(r) = 302* 4+ 202°* — 602° — 18z + 14 (3)

g"(x) = 1202° + 602 — 120z — 18 (4)

Amennyiben  kiszamoljuk a  harmadfoka  fliggvény  zérushelyeit, az

x1 = 0.861987600747134, x5 = 0.14272237076591518, x5 = 1.2192652299812197 ered-
ményt kapjuk. Ekkor fel tudjuk vazlatosan rajzolni a harmadfoku fliggvényt és a negyed-
foku fiiggvényt is, miutan megvizsgaltuk monotonitas szempontjabol a ¢ (z) segitségével
megkapott értékekkel. Ezt lathatjuk a [16] abréan.

Ezek utan kevés szamoléssal fogunk tudni mondani megfelel§ intervallumokat, ahol a
g"(z) negyedfoku fiiggvény zérushelyeit kereshetjiik a fent emlitett modszerek egyikével.
Csupéan két értéket kell talalni ehhez, egy -1.21927-nél kisebb szamot, ahol a ¢”(z) > 0 és
egy 0.86199-nal nagyobb értéket, ahol ¢”(z) > 0.

A kovetkezd intervallumokon fogok zérushelyeket keresni: [—2, —1.22], [—-1.22, —0.14],
[—0.14,0.86] és [0.86, 1.5] intervallumfelezési modszerrel 200 lépésben és 0.0001 hibaha-
tarral. Erre a kovetkezs eredményeket kaptam sorrendben, kerekitve: -1.57506, -0.65409,
0.38448 és 1.17805. Az altalam irt szamitogépes programban az elsé és a harmadik in-
tervallumnal a fiiggvény negativjat vizsgaltam, hiszen ettdl a zérushely nem valtozik és
megmarad az f(a) <0 és f(b) > 0 feltétel.
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15.30113

-1.21927 0.8619

-0.14272\

A\ 4

-16.72513
-23.20100

16. abra. A ¢”(x) fekete és a ¢”(x) grafikonjai piros szinnel jelezve. A fekete szamok
a ¢"(x) fiiggvény zérushelyei, a piros szamok a ¢”(x) fliggvény szélsGértékei elnagyolt

abrazoléassal.

Ekkor ismét fel tudjuk rajzolni a kovetkezd kozelits fliggvényt a negyedfoku fiiggvény

mellé, amelyek a [7] abran lesznek lathatoak.

7.38099
4.07525
-0.65409 1.17805
1.5750 0.38448
-4.45204
-6.21407

17. abra. A ¢"(x) fekete és a ¢'(x) grafikonjai piros szinnel jelezve. A fekete szamok a ¢”(x)

fiiggvény zérushelyei, a piros szamok a ¢'(z) fiiggvény szélsGértékei elnagyolt abrazolassal.

Ekkor meg tudjuk becsiilni, hogy mely intervallumokon tudjuk a ¢'(z) fliggvény zérus-
helyeit keresni. En a kovetkezs intervallumokat vélasztottam: [—2, —1.58], [~1.58, —0.65],
[—0.65,0.38], [0.38,1.18] és [1.18,2]. Itt most a hirmodszert hasznalom a zérushelyek
keresésére és a kovetkezs eredményeket kaptam kerekitve: -1.84200, -1.14593, -0.06885,
0.81309 és 1.41037. Ennek az elnagyolt képe a (18 abran lathato.

Mivel minket a legjobban a g(z) = % = 28+ 2° — 5ot — 323 + To? + x — 1 fiiggvény
érdekel, ezért, hogy minél pontosabb eredményt kapjunk, a zérushelyeket elGszor a sze-
l6modszerrel kozelitjiik, majd a Newton-modszerrel. Ezt azért is érdemes csinédlni, mert

a Newton-modszernél minél kozelebb van a kezd&érték a zérushelyhez annal gyorsabban
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3.22698 1.28723

-1.8420 1.14503 -0.06885ﬁ<\.4103
0.8130M</
[0.04774
0.41454
-1.03380

18. abra. A ¢'(z) fekete és a g(z) grafikonjai piros szinnel jelezve. A fekete szamok a ¢'(x)

fiiggvény zérushelyei, a piros szamok a g(z) fliggvény szélsGértékei elnagyolt dbrazolassal.

konvergal hozza. A kévetkezs intervallumokat fogjuk ehhez felhasznélni: [—2, —1.84],
[—1.84,—1.15], [-1.15,—0.07], [-0.07,0.81], [0.81,1.41] és [1.41,2]. A kovetkezs eredmé-
nyeket kaptam kerekitve: -1.87939, -1.80194, -0.44504, 0.34730, 1.24698 és 1.53209.

Ezek utdn mar csak ki kell szamolnunk, hogy mely 3-3 pont alkot egy-egy orbitot. Ezt

meg tudjuk nézni az f(r) = z? — 2 fiiggvénybe valo behelyettesitéssel:

3(—1.87939) = f2((—1.87939)% — 2) ~ f2(1.53209) ~ f(0.34730) ~ —1.87939

és

F3(—1.80194) ~ f%(1.24698) ~ f(—0.44504) ~ —1.80194.
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6. Q.(x) = 2*+ c fliggvénycsalad

Ehhez a részhez a [4] cikket hasznaltam fel.

A most kovetkezs fejezet olyan szempontbdl lesz érdekes a szdmunkra, hogy eddig azt
néztiik meg, hogy egy adott fliggyénynek van-e periodikus pontja és ha van, azt hogy lehet
kiszamolni, itt viszont ugy fogunk tudni megadni a Q.(z) fiiggvénycsaladban fiiggvényt,
hogy annak legyen periodikus pontja, tigy, hogy azt is fogjuk tudni, hogy mennyi. Ehhez
a ¢ konstanst fogjuk szabalyozni.

Ha megfigyeljiik, az el6z6 fejezetben vett f(z) = 2% — 2 fiiggvény is a Q.(x) fiiggvény-

csalddba tartozik, ahol a ¢ = —2.

6.1. Allitas. Ha a Q. kvadratikus leképezés ¢ konstansdt fel lehet rni ¢ = A— \? alakban,
akkor és csak akkor Q). fiigguénynek létezik pontosan két fixpontja, amelyek X és 1 — .
Ezek a fixpontok kiilonbézdek, ha X # % A X és a Qx_x2 fligguény kézotti hozzdrendelés
eqyértelmi hozzdarendelést biztosit a X > % valds szamok és az olyan Q. fiigguények kozott,

amelyeknek van valds fixpontja.
Bizonyitas

Az allitas konnyen igazolhatd behelyettesitéssel és a masodfokt egyenlet meglddképle-
tével. El6szor is vizsgaljuk meg a Q.(x) — z = 0 egyenletet, amelynek a gyokei lesznek a
Q.(z) fixpontjai. A fiiggvény a kivetkezs: 22+ c—x = 0. Ebb6l konnyen ki tudjuk fejezni
a ¢ konstanst: ¢ = x — 2%, Tehat olyan c értékekre lehet fixpontja a fiiggvénynek, ame-
lyek felirhatoak A — A\? alakban. Ha az egyenletre a masodfokt egyenlet megoldoképletét
hasznaljuk, akkor a diszkriminans 1 — 4c. Ahhoz, hogy ez valos szédm legyen az kell, hogy
1 > 4c, tehat % > ¢. Amennyiben ¢ = }l akkor az egyenletnek egy gyoke van és ilyenkor
c=1=X— X, amibdl kivetkezik, hogy A = 3.

Ahhoz, hogy egyértelmtien fel tudjuk irni a fixpontokat taldn a legegyszertibb, ha a
c = X — \? segitségével irjuk fel az egyenletet: 22 — x + X\ — A2 = 0 kis atrendezéssel
kénnyen lathato az egyenlet egyik gyoke, 22 — A2 — z + X\ = 0, amely a ) lesz. Mivel
ismerjiik az egyenlet egyik gyokét, ezért tudjuk, hogy le tudunk osztani (z — A)-val. Ebbél
az r — (1 — \) = 0 egyenletet fogjuk kapni, tehat a fliggvény két fixpontja A és 1 — A,
amelybdl azt is lathatjuk, hogy csak akkor van két kiilonbozé gydke az egyenletnek, ha
A # %.l

Az el6z6 fejezetben vett példaban ¢ = —2, ami tényleg felirhato A — \2 = 2 — 22 =
—1—(=1)? = -2 ¢és a fixpontok tényleg X és 1 — X attol fiiggetleniil, hogy melyiket jeloljiik
ki Anak, 1 —-2=—-1és1—(—1)=2.
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6.2. Allitas. Ha a Q. leképezés ¢ konstansdt fel lehet irni ¢ = —1 — p — p? alakban, ahol
weRéEspu# %, akkor a Q. figguénynek létezik eqy 2-periddusi orbitja, ami {u, —1 — p}.
A pés a Qo2 kézotti hozzdrendelés egyértelmi hozzdrendelést biztosit a p > —%
valds szdmok és azon Q. fliggvények kézott, amelyeknek van 2-periodusi orbitjuk, aminek
a pontjar kilonbozdek.

Bizonyitas

Az 6.2. Allitas bizonyitasa elég hasonlo lesz az 6.1. Allitas bizonyitaséhoz.

Most is eloszor vizsgdljuk meg a Q?(x) — x = 0 egyenletet. Ennek az egyenletnek a
gyokei a fiiggvény lehetséges 2-periddusii pontjai lesznek. Lehetséges azért, mert ennek az
egyenletnek gyokei a fliggvény fixpontjai. Emiatt biztosan le tudunk osztani Q.(x) — z-el.
Tehéat amit valojaban vizsgalni fogunk az a

Qz)—x Qe +c)—z  a'+2?—z++c
Qcr)—x  2+c—x ?>+c—zx

amibdl polinomosztassal megkaphato:

P +r+c+ 1
Tehat ebbdl tudjuk, hogy

(> +c—2)-(2®+x+c+1)=0
és ekkor ha kizarjuk a fixpontokat, akkor tudjuk, hogy a szorzat els§ tagja nem lehet
nulla (z? 4+ ¢ — x # 0), tehét azzal leoszthatunk, és szamunkra csak az 2? +x +c+1 =0
marad, amelybdl konnyen kifejezhets a ¢ = —22 — 2 — 1. Ebbdl tudjuk, hogy akkor van
2-periodikus pontja a fiiggvénynek, ha c felirhaté ¢ = —pu? — p — 1 alakban. Amennyiben

felirjuk a masodfoku egyenletiinket, lathatjuk, hogy a diszkriminéns 1 — 4 - (¢ + 1), ami

3

akkor nem negativ, ha ¢ < —4. Abban az esetben, ha ¢ = az egyenletnek csak

3
-3
egy gyoke van, ami: —%. Ekkor ha tekintetbe vessziik az el¢z6 allitast, akkor lathatjuk,

2

hogy ez egy fixpontja lesz a Q_%(x) = 2% — 3 fliggvénynek és ahogy azt mér belattuk

ac= —% = —% — %2 = )\ — A\? egyenldség fennall. Ebbél lathatjuk, hogy akkor van a
fiiggvénynek 2-periodikus pontja, ha c felirhaté —pu? — u — 1 alakban és ¢ < —%.

Ezek utan, ha a ¢ = —pu? — p— 1-et visszahelyettesitjiik az egyenletbe (22 +x — p? — p—
1+ 1 = 0) akkor lathatjuk, hogy az x = p megoldas gyoke az egyenletnek. Ha leosztunk

x — p-vel, akkor azt kapjuk, hogy = + 4+ 1 = 0, tehat a méasodik gyok v = —p — 1.1

Ismét vehetjiik a fent emlitett példat, ahol ¢ felirhaté —1—p—p? = —1+

2
2

-1+ %5 — %5 = —2 alakban és a 2-periodikus pontok p = 1_2‘/5 és —1 —p =

] %5 — %5 vagy j = %‘;’ és —1—p=—1-— %5 = %5, tehat itt sem szamit,

hogy melyik lesz a pu.
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6.3. Allitas. A Q. fiigguénynek létezik raciondlis fizpontja és raciondlis 2-periddusi or-

bitja s, akkor és csak akkor, ha ¢ = —% — (%)2 alakba irhato, ahol X és'Y tagjai a

Pitagoraszi szamhdrmasoknak. Tehdt X% +Y? = Z2, ahol Z is eqy pozitiv eqész szdm.

Z

Ebben az esetben a fix pontok a kévetkezdk: % + &,

€s a 2-periodusi pontok: —% + i/—(
Bizonyitas

Egyszert belatni, hogy a Q.(z) fliggvénynek akkor és csak akkor van fix és 2-periodikus
pontja, ha a c konstans felirhato A — \? és —u? — p — 1 alakban is. Bar tudjuk, hogy a

2-periodikus pont létezésébdl kovetkezik a fixpont, ett6l most tekintsiink el. Tehat ez azt

jelenti, hogy

AN=N=—p2—pu—1.

Ekkor teljes négyzetté alakitassal a kovetkezst kapjuk:

(5 ti=lrg) -
o) Ta- "\MTg) Ty
1\2 1\2
-6}
(“ T 2) - 2
Mivel a fix és a 2-periodikus pontok is racionalisak, az alapfeltevésbdl, ezért a torteket
k6z0s nevezdre tudjuk hozni ugy, hogy egész szamok legyenek a nevezében és a szamléalo-
X 22—1

ban is, ami miatt be lehet helyettesiteni a 2“2—+1 helyére 3+ és a == helyére % torteket,

melyekre

F) 1= ()

érték jon ki, amelyre, amennyiben beszorzunk Y?2-el, akkor a mar jol ismert Pitagoraszi

szamharmast kapjuk.

X +y2=27
Ekkor a fixpontok 1 &+ Z = 1 £ (A — 1) tehat X és 1 — X és a 2-periodikus pontok

—% + 5 = -3+ (u+3) tehat p és —p — 1 ahogy azt mér az 6.1. Allitasban és az 6.2.
Allitasban belattuk. W

6.4. Kovetkezmény. A teljes lista az dsszes példdbol, ahol QQ.-nek létezik raciondlis fix
és raciondlis 2-periodikus pontja is, a 6.3. Allitdasbdl kapott és m > n > 0 egész szdmokbdl,

ahol m és n relativ primek és eqyik sem pdros gy, hogy
X =m?—-n%Y = 2mn, és Z =m*+n? (5)

vagy
X =2mn,Y =m? —n?, és Z =m?+n’ (6)
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6.1. Q. fuggvény 3-periédusu orbitja

Itt az lenne a kérdés, hogy létezik-e olyan zg, hogy Q3(z¢) = Q.(Qc(Q.(70))) = zo, és
ki kell zarnunk, hogy Q.(xo) = zg, azért, hogy valodi 3-periodikus pont legyen.

Sarkovszkij tétele alapjan, ha létezik olyan zg, hogy Q3(zo) = o, akkor kell, hogy
legyen legalabb egy xf fixpontja, ami miatt le tudunk osztani Q.(zo) — zo-al.

Olyan zo-t keresiink, ami kielégiti a

QC(QC(QC<5E0>)) — X0
QC(IO) — Zo

egyenletet, amelyet ha felbontunk és egyszertsitiink, akkor

=0

x5+ 25+ (Bc+ Dag + 2+ Dag + (3¢ +3c+ Dag + (c+ 1)2x + (¢ + 2 + ¢+ 1) =0
egyenletet kapjuk.

6.5. Allitas. Valamely v valds szdmra, amire igaz, hogy v # 0,7 # —1, és > +~vy+1#0
legyen
B 2 et o e 0 e S B ™
A2 (v +1)?
P+ 2y +1
v+
Pt 9)
29(y+1)
P23+
v(y+1)

X1

(10)

T3 —
Ekkor:

1. Q. figguénynek van 3-periddusi orbitja, ami {xy1, s, x3}, Ugy, hogy xo = Q.(r1),
r3 = Qc(xa), v1 = Qc(x3) és ez a hdrom wvalds szam kiilonbézd. Tovibbd Q.(x)

fiigguény minden 3-periodusi orbitjdt le lehet irni a fent lathato mddon.

2. A c, 11, x9 €s x3 szdmokra adott formula egy injektiv hozzdrendelés a valds v > 0

és a Q. fligguény valds 3-periodusi orbitjai kozott.

3. A hdrom pont az orbitban akkor és csak akkor raciondlis, ha v maga is raciondlis

szdm.
Bizonyitas

ElGszor is az, hogy v # 0 és v # —1 azért kell, hogy a nevezs ne legyen 0, és az, hogy
v? + v+ 1 # 0 azért kell mert kiilénben
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_ A2 a1 -2 (0P 44 oy
29(y+1) 2y(y+1)
és ezzel a feltétellel kizartuk, hogy egyenlek legyenek.

i

1. pont kimondja, hogy ez a harom pont kiilonb6z6 és azt, hogy ezek a fiiggvény 3-
periodikus pontjai. Azt, hogy Q*(z1) = Q*(22) = Q.(x3) = 7, egyszerii behelyettesitéssel
bizonyithatd. Az érdekesebb kérdés az, hogy hogy szamoljuk ki ezeket a szdmokat.

Legyen ai,as,az a fiiggvény egy 3-periodikus orbitja. Ekkor ay = Q.(a;) = a? + ¢
amibdl kifejezhets, hogy ¢ = as —a?, emellett a3 = Q.(as) = a3 +as —a? ¢s a1 = Q.(az) =
aj + a3 — 2a3a3 + 2a3 — 2a3ay + a3 — a? + az. Amennyiben 0-ra rendezziik, a kovetkezét

kapjuk:

4 4 2 2 3 2 2 _ 2
a; + ay — 2ajas + 2a5 — 2ajas + a5 —ai +ay —a; =0

Konnyen lathato, hogy a fenti egyenlet igaz, ha a; = as. Emiatt ki tudunk emelni as — a;-

et polinom osztéssal.

(ag — ay) - (a3 — @ + aya3 — afag + 2a5 + 2a1a9 +a; +ay +1) =0

Mivel harom kiilénb6z6 pontot keresiink, kizarhatjuk, hogy as — a; = 0, tehat le tudunk

vele osztani. Majd atalakitasokkal a kovetkezét kapjuk:

(Cl,l + CLQ)S + (2 — 2&1)(6L1 + a2)2 + (]_ — 2@1)(@1 + CLQ) + 1=0.

Ekkor, ha azt mondjuk, hogy v = a; + as akkor a kovetkezd§ egyszertisitett egyenletet
kapjuk:

Y+ 292 =207+ —2a17+1=0

amelybdl konnyen kiemelhets aq:

Y429+ 9+ 1 =2a17* + 2017
V22 +y+1=2y(y+ Day
V422 +y+1

2y(v+1)

Igy, hogy =1 mar megvan, ki tudjuk szamolni az z, értékeét.

3]

(v +1D) _ P42+ +1

To=ay=a1+ay— a1 =7 — a1 =

2v(v+1) 2y(v+1)
Y-l
2y(v+1)
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Tudjuk, hogy ¢ = x5 — 22, tehat

Pyl (73+272+’y—|—1)2 2+ 4y 48+ 0 4y + 1
S (v +1) 2y(y +1) N 4972 (y +1)2
és ebbdl mar kiszamithato x3 = ag = Q.(a2).
A 2. pont bizonyitasdhoz figyelembe vessziik, hogy x1, xo, 3 és ¢ valos szamok, tehét
v = x1 + 29 is valés. Ahhoz, hogy igazoljuk azt a feltevést, hogy v > 0 hasznaljuk fel az
x; szamokat a kovetkezGképpen:
y+1 1
T+ Ty =", To+2r3=—""— és xT1+23=—""7
v+1
A fenti egyenletekbdl lathato, hogy a harom egyenlet koziil csak egynek lehet a jobb oldala
pozitiv (amennyiben nem rendezziik 4t az egyenletet). Pontositva x; + x5 > 0 akkor és
csak akkor, ha v > 0, x5 + x3 > 0 akkor és csak akkor, ha —1 < v < 0ésx; +2x3 >0
akkor és csak akkor, ha v < —1. Meg kell jegyezni, hogy két kiilonbénzé valos vy és 7o
més 3-periodikus pontokhoz tartozik, hiszen v = xy + x9, akkor is, ha ugyanaz a c.
Végezetiil a 3. pontnal, amennyiben 7 racionalis, akkor a képletek alapjan minden z;

és c is racionalis, emellett, ha az x; pontok racionalisak akkor v = x1 + x5 is racionalis.ll

8 c T T2 T3
1 270532 139063 123438 189063
1 78125 78125 78125 78125
1 __ 2689 43 _3 _61
3 576 24 24 24
1 _ 421 17 _1 _2
2 144 12 12 12
1 _29 5 _1 _T
16 1 1 1
2 __ 8149 7 _37 _ 13
3 3600 60 60 60
2 __ 301 19 5 _23
144 12 12 12
3 1435570 329688 132813 479688
4 459375 459375 459375 459375
3 __ 6469 83 7 _ 107
2 3600 60 60 60
3 __ 1849 49 23 _55
576 24 12 24
4 49561 223 1 295
3 28224 168 168 168
4 _ 7841 101 59 __109
1600 200 200 200

A tablazat azt mutatja meg, hogy kiilonb6zo6 ~-akra milyen 3-periodikus pontok vannak.
[4] cikkben lathato tablazat kicsit kibovitve.

6.6. Kovetkezmény. A (). figguénynek két 3-periodusi orbitja van, amelyek akkor és

csak akkor dllnak hdrom kiilonbézé valos szambol, ha ¢ < —;Z. Ha ¢ = —;Z, akkor Q.
fugguénynek egy darab 3-periodusi orbitja van, ami hdrom kiilonbozd irraciondlis szambaol
9

. 3,12
dll, amelyek az x° + 52° — 3§

x — % = 0 egyenlet gydokei.
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-4 -3 -2 -1 1 2 3

3

19. abra. Az lathato, hogy milyen c-re milyen periodikus pontok lesznek. A z6ld szinnel
rajzolt fliggvény a fixpontokat, a kék a 2-periodikus pontokat és a piros a 3-periodikus
pontokat mutatja. Amennyiben valasztunk egy ¢ konsantst, azt egy vizszintes egyenessel
abréazolhatjuk, és az egyenes és a fliggvények metszéspontjaban lesz(nek) a periodikus
pont(ok). [4] cikkben lathaté abra.

6.7. Kovetkezmény. Legyen hdrom kiilonbézd ¢ konstanstol fiiggd halmaz, amelyek az
olyan c értékeket tartalmazzdk, amelyekre Q. fligguvénynek van raciondlis 1, 2 vagy 3-
periodusi orbitja ebben a sorrendben. Ekkor ez a hdrom halmaz sird a ¢ < i, c < —% és

c< —;Z halmazokban ebben a sorrendben.
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7. Osszegzés

A Sarkovszkij rendezés és tétel segitségével a periodikus pontok létezése feltételeinek
egy része nagyon leegyszertsithets a fiiggvényekre. A tétel altal tudjuk, hogy ha a fiigg-
vénynek nincsen fixpontja, akkor méas periodikus pontja sem lesz, ami nagyon sok idét
megtakarithat nekiink, amennyiben periodikus pontokat keresiink, emellett, ha be tud-
juk bizonyitani, hogy van 3-periodikus pontja a fiiggvénynek, akkor a tétel altal tudjuk,
hogy minden mas periodikus pontja is van, anélkiil, hogy keresniink kellene ezeket. Ezért
gondolom 1gy, hogy ez az egyik legfontosabb tétel a témaban.

Periodikus pontokat keresni egy bizonyos bonyolultsdgon feliil nehéz feladat, de koze-
liteni sosem lehetetlen. A szamitogépek koraban méar egész egyszertien és egész pontosan
lehet ket kozeliteni, ha egy kicsit furfangosak vagyunk. Szerencsére méar sok ember fog-
lalkozott ezzel a témaval mélyebben, és bar még mindig vannak homaélyos foltok, nagyon

sok segitséget nytjthatnak nekiink a mar kitalalt megoldasok.
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|def
|def
|def
|def
|def
|def

|def

fix):

return x%%g 4 x%%5 — Caxddd — Jdyddd 4 Thyxdd ¢ x - 1
negf(x):

return - X%%g — X¥%5 4 Soxedg 4 Fohped s — Texpddl - x4 L
Td=(x):

return c%x®®S 4 Sdydwd — JdydwI — DokpadI 4 Jd%m 4 1
negfd= (x) :

return - o¥x¥%%5 — LCoaxddd 4 FOdxddd 4 SdxphkdZ — Jddx -
faddx({x):

return J0%x¥%3 4 20Fxd*3 — gluxddz — 153%x 4+ 14
negfddx{(x) :

return - I0%x¥d%d — ZJ0dxddI 4 gldyxdwZ 4 154%x - 14
fodd= (x) :

return 120%x*%3 4 gOéxs*2 — 1204x - 13
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def intervallumfelezes({a, b, k max, toll, func):

E=10
while k -
x=a+ (b -a) f 2
c = func(x)
if c == 0:
retaorn x
else:
if o > 0:
b ==x
else:

retuorn x

print ("% g"' (x) figgvény

zérushelyei [-

< kmax and b - a > toll:

yeli [-2, 1.22] intervallumon:™}

print(incervallumfelezes (-2, -1.22, 200, 0.0001, negfddx))

print("% g''(x) fliggvény zérushelyei [-1.22, -0.1

print{intervallumfelezes (-1.22,

print("4 g''(x) fliggvény zérushelyel

print{intervallumfelezes (-0.14, 0.:

print ("4 g''(x) fliggvény

print({inctervallumfelezes(0.36, 1.5,

A g''(x) flggvény zérushelyeil
-1.5750561523437496

A g''(x) flggvény zérushelyeil
-0.6540942382812499

A g''(x) flggvény zérushelyeil
0.38447509765625

A g''(x) flUggvény zérushelyei
1.1780468749999997
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-0.14, 200,

zérushelye

i [0.86, 1.5]

4] intervallumomn:™)

fddx) )

1.y e L

0.0001,

[-0.14, 0.86] intervallumon:™)

§, 200, 0.0001, negfddx))

intervallumon: ™)

200, 0.0001, fddx))

[-2, -1.22] intervallumon:

[-1.22, -0.14] intervallumon:

[-0.14, 0.86] intervallumon:

[B.86, 1.5] intervallumon:



def hurmodszer(a, b, k _max, func):
x =b
s = a
for k in range(l, k max + 1):
new = ®x - (x - 3) J (func(x) - func(s)) * func(x)
if func(zxnew) == 0:
retorn xnew
else:
if func(xnew) * func(x) <« O:
5 =X
X = Xnew
return xnew

print("L g' (x) figgvény zérushelyei [-2, -1.58] intervallumon:™)

print (hurmodszer (-2, -1.53, 200, £d=))

print{"L g' (x) figgvény zérushelyei [-1.58, -0.65] intervallumon:™)

print (hurmodszer(-1.52, -0.€5, 200, negfdx))

print ("4 g' (x) figovény zérushelyei [-0.65, 0.38] intervallumomn:™)

print (hurmodszer (-0.65, 0.383, 200, £d=))

print({"a g' (x) figovény zérushelvei [0.38, 1.13] intervallumon:

print (hurmodszer (0.32, 1.123, 200, negfd=x))

print ("4 g' (x) fidggvény zéerushelyei [1.15, 2] intervallumon:™)
print{(hurmodszer(l1.13, 2, 200, f£dx))

A g'(x) flggvény zérushelyei [-2, -1.58] intervallumon:

-1.8420039857819572

A g'(x) flggvény zérushelyei [-1.58, -0.65] intervallumon:

-1.1459273798653993

A g'(x) flggvény zérushelyei [-0.65, 0.38] intervallumon:

-0.06885452150781121

A g'(x) flggvény zérushelyei [0.38, 1.18] intervallumon:

0.8130866170624403
A g'(x) flggvény zérushelyei [1.18, 2] intervallumon:
1.4103659367593935
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def szelomodszer{a, b, k max, func):
X =k
s = a
for k in range(l, k max + 1):
if x==s3:
retaorn x
xnew = x - (x - =) f (func(x) - func(s)) * func(x)
if func(xnew) == 0O:
return znew
else:
5 = X
X = XNew
return xnew

def newton modszer(x0, k max, func, funcdx):
®x = =0
for k in range(l, k max + 1):

if func(x) == 0:
return =
if funcdx(x) == 0:
print("Nulla a derivalt &rték™)
return x
x = x - func(x) / funcdx(x)
if func(x) == 0:
return x
retorn x
print("A g(x) figgvény zérushelyei [-2, -1.84] intervallumon:™)
print (newton modszer (szelomodszer (-2, -1.34, 200, £), 200, £, fdx))
print("A g(x) figgvény zérushelyei [-1.84, -1.15] intervallumon:™)

print (newton modszer (szelomodszer(-1.34, -1.15, 200, £}, 200, £, fdx))

print ("4 g(x) figgveny [-1.15, -0.06%9] intervallumon:"™)

print (newton modszer (szelomodszer(-1.15, -0.0&%, 200, f£f), 200, £, £dx})

zérushelyei [-0.07, 0.81] intervallumon:™)

print ("2 g(x) Tiggveny Y [-C
print (newton_modszer (szelomodszer (-0.07, 0.81, 200, £), 200, £, fd=))

print("A g(x) figgvény zérushelyei [0.81, 1.41] intervallumon:™)
print (newton modszer (szelomodszer(0.21, 1.41, 200, £), 200, £, fdx))

print ("R g(x) figgvény zérushelyei [1.41, 2] intervallumon:™)
print (newton modszer (szelomodszer(l.21, 2, 200, £f), 200, £, fdx))
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A g(x) figgvény zérushelyei [-2, -1.

-1.879385241571818

A g(x) flggvény zérushelyei
-1.801937735804843

A g(x) flggvény zérushelyei
-0.4450418679126288

g(x) figgvény zérushelyei
.3472963553338607

g(x) flggvény zérushelyel
L246979603T717467

g(x) flggvény zérushelyeil
.53208888623795564

B > B o >

[-1.84,

[-1.15,

[-0.087,

84] intervallumon:

-1.15] intervallumon:

-0.0869] intervallumon:

0.81] intervallumon:

[0.81, 1.41] intervallumon:

[1.41, 2] intervallumon:
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