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bizalmat, tamogatést és szakmai segitséget, amelyet a szakdolgozatom irasahoz nytjtott.
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2. Bevezetés

A szakdolgozatomban periodikus pontok létezésével foglalkozom, majd periodikus pon-
tok keresésével a Qc(X) = X? + ¢ fiiggvényben. Elészor a Sarkovszkij tételt bizonyitom,
mert ugy hiszem, hogy ez az egyik legfontosabb tétel periodikus pontokkal kapcsolatban,
hiszen egy p-periodikus pont megléte vagy nem léte alapjan megtudhatjuk, hogy milyen
értékekre van vagy éppen nincs periodikus pont.

Miutan bebizonyitottam a tételt, beszélek kiilonb6z6 periodikus pont keresési tech-
nikakrol, elészor olyanokrol, amelyekkel konnyen, analég moédon lehet keresni egyszert
fiiggvényekre, majd olyan numerikus modszerekrsl, amelyek barmilyen fiiggvény zérushe-
lyeit megtalalhatjak, amennyiben megfelel§ intervallumon keresiink, és amelyekbdl vissza
tudunk kovetkeztetni a fiiggvény fixpontjaira.

Tehat a szakdolgozatom célja, hogy minél egyszeriibben megérthessiik a periodikus
pont létezésének elméletét és az ilyen pontok keresésének technikait.

A szakdolgozatomban felhasznalt képek nagy részét az irodalomjegyzékben talédlhato
anyagok tartalmazzak, illetve kisebb részét sajat magam készitettem. Mindegyiket tjra-

rajzoltam a GeoGebra és a Dia programok segitségével.



3. Matematikai hattér

3.1. Alapfogalmak

A késébbiekben, ahol | szerepel ott | = [a;b] intervallum, ahol a;b 2 R [ fA1; 1g.
Ebben a fejezetben bevezetiink néhany matematikai fogalmat, amelyek segitségiinkre

lesznek a szakdolgozatban emlitett témak megértésében.

3.1. Definicid. Az f valos fiiggvényt simanak nevezziik, ha végtelenszer derivalhato az

értelemzési tartomany minden pontjaban.

Mivel a szakdolgozat folyaman fliggvény iteraciokat szeretnénk tanulmanyozni, ezért
fontos lesz szamunkra, hogy a fliggvény értékkészlete részhalmaza legyen a fliggvény ér-

telmezési tartomanyanak.

3.2. Definici6. Egy fliggvényt leképezésnek fogunk nevezi, ha az értékkészlete részhal-

maza az értelmezési tartomanyanak.

3.3. Definicié. A kovetkezSkben, amennyiben a valtozok a szamegyes pontjai, az jX  Yj
alatt a kozonséges Eukledészi térben egymastol vald téavolsagukat fogjuk érteni. Ha a

pontok R"-bdl keriilnek ki, akkor az n dimenzioban vett megfelel6 vektor hossza lesz.

Bar ezt is tobb dimenziora definidltuk a szakdolgozatban inkdbb a 2-dimenziés pon-

tokroél lesz szo.

3.4. Definicié. B(p; ) alatt egy, valamely n dimenzios térben a p 2 R", 2 R, >0
valtozokkal a p koriili  sugarta nyilt gombot vagyis a p pont epszilon kérnyezetét értjiik,
amelybe azok az X pontok tartoznak bele, amelyekre igaz, hogy jp = X] <

Az alatt altalaban egy kicsi pozitiv szamra szoktunk gondolni.

3.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az X halmaz slrl az A halmazban, ha X A és
barmely a 2 A pont minden epszilon kérnyezetében létezik olyan b pont, hogy b 2 X.

Példaul a racionalis szamok halmaza stird a valos szamok halmazan, hiszen nem tudunk
olyan Kkicsi intervallummot valasztani a valos szamok halmazan beliil, amelyben ne lenne

racionélis szam.

3.6. Definicié. Egy f : R ¥ R fiiggvényt homeomorfizmusnak neveziink, ha az f

fliggvény és annak inverz fliggvénye is folytonos.



3.2. lteralt fogalma

A kovetkezkben az T"(X) fiiggvényt nem az f(X) fiiggvény n-edik hatvanyaként fogjuk
értelmezni, hanem az n-edik iterdltjaként, ahol N egy egész szam. Amennyiben ez az
N szam negativ és az T fiiggvény invertalhato, akkor az inverz fliggvény n-edik iterélt
fiiggvényét értjiik alatta. Amennyiben a fiiggvény nem invertalhaté akkor a negativ n-re

nem tudjuk definialni az n-edik iteraltat.
3.7. Definicio. Legyen T egy A ¥ B fiiggvény. Ekkor:
o TO(x) =x

FL(x) = (x)

F2(x) = (f  F)(x) = (f(x))

f"x)=(F f" ) mindenn 3 szamra

f 1(x) amire F(f 1(x)) = x

"(X) amire ¥ "(f"(x)) = X, minden n 1 szamra.

3.8. Példa. Legyen f(x) = x? + 3 fiiggvény, amely valds szamokrél valds szamokra képez.
Ekkor az f(x) fuggvény masodik iteraltja a kdvetkezOképpen néz ki:

F2(x) = (F F)(x) = F(F(X)) = F(x* +3) = (x* +3)* + 3 = x* + 6x* + 12:

3.3. Orbitok, fix- és periodikus pontok

Orbit alatt egy X pont palyajat értjiik, azt, hogy mi torténik a ponttal, amikor ismé-

telten alkalmazzuk ra a fliggvényt.

3.9. Definicidé. Legyen f : I ¥ | egy sima fiiggvény. Ekkor az x 2 X (el6refele
vett) orbitja (palyaja) O*(x) = fx; f(x); f2(x);:::g. Ha f invertalhato akkor x 2 X
teljes orbitja (palydja) O(X) = fx; F(X); f 1(x); F2(X); T 2(X);::g illetve X visszafele
vett orbitja (palyaja) O (X) = fx;f 1(X);f 2(x);::g. |2

A definicidkat a fixpontokkal folytatnam, mert ezek a periodikus pontok egy specialis

és egyszertibb esetei.

3.10. Definicio. Legyen f : A ¥ B fiiggvény, ahol A, B R, A\B & 0és x 2 A.
Ekkor X fixpontja f-nek, ha f(Xx) = x.



3.11. Denici6. Legyenf : R! R valds figgvény. Ekkorp-t periodikus pont nak
nevezziik, haf ¥(p) = p. Kicsit rovidebben, ezek ap pontok az f ¥ fliggvény xpontjai
lesznek. Abban az esetben, ha ezkaa legkisebb pozitiv egész szam, amelyfé(p) = p,
akkor a p pontot k alapperiédusu periodikus pont nak nevezzik, vagy roviditve k -
periodusu pont nak.

3.12. De nici6. Legyenf : R! R flggvény és tegyik fel, hogy @ pont azf fliggvény
k-szerint periodikus pontja. Ekkor azt az orbit-ot (palyat) aminek a kezdeti értekep

(és amelyk pontot foglal magaban)k-periodusu periodikus orbit  nak nevezzik, vagy
roviditve k-periodusu orbit nak. [1]

3.4. Vonzo6 és taszitd halmazok

3.13. De nici6. Legyenf egy leképezéR-en és legyermp egy olyan valés szam, amelyre
igaz, hogyf (p) = p. Ha minden pont, ami kdzel vanp-hez, kbzeledikp-hez, akkor p-
t vonzo xpont nak nevezzik. Pontosabban, ha létezik olyan> 0, amelyre minden
x 2 B(p; )-ra, limy; fX(x) = p, akkor p vonzé .

Ha létezik olyan > 0, amelyre mindenx 2 B(p; ) n fpg-re létezik olyann 2 N,
amelyref "(x) 2 B(p; ), akkor p taszit6 . [1]

3.14. Denici6. Legyenf egy leképezés és tegyik fel, hogyegy k-periédusu orbit.
Ekkor p egy k-periodustperiodikus vonzo orbit, ha p azf ¥ vonzé xpontja.
Hap azfX taszitd6 xpontja, akkor a p azf periodikus taszité palyaja. [1]

3.15. Allitas. Legyenf egy sima leképezéR-en és tegyiik fel, hogy p pont azf (x) egy
xpontja. Ekkor

"~ Hajf qp)j < 1, akkor p vonzé
"~ Hajf qp)j > 1, akkor p taszito. [1]

3.16. De nici6. Legyenf : R! R sima leképezés és tegyuk fel, hogyegy k-periédusu
pont. A p pont k-periddusu orbitja vonzd periodikus , hap azf* leképezés egy vonzo
xpontja, és taszitd periodikus , hap azfk leképezés taszitd6 xpontja.

A periodikus pont py; po; :ii pc vonzdé, ha

iFA) i fApi< 1

éstaszito , ha
if Ao = FApai > L[4

3.17. De nici6. Minden orbitot, ami egy vonzo periodikus palydhoz konvergahszimp-
totikusan periodikus nak nevezink.



Az el®z® de nicidban az alatt, hogy palyaja konvergal ap periodikus pont palyajahoz,
azt értjuk, hogy minden > 0szamra tudunk mondani egy olyarN pozitiv egész szamot,
hogy mindenn > N egészrgf "(x) f'(p)j < a p valamilyen i-edik iteraltjara, illetve
ifNk(x) fi*%(p)j < mindenk > 0 pozitiv egészre. Ami roviden azt jelenti, hogy nem
csak, hogy megkozeligp valamelyik iteraltjat, hanem ott is marad a kézelében és "koveti”

a p pont palyajat.

Az aszimptotikusan periodikus pont mindig kozelit a periodikus palyahoz, de sosem éri
el (mint az £ a végtelenben a 0-at). A kévetkez® de niciéban de nidljuk azt az eseményt,
amikor egy x pont valamely n egész szamra egyenl® lesz ggyeriodikus pont egyik
iteraltjaval.

3.18. De nici6. Azt az aszimptotikusan periodikus orbitot, amely pontosan raesik egy
periodikus orbitra, végperiodikus orbit nak nevezzik.

Kicsit egyszerfbben fogalmazva, a fenti példaval élve, azpont egy id® utan "becsat-
lakozik™ a p palyajaba. Ez csak olyan fliggvényeknél lehetséges, ahol a figgvénynél nem
értelmezzik az inverz fuggvényt.

Tekintsuk az f (x) =4x  4x? figgvényt. Ekkor két xpontja van (fp(O) =0 esf( )=
) es két 2- perlodusu periodikus pontja f((>5-> 5) = f(5+ 5y = 5.5 esfz(5+ 5) =
f (2 5) =2 5+ 5+_5). Ekkor azt fogjuk mondani, hogy ez a két pont egy 2-periédusd orbit
(F555; 55 ) Emellett van legalabb egy végperiodikus pontjaf(1) = 0 és a 0 egy
xponD.

Ha most tovabb vizsgdljuk a pontokat, lathatjuk, hogy azf 40) = 4 és azf 43) = 2
is ta32|to xpont emellett a fuggvény 2-periodikus orbitja pedig periodikusan taszito
(if 5) fo(5+ 5j=4>1).




4. Sarkovszkij tétel és annak bizonyitasa

Itt f®leg a Wikipédia ([6]) és egy Erint® cikk ([7]) alapjan irtam, bar megtalalhato
benne a bizonyitasrdl sz6l6 cikk ([5]) néhany gondolata.

Olekszandr Sarkovszkij egy 1936-ban szuletett ukrdn matematikus, aki 1964-ben pub-
likalta egyik leghiresebb eredményét, a Sarkovszkij tételt. Ehhez egy hosszu és bonyolult
bizonytast is irt, amely P. D. Stra n szavaival élve "Olyan sok pontsorozatot szerkeszt,
hogy nyolc abrat és a legtobb gorog betft fel kell hasznalni, hogy nyomon kdvethessik."[5]

Ezt a bizonyitast hosszu ideig prébaltak leroviditeni és egyszer{siteni. Az utdbbi par
évben ez tobbeknek, tébb iranybol megkozelitve, sikerilt. Példaul Zarka Aron szakdolgo-
zataban van egy bizonyitas, amely az intervallumok iranyabol bizonyitja, amelyet Keith
Burns és Boris Hasselblatt, Bau-Sen Du és Saber Elaydi bizonyitasaira alapozott. En
egy hosszabb, de szamomra egyszer{bb bizonyitast valasztottam, amit Chung-wu Ho és
Charles Morris publikalt 1981-ben ([5]).

4.1. A Sarkovszkij rendezés

Ez a pozitiv egész szamok egy rendezése, amely meglep®, Ujszer] sorbarendezésnek
tinhet a legtdbb ember szamara, de Sarkovszkij megmutatta nekiink, hogy érdemes lehet
igy is vizsgalni ezeket a szamokat.

El®szo6r a paratlan, 1-nél nagyobb szamokat irjuk fel tgy, hogy névekv® sorrendben
legyenek, majd ugyanezek a szamok jonnek 2-vel megszorozva, &*ael, és igy tovabb.

Ha felirtuk az 6sszes szamot, ami nem 2 hatvanya, akkor elkezdjik leirni a kimaradt
szamokat csokken® sorrendben, tehat a végen a 2 és az 1 lesz.
Felirva ez a kdvetkez®képpen néz ki:

3B5B7B..B32B52B72B..B32°B52°B72°B...B32"B52"B72"B...B2B...B2°B2'B 1:

4.2. Sarkovszkij tétel bizonyitasa

Itt f®leg a [5] és a [10] cikkeket vettem alapul, kiegészitve a [7] cikkel. A tétel bizo-
nyitdsdhoz szikséges allitasok végén ajel lesz majd talalhaté és a Sarkovszkij tétel
bizonyitasa végeén lesz az [ szimbdlum.

A kovetkez®kben, mikor egy szamrol beszélek, az, ha nincs mas kikotve, az aktughis
periodikus pont palyajanak a legkisebb értékét fogja jelolni (példaul, hampont palyaja
12,1;2;8;6 akkor aza=1).



4.1. Tétel. Tegyuk fel, hogyf : R! R folytonos fiiggvény. Tegyuk fel, hogy-nek van
k-szerint periodikus pontja. Hak B h, akkor azf fliggvénynek létezik-szerint periodikus
pontja.[1]

Ez lenne Sarkovszkij tétele, amely egyedil a valés szamegyenesen érvényes, nagyobb di-
menzioéra nem.

Bizonyitas

1. &bra. Folytonos flggvény egy 5-periodikus ponttal és &zintervallumokkal. [5] cikkben
taldlhatdé abra masik figgveényre.

A kovetkez®kben be fogunk vezetni egy Uj fogalmat, a digraf fogalmat. Ez egy olyan
graf lesz, amely meg fogja mutatni a fliggvény adott intervallumainak egy érdekes tulaj-
donsagat. A digraf segitségével kdnnyebben lathaté mddon fogjuk tudni bizonyitani a
tételt.

4.2. De nici6. Legyenf : R! R folytonos figgvény és legyep pont azf fliggvény egy
k-periodikus pontja. Legyena pont a legkisebb érték, amelyet at'(p) felvesz,1 i k.
Ekkor csinalhatunkk 1 véges intervallumot, amelyeknek a végpontjai p pont iteraltjai.
Legyenek ezek az intervallumokg; I ,; :::1 1, Ugy, hogy a szamegyenesen egymast kovessék



(mint az 1. 4bran). Ekkor legyens; ést; azl; intervallum két végpontja. Azt mondjuk,
hogy azl; intervallumbol megy él azl; intervallumba, ha azl; intervallum az f (s;) és az
f (t;) értékek kozé esik.

Ekkor a fuggvény k-periodikus digrafja az az iranyitott graf, amelynek a pontjai az
[1;15; 5 1 1 intervallumok, iranyitott élei pedig az el®bb emlitett médon keletkeznek.

Most vizsgaljuk meg az 1. abran lathatd ; intervallum végpontjainak azf szerinti
képét. A képen latszik, hogyl, = [a;f%(a)], tehat f (a) = f(a) ésf(f%(@) = a és
lathatjuk, hogy ezek kdzott az értékek kozott van at; és azl , intervallum, hiszenf (a) =
a, és emiatt tudjuk, hogy azl; cstcsbol megy irdnyitott él ad; és azl , csucsokba. Most
vizsgéljuk meg a tobbire. |, intervallumra f (f #(a)) = a ésf (f (a)) = f?(a) tehat az |,
cstcsbol megy él atq, azl, és azl; cstcsokba. | 5 intervallumra f (f (a)) = f2(a) és
f (f2(a)) = f 3(a) tehat az |3 cstcsbol megy él ak, csticsba.l, intervallumra f (f 2(a)) =
f3(a) ésf (f 3(a)) = f4(a) tehat az |1, csticsbdl megy él ak,, azl; és azl, csltcsokba.

Ekkor legyen azf fliggvény p-szerinti digrafja: 2. abra, ahol a graf cslcsai az inter-
vallumok, és egy iranyitott él pontosan akkor megy ak csucsbol ad csucsba, hd (s;)
és af (tj) érté kozé esik azy intervallum.

2. &bra. A fenti fuggvény 5-periodikus pontjdnak a digrafja. [10] cikkben talalhaté abra
masik figgvényre.

4.3. De nicié. A digrafban akkor beszélinkhurok rél, ha van olyan intervallum, hogy
f(si) és azf (t;) érték kdzé esik az; intervallum, igy az az iranyitott €l, ami abba a
csucsba mutat, amelyb®I kiindul, egy hurkot képez.

4.4. De nici6. Egy digrafon beldl, ha végig tudunk menni az iranyitott éleken agy, hogy
abba a csucsba érjiunk vissza, amelyben kezdtlink, akkor ezt az ukéir nek nevezzik.
Amennyiben ez a kor nem csupan egy kisebb hosszusagu kor isméti®@déséb®I all, akkor azt
nemisméti®d® kor nek nevezzik.

Néhany példa a konnyebb megértés érdekében. A kovetkez® intervallumsorozatot kor-
nek nevezzik: | olalalal g, T1lolslalglalolq, Tololqlo, Iolslaln, 13lglslalals, 13l4l3l4ls,
414141414 €S az utolsé kett® kivételével ezek a kdrok nemismétl®d® korok. Bar az 6todik
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(I13l413l41413) és a hatodik (3l4lsl4l3) példa elég hasonlonak tfinhet, az 6t6édik nem all
fenn egyedil egy szakaszosan ismétl®d® intervallumsorozatbdl, hiszen van benne egy plusz
| 4 intervallum, mig a hatodikban kétszer van a4 sl 4 intervallumsorozat és mas nincs.

4.5. De nici6. Amennyiben egy kdrben ugyanaz a csucs kétszer szerepel, akkor az le-
bonthat6 két alkor re.

Példaul | 51 415131 413 kort le lehet bontani azl sl 413 és azl 4l 131 4 kbrokre.

4.6. Allitas. Legyenf : R! R folytonos fiiggvény. Ha af fiiggvény egyk-perioédusu
digrafjara igaz, hogy létezikm-hosszu nemisméti®d® kore, akkor |étezikfafliggvénynek
m-periédusu pontja.

Bizonyitas
A 4.6. Allitas bizonyitasahoz feltessziik, hogy a kovetkez® két lemma igaz.

4.7. Lemma. Tegyuk fel, hogyl ésJ két zart intervallum, f folytonos fliggvény é3
f(1). Ekkor létezik egyQ | zart intervallum, amire igaz, hogyf (Q) = J.

4.8. Lemma. Tegyuk fel, hogyl egy zart intervallum,f folytonos fliggvény és f ().
Ekkor azf flggvénynek létezik xpontja at intervallumon beldl.

A 4.7. Lemma kbnnyen lathaté a 3. abra segitségével, elég megvizsgalnunk, hogy a
fuggvény milyen értékekre veszi fel a intervallum végpontjait, majd mindkét végpontra
kivalasztani egy értéket, amelyet tartalmaz az intervallum.

A 4.8. Lemma, ami a Brouwer-féle xponttétel, gond nélkil bizonyithaté egy atalaki-
tassal és a Bolzano-tétel segitségével.[8]

Ahhoz, hogy bizonyitsuk a 4.6. Allitast, tegyilk fel, hogy van egy nemismétl®d® zart
intervallumsorozatunk 1°;1%;12; ;1™ = 19 (a szamozas azt mutatja meg, hogy a kor
milyen csucsokat érint, példaul, ha s-adik él mentén azl; csicsba erkezink, akkor
k=), amelyrel™™*  f(1'). Azt szeretnénk belatni, hogy aZ fliggvénynek Iétezikm
szerint periodikus pontja. Nézzik meg a kdvetkez® diagramot:

101 f f(1°
[

[ 1

(A nyil ebben a kontextusban azl, intervallumbdl az f (1o)-nal képébe mutat.) Ha
felhasznaljuk a 4.7. Lemmat, akkor tudunk talalni egyQ; halmazt, amelyref (Q,) = I1,

igy:

11



3. dbra. 4.7. Lemma bizonyitasa. [13] szakdolgozatban talaltam a képet, majd atszer-
kesztettem.

101 f f(1°
[ [
Q,! f It

ey

generalhatjuk:
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|°!f f(1°

Q! f |1!f f(h

[ [

Q! r 12 f(12)

[ [

Qm 1! fm |m1!f fm?d
[ [

Om ! t |m=0

Hiszen, haf (Q1) = 1%, f2(Qy) = 12 és12  f(IY) akkor 12 = f2(Q,) f2(Q,) =
f(f(Qi)) = f(I?), tehdt Q, Q,. Eztis tovabb tudjuk vinni, igy jon ki a bal oldali
oszlop.

Ekkor ha ezt az oszlopot és az alsé sort megnezzik, lathatjuk, ho®y, 10 =
f™(Qm). Tehat a 4.8. Lemma alapjan aZ# ™ figgvénynek van xpontja Qn-en bell.
Mivel az intervallumok sorozata nemismétl®d®, tudjuk bizonyitani, hogy ez a xpont
azf fuggvény m-periodikus pontja (és nem kisebb) a Brouwer-féle xponttétel alapjan,
hiszen tudjuk, hogy azf ™ fuggvény azl © intervallumon 6nmagara képezi, tehat van az
f™-nek xpontja. Ez még nem zarja ki, hogy ez a xpont nemp-periédusu pontja a
fuggvénynek ¢ p < m). Ebben fog nekiink segiteni, hogy az elején kikotottiik, hogy
ez a kor nemismétl®d®. A 4.4. De nicié azt mondja, hogy nem allhat egy révidebb kor
ismétl®déséb®l. Emiatt, ha ennek a xpontnak-periédusa lenne, akkor ugyanaz @
darab intervallum isméti®dne. Bar talalhatunk ilyen xpontjat is az f™ fuggvénynek,
kell, hogy legyen olyan pontja is, amely sorban végigmedyl X1 2:::1™ intervallumokon,
tehat ez egym-periodikus pont.

4.9. Allitas. Legyenf : R! R folytonos fiiggvény. Hd -nek létezik egyk > 1 péaratlan
periodikus pontja, akkorf -nek létezikh-periodikus pontja mindenh-ra, aholh k 1.

Bizonyitas
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El®szor azt fogjuk belatni, hogy mindek > 1 esetén ak-periodikus pont digrafjanak
létezik k hosszu kore. Ehhez vegyiik az el®z® bizonyitas jelolését, ahdPhZ:: interval-
lumokat hasznaltuk. Legyenl, := 1° aminek az egyik végponjaa, a legkisebb iteralt.
Legyenl™, n 1 egyenl® egy olyah; intervallummal, aminek az egyik végpontjaf "(a)
ésl”  f(I" 1). Ezzel a felépitéssel a* = |1 ° egyenl®séget kapjuk, tehat kapunk egdy
hosszu kort. Ez egy egyértelm{ intervallumsorozatot ad, hiszen egyedil két intervallum-
nak lehet megegyez® végpontja, ezutan meg csak az egyik iranyban lehet a masik keresett
végpont, emellett mikor eljutunk f X(a)-ba, az egyenl® lesa-val, ami egyediil azl® = 1,
intervallum végpontja, ezzel bebiztositva, hogy visszaérink a kiindulé pontba. (Példaul
a 1. &branal azl, lenne az az intervallum, amelynek az egyik végpontja(x) és amit
tartalmaz f (I1,). A felsorolas az eredeti intervallumjeldlésekkel a kbvetkez®képpen néz ki:
L1150 5l4l204.)

Mivel 6sszesen csak 1 darab csucsunk van, ezért legalabb az egyik csucsnak ismét-
|®dnie kell ebben & korben, és ennél az isméti®@désnél le lehet bontani ezt &ort két
kisebb alkérre. (A fenti példankban azl, intervallum az, amelynél le tudjuk bontani,
tehat marad azll,l, és azl,lsl4l,, igy ezzel kaptunk egy 2 és egy 3 hosszu kort.) Mi-
vel az ismételt intervallumnak csak két végpontja van, ezert maximum kétszer tud csak
feltfnni az eredetik korben, (itt nem szoktuk belevenni az utolsé csucsot, tehat, bar a
fenti hosszabbik kdrben kétszer jelenik meg dz intervallum, az utolsé elem sosem sza-
mit) tehat csak egyszer tud megjelenni a két kisebb kérben, amelyek emiatt nem lehetnek
ismétl®d® korok. Tovabba, h& péaratlan, akkor az egyik kisebb kornek is pératlannak
kell lennie.

4. abra. A 3-periddusu digréaf. [10] cikkben talalhat6 abra.

A 4.9. Allitas most méar kénnyen bizonyithato teljes indukcio segitségével. A 4. abra
és az 5. abra alapjan lathatjukk = 3 ésk = 5 esetekre az igazsagat, hiszén= k 1
esetén ki tudjuk hagyni a hurkot, amely minden digrafon megtalalhato, vagy tudunk rajta
egy kort mutatni, amely a hurok segitségévet 1 hosszu. Az ennél hosszabb korokre
pedig csinalunk egy nem 1 hosszu kort, amely egy olyan csuccsal kezd®dik, amelynek van
hurka, és elé tudjuk venni a hurkot annyiszor, hogy az elérje a megfelel® hosszuséagot.
Ezzel a mddszerrel kapunk egy megfelel® hosszisagl nemismétl®d® kort.
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5. bra. Az 6sszes 5-periodikus digraf. [10] cikkben talalhaté abra atgondolva.

Tegylk fel, hogy ez az allitds igaz minden 1 ds kozotti paratlan szamra. Ha az
f fuggvenynek létezikk-szerint periodikus pontja, akkor ak-szerinti digrafnak létezik k
hosszu kore, és ezt a kort le lehet bontani két kisebb kérre, amelyek nemismét®d®k és
amelyek kozil az egyik péaratlan hosszl. Ha ez egy 1 hosszu kor (hurok), akkor a hurok
segitségével tudunk csinélni bel®le egy k 1hosszu kort agy, hogy annyiszor megyunk
vegig a hurkon ahanyszor kell, hogy elérjik ezt an hosszu kort. Ha ez nem egy 1 hosszu
kor, akkor a 4.6. Allitas alapjan a kisebb paratlan periédust lesz az Kj azt is leosztjuk
két kisebb korre. Ha a paratlan kor 1 hosszu, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor az lesz
az Uj k. Ezt a lépést ismételgetve el kell, hogy jussunk egy 1 hosszu koérh6éz, amelyen
azutan annyiszor megytnk végig, ahanyszor kell, hogy megkapjukhehosszu kort.

4.10. Lemma. Egy folytonos fliggvénk-periodusu digrafja mindig tartalmaz egk-hosszu
kort, amelyben valamely csicsa pontosan kétszer isméti®dik.
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Bizonyitas

Ennek a lemmanak mindkét allitasat belattuk az el®z® bizonyitasban, el®sz6r bizonyi-
tottuk, hogy k > 1 esetén ak-peridodusu digrafnak létezikk hosszu kore és de nialtunk
is egy ilyen kort, majd a masodik bekezdésben belattuk, hogy mivel cslak 1 csucsunk

van, az egyiknek isméti®dnie kell, de minden intervallum pontosan kétszer isméti®dhet,
mert végpontokhoz de nialtuk a kort és egy intervallumnak csak két végpontja lehet.

4.11. Allitas. Legyenf : R! R folytonos fiiggvény. Hd -nek Iétezik egyk-periodikus
pontja, aholk =2n+1 ésn 1 egész, akkof -nek létezikh-periodikus pontja minden
paros h-ra.
Bizonyitas

Vegylk el®szor ann = 1 esetet. Ekkor 3-periodikus pontokrél beszélhetink. Ezt
el®szor Li és Yorke publikalta 1975 decemberében a The American Mathematical Monthly
folyéiratban. Mi egy kicsit mas szemszogb®I fogjuk megkozeliteni.

Amennyiben 3-periodikus pontokrol beszéliink, ha kikotjuk, hogy azpont a legkisebb,
akkor dsszesen kétféle sorrendben lehetnek az iteraltak, amelyek a 4. abran lathatéak.

A 4.6. Allitas alapjan tudjuk, hogy ha tudunk egye hosszl nemisméti®d® kort mutatni
ebben a digrafban, akkor van a fliggvénynekperiodikus pontja is. A digrafon lehet latni,
hogy tudunk egy 2 hosszu kért leirni az; ésl, intervallumok segitségével. A harom
eset trividlis. A haromnal nagyobb esetre Ugy tudunk a legegyszerflbben nemisméti®d®
kort mutatni, hogy végigmegylink a jobb oldali csucsnal 1év® hurkofe 1)-szer, majd
atmegyiink a bal oldali cslicsba és vissza a masikba. Igy a kdvetkez® intervallumsorozatot
fogjuk kapni: Iololo::lgl1lo amelyben pontosan(e 1)-szer fog szerepeli at® csucs.
Tudjuk, hogy ez az intervallumsorozat nemisméti®d®, hiszen egy olyan pont palyajat irja
le, amely (e 1)-szer egy intervallumban van, majd atlép a masikba. Ezzel be is lattuk
azn =1 esetet.

Tehat vegylk azokat az eseteket, ahal > 1. El®szor készitsiink eggn + 1 periédusu
digrafot az f fliggvényre. A 4.10. Lemmabdl és a 4.8. Allitas bizonyitasabol kovetkezik,
hogy a digrafnak van2n+1 hosszu kére, amelyet fel lehet bontani két kisebb kdrre, amelyek
kdzul az egyik péaratlan hosszlu. Ha ez a paratlan hosszu kér nem hurok, azaz nem egy 1
hosszu kor, akkor teljes indukcioval belathat6 az allitas agy, hogy ezt a révidebb péaratlan
kort valasztjuk megk = 2n+1-nek. Ha van1-nél hosszabb paratlan hosszu alkdre, akkor
Ujbdl k-t valasztunk addig, amig nem kapunk egy hurkot vagy vissza nem ériink az= 1
esetbe, amelyet mar belattunk.

Tehat feltehetjik, hogy ez a2n + 1 hosszu kor egy 1 hosszl és e8g hosszu korre
bomlik fel. Legyenl,, az a csucs, amelynél szét tudjuk bontani a két kisebb kort (amely
a lqlol3l4l 411 példaban azl, csics) és legyent = |, emellett kezdjiuk a2n kort | 1-el,
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tehat a kovetkez®képpen fog kinézni:tl 2:::12" 1. (A példaban Ggy nézne ki a két kor,
hogy 1414 1 hosszU kor éd4l,13l1411 4 hossza kér, majd a paros kor kiinduldé pontjat
elcsusztatva al4141,1314 azonos kort kapjuk.)

Feltehetjuk, hogy ez a2n kor nem tartalmaz megfelel® alkort, amelynek a hossza
nagyobb mint 1 és tartalmazza az ! cslcsot, hiszen akkor megvalaszthatnank ezt az
alkort, mint nemismétl®d® kort, majd hozzaadhatnank vagy levehetnénk a fent emlitett
hurkot, hogy megkaphassuk a megfelel® hosszisagu nemismétl®d® paratlan hosszusagu
kort, (amelynek a hosszaZn + 1) és 1 koz6tt van), ami lehetne az Uk, és ekkor lehetne
azzal bizonyitani teljes indukcié segitségével.

Kovetkezésképpen feltehetjilk, hogy a2t + 1)-es digrafon belil egyl’ (1 <i< 2n)
cstics nem mutathat egyl K csticsba, ahok >i +1 vagy k = 1, kiilldnben atugorhatnank
néhany csucsot megalkotvdn egy olyan alkdrt, amelynek a hossza nagyobb mint 1 és
tartalmazza az|?! csucsot. Hasonlé okokbol, az 1 hosszu kdr'), az 1! cslcs egyedill
6nmagaba és ar? cslcsba mutathat.

Legyenl ! tovabbra is egyenl®,,, ahol azl, a szamegyenesen az-edik véges interval-
lumot jelenti. Mivel |1 csak 6nmagéaba és2-be mutat, | 2-nek egy olyan intervallumnak
kell lennie, amely a7 ,, mellett foglal helyet, tovabba azf fliggvénynekl ! egyik végpont-
jat 11 masik végpontjaba kell iteralnia, azt pedid ? valamelyik végpontjaba. Legyerb az
It intervallum egyik végpontja gy, hogy aZ ! intervallumnak f (b ugyanlgy végpontja
lesz. Mivel abpont 2n + 1 periédusu,f (b) 6 b. Ekkor két lehet®ség all fenn:

11 =[b;f(b)], és ebben az esetben? = 1, 1 =[f2(b); b

T It=[f (Db, ésl? = Ine = [b;f(D)].

6. abra. A két lehetséges intervallum sorrend. [5] cikkben talalhat6 abra részletezve.

Mivel a 6. &bran lathato intervallumsorrendek szimmetrikusak, elég, ha csak az els®
esetet vizsgaljuk.

Vegyuk gyelembe, hogyf 3(b) > f (b), hiszen ellenkez® esetbdri(b) < f 2(b) eset allna
fenn, ami azt jelentené, hogy 2 intervallumbdl mutatna nyil 1 1-be, amit kik6tottiink, hogy
nem lehetséges, ezért belathatjuk, hogy a2 intervallum az | * jobb oldalan helyezkedik

el ésl® =[f (b);f3(b)]. Hasonléanf 4(b) < f 2(b) ésl* = [f*(b);f?(b)]. Tovabb folytatva

ezt az elvet megkapjuk, hogy mindeh' intervallum, ahol1 i 2n, a 7. &bran lathaté
maodon fogja kdvetni egymast
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7. dbra. A 4.11. Allitasban felirt intervallum sorozat a valés szamegyenesen. [5] cikkben
talalhat6 abra.

ahol f 2"*1(b) = b és|?" intervallumbdl mutat nyil 11;13;:::;12" 1 intervallumokba. To-
vabba a 2n+1)-periodikus digrafnak tartalmaznia kell a 8. abran lathato algrafot az alap
feltevése miatt, miszerintf (1')  1'*1 és amiatt, mert f (12") = f ([f 2"(b);f 2" 2(b)]) =
f([f2" 3(b);f2" Y(b)]), tehat f (12") tartalmaz minden | intervallumot, amelyre i parat-
lan.

8. dbra. A 4.11. Allitas bizonyitasaban leirt digraf részgréafja. [5] cikkben talalhat6 abra.

Ebb®I minden paros peridédus belathato gy, hogy 2-re &2'1 2" 112" kor, a 4-periodikus
pontra 12" 2" 3120 2120 1120 kgr és minden nagyobb paros szamra végig tudunk gy
menni, hogy ha a szam oszthat6 4-el, akkor egyszer végigmegylinKk &2 2" 1| 2" koron,
majd 121121 3|20 2120 1120 kGrgn annyiszor, hogy 2 hijan meglegyen, majd Gjra a 2
hosszu korén, ha nem oszthatd 4-el, akkor annyiszor megyunk végig a 4 hosszu kéron,
hogy 2 hijan meglegyen, majd végigmegyink a 2 hosszu koron.

4.12. Allitds. Legyenf : R ! R folytonos fiiggvény. Ha -nek létezikk-periodikus
pontja barmilyen k egészre, akkor létezik 1-periodikus pontja azaz xpontja. Tovabba, ha
van olyank-periodikus pontja, aholk > 1, akkor van 2-periodikus pontja.
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Bizonyitas
El®szor vizsgaljuk meg az els® allitast. Legyén: R ! R folytonos flggvény és
legyen a az f flggvény egyk-periodikus pontja (itt most az a pont nem feltétlendl
a legkisebb iteralt). Tegyuk fel, hogyf (a) > a és vegyika el®refele vett orbitjat:
(a;f (a);f2(a); ::;fX(a)), ahol a feltevésb®l tudjuk, hogyf K(a) = a. Ekkor létezik egy
olyan b= f(a) pont, amire f (b < b igaz, killénben a sorozat folyamatosan névekedne,
€s nem térne vissza aa pontba. Ekkor a Bolzano-tétel segitségével (amit aiz(x) X
fuggvényre alkalmazunk) tudhatjuk, hogy kell, hogy legyen egy olyanaz a és ab kdzott,
hogy f (c) = c. A szimmetria miatt ez ugyanugy igaz abban az esetben is, atfdla) < a.
Most vizsgéljuk meg a méasodik allitast, miszerint h& > 1, akkor létezik azf -nek
2-periodikus pontja. Az allitas trividlis ak = 2 esetben, tehat tegyik fel, hogk 3.
A 4.10. Lemma alapjan tudhatjuk, hogy azf fluggvény k-periodusu digréfja tartalmaz
egy k hosszu kort, amelyet le lehet bontani két nemismétl®d® alkérre, mint az el®z® bizo-
nyitasban is lathato volt, és amelyek kozil legalabb az egyik tébb mint 1 hosszi. Most
vegyuk ezek kozil a révidebb, nem 1 hosszu kért. Ha a koér hossza 2, akkor megvagyunk.
Ha nem, akkor a kisebb kort felirjuk Ujral I 2::: alakban intervallumsorozatba és ketté-
osztjuk. Ezt addig csinaljuk, amig nem kapunk egy 2 hosszu kort. Legrosszabb esetben
minden felosztasban lesz egy hurok, ami miakt 2-szer kell ezt végigcsinalnunk, de vegul
el fogunk jutni a 2 hosszu korbe.

4.13. Allitds. Legyenf : R! R folytonos fiiggvény. Hah megel®zk-t a Sarkovszkij
rendezésben, éb-nek vanh-periddusi pontja, akkor Iétezilk-periédusu pontja is.
Bizonyitas

Az dllitast be tudjuk latni standard érvekkel f megfelel® iteraltjai mellett. Az egysze-
riség kedvéért bontsuk kilonb6z® esetekre.

El®szor legyerh = (2m +1) 2° ésk = (2n+1) 2, ahol m;n;s;t nemnegativ egész
szamok és (1)s <t ésm > Ovagy (2) s =1t és0 < m < n. Vegyuk gyelembe
a 4.11. és a 4.9. Allitasokat egy 0§ := f2 fliggvényre és erre a két esetre. Ekkor
talalhatunk egy x pontot, ami a g figgvény ((2n + 1) 2' S)-periodikus pontja, hiszen
azt tudjuk, hogy a g fuggvénynek van(2m + 1) -periodikus pontja @™+ = f @m+1) 2%)
ezért kell, hogy legyen @n + 1) 2' S)-periodikus pontja is, mert az (1) esetber2m + 1
paratlan és(2n +1) 2' S paros, igy ez a 4.11. Allitasbol kovetkezik és a (2) esetben
(2m+1)2% t=2m+1 > (2n+1) 1= 2n (hiszens = t), amit pedig a 4.9. Allitas igazol.
Ezek utan kdnnyen belathaté, hogy azx pont az f flggvény ((2n + 1) 2')-periodikus
pontja, hiszen

(2n+1) 2t ¢
55 (X) — g(2n+l) 2t s

f (2n+1) 2t (X) =g

ami a feltevésunk volt azx pont keresésénél.
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Ezek utan vizsgaljuk meg azt az esetet, amikdt = 2m +1) 2° ésk = 2, aholm
nemnegativ éss;t pozitiv egész szamok ugy, hogy (ap > Ovagy (b) m =0 éss t.
Feltehetjik, hogy az (a) esetben is t, hiszen ellenkez® esetben az (1) esetet kapnank
vissza az el®z® bekezdésb®|. Most vegyilk gyelembe a 4.12. Allitast eqy €jf 2
fuggvényre. Ekkor belathato, hogy mindkét esetben lesz g flggvénynek 2-peridodusu
pontja, mert tudjuk, hogy van (2m + 1) 2?—51 =(2m+1) 25! '-periodikus pontja, ami
nagyobb mint 1, igy a 4.12. Allitas igazolja, emiatio = g2(xo) = f2 ' 2(xo) = f 2 (xo).

A fels® két bekezdés és az, hogy barmely periodikus pont Iétezéséb®l kdvetkezik, hogy
van 1-periodikus pont bizonyitja a 4.13. Allitast.

4.14. De nici6. Legyenf : R! R folytonos fliggveny és legyerg az f fliggvény egy
k-periodikus pontja. Azt mondjuk, hogyf k -periédusu digrafxq-ra hflséges, ha a digraf
minden |; cslcsara léteznek olyah; szakaszokra iranyuld *;12;13;:::1" cstcsok, hogy
F()= [Tl

Talan a legegyszer{bb a digrafok szempontjabdl nézni ezt a de niciot. Tehat azt mond-
ja ki, hogy ha vesziink egyl; cstcsot és azokat ak';12;:::;1" cslcsokat, amelyekbe az
I; csticsbol megy iranyitott él, akkor azl *;12;:::;1" intervallumok unidja kiadja az I;
intervallum f -szerinti telies képét és nem Ggy, hogy példadi(l;) = ([ L, 1") [f cg Ugy,
hogyc2[ i, 1.
4.15. Allitas. Legyenf : R! R folytonos fiiggvény és legyex, azf egyk-periodikus
pontja. Osszuk fel a valés szamegyenest orbitjdnak pontjaival (véges szamu halmaz).
Ekkor legyenek 1;15; 13;:::1« 1 azok a véges intervallumok, amelyekekateralt pontjaival
kapunk a szamegyenesen. Tegyuk fel, hogy dézmeriodusu digraf hfséges. Ekkor, ha &z
figgvénynek létezik szerinti periodikus pontja a7 {L, I; halmazban, akkor &-periodikus
digraf tartalmaz egyp hosszu kort.

Bizonyitas
Legyenb 2 |;, valamilyen i-re, és legyerb az f fliggvény egyp-periodikus pontja.
Legyen egy masik intervallumsorozal; ésJo = |;. Mivel f (I;) = [ ;1 létezik olyan in-

tervallum J, amiref (b) 2 J,. Ha folytatjuk ezt, akkor kaphatunk egy J,; :::; J, sorozatot,
amire f (J;)  Jix1 ésfi(b) 2 J; mindeni-re. Emiatt Jp = Jo, tehat van p hosszu kor a
digrafban.

4.16. Megjegyzés. Az el®z® allitAsban kapoft hosszu kor lehet ismétli®d® kor. Ha
azonban megkoveteljuk, hogy &zfuggvény mindenl; intervallumon, i = 1;2;::;;k 1,
monoton legyen, akkor nem allhat 6sszepdnosszu kor teljes egészében egy 1 hosszu korb®l,
amelyet tobbszor ismétlink > 1 esetén.

4.17. Allitas. Minden n 2 esetén létezik egf : R! R folytonos fiiggvény, amelynek
létezik 2n + 1)-perodikus pontja, és nincs 2m + 1)-periodikus pontja mindenl m<n
esetén.
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Bizonyitas

Legyenf egy szakaszonként linearis fuggvény és legyen) = n  1;f?(n) = n+
Lf3(n)=n 2f4n)=n+2;::f2M)=n+if?1(n)=n (i+21);:;f> Yn)=
0;f2"(n) = 2n ésf?*1(n) = n (0<i<n). Igy n egy @n + 1)-periodikus pontja a
fuggvénynek, amely a 9. abran lathaté modon fog kinézni.

9. dbra. A 4.17. Allitds bizonyitasat segit® abra. [5] cikkben lathato abra.

Legyenek 13,12, ;12" Ggy, hogy It = [f(n);n];1® = [f3(n);f(n)];:1*t =
[fH(n); £ ;o120 T=[f20 Y(n);f2 3] ésl?2=[n;f2(n)];1%=[f2(n);f4n)];:;12% =
[f2 2(n);f2(n)];:; 12" =[f2" 2(n);f2"(n)], ekkor a hozzatartoz&n + 1 digrafban azl*
intervallumbdl csak azl?! és azl 2 intervallumokba vezet nyil. Mindenl<i< 2n-re az
| intervallumbdl egyediil azl '** intervallumba visz nyil és azl 2" intervallumbdl csak az
| % 1intevallumokba, aholl k n. A digrafok n = 3 ésn = 4 esetei a 10. abran
talalhatoak.
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10. abra. Azn = 3 és azn = 4 esetek. [5] cikkben lathat6 abra.

Eszrevehetjilk, hogy d ! intervallumnal Iév® hurkon vagy annak ismétlése nélkiil azok-
nak a koéroknek, amelyeknek a hossza kisebb mi@h + 1 a digrafon, paros a hosszuk.
Tehét a bizonyitas befejezhet® a 4.15. Allitas és 4.16. Megjegyzés segitségével, hiszen a
megjegyzésb®I kiderll, hogy mivel monoton a fuggvény mindenl,; :::l,, esetén, ezért
nem allhat 6ssze akt?! intervallumnal Iév® hurokbdl egyedil, his2m+1 > 1, és az allitas
bar csak annyit mond ki, hogy ha vanp-periodikus pont, akkor van kor a digrafon, de
konnyen be tudjuk latni, hogy ha nincs az abran kér, akkor nincs periodikus pont sem, hi-
szen haf 2" (1) = 11 12[ :=:[ " ade nicid szerint, és ha 2" (1;) = 11[ 12 [ 1™+ 1
akkor nem lehet olyan pont ad; intervallumban, ami pontosan n+1) |épésben visszajut
az intervallumba, hiszen egymasba nem [6g06 intervallumaink vannak.

4.18. De nici6. Tegyuk fel, hogyh: A! Aésf :B ! B. Ekkorf ésh topologikusan
konjugdlt ak, ha létezikg: A! B homeomor zmus, hogyg(h(x)) = f (g(x)). [2]

4.19. Allitas. Legyenekh ésk pozitiv egész szamok ugy, hogynegel®zk-t a Sarkovszkij
rendezésbenh( B k). Ekkor létezik olyanf : R! R folytonos fliggvény, amelynek van
k-periodikus pontja, de nincsh-periodikus pontja.
Bizonyitas

A bizonyitashoz a 4.17. Allitast fogjuk tovabb vinni, Ggy, hogy "négyzetre emeljik".
Tegytuk fel, hogyf :[a;g! [a;4 folytonos figgveny, aminek van egy2h + 1)-periodikus
pontja az [a; [ intervallumon és nincs @m + 1)-periodikus pontja, aholl m<n. Le-
gyen|[c; d egy olyan intervallum, amely diszjunkt az[a; i intervallumtol, emellett tegyik

fel, hogyb < c és legyeng : [a;d ! |[c;d egy tetsz®leges homeomor zmus. Ezutan
de nialjunk egy harmadik fuggvényt,r : R! R, ami:
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%g f (x) hax 2 [a;Q
gl hax 2 [c;d|
Ea hax 2 [b;d
" konstans hax 2 (1 ;a][ [d;+1)

r(x) =

Vegyuk észre, hogy?(x) = f(x), hax 2 [a;{, hiszenr(r([a;H)) = r([c;d) = [a;4
és emiatt r(r(x)) = r(g(f (x))) = g Yo(f (x))) = f(x), amennyibenx 2 [a;d, és
r’2(x) = o(f (g (x))), hax 2 [c;d hasonl6 logikaval,r?([c;d)) = r([a;d) = [c;d], te-
hat r(r(x)) = r(g *(x)) = o(f (g *(x))), amennyibenx 2 [c;d. De a topologikusan
konjugalt fiiggvények periodikus pontjainak a rendszere ugyanolyan struktluraju. Az
flggvénynek van(2n + 1) 2-periodikus pontja, de nincs(2m + 1) 2 periodikus pontja
1 m<n-re. Tovdbba azr figgvénynek nincq2j +1)-periodikus pontjaj 1 esetén az
[a; B és[c; d] intervallumok paratlan iteraltnal rossz intervallumba kertilnek. Amennyiben
tovabb folytatjuk ezeket a Iépéseket egy (j fliggvénnyel olyan figgvényeket kaphatunk,
amelyeknek van(2n+1) 2'-periodikus pontjuk, és nincg2m+1) 25-periodikus pontjuk,
ahols<t vagys=tésl m<n.

Koénnyq Iétrehozni olyan flggvényt, amelynek van xpontja egy zart intervallumon,
de nincs periodikus pontja 1-nél nagyobb periddusra (példaul d2x) = x? fuggvény,
amelynek a xpontjai az 1 és a 0, é$%(x) x = x* x = x(x® 1) amelynek csak
az 1-ben és a 0-ban van xpontja, igy a Sarkovszkij rendezeés alapjan tudjuk, hogy mas
periodikus pontja sincs, ha nincs 2-periodikus pontja). Ezek utan ismételve a korabbi
lépéseket kaphatunk példakat minderk ésh parosra a Sarkovszkij rendezésben, amire a
4.19. Allitas igaz. Ezzel befejezhet® a 4.19. Allitas bizonyitasa, és ezzel a Sarkovszkij
tétel bizonyitasa.
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5. Periodikus pont keresési modszerek

Ehhez a fejezethez f®leg a [11] konyvet és a [12] Wikipédia cikket hasznaltam fel.

Sajnos elég kevés megbizhatd gyors x és periodikus pont keresési modszer van. Sze-
rencsénk lehet, ha a fiiggvény egyszery, példaul masod- vagy harmadfokd, mert arra van
megoldbképlet, de afolott ritkan lehet egyszer] mddszerekkel periodikus pontot talalni.

Vegyunk egy egyszery példat, legyein(x) = x> 2 egy folytonosf : R ! R fliggvény.
Ekkor xpontot a kévetkez®képpen tudunk keresni:

f(x)=x? 2=x

x> x 2=0

és ezek utan egyszerfen a masodfoku egyenlet megoldoképletével kifejezhet®ek a gyokok,
amelyek: x; =2 ésx, = 1
Af?2(x)=(x? 2)? 2=x* 4x?>+2 ami mar nehezebbnek tnik, hiszen a negyedfo-
ki megolddképletiink meglehet®sen komplikalt, tehat egyszerfbb valamely mas mddszert
hasznalni. Azt viszont tudjuk, hogy ami azf fliggvény xpontja az af ? fuggvénynek is
xpontja, emiatt f2(x) x gyoke af (x) x. Tehat elég a kovetkez®t kiszamolni:
f2(x) x x* 4x2 x+2

= = x2+ =
f(x) x X2 X 2 X“rx 120

1+p§

amelyet ng)eg tudunk oldani masodfoku egyenlet megolddoképletével, ixps = 5~ €s

Xpp = L2

A 3-periodikus pontok mar sokkal bonyolultabbak, hiszen, ha kiszamoljuk, akkbg(x) =
x8 8x5+20x* 16x2+2 emellett, ha leosztunk, mint a# ?-nél, akkor is hatodfokl egyenlet
fog kijonni, amelyet nem tudunk kiszamolni x6+ x> 5x* 3x®+7x2+x 1=0).

Ekkor kezdhetlink el gondolkodni olyan mddszereken, amelyek segitenek nekiink kisza-

molni vagy legalabb megkdzeliteni, hogy mely, pontra kapunk periodikus pontot.

A kovetkez®kben feltesszilk, hogy dz= [a; intervallumra, amelyen vizsgalodunk,
igaz, hogyf (a) < 0 ésf (b) > 0. Amennyiben ez nem igaz, vizsgéljuk a f (x) fuggvenyt.
Tegytk fel, hogy az intervallumban pontosan egy zérushelye van a figgvénynek.

A kovetkez® modszerekhez szamitdgépes programokat hasznélunk, amelyek segitenek
megbecsulni a keresett értéket.

5.1. Intervallumfelezési modszer

Az intervallumfelezési médszerben, ahogy a neve is arra utal, egy intervallumot felezlink
Ujra és Ujra amig meg nem talaljuk, vagy elég kézel nem ériink a xponthoz.
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Ehhez arra van szilkség els®sorban, hogy feltegyiik, hddg) < 0 ésf(b) > 0. Ha
ez nem igaz, akkor a zérushelyet af (x) flggvényre keressiik. Ezutan megnézzik, hogy
az f (22) értéke pozitiv vagy negativ. Amennyiben pozitiv, ez aZ;? érték lesz az Ujb,
ha pedig negativ, akkor az Uj, majd pedig Ujra megvizsgaljuk a# (%)) ertéket mint
a 11. abran lathat6. Ezt addig csinaljuk, amig nem kapunk 0-at vagy amig nem lesz a
hibahataron (epszilon kdrnyezetenén) belll.

Mivel sok program lebeg®pontos szamokat hasznal, ezért érdemesebég—ézhelyett a
a+ %’ felezést hasznalni, mert nem biztos, hogy &""g—b az a és ab szam kozé fog esni.

11. abra. Az intervallumfelezési mdodszer képpel illusztralva. Ebben a példaban lathatjuk,
hogyf (a+ bT’") < 0, tehét ez lesz az Up amelyet az egyszerfség kedvéé&i-nek jelolink.
Ezutan megnézzik, hogy mennyi az értéke(a; + b%)-nek. Latjuk, hogy ez nagyobb
mint 0, tehat ez lesz az Gjo-nk, ami ismét egyszer{ség kedvéét. Ezt tovabb folytatva
kapunk egy kozelit® ertéket a zérushelyre. [11] kdnyvben talalhatd abra masik fliggvényre.

5.2. HUarmodszer

Az intervallumfelezési médszerhez hasonldéan a hirmodszernél igaal] intervallum két
végpontjat fogjuk Ujrade nialni, itt viszont nem felezni fogjuk az intervallumot, hanem az
f (a) ésf (b pontok k6zé fogunk egy egyenest huzni, és megnézni, hogy ez az egyenes hol
metszi azx tengelyt. Tegyuk fel, hogy ez az egyenes egyontban metszi azx tengelyt.
Ekkor ha f (c) < 0 akkor ez ac pont lesz az Uja, haf (c) > 0 akkor az Gjh.
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Ez a mdodszer is mindig fog talalni az intervallumban zérushelyet, feltéve, ha van az
intervallumban. A 12. &bran lathaté egy példa a hurmddszerre, és tudjuk kdzeliteni a
mar emlitett ff3((x")) == x%+ x> 5x* 3x*+7x?+x 1fliggvényen a 3-periodikus pontot
megfelel® intervallumon.

12. &bra. A harmddszer képpel illusztralva. Itt megkeressik d4a) és azf (b) pontokat
0sszekot® egyenes zérushelyénekf agzerinti képét és megnézzik, hogy ez pozitiv vagy
negativ. Ahogy lathatjuk a képen ez el®sz06r negativ volt, ezért ez lett azaljA kdvetkez®
léepésben megint negativ értéket kaptunk, ezért megint aa ponton valtoztattunk. A
harmadik pozitiv lett, ezért akkor a b értéket csokkentettik. Ezt folytatva kapunk egy
kdzelit® értéket a zérushelyre. [11] kényvben talalhaté abra masik fliggvényre.

Az intervallumfelezési modszert és a hurmdédszert azért szeretem, mert bar nem a
leggyorsabbak, ha van, akkor mindig talalnak zérushelyet az intervallumon.

5.3. Szel®mobdszer

A kovetkez® modszerrel egy olyaxy; X1; Xo; ::: sorozatot szeretnénk létrehozni, amely
monoton kozelit a zérushelyhez. Itt mar csak az fontos, hodya) f(b) < O legyen a
zérushely létezése miatt. Ezt a sorozatot, hasonléan, mint az intervallumfelezési méd-
szerhez, akkor fejezziik be, amikor megtalaljuk a zérushelyet vagy belelépink az epszilon
kdrnyezetébe.
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Bar a szel®mddszer gyorsabban talalhat zérushelyet az intervallumon, nem megfelel®
kortlmények kodzott ki tud 1épni az intervallumbdl, ezzel lehet®séget adva arra, hogy ne
talaljuk meg a zérushelyet.

A szel®modszer és a hurmddszer kozott az a kilbénbség, hogy itt egy sorozatba "ment-
juk™ el azokat az értékeket, ahol a két pontot 6sszekdt® egyenes metszixatengelyt,
€s mindig az utolso két értékre illesztjik az egyenest ( 13. abran lathatd). Emiatt nem
mindig egy x tengely feletti és egyx tengely alatti pontot kétlink 6ssze, ami azt eredmé-
nyezheti, hogy a metszéspont kikerulhet afa; I intervallumbdl, ahogy ez a 14. abran is
lathat6. Ez ahhoz is vezethet, hogy nem talaljuk meg a zérushelyet az intervallumban.

13. 4bra. A szel®@mdbdszer képpel illusztralva. Lathatjuk, hogy &Za) és azf (b) pontok
0sszekot® egyenesének a zérushelyét keressik. XfAZq; Xp; i sorozatbana = X, €s

b= x;. A két pontot 6sszekot® fliggvény zérushelye lesz. Ezutan azf (b) = f (x;) és

azf (xp) pontokat 6sszek6t® egyenes zérushelyét keressik, és igy tovabb. A képen lathato
esteben az; értékek kozelitei fognak a fliggvény zérushelyéhez. [11] kdnyvben talalhatd
abra masik fuggveényre.

5.4. Newton-modszer

Hasonldéan a szel®mddszerhez, most is &gyx1; X»; ::: sorozatot szeretnénk, amely mo-
noton kozelit a zérushelyhez. Ezt a mddszert el®sz6r Newton irta le 1671-ben, majd Jo-
seph Raphson egyszer{sitette 1690-es cikkében, emiatt hiresilt el, mint Newton-Raphson-
modszer, amelyet mi csak Newton-modszernek fogunk mondani. A ma is ismert valtozatat
Thomas Simpsonnak készoénhetjuk.

Ami ezt a modszert megkulonbozeteti a fenn emitett moédszerekt®l, az az, hogy nem
két pont k6zo6tt huzunk egyenest, hanem egy pontban hldzunk érint®t. Ehhez sziikségiink
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14. abra. A szel®mdbdszer, amikor kiléplnk $&; b intervallumbdl. Ezen a képen lathato,
hogy a szel®mddszer nem mindig talalja meg az értéket. Ag,) és azf (x,) pontokat

0sszekot® egyenes kilép f& B intervallumbal, és ezek utan is folytathatja a tavolodast
a zérushelyt®l. [11] kényvben talalhat6 abra.

lesz a derivalt fuggvény értékére abban a pontban, emellett arra, hogy ez az érték ne
legyen 0.

5.5. Hogyan keressiink megfelel® intervallumot?

Ezt a kérdést szamitdgépes fliggvény kirajzolassal vagy a GeoGebra honlapjaval nem
nehéz megvalaszolni. En ebben a részben analog modon kiszamolhat6é megoldast szeretnék
nydjtani a ffa((xx)) X = x84+ x5 Bx* 33+ 7x2+ x 1 fiiggvényre, amihez a teljes
fuggvényvizsgélatot fogjuk segitségul hivni. Ennek a modszernek az alkalmazasaval azt
is elérhetjik, hogy a Newton-modszernél el®re tudhassuk, hogy a derivalt fiiggvény hol 0.

Ahhoz, hogy kdnnyen megtudhassuk, hogy a fliggvény hol metszixatengelyt, nagy-
jabdl fel kell rajzolnunk a figgvényt. Ehhez el®sz6r érdemes megnézni az értelmezési
tartomanyt. Ezutan a teljes fliggvényvizsgalatban az lenne a kérdés, hogy hol nulla a
fuggvényérték, de azt egy magasabb foku fliggvény esetében nem mindig tudhatjuk. Az
én moédszerem erre az lenne, hogy derivaljuk a fliggvényt, és annak megnézzik a zérus-
helyeit, amelyb®I kdvetkeztethetiink a fliggvény monotonitdsara. Amennyiben ezt nem
tudjuk kiszamolni, a fliggvenyt ismét derivaljuk. Ezt egészen addig csinaljuk, amig meg
nem kapunk egy olyan figgvényt, amelynek a gyokeit mar meg tudjuk talalni, példaul
egy harmadfoku fliggvényt.

Ez a kovetkez®képpen fog kinézni:

gx)= x®+ x> Bx* 3A3+7x%+x 1 (1)
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15. abra. A Newton-mddszer képpel illusztralva. Ennél a modszernél nem intervallumon
keresunk. Itt az f (xo) ponthoz huzott érint® zérushelyét keressik, ez lesz @z érték.
Ezutan azf (x1) pont érint®jének a zérushelyét keressiik. Ezekkel ag x1; ::: értékekkel
kozelitjuk a zérushelyet. [11] cikkben lathaté dbra mésik figgveényre.

gIx) =6x>+5x* 20x* 9x?+14x+1 (2)
9%lx) = 30x* +20x® 60x® 18 +14 3)
g*®x) = 120x* +60x* 120¢ 18 (4)
Amennyiben  kiszamoljuk a  harmadfoka  fuggvény  zérushelyeit, az

X; = 0:861987600747134, = 0:14272237076591518; = 1:219265229981219@red-
ményt kapjuk. Ekkor fel tudjuk vazlatosan rajzolni a harmadfokl fliggvényt és a negyed-
foku fuggvényt is, miutan megvizsgaltuk monotonitas szempontjabolg?%) segitségével
megkapott értékekkel. Ezt lathatjuk a 16. &bran.

Ezek utan kevés szamolassal fogunk tudni mondani megfelel® intervallumokat, ahol a
g°tx) negyedfoku fuggvény zérushelyeit kereshetjik a fent emlitett moédszerek egyikével.
Csupan két értéket kell talalni ehhez, egy -1.21927-nél kisebb szamot, ahgPtx) > 0 és
egy 0.86199-nal nagyobb értéket, ahgPfx) > 0.

A kovetkez® intervallumokon fogok zérushelyeket keresii: 2; 1:22]), [ 1:22, 0:14]

[ 0:14;0:86] és[0:86; 1:5] intervallumfelezési modszerrel 200 |épésben és 0.0001 hibaha-
tarral. Erre a kovetkez® eredményeket kaptam sorrendben, kerekitve: -1.57506, -0.65409,
0.38448 és 1.17805. Az altalam irt szamitégépes programban az els® és a harmadik in-
tervallumnal a fuggvény negativjat vizsgaltam, hiszen ett®| a zérushely nem valtozik és
megmarad az (a) < 0 ésf (b) > 0 feltétel.
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16. abra. A g°%) fekete és ag’{x) gra konjai piros szinnel jelezve. A fekete szamok
a g°¥%) fuggvény zérushelyei, a piros szamok g'{x) flggvény széls®értékei elnagyolt
abréazolassal.

Ekkor ismét fel tudjuk rajzolni a kdvetkez® kozelit® fuggvényt a negyedfoku fliggveny
mellé, amelyek a 7. abran lesznek lathat6ak.

17. abra. Ag’fx) fekete és ay{x) gra konjai piros szinnel jelezve. A fekete szamokg?{x)
fliggvény zérushelyei, a piros szamokgd(x) figgvény széls®értékei elnagyolt abrazolassal.

Ekkor meg tudjuk becstlni, hogy mely intervallumokon tudjuk ag{x) fliggvény zérus-
helyeit keresni. En a kdvetkez® intervallumokat valasztottani: 2; 1:58] [ 1:58 0:65]
[ 0:65,0:38] [0:38,1:18] €s[1:18;2]. Itt most a hurmodszert hasznalom a zérushelyek
keresésére és a kovetkez® eredményeket kaptam kerekitve: -1.84200, -1.14593, -0.06885,
0.81309 és 1.41037. Ennek az elnagyolt képe a 18. &bran lathaté.

Mivel minket a legjobban ag(x) = ffs((xx)) == x%+x> b5x* 3x3+7x*+x 1fiiggvény
erdekel, ezért, hogy minél pontosabb eredményt kapjunk, a zérushelyeket el®szér a sze-
I®maodszerrel kozelitjik, majd a Newton-mddszerrel. Ezt azért is érdemes csinalni, mert

a Newton-mddszernél minél kbzelebb van a kezd®érték a zérushelyhez annal gyorsabban
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18. abra. Agq{x) fekete és ay(x) gra konjai piros szinnel jelezve. A fekete szamok gf(x)
fuggvény zérushelyei, a piros szamokgix) fliggvény széls®értékei elnagyolt abrazolassal.

konvergal hozza. A kdvetkez® intervallumokat fogjuk ehhez felhasznaltii: 2; 1:84]

[ 1:84, 1:15] [ 1:15 0:07 [ 0:07,0:81] [0:8L 1:41] és[1:4]; 2]. A kovetkez® eredmeé-

nyeket kaptam kerekitve: -1.87939, -1.80194, -0.44504, 0.34730, 1.24698 és 1.53209.
Ezek utan mar csak ki kell szamolnunk, hogy mely 3-3 pont alkot egy-egy orbitot. Ezt

meg tudjuk nézni azf (x) = x? 2 fiiggvénybe vald behelyettesitéssel:

f3( 1:87939) =f?(( 1:87939% 2) f?(1:53209) f(0:34730) 1:87939

és

f3( 1:80194) f?2(1:24698) f( 0:44504)  1:80194
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6. Q(x) = x?+ c fuggvénycsalad

Ehhez a részhez §4] cikket hasznaltam fel.

A most kovetkez® fejezet olyan szempontbdl lesz érdekes a szamunkra, hogy eddig azt
néztik meg, hogy egy adott fliggyénynek van-e periodikus pontja és ha van, azt hogy lehet
kiszamolni, itt viszont gy fogunk tudni megadni aQ.(x) fliggvénycsaladban fliggvényt,
hogy annak legyen periodikus pontja, gy, hogy azt is fogjuk tudni, hogy mennyi. Ehhez
a c konstanst fogjuk szabalyozni.

Ha meg gyeljik, az el®@z® fejezetben veltt(x) = x? 2 flggvény is aQ.(x) fuiggvény-
csaladba tartozik, ahol ac= 2.

6.1. Allitas. Ha a Q. kvadratikus leképezéskonstansat fel lehet irnic = 2 alakban,
akkor és csak akkof). fuggvénynek létezik pontosan két xpontja, amelyekés 1

Ezek a xpontok kilonb6z®ek, ha 6 % A és aQ : flggvény kodzotti hozzarendelés
egyertelmy hozzarendelést biztosit a % valés szamok és az olyaQ, figgveények kozott,
amelyeknek van valés xpontja.

Bizonyitas

Az éllitas kdnnyen igazolhatd behelyettesitéssel és a masodfoku egyenlet megldoképle-
tével. EI®szor is vizsgaljuk meg @.(x) x =0 egyenletet, amelynek a gyokei lesznek a
Qc(x) xpontjai. A fliggvény a kovetkez®:x?+ ¢ x = 0. Ebb®I kdnnyen ki tudjuk fejezni
ac konstanst: c= x x2. Tehat olyan c értékekre lehet xpontja a fliggvénynek, ame-
lyek felirhatéak 2 alakban. Ha az egyenletre a masodfoku egyenlet megolddképletét

hasznaljuk, akkor a diszkriminansl 4c. Ahhoz, hogy ez val6s szam legyen az kell, hogy
1 A4c, tehat %1 c. Amennyibenc = 7 akkor az egyenletnek egy gyoke van és ilyenkor

c=3= 2, amib®| kovetkezik, hogy = 2.
Ahhoz, hogy egyeértelmfen fel tudjuk irni a xpontokat talan a legegyszerfbb, ha a
c= 2 segitségével irjuk fel az egyenletetx® x + 2 = 0 kis atrendezéssel

konnyen lathaté az egyenlet egyik gyokex? 2 X+ =0, amely a lesz. Mivel

ismerjuk az egyenlet egyik gyokét, ezért tudjuk, hogy le tudunk osztafk  )-val. Ebb®I

azx (1 ) =0 egyenletet fogjuk kapni, tehat a fuggvény két xpontja ésl

amelyb®I azt is lathatjuk, hogy csak akkor van két kilénb6z® gytke az egyenletnek, ha
6 L.

Az el®z® fejezetben vett példabam= 2, ami tényleg felirhatd 2=2 2=
1 ( 1?= 2ésa xpontoktényleg ésl  attdl figgetlenl, hogy melyiket jeloljik
ki -nak,1 2= 1ésl ( 1)=2.
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6.2. Allitas. Ha a Q. leképezés konstansat fel lehet irnic= 1 2 alakban, ahol
2Rés 6 % akkor a Q. fuggvénynek létezik egy 2-periddusu orbitja, afmi 1 @.

A ésaQ ; > kozotti hozzarendelés egyértelmy hozzarendelést biztosit>a %

valés szamok és azoQ. fuggvények kozoétt, amelyeknek van 2-periodusu orbitjuk, aminek

a pontjai kulonbdz®ek.
Bizonyitas

Az 6.2. Allitas bizonyitasa elég hasonlé lesz az 6.1. Allitas bizonyitasahoz.

Most is el®szor vizsgaljuk meg @%(x) x = 0 egyenletet. Ennek az egyenletnek a
gyOkei a fliggvény lehetséges 2-periodusu pontjai lesznek. Lehetséges azért, mert ennek az
egyenletnek gyokei a fliggvény xpontjai. Emiatt biztosan le tudunk osztanQ.(x) x-el.
Tehat amit valojaban vizsgalni fogunk az a

Q3(x) X _ Qe(x2+0) x _ x*+2cx? x+c+c
Q«(x) x  x2+c x X2+ ¢ X
amib®I polinomosztassal megkaphato:

X2+ X+ c+1:

Tehat ebb®I tudjuk, hogy

(x*+c x) (xX3+x+c+1)=0

és ekkor ha kizarjuk a xpontokat, akkor tudjuk, hogy a szorzat els® tagja nem lehet
nulla (x2+ ¢ x 6 0), tehat azzal leoszthatunk, és szamunkra csak aZ+ x+ c+1=0
marad, amelyb®I| kdnnyen kifejezhet®@= x2 x 1. Ebb®I tudjuk, hogy akkor van

2-periodikus pontja a fuggvénynek, ha felirhat6 c = 2 1 alakban. Amennyiben
felijuk a masodfokd egyenletiinket, lathatjuk, hogy a diszkriminang 4 (c+1), ami
akkor nem negativ, hac 3. Abban az esetben, hac = 2, az egyenletnek csak

egy gyoke van, ami: % Ekkor ha tekintetbe vesszik az el®z® allitast, akkor lathatjuk,

hogy ez egy xpontja lesz aQ %(x) = x? % fuggvénynek és ahogy azt mar belattuk

ac= 2= 2 %2 = 2 egyenl®ség fennall. Ebb®I lathatjuk, hogy akkor van a

fuggvénynek 2-periodikus pontja, ha felirhaté 2 1 alakban ésc <
Ezek utan, haac= 2 1-et visszahelyettesitjik az egyenletbexf+ x 2

1+ 1 =0) akkor lathatjuk, hogy azx = megoldas gyoke az egyenletnek. Ha leosztunk

X -vel, akkor azt kapjuk, hogyx + +1 =0, tehat a masodik gyokx = 1

Blw

- . e 7 7 e 7 p7 p72
Ismét vehetjik a fent emlitett példat, aholc felirhaté 1 2= 1+ 5o
Pe Pz2 . Ps
1+ 175 L 2 > = 2 alakban és a 2-periodikus pontok = 12 és 1 =
1 L 2= 3vagy =1 26és 1 = 1 ¥ 32=1_5 tehatitt sem szamit,

hogy melyik lesz a .

ol
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6.3. Allitas. A Q. fuggvénynek létezik racionalis fixpontja és racionalis 2-periédusu or-
bitja is, akkor és csak akkor, ha ¢ = % (é)2 alakba irhat6, ahol X és Y tagjai a
Pitagoraszi szamharmasoknak. Tehat X2 +Y?2 = Z2, ahol Z is egy pozitiv egész szam.

Ebben az esethen a fix pontok a kévetkezdk: 1 £, és a 2-periodusti pontok: 3 3%,

Bizonyitas

Egyszert belatni, hogy a Q.(X) fliggvénynek akkor és csak akkor van fix és 2-periodikus
pontja, ha a ¢ konstans felirhato 265 2 1 alakban is. Bar tudjuk, hogy a
2-periodikus pont létezésébdl kovetkezik a fixpont, ett6l most tekintsiink el. Tehat ez azt

jelenti, hogy

2= 2 1:

Ekkor teljes négyzetté alakitassal a kovetkezst kapjuk:

2
+

NS
Slw

2
+

_ B

-+

N NI
YIS

Mivel a fix és a 2-periodikus pontok is racionalisak, az alapfeltevésbdl, ezért a torteket

k6z0s nevezdre tudjuk hozni ugy, hogy egész szamok legyenek a nevezében és a szamléalo-

ban is, ami miatt be lehet helyettesiteni a % helyére é és a 271 helyére % torteket,
melyekre
2 2
Y Y

érték jon ki, amelyre, amennyiben beszorzunk Y ?-el, akkor a méar jol ismert Pitagoraszi

szamharmast kapjuk.

x2 +Y 2 — ZZ
Ekkor a fixpontok % % = % ( %) tehat  és 1 és a 2-periodikus pontok
T ¥= 2 ( +13)tehat ¢s 1 ahogy azt mér az 6.1. Allitasban és az 6.2.

Allitasban belattuk.

6.4. Kovetkezmény. A teljes lista az dsszes példabol, ahol Q.-nek létezik racionalis fix
és racionalis 2-periodikus pontja is, a 6.3. Allitashdl kapott és m > n > 0 egész szamokbol,
ahol m és n relativ primek és egyik sem paros ugy, hogy

X=m? n?%Y =2mn; és Z=m?+n? (5)

vagy

X =2mn;Y =m? n? és Z=m?+n? (6)
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6.1. Q. fuggvény 3-periodusu orbitja

Itt az lenne a kérdés, hogy létezik-e olyan Xo, hogy Q3(Xo) = Qc(Qc(Qc(X0))) = Xo, és
ki kell zarnunk, hogy Q¢(Xo) = Xo, azért, hogy valodi 3-periodikus pont legyen.

Sarkovszkij tétele alapjan, ha létezik olyan Xo, hogy Q3(Xo) = Xo, akkor kell, hogy
legyen legalabb egy X¢ fixpontja, ami miatt le tudunk osztani Qc.(Xg) Xo-al.

Olyan Xo-t keresiink, ami kielégiti a

Qc(Qc(Qc(X0)))  Xo
Qc(Xo) %o

egyenletet, amelyet ha felbontunk és egyszertsitiink, akkor

=0

XS+ X3+ (3c+ 1)xg+ (2c + 1)x3 + (B> +3c+ 1)x5+ (c+ 1)’x+ (B +2c?+c+1) =0
egyenletet kapjuk.

6.5. Allitas. Valamely valds szamra, amire igaz, hogy &0; & 1,és 2+ +160

legyen
6 +2°%5+44+83+92+4 +1

c= 12 v 1) (7)
3+ 224+ 41

R N G ) ®)

Xz—m (9)
3+22+3 +1,

Ekkor:

1. Q. fluggvénynek van 3-periodusu orbitja, ami Xg;Xo;X3g, Ugy, hogy X, = Q.(X1),
X3 = Qc(X2), X1 = Q¢(X3) és ez a harom valds szdm kulénbdzé. Tovabbd Q.(X)
fuggvény minden 3-periodusu orbitjat le lehet irni a fent lathatdé modon.

2. A c, X1, Xp €s X3 szamokra adott formula egy injektiv hozzarendelés a valés > 0
és a Q. fuggvény valds 3-periodusu orbitjai kozott.

3. A harom pont az orbitban akkor és csak akkor raciondlis, ha maga is raciondlis
szam.

Bizonyitas

El6szor is az, hogy & 0és & 1 azért kell, hogy a nevez6 ne legyen 0, és az, hogy
2+ + 16 0 azért kell mert kiilénben
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5+22+ +1 2 (%2+ +1) 3 1_
2 ( +1) T2 ( +1)
és ezzel a feltétellel kizartuk, hogy egyenlek legyenek.

X1 = X2

1. pont kimondja, hogy ez a harom pont kiilonb6z6 és azt, hogy ezek a fiiggvény 3-
periodikus pontjai. Azt, hogy Q3(X1) = Q3(X2) = Qc(X3) = X; egyszerti behelyettesitéssel
bizonyithatd. Az érdekesebb kérdés az, hogy hogy szamoljuk ki ezeket a szdmokat.

Legyen a;;a,;as a fiiggvény egy 3-periodikus orbitja. Ekkor a, = Qc(a;) = af + ¢
amibdl kifejezhets, hogy ¢ = a, a2, emellett az3 = Qq(a,) = a3+a, a?ésa; = Qq(az) =
aj+aj 2afas+2ad 2ala;+ai a?Z+a, Amennyiben O-ra rendezziik, a kovetkezdt

kapjuk:

al+a; 2afas+2a; 2ala,+a; a+a, a;=0

Konnyen lathato, hogy a fenti egyenlet igaz, ha a; = a,. Emiatt ki tudunk emelni a, a;-

et polinom osztéssal.

(a, ay) (@ al+aja5 aa,+2ai+2aa,+a+a,+1)=0

Mivel harom kiilonb6z6 pontot keresiink, kizarhatjuk, hogy a, a; = 0, tehat le tudunk

vele osztani. Majd atalakitasokkal a kovetkezét kapjuk:

(+a)’+ (2 2a)(a+a)’+( 2a)(ai+a)+1=0

Ekkor, ha azt mondjuk, hogy = a; + a, akkor a kovetkezd egyszertisitett egyenletet
kapjuk:

34+22 2a, °+ 2a; +1=0

amelybdl konnyen kiemelhets a;:

3+22+ +1=2a ?+2a
5+22%2+ +1=2( +Da
5422+ +1

2 (+1n *

Igy, hogy X1 mar megvan, ki tudjuk szamolni az X, értékeét.

_22( +1) 422+ +1_

Xo=a,=a;+a, a = a1—2( +1) 2( +l)
8 1
2 ( +1)
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Tudjuk, hogy ¢ = X, X2, tehét

_ 3 1 34+22+ +12  ®42°5+44+83+92+4 +1
C2(+D 2(+n 42( +1y

és ebbdl mar kiszamithato X3 = az = Q.(ay).

c

A 2. pont bizonyitasdhoz figyelembe vessziik, hogy Xi;Xz; X3 és € valos szamok, tehét
= X; + X, is val6s. Ahhoz, hogy igazoljuk azt a feltevést, hogy > 0 hasznaljuk fel az
X;j szamokat a kovetkezSképpen:
X1 +Xo = Xo + X3 = Ll és X1 +Xz= L
+1
A fenti egyenletekbdl lathato, hogy a harom egyenlet koziil csak egynek lehet a jobb oldala
pozitiv (amennyiben nem rendezziik 4t az egyenletet). Pontositva X; + X, > 0 akkor és
csak akkor, ha > 0, X, + X3 > 0 akkor és csak akkor, ha 1< <0ésX;+X3>0
akkor és csak akkor, ha < 1. Meg kell jegyezni, hogy két kiilonbonzé valos 1 és
més 3-periodikus pontokhoz tartozik, hiszen = X; + Xy, akkor is, ha ugyanaz a C.

Végezetiil a 3. pontnal, amennyiben racionalis, akkor a képletek alapjan minden X;

és C is racionalis, emellett, ha az X; pontok racionalisak akkor = X; + X, is racionélis.
C X1 X2 X3
1 270532 139063 123438 189063
4 78125 78125 78125 78125
1 2689 43 35 61
3 576 24 24 24
1 421 17 1 25
2 144 12 12 12
1 29 5 1 7
16 4 4 4
2 8149 77 37 113
3 3600 60 60 60
o 301 19 5 23
144 12 12 12
3 1435570 329688 132813 479688
4 459375 459375 459375 459375
3 6469 83 7 107
2 3600 60 60 60
3 1849 49 23 55
576 24 42 24
4 49561 223 1 295
3 28224 168 168 168
1 7841 101 59 109
1600 200 200 200

A tablazat azt mutatja meg, hogy kiilonb6z6 -akra milyen 3-periodikus pontok vannak.
[4] cikkben lathato tablazat kicsit kibovitve.

6.6. Kovetkezmeény. A Q. fuggvénynek két 3-periodusu orbitja van, amelyek akkor és
csak akkor allnak harom kilonbdzé valdés szambol, ha ¢ < ‘Zl Ha c = % akkor Q.
fuggvénynek egy darab 3-periédusu orbitja van, ami harom kilénb6zd irraciondalis szambol

all, amelyek az x3 + ix? 3x 1 =0 egyenlet gyckei.
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-4 -3 -2 -1 1 2 3

3

19. abra. Az lathato, hogy milyen c-re milyen periodikus pontok lesznek. A z6ld szinnel
rajzolt fliggvény a fixpontokat, a kék a 2-periodikus pontokat és a piros a 3-periodikus
pontokat mutatja. Amennyiben valasztunk egy ¢ konsantst, azt egy vizszintes egyenessel
abréazolhatjuk, és az egyenes és a fliggvények metszéspontjaban lesz(nek) a periodikus
pont(ok). [4] cikkben lathaté abra.

6.7. Kovetkezmeény. Legyen harom kulonbozd ¢ konstanstol fliggd halmaz, amelyek az
olyan c értékeket tartalmazzak, amelyekre Q. fliggvénynek van raciondlis 1, 2 vagy 3-
periodusu orbitja ebben a sorrendben. Ekkor ez a harom halmaz sirl a ¢ %1 c % és
c ‘Zl halmazokban ebben a sorrendben.
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7. Osszegzés

A Sarkovszkij rendezés és tétel segitségével a periodikus pontok létezése feltételeinek
egy része nagyon leegyszertsithets a fiiggvényekre. A tétel altal tudjuk, hogy ha a fiigg-
vénynek nincsen fixpontja, akkor méas periodikus pontja sem lesz, ami nagyon sok idét
megtakarithat nekiink, amennyiben periodikus pontokat keresiink, emellett, ha be tud-
juk bizonyitani, hogy van 3-periodikus pontja a fiiggvénynek, akkor a tétel altal tudjuk,
hogy minden mas periodikus pontja is van, anélkiil, hogy keresniink kellene ezeket. Ezért
gondolom 1gy, hogy ez az egyik legfontosabb tétel a témaban.

Periodikus pontokat keresni egy bizonyos bonyolultsdgon feliil nehéz feladat, de koze-
liteni sosem lehetetlen. A szamitogépek koraban méar egész egyszertien és egész pontosan
lehet ket kozeliteni, ha egy kicsit furfangosak vagyunk. Szerencsére méar sok ember fog-
lalkozott ezzel a témaval mélyebben, és bar még mindig vannak homaélyos foltok, nagyon

sok segitséget nytjthatnak nekiink a mar kitalalt megoldasok.
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|def
|def
|def
|def
|def
|def

|def

fix):

return x%%g 4 x%%5 — Caxddd — Jdyddd 4 Thyxdd ¢ x - 1
negf(x):

return - X%%g — X¥%5 4 Soxedg 4 Fohped s — Texpddl - x4 L
Td=(x):

return c%x®®S 4 Sdydwd — JdydwI — DokpadI 4 Jd%m 4 1
negfd= (x) :

return - o¥x¥%%5 — LCoaxddd 4 FOdxddd 4 SdxphkdZ — Jddx -
faddx({x):

return J0%x¥%3 4 20Fxd*3 — gluxddz — 153%x 4+ 14
negfddx{(x) :

return - I0%x¥d%d — ZJ0dxddI 4 gldyxdwZ 4 154%x - 14
fodd= (x) :

return 120%x*%3 4 gOéxs*2 — 1204x - 13
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def intervallumfelezes({a, b, k max, toll, func):

E=10
while k -
x=a+ (b -a) f 2
c = func(x)
if c == 0:
retaorn x
else:
if o > 0:
b ==x
else:

retuorn x

print ("% g"' (x) figgvény

zérushelyei [-

< kmax and b - a > toll:

yeli [-2, 1.22] intervallumon:™}

print(incervallumfelezes (-2, -1.22, 200, 0.0001, negfddx))

print("% g''(x) fliggvény zérushelyei [-1.22, -0.1

print{intervallumfelezes (-1.22,

print("4 g''(x) fliggvény zérushelyel

print{intervallumfelezes (-0.14, 0.:

print ("4 g''(x) fliggvény

print({inctervallumfelezes(0.36, 1.5,

A g''(x) flggvény zérushelyeil
-1.5750561523437496

A g''(x) flggvény zérushelyeil
-0.6540942382812499

A g''(x) flggvény zérushelyeil
0.38447509765625

A g''(x) flUggvény zérushelyei
1.1780468749999997
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-0.14, 200,

zérushelye

i [0.86, 1.5]

4] intervallumomn:™)

fddx) )

1.y e L

0.0001,

[-0.14, 0.86] intervallumon:™)

§, 200, 0.0001, negfddx))

intervallumon: ™)

200, 0.0001, fddx))

[-2, -1.22] intervallumon:

[-1.22, -0.14] intervallumon:

[-0.14, 0.86] intervallumon:

[B.86, 1.5] intervallumon:



def hurmodszer(a, b, k _max, func):
x =b
s = a
for k in range(l, k max + 1):
new = ®x - (x - 3) J (func(x) - func(s)) * func(x)
if func(zxnew) == 0:
retorn xnew
else:
if func(xnew) * func(x) <« O:
5 =X
X = Xnew
return xnew

print("L g' (x) figgvény zérushelyei [-2, -1.58] intervallumon:™)

print (hurmodszer (-2, -1.53, 200, £d=))

print{"L g' (x) figgvény zérushelyei [-1.58, -0.65] intervallumon:™)

print (hurmodszer(-1.52, -0.€5, 200, negfdx))

print ("4 g' (x) figovény zérushelyei [-0.65, 0.38] intervallumomn:™)

print (hurmodszer (-0.65, 0.383, 200, £d=))

print({"a g' (x) figovény zérushelvei [0.38, 1.13] intervallumon:

print (hurmodszer (0.32, 1.123, 200, negfd=x))

print ("4 g' (x) fidggvény zéerushelyei [1.15, 2] intervallumon:™)
print{(hurmodszer(l1.13, 2, 200, f£dx))

A g'(x) flggvény zérushelyei [-2, -1.58] intervallumon:

-1.8420039857819572

A g'(x) flggvény zérushelyei [-1.58, -0.65] intervallumon:

-1.1459273798653993

A g'(x) flggvény zérushelyei [-0.65, 0.38] intervallumon:

-0.06885452150781121

A g'(x) flggvény zérushelyei [0.38, 1.18] intervallumon:

0.8130866170624403
A g'(x) flggvény zérushelyei [1.18, 2] intervallumon:
1.4103659367593935
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def szelomodszer{a, b, k max, func):
X =k
s = a
for k in range(l, k max + 1):
if x==s3:
retaorn x
xnew = x - (x - =) f (func(x) - func(s)) * func(x)
if func(xnew) == 0O:
return znew
else:
5 = X
X = XNew
return xnew

def newton modszer(x0, k max, func, funcdx):
®x = =0
for k in range(l, k max + 1):

if func(x) == 0:
return =
if funcdx(x) == 0:
print("Nulla a derivalt &rték™)
return x
x = x - func(x) / funcdx(x)
if func(x) == 0:
return x
retorn x
print("A g(x) figgvény zérushelyei [-2, -1.84] intervallumon:™)
print (newton modszer (szelomodszer (-2, -1.34, 200, £), 200, £, fdx))
print("A g(x) figgvény zérushelyei [-1.84, -1.15] intervallumon:™)

print (newton modszer (szelomodszer(-1.34, -1.15, 200, £}, 200, £, fdx))

print ("4 g(x) figgveny [-1.15, -0.06%9] intervallumon:"™)

print (newton modszer (szelomodszer(-1.15, -0.0&%, 200, f£f), 200, £, £dx})

zérushelyei [-0.07, 0.81] intervallumon:™)

print ("2 g(x) Tiggveny Y [-C
print (newton_modszer (szelomodszer (-0.07, 0.81, 200, £), 200, £, fd=))

print("A g(x) figgvény zérushelyei [0.81, 1.41] intervallumon:™)
print (newton modszer (szelomodszer(0.21, 1.41, 200, £), 200, £, fdx))

print ("R g(x) figgvény zérushelyei [1.41, 2] intervallumon:™)
print (newton modszer (szelomodszer(l.21, 2, 200, £f), 200, £, fdx))
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A g(x) figgvény zérushelyei [-2, -1.

-1.879385241571818

A g(x) flggvény zérushelyei
-1.801937735804843

A g(x) flggvény zérushelyei
-0.4450418679126288

g(x) figgvény zérushelyei
.3472963553338607

g(x) flggvény zérushelyel
L246979603T717467

g(x) flggvény zérushelyeil
.53208888623795564

B > B o >

[-1.84,

[-1.15,

[-0.087,

84] intervallumon:

-1.15] intervallumon:

-0.0869] intervallumon:

0.81] intervallumon:

[0.81, 1.41] intervallumon:

[1.41, 2] intervallumon:
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