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BEVEZETES

Kezdetben a matematika gyakorlati alkalmazasat a gabonaszétosztasi és foldteriilet-mérési
problémék megoldéasa jelentette. Napjainkban szadmos tudomanyteriileten, tébbek kozott
a kozgazdasagtanban, szamitastechnikdban, és a természettudoméanyokban (mint kémia,
fizika, vagy biologia) hasznalnak matematikai modelleket. Ezek kozé sorolhatoak a di-
namikai rendszerek, a jatékelméleti modellek és a differencidlegyenletek egyarant, mely
utobbit én is felhasznélok a szakdolgozatom soran. Az immunkémiaban kiilonb6zg folya-

matok vizsgalata, értelmezése is ezen modellek segitségével torténik.

Szakdolgozatomban az immunkomplex képz&dés dinamikajat vizsgélom, abban az eset-
ben, amikor az antigén két epitopot tartalmaz. A célom megvizsgalni, hogy két epitop
jelenléte milyen hatéssal van a szabad antigének, szabad antitestek és komplexek koncent-

raciéjanak idébeli valtozaséra.



1. FEJEZET

BIOLOGIAI ELOISMERETEK

Ebben a fejezetben a szakdolgozatom megértéséhez sziikséges immunbiokémiai és reak-

ciokinetikai fogalmakat ismertetem.

1.1. Immunolégiai attekintés

Az immunoldgia (immunbiologia) a biologia és alkalmazott teriiletei egyik legdina-
mikusabban fejl6dé aga, amely a szervezetben lejatszodo védekezd folyamatok tanulma-
nyozéasaval foglalkozik. A kifejezés a latin "immunitas" szobol szarmazik, ami eredetileg
kozterhektdl valo mentességet, atvitt értelemben pedig védettséget jelent. Kezdetben az
orvostudomanyban fertézések elleni védettséget értettek rajta.

Az immunrendszer a szervezet védekez6 mechanizmusa, amelynek alapfeladata, hogy
kiilonbséget tegyen a sajat, illetve az idegen struktirdk kozott és azokra eltérd modon
reagaljon. Igy értelmezve, az immunrendszer mikodése kizben fontos felismerd, informéa-
ci6 tovabbito és effektor (végrehajto) funkciokat ellato rendszer.

Azokat az anyagokat, amelyeket a szervezetbe jutva az immunrendszer idegenként
azonosit, antigénnek nevezziik. A sajatjaként felismert strukturdkat az immunrendszer
megtiiri, azaz veliik szemben tolerancia alakul ki. A nem-sajatként azonositott struk-
tarak immunvdlaszt inditanak el, ami az antigén semlegesitéséhez, eltavolitasahoz vezet.
A kiviilr6l érkez6 idegen anyagok Aaltalaban a fertGzést okozd patogének, ezek lehetnek
virusok, baktériumok, gombak vagy parazitak is. Azonban az is el6fordulhat, hogy az
immunrendszer a sajat struktarait is idegenként ismeri fel, és azok ellen fordul, amely
kiilénb6z6 autoimmun betegségekhez vezet. A legismertebb példa erre az l-es tipusu
cukorbetegség, amely sordn az immunrendszer a hasnyalmirigyben talalhat6é inzulinter-
meld sejteket tdmadja, majd semmisiti meg. Rendellenes miikddésre utal az is, amikor
a szervezet tulzott érzékenységgel reagal egy artalmatlan anyagra. Ilyen allergids reak-
ciokat altaldban, névényi pollenek, élelmiszerek, vagy allati sz6rok valthatnak ki, amelyek
szélsGséges esetekben anafilaxids sokkhoz is vezethetnek.

A szervezet immunologiai egyenstilyanak fenntartasat a velesziletett (nativ) és a szer-
zett (adaptiv) immunrendszer biztositja. A velesziiletett immunitas mar embrionéalis kor-
ban kialakul és folyamatosan jelen van a szervezetben, igy azonnali valaszreakciot képes
adni korokozok megjelenése esetén. Az adaptiv immunitas sziiletés utan, természetes

vagy mesterséges modon alakulhat ki. Természetes immunitasra kiillonbo6z6 betegségek
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legyGzésével tehetiink szert. Azonban immunvalaszt mesterséges modon, véd§oltasok
alkalmazasaval is ki lehet valtani. A vakcinak legyengitett vagy elolt korokozokat, antigéne-
ket tartalmaznak, amelyek nem valtanak ki megbetegedést vagy csak nagyon enyhe lefolya-
sit. Mindkét esetben a memoriasejteknek kdszonhetGen szervezetiink gyors és hatékony
immunvélaszt tud adni egy patogén ismételt tdmadasa esetén.

A szervezetbe jutd antigének elGszor a velesziiletett immunrendszer sejtjeivel talalkoz-
nak, amelyek miikédésbe 1épnek és enzimjeikkel lebontjdk a koérokozokat. Fzt kovetGen
azok jellemzd molekula részei bemutatasra keriilnek a T-limfocitdk (segitG és citotoxikus
T-sejtek) szamara az antigén-bemutato sejtek (APC) éaltal. Az T-sejtek az idegen anyag
kis részletét, az epitopot, masnéven antigén-determindnst ismerik fel. Egy antigén feliiletén
tobb epitop is taldlhatd. A segitd T-sejtek citokineket termelnek, amelyek mas sejtek
aktivalodasat segitik. Ezt kovetGen az aktivalt citotoxikus T-sejtek mér effektor sejt-
ként miikédnek, a B-limfocitdk pedig ellenanyag termel6 plazmasejtté vagy memoria-
sejtté alakulnak. Az immunglobulinok (antitest, ellenanyag, Ig) olyan fehérjék, amelyek
a megfelels epitophoz kapcsolodva az antiggénel komplexet (immunkomplex) alkotnak.
Az antitestek megakadalyozzék, hogy a kérokozok szaporodjanak vagy bejussanak az
egészséges sejtekbe. Az immunkomplexet a falosejtek (fagocitak) érzékelik, amelyek ak-
tivalodas utan bekebelezik, majd elpusztitjak azokat. A elhalt korokozok és fehérvérsejtek
az immunvéalasz helyén felhalmazodnak, ezekbdl alakul ki a genny. A folyamat kézben T-
és B-memdriasejtek is keletkeznek, amelyek megjegyzik az antigénre jellemzé tulajdonsa-
gokat, és legkozelebbi talalkozaskor gyorsabb, hatékonyabb immunvélaszt adnak.

Az antitesteket szerkezetiik alapjan 5 osztalyba sorolhatjuk: IgG, IgA, IgM, 19D,
és IgE. Az IgG a vérkeringésben talalhaté leggyakoribb antitest tipus, amely antibakte-
rialis és antiviralis hatasia. Az IgA els6sorban a nyalkahartyaval boritott felszineket védi.
Egy immunvalasz soran el6szér IgM termelGdik és hatékony a komplement rendszer ak-
tivalasaban is. Az gD a legkisebb mennyiségben el6fordulé immunglobulin, melynek sze-
repe egyelére nem ismert. A parazitdk elleni védekezéshen az [gF ellenanyagok jatszanak
szerepet, viszont az allergias reakcidok megjelenéséért is ezek az antitestek a felelGsek.

Napjainkban az alkalmazott klinikai laboratoriumi diagnosztikus vizsgalatok jelent&s
része antigén-antitest kolcsonhatasokra épiil. Az egyik legelterjedtebb antigén-antitest
reakcion alapulé biokémiai vizsgalat az immunesszé (immunoassay). Ez egy érzékeny és
antigének felhasznélasaval, vagy forditva, antigén molekuldk jelenlétét vagy koncentra-
ci6jat méri egy oldatban antitestek felhasznaldsaval. Ahhoz, hogy az antigének meny-
nyisége megallapithato legyen, jel6léssel kell ellatni az antitesteket. Az immunoassay-nek
szamos, kiilonboz6 formaja létezik. Az orvostudoményban leggyakrabban hasznalt diag-
nosztikai eszkéz az ELISA (enzyme-linked immunosorbent assay, azaz enzimhez kotott

ellenanyag-vizsgalat). Altalaban akkor hasznaljak, amikor el szeretnék donteni, hogy a
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paciens szenved-e egy adott betegségben vagy korabban atesett-e mar rajta. A vizsgalat
sok betegség, tobbek kozott a HIV virus, dengue-laz, malaria, illetve a SARS-CoV-2
virus kimutatasara is alkalmas. Emellett gyakran hasznaljdk autoimmun betegségek nyo-

monkovetésére.

1.2. Reakcidkinetikai fogalmak

A reakcidkinetika a fizikai kémianak az a részteriilete, amely a kémiai folyamatok id6-
beli lefolyasaval foglalkozik. Ebben a fejezetben bevezetjiik a szamunkra fontos reak-
ciokinetikai fogalmakat, az asszocidciot és a disszociaciot, amelyek ismerete elenged-
hetetlen a kovetkez6 fejezetek megértéséhez.

Azt a folyamatot, amely soran egy molekula vagy molekularis komplexum két 6sszetevs-
jére bomlik szét, disszocidcionak nevezziik. Jeloljiik ezt a molekularis komplexumot E.S-
sel, ahol az E az enzimre, S pedig szubsztratumra utal. Disszocidci6é soran az .S komp-
lexum szétbomlik F-re és S-re. Ennek a folyamatnak a megforditottjat nevezziik asszo-
cidcionak, amikor az E és az S molekuldk 6sszedllnak 'S komplexumma. A folyamat a

kovetkezs reakcidegyenlettel irhato fel:

ES2E+S,

a

ahol a az asszociaciot, d a disszociaciot roviditi. A reakcidsebesség az idGegységenként és
térfogategységenként lejatszodo reakciok szamét adja meg. A disszociacio reakcidosebessége
(vq) egyenesen aranyos a komplex koncentraciojaval, abban az esetben, ha a disszociacios

folyamat fiiggetleniil megy véghe a tobbi oldott anyagtol:
Vg = kd[ES], (11)

ahol k; a reakcié sebességi allandoja, [ES] pedig az ES koncentracioja. Tovabbiakban
beli sebességgel lejatszodo folyamatot elsdrendd kémiai reakcionak nevezzilk. A reak-
ci6 sebességi allandojat pedig elsdrendi sebességi dllandonak hivjuk. Ha az asszociacio
egymastol fliggetleniil mozgd molekuldk talalkozasaval zajlik le, vagy az egyik molekula
rogzitett és a masik szabadon mozog, akkor az asszociacio reakcidsebessége aranyos a két

résztvevd molekula koncentraciojanak szorzataval:
v, = ko[ E][S], (1.2)

ahol k, a reakcié sebességi dllandoja. Az [I.2}beli sebességgel lejatszodo folyamatot md-
sodrendi kémiai reakcionak, a reakci6 sebességi allandojat pedig mdsodrendid sebességi
dllandonak nevezziik.

Az asszociacios-disszociacios folyamat egyensilyi helyzetre vezet, ahol v, = v, azaz

KlE)IS) = Kl ES).
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Az egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy
ka _ [E][S]

k., [ES]’
amelybdl bevezetjiikk a Kp disszocidcios egyensulyi dllando fogalmat:

_ Fa

Kp o

Ennek reciprokaként pedig a K4 asszocidcios eqyensulyi dllando fogalmét kapjuk:

Ka

Kjp=—.
A ks

(1.3)

(1.4)
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MATEMATIKAI ELOISMERETEK

A kovetkezs a fejezetben a szakdolgozatomban alkalmazott matematikai modszerekhez

kapcsolodo definicidkat és tételeket ismertetem.

2.1. Differencidlszamitas

1. Definici6. Legyen f értelmezve az xo pont egy kérnyezetében. Azt mondjuk, hogy az

f fiiggvény az xy € R pontban differencidlhatd, ha a
lim f(z) = f(@o)
T—T0 T — X

véges hatarérték létezik. A hatarértéket az f fliggvény xo pontbeli differencidlhdnya-

dosénak vagy derivdltjanak nevezziik.

(2.1)

: d
A differencialhéanyados leggyakoribb jelolései: f'(xo), f(xo), %(wo).

2. Definicio. Az f fiiggvény derivdltfigguényének nevezzik és f'-vel jeloljiik azt a fligg-
vényt, amely értelmezve van mindazon z helyen, ahol f differencidlhaté, és ott az értéke
/().

3. Definicié. Egy intervallumon értelmezett f fliggvény differencidlhato, ha az interval-
lum minden bels§ pontjaban differencidlhato, valamint az f’ derivaltfiiggvénynek véges
(egy oldali) hatarértéke van az intervallum azon végpontjaiban, ahol f értelmezve van.
Az f fiiggvény folytonosan differencialhatd, ha differencialhatd és a derivaltfiiggvénye

folytonos.
1. Tétel. Legyen f folytonos egy [a,b] intervallumon és differencidlhato (a,b)-n. Ekkor

e [a,b]-n [ akkor és csak akkor monoton csokkend, ha f'(x) <0 minden x € (a,b)-re,

és akkor és csak akkor monoton névekvd, ha f'(x) > 0 minden x € (a,b)-re.

e ha f'(x) <0 minden x € (a,b)-re, akkor [ szigorian monoton csokkend |a,b]-n, és

ha f'(z) > 0 minden x € (a,b)-re, akkor f szigorian monoton névekvd [a,b]-n

4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xo pontban lokdlis mazimuma
(illetve minimuma) van, ha xo-nak van olyan U kornyezete, amelyben f értelmezve van,
és minden = € U-ra f(z) < f(zo) (illetve f(x) > f(xo)). Ekkor az z, pontot az f
fiiggvény lokdlis mazimumhelyének (illetve lokdlis minimumhelyének) nevezziik.

Ha minden x € U \ zo-ra az f(x) < f(xo) (illetve f(z) > f(xo)), akkor szigord lokdlis

mazimumrol és mazimumhelyrdl (illetve minimumrol és minimumhelyrdl) beszéliink.

9
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2. Tétel. Teqyiik fel, hogy f differencidlhato xg-ban. Ha f-nek lokdlis szélsdértékhelye

van xo-ban, akkor f'(x) = 0.

5. Definici6. Legyen az f fliggvény differencidlhat6 az xo pont egy kérnyezetében. Ha az
f! derivaltfiiggvénynek létezik a derivaltja zo-ban, akkor f’ xg-beli derivaltjat az f fligg-
vény xzo-beli mdsodik differencidlhdnyadosanak (vagy mdsodik derivdltjanak) nevezziik.
Jelolése: f"(zg). Tehat

Ha f”(x) létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer differencialhato zq-ban.

3. Tétel. Legyen f kétszer differencidlhato xo-ban. Ha f'(zo) = 0 és f"(x¢) < 0, akkor
f-nek xo-ban szigord lokdlis mazimuma van, ha f'(xg) = 0 és f"(xg) > 0, akkor pedig

szigori lokdlis minimuma van.

4. Tétel. Legyen [ kétszer differencidlhato eqy I intervallumon. Az f fligguény I-n akkor
és csak akkor konvex, ha f"(x) > 0, és akkor és csak akkor konkdv, ha f"(x) < 0 minden

x € I-re

5. Tétel. Legyen az f figgvény n+ 1-szer differencidlhatd az [a, x] intervallumban. Ekkor

van olyan c € (a,x) szdm, amelyre

_ - f(k)(a) k f(nﬂ)(c) n+1
f(x)—g I (l’—a)er(x—a) ‘

A fenti eqyenldség az in. Taylor-formula a Lagrange-féle maradéktaggal.

6. Definici6. Legyen f : R" — R fiiggvény, xo € D(f), k egész szam 1 és n kozott, illetve
er a k-adik egységvektor R™ standard bazisaban. Ha létezik a

lina f(zo + te;;) — f(wo)

hatéarérték, és ez valos szam, akkor f k-adik valtozo (xy) szerint parcidlisan differencidlhatd
az xo pontban. A fenti hatarértéket az f fiiggvény xo pontbeli k-adik valtozo (xy) szerinti

parcidlis derivaltjanak nevezziik. Jelolése: %(ch).

7. Definicié. Legyen f : R®™ — R™ egy vektorértéki fiiggvény, melynek koordinatafiigg-
vényeit jelolje rendre fi, ..., f,,. Ekkor minden (xy,...,2,) € D(f) esetén

flzy, 2o, .. ) = (filxr, oy .o x), fa(@r, Toy ooy xn)y ooy (X1, 22, o 20)).

Ha f minden koordinatafiiggvényének mindegyik valtozo szerinti parcidlis derivaltja létezik

az x € D(f) pontban, akkor a fliggvény elsérendii parcialis derivaltjait tartalmazé alabbi

10
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matrixot az f fiiggvény x pontbeli Jacobi-mdtrizanak nevezziik:

g—;ﬁ(x) ng:l(x)
fl(z) =
aafT?(x) ?CTT:(:U)

2.2. Differencialegyenletek

8. Definici6é. Ha f : R""! — R 6sszefiiggs nyilt halmazon értelmezett folytonos fiige-
vény, akkor az (t) = f(t,z(t)) vektoregyenletet n-dimenzids elsérendd explicit kizénséges
differencidlegyenlet-rendszernek nevezziik, ahol z : R — R”™ az ismeretlen vektorértéki
fliggvény, mely intervallumon van értelmezve és folytonosan differencialhato.

Ha az f: R"™ — R fiiggvény koordinatafiiggvényeit rendre fi,..., f, jeldli, az z : R —

R™ az ismeretlen fiiggvény koordinatafiiggvényeit pedig 1, ..., z,, azaz
T j:1
xr= 1| : |, melynek derivaltja x=1] : |,
Tp i‘n

akkor a vektoregyenletet atirhatjuk egyenletrendszerré:
T1(t) = fi(t,x1(t), ..., z,(t))
B(t) = f(t,x(t)) <=
Tn(t) = fult,z1(t), ..., x0(1)).
9. Definicié. Az f : R" — R" fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt, ha létezik olyan

L >0, melyre

|f(x) = fW)| < Llz—vyl,  z,y€ D(f).

Az L szamot Lipschitz-konstansnak hivjuk. Az f : R"™ — R" fliggvény teljesiti a lokdlis
Lipschitz-feltételt, ha D(f) minden pontjanak létezik olyan U kornyezete, melyre az f|y
lesziikitett fiiggvény teljesiti a Lipschitz-feltételt.

6. Tétel (Egyértelmiség tétele). Legyen f : R™™ — R"™ dsszefiiggd nyilt halmazon
értelmezett folytonos és a mdsodik vdltozojaban lokdlis Lipschitz-feltételt teljesitd figguény,
tovdbbd legyenek x,y : R — R"™ olyan megolddsai az ©(t) = f(t,x(t)) differencidlegyen-
letnek, melyekre létezik olyan ty € R, hogy x(to) = y(to). Ekkor z(t) = y(t) minden
t € D(xz)N D(y) esetén.

7. Tétel (Picard-Lindelof-tétel). Legyen f : R x R® — R™ dsszefiiggd nyilt halma-

zon értelmezett folytonos figguény. Ha f = f(t,x) a mdsodik vdltozdjiban teljesiti a

11



2. FEJEZET MATEMATIKAI ELOISMERETEK

lokdlis Lipschitz-feltételt, akkor az ©(t) = f(t,x(t)) differencidlegyenlet megolddsa minden
z(to) = xo, (to,x0) € D(f) kezdeti feltétellel létezik és globdlisan egyértelm.

10. Definicié. Az i(t) = a(t)x(t) + b(t) differencidlegyenletet elsdrendd linedris dif-
ferencidlegyenletnek nevezziik, ahol a és b ugyanazon a nyilt intervallumon értelmezett
folytonos fliggvény. Ha b(t) = 0 konstansfiiggvény, akkor az egyenlet homogén, ha nem,

akkor inhomogén.
8. Tétel. Az i(t) = a(t)x(t) + b(t) elsdrendd linedris differencidlegyenlet megolddsa
z(t) = eA® / b(t)e Mdt = CeV + (1),
ahol A az a figguény egyik primitiv figgvénye és x, a differencidlegyenlet egyik (par-
tikuldris) megolddsa.

11. Definici6. Ha az f : R® — R" Osszefiiggé nyilt halmazon értelmezett fiiggvény tel-
jesiti a lokalis Lipschitz-feltételt, akkor az @(t) = f(x(t)) egyenletet autondm rendszernek

nevezzik.

12. Definici6. Legyen f: R™ — R" fiiggvény és @(t) = f(z(t)) auton6m rendszer. Ha a
p € D(f) értéki konstansfiiggvény megoldas, akkor ezt az autoném rendszer staciondrius

megolddsanak nevezziik, a p € R™ pontot pedig a rendszer egyensilyi pontjanak.

9. Tétel. Az i(t) = f(x(t)) autondm rendszernek akkor és csak akkor egyensilyi pontja
p, ha f(p) = Ogn.

13. Definici6. Legyen @(t) = f(x(t)) autondém rendszer és p egyensulyi pont. Jeldlje
t — p(t, q) a rendszer megoldasat az x(0) = g kezdeti feltétellel.

e A p egyenstlyi pontot stabilnak nevezziik, ha minden £ > 0 szamhoz létezik olyan
d > 0 szam, melyre minden ¢ € D(f) esetén |p — ¢| < § = |¢(t,q) — p| < € minden
t > 0O-ra.

e A p egyensilyi pontot aszimptotikusan stabilnak nevezziik, ha stabil és a stabilitasa

P

e A p egyensulyi pontot instabilnak nevezziik, ha nem stabil.

10. Tétel. Legyen f : R — R olyan differencidlhatd fiigguény, melyre ©(t) = f(z(t))

autonom egyenlet és annak p eqyensily: pontja.
e Ha f'(p) <0, akkor p aszimptotikusan stabil.

e Ha f'(p) > 0, akkor p instabil.

12



2. FEJEZET MATEMATIKAI ELOISMERETEK

11.

Tétel. Fgy A n x n-es mdtriz det(A — ) karakterisztikus polinomjdnak gyikei a

mdtriz sajatértékei, jelolje ezeket multiplicitdssal: Ay, Ag, ..., Ay, Az A mdiriz nyoma a

sajatértékek Osszege, azaz a fddtloban lévd elemek dsszeqe: M\ + Mo+ ...+ A, = TrA. A

sajatértékek szorzata pedig a mdtriz determindnsdnak és (—1)"-nek a szorzata: Ai - Ay -

An - (1) = detA.

b
Minden A = (a d) , 2 X 2 mdtriz esetén,
c
a—XA b 9 9
det(A — \I) = P =X —(a+d)A+ (ad —bc) = \* — TrA - X+ detA,
C p—
TrA + \/Tr2A —4detA
/\172 = .
2
12. Tétel. Tekintsik a kétdimenzios x(t) = Az(t) dllandd egyiitthatds homogén linedris

rendszert, legyen TrA az A mdtriz nyoma és detA az A mdtriz determindnsa. FEkkor az

i(t)

= Ax(t) rendszer origdjdra az aldbbiak érvényesek:

Ha detA < 0, akkor a sajdtértékek ellenkezd eldjeli valos szamok, ezért az origo

nyeregpont.

Ha detA > 0 és Tr*A > 4detA, akkor a sajdtértékek TrA-val azonos eldjeld kilon-
bozd valos szamok. Ekkor TrA > 0 esetén az origo instabil csomd, TrA < 0 esetén

pedig stabil csomo.

Tr’A = 4detA esetén a mdtriznak kétszeres valds sajdatértéke van. Ha TrA > 0,
akkor a sajdtérték pozitiv, igy az origo instabil csomd vagy instabil elfajult csoma,
ha pedig TrA < 0, akkor a sajdtérték negativ, ezért az origd stabil csomd vagy stabil

elfajult csoma.

Ha Tr*A < 4detA, akkor a sajdtértékek valodi komplex szamok. Ilyenkor TrA > 0

esetén az origo instabil fokusz, TrA < 0 esetén stabil fokusz.

Ha detA > 0 és TrA = 0, akkor a sajdtértékek nulla valos részi valodi komplex

szamok. Ebben az esetben a linedris rendszer origoja centrum.

Ha detA = 0, akkor a mdtriznaek O sajatértéke, ekkor az origd tipusdt nem definidl-
tuk.

A kétdimenzios nemlinearis differencidlegyenlet-rendszerek egyensulyi pontjainak tipusa

meghatarozhat6 az egyensilyi pontbeli [Jacobi-matrix| karakterisztikus polinomja nyoma-

nak,

determinansanak és diszkriminansanak el§jelébdl, ha egyik sajatérték valos része sem

nulla.
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13. Tétel (Linearizalasi tétel). Legyen [ : R™ — R™ dsszefiiggd nyilt halmazon értelmezett
kétszer folytonosan differencidlhatd fiigguény, és leqgyen p az ©(t) = f(xz(t)) autondm rend-

szer eqyensulyt pontja.

e Ha az f'(p) mdtriz minden sajdtértékének valds része negativ, akkor p aszimptotiku-

san stabil egyensulyi pont.

e Ha az f'(p) mdtriznak létezik pozitiv valds részi sajdtértéke, akkor p instabil egyen-

stlyt pont.
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3. FEJEZET
ANTIGEN - ANTITEST REAKCIO MONOKLONALIS OLDAT ES
KET EPITOPOT TARTALMAZO FELSZINRE KINYOMTATOTT

ANTIGEN ESETEN

<0,

adott plazmasejt egyféle kémiai szerkezetd antitesteket termel, ezért egy antigénre vonatko-
z6 mindkét reakciosebességi allandojuk is kozos. Ezek alapjan monoklonalis oldatrol
beszéliink, ha egy oldat azonos szerkezetd antitesteket tartalmaz, ha pedig tobbféle szer-
kezetiieket, akkor poliklonalisr6l. A kovetkezdkben feltessziik, hogy egy antigén- és egy
antitest-molekula alkot egy immunkomplexet, a reakcidtartaly aljara kinyomtatott antigén-
molekuldk egyrétegi feliiletet képeznek, tovabbé a tartalyt monoklonéalis antitesteket tar-
talmazo oldat tolti ki. Az immunkomplex képzédés dinamikajat és egyensilyi allapotait
két epitopot tartalmazo antigén esetén vizsgéaljuk és feltessziik, hogy egyszerre mindkét

epitop nem tud antitestet megkdtni.

A fejezetben az alabbi jel6léseket fogom hasznélni:

o Ab: szabad antitestek az oldatban

Ag: szabad antigének a felszinen

AbAgg1: Fl-es epitophoz kot6ds antitesttel képzett komplex

AbAggs: E2-es epitophoz két6ds antitesttel képzett komplex

[Ab]7: szabad antitestek kezdeti koncentracioja az oldatban
e [Ag|r: szabad antigének kezdeti koncentracioja a felszinen

k

k : az Ab + Agg; = AbAgg; reakcid asszociicids reakciosebességi allanddja

agp1y "Vap2*
(i=1,2)
® kay,kay,: az Ab + Agg = AbAgg; reakcio disszocidcios reakcidsebességi allandoja
(i=1,2)
. . e, e, , PR . kdEl kdEQ
e Kp,,, Kp,,: disszociacios egyenstlyi allando, Kp,, = 1 , Kpg, =1
a1 ap2

jelolni.
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3. FEJEZET ANTIGEN - ANTITEST REAKCIO MONOKLONALIS OLDAT ES KET EPITOPOT
TARTALMAZO FELSZINRE KINYOMTATOTT ANTIGEN ESETEN

3.1. A modell felallitasa felszinre kinyomtatott antigén esetén

Immunkomplex képz6dés kézben, amennyiben az egyik epitophoz kikét6dott antitest

eltakarja a szabad epitopot, az alabbi két reakcid jatszodik le:

Ab + Ag ~ AbAgg;
ka )
Ab + Ag == AbAgg,

kap,

A reakciot a kinyomtatott antigénréteg felszinén a disszociacids és az asszociacids
folyamatok hatérozzak meg. A disszocidcioé sordn az antigén-antitest komplex felszini
koncentréeic’)ja csOkken, mig az asszociacidé soran novekszik. A 2. fejezet ésszefiiggé—
rivaltjahoz a disszociacio —kg,, [AbAge]-vel és —kq,,[AbAggs]-vel , az asszociacié pedig
oy, [Ab][Ag]-vel és k,,,[Ab][Ag]-vel jarul hozza, ahol k4., kipy, Kap, €S k

sebességi allandoi. Ezek segitségével felirhato a komplexek felszini koncentraciojanak ids-

a reakciok

ap1 ag2

beli valtozasit meghatarozo differencialegyenlet-rendszer:

d
E[AbAgEl} - kaEl [Ab] [Ag] kdEl {AbAgEl]
I | (3.2)

ag2

Teljesiil, hogy [Ag] = [Ag]r — [AbAgr1] — [AbAgEs], mivel pontosan annyi antigén van
kotott allapotban a felszinen, mint az antigén-antitest komplexek szama. Abban az e-
setben, amikor kevés antigént nyomtatnak ki a felszinre, az oldatbeli antitestek szama jo
par nagysagrenddel nagyobb a kinyomtatott antigének szdmanal, ezért a reakcié soran
elhanyagoljuk az antitestek koncentraciojanak valtozasat, vagyis feltessziik, hogy [Ab] =

[Ab]r &lland6. Ha ezeket behelyettesitjiik a fenti egyenlet-rendszerbe, akkor a kovetkezét

kapjuk:
d
531 AbAgE] = Kap, [Ablr[Aglr — (Ko, [Ab]7 + Kap, ) [AbAGE1] = Ko, [Ab]2[ADAGE]
d
5[ A0AGE2] = Kap, [Ablr[Aglr — Kap, [AD[ADAGE1] = (Kap, [Ablr + kap,)[ADAGE]

(3.3)

Lathato, hogy kinyomtatott antigén esetén, linearis differencidlegyenlet-rendszerre jutot-

tunk, annak koészonhetGen, hogy a szabad antitestek koncentraciojat kozelitettiik az an-

.0,
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3.2. Az egyensilyi pont meghatarozasa

Az egyenstlyi pont meghatarozasakor a differencidlegyenlet-rendszer jobb oldala nul-

laval egyenld, azaz

kaEl [Ab]T[Ag]T - (kaEl [Ab]T + kdEl)[AbAgEl] - kCLEl[Ab]T[AbAgEQ] = 0} (3 4)
k —0f '

apa [ AT [AGIT — Kap, [AD2[AbAG ] — (Kap, [Ab]7 + Kap, )[ADAG 2]
A konnyebb atlathatosag érdekében a kovetkezs jeldléseket hasznélom:
o = [AbAgg]
e y=[AbAgrs)

o o = ko, [Ab|r[Ag]r

ﬁ = kam [Ab]T + kdm
v = kam [Ab]T

)= kaEQ [Ab]T[Ag]T

® = kaEQ [Ab]T

d 5 = kam [Ab]T + kdEQ

Igy a linearis egyenletrendszer a kovetkezévé alakul:

(3.5)

a—pFzrz—7y=0
d—nr—Ey=0 '

Ennek pontosan egy megoldasa van, mert a rendszer determinansa

Bg — = kam kdEQ [Ab]T + kaEZ kdEl [Ab]T + kdm kdEQ 7é 0,

a megoldas

x:a§—75 yzﬁé—om
B¢ —m BE —m

A fenti kifejezéseket ezekbe behelyettesitve, majd egyszertsitve kapjuk az egyenletrendszer
egyenstlyi pontjat, ezt jelolje [AbAgg:|. és [AbAgEgs].:

k kd}m [Ab}T [Ag

. r
AbAgp]. = =
AP = o TV + gy (A} + Fap s (3.6)
[ADAg ] Sagahisy [Pl 2ol
e ]
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Az egyensilyi értékeket atalakithatjuk Kp,, = ZdEl és Kpp, = :dﬂ szerint:
2E1 aE2

[Ab]T [Ag] TKDE2

AbA o =
[ gEl] [Ab]TKDm + [Ab]TKDlm + KDE1KDE2

[Ab]T[Ag]TKDm
[Ab]TKDm + [Ab]TKDm + KDElKDEQI

[AbAgEQ]e =

éppen a disszocidcios egyensilyi allandok forditott aranyaval egyezik meg:

[AbAgEl]e _ KDEQ
[AbAgE?]e KDEI '

(3.7)

Egyensilyi pont stabilitasa
Az egyensilyi pont stabilitisénak meghatarozédsahoz hasznaljuk a -t, az x =
[ADAgE1] és az y = [AbAggs] jelolésekkel.

am [Ab}T[Ag]T - (kam [Ab]T + kdm)x - kam [Ab]Ty} ) (38)

k
Kapo [AD|T[AGlT — Kap, [Abl7T — (Kapy [AD]7 + Kap, )y

T
Y
A differencidlegyenlet-rendszer els§ egyenletének jobb oldala legyen egyenls f(x,y)-
nal, a masodiké pedig g(z,y)-nal,

f(xa y) = kaEl [Ab]T[Ag]T - (kaEl [Ab]T + kdE1)$ - kam [Ab]Ty
g(x, y) = kaEQ [Ab]T[Ag]T - kaEz [Ab]T:B - (kaEQ [Ab]T + kdEQ)y7

majd parcialisan derivaljuk a fliggvényeket x és y szerint:

L (u oy Kap, [Abl7 — K Koy, [AD
P — f — % (9_y — - aEl[ ]T - Ndpy - aEl[ ]T ‘ (39)
g % g_z _kU«E2 [Ab]T _kaEg [Ab]T - ]deQ
Altalaban is egy linearis differencidlegyenlet-rendszer Jacobi-matrixa mindig megegyezik

az eredeti egyenletrendszer métrixaval.

Az egyensilyi pont stabilitasat meghatarozhatjuk a sajatértékek kiszamitésa nélkil is,

a P matrix nyomanak és determindnsinak meghatarozasaval. Mivel az asszociicios és
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disszociacios reakciosebességi allandok pozitivak, ezért a P matrix nyoma negativ:

0 0
TrP = 8_ch 8_5 - _kam[Ab]T - kdEl + <_kaE2 [Ab]T - kdEz) =

- _[Ab}T(kam + kaEE) - kdEl - kdEQ <0,

a determinansa pedig pozitiv:

_0fdg 90fdg B B B _
detP - ax 8y 8y ax _( k(lEl [Ab]T kdEl)( kaE2 [Ab}T kdEQ)

- (_kam [Ab]T)(_kaEQ [Ab]T) = kdm kdEQ + kamkd}az [Ab]T + kaEQ kdEl [Ab]T > 0.

Ezekbdl kovetkezik, hogy felszinre kinyomtatott antigén esetén az egyenstlyi pont aszimp-
totikusan stabil. A differencidlegyenlet-rendszer egyensulyi pontjanak tipusat meghatéaroz-
hatjuk a tétel alapjan, ehhez a karakterisztikus polinom diszkriminansanak (D) el6-
jelét kell megvizsgalni. Ha D > 0, akkor a sajatértékek valos szamok, ha pedig D < 0,

akkor komplexek, igy az egyenstlyi pont tipusa stabil csom6 vagy stabil fokusz.

D = TI2P —4ddetP = (_[Ab]T<kaE1 + kdEQ) - (kdEl + kdEz))Q_
—4 (kdm kdEQ + kam kdm [Ab]T + kaEQ kdEl [Ab]T) =
2
= ([Ab]T(kaEQ - kam) + (kdEz - kdm)) > 0.

Tehat a Jacobi-métrix karakterisztikus polinomjanak diszkrimindnsa pozitiv, ezért az

egyensilyi pont stabil csomo.

3.3. Az immunolégiailag értelmes tartomany pozitiv invarianciaja

Egy kezdeti feltétel immunologiailag értelmes, ha mindkét tipust immunkomplex koncent-
racioja nemnegativ, illetve Osszegiik legfeljebb [Ag]r. Megmutatom, hogy ilyen kezdeti

feltétellel inditott megoldas is immunologiailag értelmes.

14. Tétel. Ha [AbAgElﬂt:O Z 0, [AbAgEz:Ht:O Z 0és0 S [AbAgElﬂt:Q + [AbAgEQHt:O S
[Ag|r, akkor [AbAgm| > 0, [AbAgrs] > 0 és 0 < [AbAgg1] + [AbAgrs] < [Ag|r minden
t > 0 esetén.

Bizonyitas. A tételt indirekten fogom bizonyitani. Tegyiik fel, hogy [AbAgr1] < 0 vagy
[AbAgEs] < 0 vagy [AbAgm | + [AbAgra] > [Aglr egy pozitiv helyen. Ekkor hdrom eset

lehetséges.
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1. eset. Létezik olyanty > 0, hogy [AbAgrs||i=t, > 0, [AbAgr2]|i=t, < [Ag|T €s [ADAGE1]|i=t,
=0, illetve ty barmely jobb oldali kérnyezetében van olyan pont, hogy [AbAge1| < 0. Ekkor
a
d
dt[
Tovdbbd ha ty barmely jobb oldali kérnyezetében van olyan pont, amelyre az [AbAgg] < 0
és az [AbAgg)|i=t, = 0, akkor L[AbAgp:]li—y, < 0. Mivel az L[AbAgpi]|i—s, > 0 és
LIAbAGE 1=ty < 0, ezért L[AbAgp:]|i—y, = 0. EbbOl kivetkezden az [Ag|i—, = 0 (3.1 -
szerint. Ezért[3.9 rendszer masodzk eqyenlete
d
dt
Mivel [Agl|i=t, = 0, ezért [AbAgm]|i=t, + [AbAGEs]|i=t, = [Ag]r miatt legaldbb az egyik tag
pozitiv. i[AbAgElﬂt —t, = 0, ezért [AbAgp||i=, = 0, igy [AbAgEQHt —t, > 0. FEzek és
alapjdn 5 [AbAgEZHt 1o < 0. Kovetkezd lépésben derivdljuk a < [AbAgE1 .belz képletét

a to pontban:

AbAGE]li=to = Kap, [ADI[AG]li=ty — Kap, [ADAGE]li=to = Kap, [AD][Ag]li=, > 0. (3.10)

[AbAgE2]|t to — _kdEQ [AbAgEQHt:to S 0. (311)

d? d d
p7el —5[AbAgE1]|i=ty = —(Kap, [Ab]T + kdEl)%[AbAgEl]’t:to — kap, [Ab}T%[AbAQEzﬂtzto > 0.
Az [AbAgp1]-nek lokdlis minimuma van to-ban, mivel %[AbAgp:]|i—, = 0 és 4 ~[AbAGE1 ]|t

> 0. Ebbdl kévetkezik, hogy [AbAgr1] > 0 a ty pont eqy jobb oldali kornyezetében, tehdt

ellentmonddsra jutottunk.

2. eset. Létezik olyanty > 0, hogy [AbAgm]|i=t, > 0, [AbAGE:]li=t, < [Aglr és [AbAgEa]|i=t,
=0, illetve to barmely jobb oldali kérnyezetében van olyan pont, hogy [AbAgrs] < 0. Ez az
eset nagyon hasonld az[l] esethez, ha a fenti lépéseket elvégezziik, akkor itt is ellenmonddsra

Jutunk.

3. eset. Létezik olyanty > 0, amelyre [AbAgp1]|i=t, > 0, [AbAgg2]|i=t, > 0 és [AbAgEr1]|i=t,
+ [AbAggs||i=t, = [Ag]T, tovdbbd teljesiil, hogy to barmely jobb oldali kérnyezetében az
[AbAge1] + [AbAges] > [Aglr. [Aglr = [Aglli=t, + [AbAgE1]li=t, + [AbAgEs]|i=, miatl
[Agl|i=t, = 0. Ezért szerint

d

dt
d

dt

amibdl kivetkezik, hogy 4([AbAgp]|imt, + [AbAgEa)limt,) < 0, hiszen [AbAgp:]|i—s, +
[AbAGEs]|i—, = [Aglr alapjdn to-ban legldbb az egyik tag pozitiv. Igy to egy jobb oldali

—[AbAGE1]|i=t0 = —kap, [ADAGE1]|1=¢, <0

[AbAgEz]!t =ty — _kdEg [AbAgE2”t=to <0,

kornyezetére teljestil:

[ADAgE:1] + [AbAgEs] < [AbAgE]|i=ty + [AbAGE2]|i=t, = [Ag]T, ami ellentmondds.
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4. FEJEZET
ANTIGEN - ANTITEST REAKCIO MONOKLONALIS OLDAT ES

KET EPITOPOT TARTALMAZO OLDOTT ANTIGEN ESETEN

Ebben a fejezetben olyan antigén-antitest reakciot vizsgalunk, amikor az antigének
oldott allapotban reagilnak az antitestekkel. Hasonléan a [3] fejezethez az immunkomp-
lex képzGdés monoklonalis oldat és két epitopot tartalmazéd antigén esetén megy végbe, és
egyszerre mindkét epitophoz nem tud antitest kotédni. Teljesiil az antigénre vonatkozo

anyagmegmaradéas torvénye:
[Aglr = [Ag] + [AbAgE:] + [AbAgEs], (4.1)

illetve, mivel az antigén oldott formaban van jelen, érvényes a kovetkezd Osszefiiggés az

antitestekre vonatkoz6 anyagmegmaradas szerint:

Az el6z6 (3|) fejezetben hasznéalt jeloléseket alkalmazom.

4.1. A modell felallitdsa oldott antigén esetén

Az immunkomplex képzédés dinamikajat a [3.I}ben lejatszodo reakciok alapjan az

alabbi differenciilegyenlet-rendszer irja le:

d

E[AbAgEﬂ = Kag, [Ab][Ag] — Ka,, [ADAGE] @3)
. 4.3

d

%[AbAgEz} = Kap, [Ab][Ag] — kag,[AbAgE,]

Az antigénre (4.1) és az antitestre (4.2]) vonatkozé anyagmegmaradasi Osszefiiggéseket
és © = [AbAgE1], y = [ADAggs] jelolést alkalmazva az alabbi egyenletrendszerre jutunk:

fl_f = bap, ([Abr — 7 — ) ([Aglr — 7 — y) — kg,
@ , (4.4)
= = Ko ([Ar — 2 = 9)([Aglr — = —y) = kap,y

innen
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O Ko 97— (haga [AB)r + b [Agle + K2 — (b [ + K [Ag])y+
+ 2 ko, vy + Koy, [ADl7[Ag]r

% — Frap (0 + 1) — (ks [AB)7 + Fap [AGI)& — (hap[ABlr + Ky [Aglr + kg )+
+ 2 kapo ¥y + Koy, [Ablr[Ag]r /

(4.5)

Lathato, hogy oldott antigén esetében egy bonyolultabb, nemlinearis differencidlegyenlet-
rendszerre jutottunk, nem tgy, mint felszinre kinyomtatott antigén esetén, ahol a diffe-

rencidlegyenlet-rendszeriink linearis volt.

4.2. Az egyensilyi pont meghatarozasa

A differencidlegyenelet-rendszer zérushelyei:

Fag, (27 + U%) = (Fag, [AD7 + kag, [Aglr + kap )& = (kap [ABlr + kap, [Agl7)y + 2 kg, 7y+)
+ Kap, [AD]7[Aglr = 0

Kaps (2% + %) = (Kap, [AB] 7 + Kapy [Aglr) 2 — (Ko [AD) + Ko [AG)T + Ky )Y + 2 Koy, ty+
+ Koy [Ab]7[Aglr =

Vs

(4.6)

Ha az egyenleteket osztjuk a k,,,, illetve a k,,, asszocidcids reakciosebességi allandoval,

akkor Kp,, = ZdEl 6s Kp,, = idm alapjan az egyensulyi pontokat a kovetkezé egyen-
aE1 aE2

letrendszer megoldasaval kapjuk meg:

(2* +y*) = ([Ablr + [Aglr + Kby, )r — ([Ablr + [Aglr)y + 22y + [Ablr[Ag]r = 0}

(2* +y*) — ([Abr + [Aglr)z — ([Ab)r + [Aglr + Kp,)y + 22y + [Ablr[Aglr = 0
(4.7)
A egyenletrendszer elsé egyenletbdl kivonjuk a masodik egyenletet:

_KDElx + KDE2y =0,

ahonnan z-et kifejezve

Legyen w = ggij, ekkor * = wy-t behelyettesitve a rendszer elsé egyenletébe a
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kovetkezd masodfoku egyenletre jutunk:
(w +1)** — (([Ablr + [Aglr)(w + 1) + Kp,,w)y + [Ab]r[Aglr = 0. (4.8)

Olyan immunologiailag értelmes egyensilyi pontokat keresiink, amelyekre teljesiil, hogy

mindkét koordinatija nemnegativ, illetve:

r+y < [Aglr = y(w +1) < [Ag]r = y < LAfi (4.9)
rhy<Alr = D<Ml = y<iOt )

A [L.§ egyenlet diszkriminansa

(([Ab]7 + [Aglr) (w + 1) + Kp,,w)* — 4(w + 1)*[Ablr[Ag]r =
= Kj,, 0 +2([Ab]r + [Aglr)(w + 1) Kppyw + (w + 1)*([Ab]r — [Aglr)* > 0,

tehat az egyenletnek két valos gydke lesz. A gyokok el§jelének meghatarozasdhoz hasznaljuk

a Viéte-formulakat:

([Ablr + [Ag|r)(w + 1) + Kp,,w
(w+1)2

([Ab]r[Ag]r)
(w+1)2

y1+y2: >07

Y1 Yo = > 0.

A két gyok elGjele megegyezik, mivel a gyokok szorzatéra vonatkozo Viéte-formula pozitiv,
Y1 + y2 > 0 miatt ez csak gy lehetséges, ha mindkét megoldas elGjele pozitiv.
A [A.9/feltétel vizsgalatahoz helyettesitsiik be a kapott maximalis értékeket afd.8legyenletbe

(o+17 (22— (sl -+ (Agle) 0+ 1)+ Kpy) (L0 5 L] ag)e -

w+1 +1
__Kpuwldglr _,
w+1
Mivel y = 0 esetén az egyenlet megoldasa pozitiv, ezért ez csak akkor lehetséges, ha az
. v . . [Ag] .. .
egyik gyok kisebb lesz, mint wLHT, a méasik pedig nagyobb.
A feltétel vizsgalata:
Ab}T 2 [Ab]T
(A0 Ab A )+ K Ablr[Aglr =
(w+ 0 (25 ) = (bl + Lghr)(w + 1) + Kpgyu) (25 ) + [l Agls
_ _KDElw[Ab]T <0.
w+1
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[Ab]r
w41’

maésik pedig nagyobb. Lathato, hogy a két egyenstlyi pont koziil pontosan egy teljesiti a

Az el6z6 feltételhez hasonldoan a két valos gyok koziil az egyik kisebb lesz, mint a

feltételeket, azaz a kisebb gyok lesz immunologiailag értelmes.

Ezek alapjan a [4.8| egyenlet kisebb gyoke:

Kp,,w+ ([Ab]r + [Ag]r)(w + 1)
2(w +1)2

\/K%Ele + 2([Ab]r + [Ag]r)(w + 1) Kpy,w + (w + 1)*([Ablr — [Ag]r)?
a 2w+ 1)2 '

[AbAgm] e=Y

Kiszamitjuk [AbAgg]e-t is

[AbAgEr]e = 2 = wy = w (Kw + ([’;‘fjfjl[;‘gm(w +1)

\/K,%Ele + 2([Ab]r + [Ag)r)(w + 1) Kpy,w + (w + 1)%([Ablr — [Ag]r)?
B 2(w +1)? >

«,e .

szintén a disszociacios egyensiilyi allandok forditott aranyaval egyezik meg, mint a felszinre
kinyomtatott antigén esetében:

[AbAgEl]e _ KDE2
[AbAgEQ]e KDEl .

(4.11)

Egyensilyi pont stabilitasa

Az egyenstlyi pont stabilitdsanak meghatarozaséhoz hasznaljuk az = = [AbAgg| és
y = [AbAgps] jeldléseket a [4.5] egyenletrendszerre:

)

& = by (0% + ) = (Ko, [ + K, [Aglr + Ky, )7 — (Ko, [Ablr + K, [Aglr)y+
+ 2 kap, wy + Koy, [Abl7[Ag]T

§ = kapa (0 %) = (Kaga [AD]r + Kapa[Ag)2)e — (Kapa[AB)7 + ks [Ag) + Kapa)y+
+ 2 kapoy + Koy, [Abl7[Ag)T

(1.12)
Legyen az rendszer két egyenletének jobb oldala egyenld f(x,y)-nal és g(z,y)-nal,
F@,9) = Kag, (2% + 4%) = (Kap [AV7 + Ko, [Aglr + i, )2 — (Ko, [AVlr + Kag, [Ag]r)y+
+ 2 kay, 7Y + kag, [Abl7[Aglr
9(@,y) = kapa (1% +y*) = (Kaga [Ablr + Ko [Ag)r) — (Ko [AD]7 + Kaps [Aglr + Kag, )y +
+ 2 kop, vy + kag,[AblT[Ag]rT,
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majd parcidlisan derivaljuk = és y szerint:

g_;” — Dia (& + Y) — kay ([AB)7 + [Aglz) — kay,
g_z = 2k, (2 +y) — Ky, ([Ab)r + [Ag])
% = DWap (€ +4) — kagy ([Ab]7 + [Ag7)
g_z = Dty (4 ) — kg ([Ablr + [Aglr) — k-

A Jacobi-matrix determinansanak (det) és nyoméanak (Tr) kiszamitasaval meghataroz-
hatjuk az egyensilyi pont stabilitasat.
Tudjuk, hogy

[Ag] = [Aglr —2 —y >0 [Ab] = [Ablr — 2z —y = 0,

valamint az asszociacios és disszocidcios reakcidsebességi allandok pozitivak.

det = 2229 2129

= (Qkam (ZE + y) - kaEl([Ab}T + [Ag]T) - kdEl)(2k:aE2 (:B + y) - kaEz([Ab]T + [Ag]T) - kdEQ)
= (2kap, (& +Y) = Kap, ([Abl7 + [Ag]7)) (2kap, (¢ + y) — Kap, ([Ab]r + [Agl7)) =
= kdElkdE2 + ([Ab]T + [Ag]T — 2z — 2y)(kdE1 kaE2 + kdEQkaEl) >0

af  0Og
= (QkaEl (:E + y) - kaE1([Ab}T + [Ag]T) - kdE1) + (QkaEQ ((L’ + y) - kaEQ([Ab]T + [Ag]T) - kdEz)
= _(kdm + kdEQ) - ([Ab]T + [Ag]T — 2z — 2y)(kaE1 + kaEQ) <0

Tr

Lathatjuk, hogy oldott antigén esetén is a Jacobi-matrixra det > 0 és a Tr < 0, ezért az
immunologiailag értelmes egyensilyi pont aszimptotikusan stabil. Tipusat a karakterisz-

tikus polinom diszkriminansénak (D) el6jeléb6l meghatarozhatjuk:
D =Tr* —4det = (= (kdpy + kap,) — ([Abl7r + [Aglr — 22 — 2y) (kay, + ap,))?—
—4 (kdEl kdEQ + ([Ab]T + [Ag]T — 2z — 2y)(kdE1kaE2 + kdEzkam)) =

= ((kaEl - kaEz)([Ab]T + [Ag]T — 2z — 2y> + (kdEl - kdEQ))2+
+ (([Ablr + [Aglr — 22 — 2y)4 kap Kayy) > 0.
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A diszkriminans pozitiv, azaz a matrix sajatértékei valos szamok, igy az egyensulyi pont

tipusa stabil csomo.

4.3. Az immunolégiailag értelmes tartomany pozitiv invarianciija

Immunologiailag értelmesnek nevezziink egy kezdeti feltételt, ha mindkét tipusi komplex
koncentracioja nemnegativ, illetve 6sszegiik legfeljebb min{[Ag|r, [Ab]r}. A kivetkezs té-
tel alapjan megmutatom, hogy az ilyen kezdeti feltétellel inditott megoldas is immunolo-

giailag értelmes lesz.

15. Tétel. Legyen © = [AbAgg] illetve y = [AbAggs|. Ha x|i=0 > 0, yli=0 > 0 és
li=o + Yli=o < min{[Aglr, [Ablr}, akkor v > 0, y > 0 és v +y < min{[Ag]r, [Ab]r}

minden t > 0 esetén.

v

Bizonyitas. A bizonyitds indirekt modon torténik. Tegyiik fel, hogy x < 0 vagy y < 0
vagy  +y > min{[Ag]r, [Ablr} egy pozitiv helyen. [Aglr < [Ablr vagy [Aglr = [Ab]r
vagy [Aglr > [Ablr, mégis elég az [Aglr < [Ab]r és [Ag]r = [Ab|r eseteket vizsgdlni, mivel
a differencidlegyenlet-rendszer szimmetrikus [Ag)r-re és [Ablr-re. Ekkor az aldbbi esetek

lehetségesek:

1. eset. Legyen [Aglr < [Ab]r, valamint létezik olyan ty > 0, hogy 0 < yli—t, < [Ag]r <
[Ab]r és x|i=y, = 0, illetve to barmely jobb oldali kérnyezetében van olyan pont, amelyre

x < 0. Ekkor %x!t:to <0. 4 rendszer elsd egyenlete alapjdn a ty pontban

dx

a = kaEl([Ab]T - y)([Ag]T - y) > 0. (413)

Ebbél %ﬂt:to =0. A szerint Yli—, = [Aglr. FEzért a masodik egyenlete a tg
pontban

d

d_?i = Kag, ([Ab]7 — [Aglr)([Aglr — [Aglr) — kag,[Aglr = —kap,[Aglr < 0.
Ha derivdljuk a egyenletet, akkor a kévetkezdt kapjuk:

o = b ((%([Abh — ) (gl — ) + (48] — ) (5 (Aglr - y>)> ,

ami t = to-ban pozittv. Tehdt, ha [Agly < [Ablr, akkor La|—, =0 és j—;m\t:to > 0, ezért
x-nek lokdlis minimuma van ty pontban, azaz bdarmely jobb oldali kérnyezetében x > 0,

ami ellentmondds.

2. eset. Tegyiik fel, hogy [Ag|r = [Ab|r, valamint létezik olyan ty > 0, hogy 0 < y|i—y, <
[Ab]r és x|i=y, = 0, illetve to barmely jobb oldali kérnyezetében van olyan pont, amelyre

x < 0. Ekkor %x!t:to <0. A egyenlet rendszer elsd egyenlete szerint a to pontban

d
d—i: = ki ([AB]7 — )2 > 0. (4.14)
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Ebbil kovetkezik, hogy %$|t:to =0. A szerint Y|, = [Ab]r. A rendszer mdsodik

egyenlete a ty pontban

d kap, ([Ablr — [Ab]7)([Aglr — [Abl1) — kap, [Ablr = —kap,[Ablr < 0.

dt
Derwadljuk a egyenletet
d*x d
P = _ — 4.15
=2k, (2 (A0 — ) (A — ), (1.15)

ami t = tg-ban 0. Kovetkezd lépésben ujra derivdlva al4. 15| eqyenletet

‘% = 2kqp, <(§7f([Ab]T - y)) ([Ablr —y) + (%([Ab]T - y)> (%([Abh _ y)>> 7

ezért

& d ’
@xlt:to =2 kaEl d_t([Ab]T - y) > 0. (416)

t=to

A Tuaylor-formuldt a Lagrange-féle maradéktaggal felirva, %Ih:to = 0, valamint és
eqyenletek miatt x > 0 a tg pont eqy jobb oldali kérnyezetében, tehdl ellentmonddsra
Jutottunk.

3. eset. Létezik olyan to > 0, hogy 0 < z|,—9 < [Ag]r €s y|i=o = 0, illetve to barmely
jobb oldali kornyezetében van olyan pont, amelyre y < 0. Az[l. és a[d eset alapjdn itt is

ellenmonddsra jutunk.

4. eset. Létezik olyan ty > 0, hogy x|i=0,yli=0 > 0 és x|i=0 + yli=o = [Aglr, illetve t,
barmely jobb oldali kérnyezetében van olyan pont, amelyre x+vy > [Aglr. Mivel teljesil az
antigénre vonatkozd anyagmegmaradds torvénye to-ban, azaz [Aglr = [Ag]li=t, + T|t=t, +
Yle=ty, €zért [Agli=t, =0. A rendszer két eqyenlete szerint

d
E‘ﬂt:to = —kgp Tli=t, <0

d
E?At:to = _kdE2y|t:to <0.

Tehdt & (x]i—t, + Yli=t,) < 0, hiszen |—g + yli—o = [Aglr alapjdn x|—g > 0 vagy yli—o > 0
a to pontban. Ezért tg eqy jobb oldali kornyezetében

T+ Y < Tlmy + Tli—t, = [Ag]7,

ams ellentmondds.
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A kovetkez fejezetben Matlab szoftvert hasznalva bemutatom a korabban taglalt im-
munkomplexek képzddésének dinamikajat numerikus szimulaciok segitségével. A Matlab
beépitett megoldoprogramja helyett Gustaf Soderlind professzor (Lund University) dif-
ferencidlegyenlet megold6 ode23sdc12 programjat hasznalom. Konzulensemmel a prog-
ramkodot kozvetleniil a professzortol kaptuk tudoményos kutatas céljabol. Az egyik
legf6bb elénye az ode23sdc12 program hasznalatanak, hogy lehetéségiink van meghatarozni
egy adott differencidlegyenlet megoldasa soréan alkalmazandoé lépéskozt, amit késGbb para-
méterként tudunk rogziteni. Ennek a segitségével sokkal pontosabb numerikus megoldast
kapunk, mintha a Matlab beépitett fliggvényét (ode23s) hasznéaltuk volna. Az egyenlet-
rendszerek egyensilyi pontjainak meghatarozasahoz a Matlab solve fiiggvényét hasznal-

tam.

A szimulaciok soran hasznalt M = mol/dm? a térbeli koncentracié mértékegysége, amit

molaritdsnak neveziink.

5.1. Numerikus szimulaciék felszinre kinyomtatott antigén esetén

1. Szimulacié. Az aldbbi tabldzat tartalmazza az 1. Szimuldcioban haszndlt paramétereket.
Az immunkomplex képzddést monoklondlis oldat és felszinre kinyomtatott két epitdpot tar-
talmazo antigén esetén wvizsgdljuk, amikor egyszerre mindkét epitophoz nem tud antitest
kétddni és a reakcid kezdetén nincs komplex. A szimuldcid sordn a[3.3 differencidlegyenlet-

rendszert haszndlom.

Antitest klonok [Ab]1 [Ag]T ka g, kap, ki g, kg,
szama (M) (mol/dm?)| (M~1s71) | (M~1s71) (s7h) (s7h)
1 1079 10~ 2-10° 2-10° 5-107* 5-107°

5.1.1. tdbldzat. 1. Szimulacié paraméterei
Az 5.1.1. és 5.1.2. dbrdkon ldthaté az immunkomplex képzddés dinamikdja felszinre ki-

nyomtatott két epitopot tartalmazd antigén esetén az idd fligguényében abban az esetben,

amikor mindkét epitdphoz eqyszerre nem tud antitest kikétddna.
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5.1.1. dbra. Immunkomplex koncentraciok az idé fiiggvényében az 1. Szimuléciéban
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5.1.2. dbra. Immunkomplex koncentriciok az id§ fiiggvényében az 1. Szimulacidéban a reakcié

elején

Az 5.1.1. dbrdan megfigyelhetd eqy kis kiugrds az AbAggs komplex koncentrdcidjanak iddbeli

vdltozdasakor, ez a kiugrds jobban ldthato az 5.1.2. dbrdn.

29



5. FEJEZET NUMERIKUS SZIMULACIOK

A komplexek hatdrértéke az eqyensilyi pont megfeleld koordindtdja. Az dbrdrdl leolvashatjuk
ezeket az egyensilyi értékeket, amelyek megfelelden kizelitik az[3.4) egyenletrendszer dltal
adott megolddsokat.

[AbAgE1]e =~ 7,4074 - 10713 mol/dm?
[AbAgps)e ~ 7,4074 - 10712 mol /dm?

5.1.2. tablizat. Egyensilyi komplex koncentraciok az 1. Szimulacié esetén

Az E2-es epitophoz kétods antitesttel képzett komplexek koncentrdcidjdnak nagysdgdt a
kisebb disszocidcios reakcidsebességi dllando magyardzza. Minél kisebb ez a ky érték, an-
ndl nehezebben vdlnak le az antitestek az antigénrdl.

A két immunkomplex eqyensilyi koncentrdcidjinak ardnya a dsszefiiggés alapjan

[AbAgEl]e . KDE2 o 10_10
[AbAgEQ]e N KDEl N 1079

=0,1.

Az 5.1.3. dbra az eqgyes immunkomplex koncentrdciok ardnydt mutatja az idd fiigguvényében.
Ldthato, hogy a komplex koncentrdcick és az osszes komplexr koncentrdcio dsszegének

hdnyadosa nem dllando és monoton.

09f & & & ¢ ¢ 4
o o
08| ©
& o [AbAg_ JIAb Ag]
07+
o O [AbAg, VAL Ag)

06 &
3 &
= 0.5€
s
© [m]

04t -

[m]
0.3F
o
0.2+ O
0 [m]
0.1 = o = o o
0 . . . ‘ .
0 0.5 1 1.5 2 25 3

id6 (s) < 10*

5.1.8. dbra. Immunkomplex koncentracidk ardnya az idé fiiggvényében az 1. Szimulaciéban, az
abran [AbrAg| = [AbAgg1] + [AbAggo]
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2. Szimulacio. A kdvetkezd tdbldzat tartalmazza a 2. Szimuldcidbeli paramétereket. Az
immunkomplex képzddés monoklondlis oldat, illetve felszinre kinyomtatott két epitopot tar-
talmazo antigén esetén zajlik le, amikor egyszerre mindkél epitophoz nem tud antilest

kétddni és a disszocidcios reakcidsebesséqgi dallandok megegyeznek, valamint kezdetben nincs

komplex.

Antitest klonok [Ab] T [Ag]T Ko koo Kd Kd e
széma (M) (mol/dm?)| (M~!s71) | (M~1s71) (s7h) (s7h
1 2-107° 10~ 5-104 2. 10% 6-107° 6-107°

5.1.3. tdbldzat. 2. Szimulaci6 paraméterei

Az 5.1.4. dbran ldthatjuk az immunkomplexek koncentrdcidjinak vdltozdsdt az idd fligg-

vényében. A komplezek hatdrértéke a[3.4] egyenletrendszer immunoldgiailag értelmes megol-

ddsai. A eqyensulyi képletek dltal adott eqyensulyi értékeket jol kozeliti az dbrdn ldthato

komplex koncentrdciok hatdrértéke, amikor t — oo.

felszini koncentracio (molldmz}

12

107
7 “ T o ] 9 A
e}
o
6 -
o)
51 + o+t
" +
o +
4 + [AbAg_.]
N [AbAg_,]
3f © [AbAg, I+[AbAGL ] | |
+
2 -
o+
11
o
N . . .
0 0.5 1 1.5 2.5 3
idS (s) x10%

5.1.4. dbra. Immunkomplex koncentraciok az id6 fliggvényében a 2. Szimuliciéban

A 2. Szimuldcioban kapott eqyensilyi értékeket tartalmazza az aldbbi tdbldzat:

5.1.4. tabldzat. Egyensilyi komplex koncentraciok a 2. Szimulacid esetén

[AbAgg1]e ~ 5 - 10712 mol/dm?
[AbAggs)e =~ 2-107'2 mol/dm?
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5.1.5. dbra. Immunkomplex koncentracidk ardnya az id§ fliggvényében a 2. Szimuldcidéban, az

Az 5.1.5. dbrdn megfigyelhetd, hogy az immunkomplexek koncentrdcidjanak és az dsszes

komplex koncentrdciojdnak hdnyadosa dllando.

‘ [AbAg_ VIAbAG_,]

451

35}

2.5@

arany

151

05}

0 0.5 1 15 2 2.5 3
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5.1.6. dbra. Az immunkomplex koncentraciok egymashoz viszonyitott aranya a 2. Szimulaciéban

2

Az 5.1.5., illetve az 5.1.6. dbra alapjdn is ldthato, hogy az El-es epitdphoz kétddd antitest-
tel képzett komplexek koncentrdcidjanak ardanya a 2,5-szerese az E2-es epitophoz kotodd

antitesttel képzett immunkomplexek koncentrdcidjdnak.
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A disszocidcids eqyensilyi dllandok felhaszndldsdaval is megkapjuk a két immunkomplex
koncentrdcidjanak hdanyadosdt az eqyensilyi pontban, hiszen a osszefiliggés alapjan

[AbAgEl]e . KDEZ . 5 . 104 —9 5
[AbAgps). Kp,, 2-100 77

3. Szimulacié. Az aldabbi tdbldzat tartalmazza a 3. Szimuldcio paramétereit. Az im-
munkomplex képzddés monoklondlis oldat, illetve felszinre kinyomtatott két epitdpot tar-
talmazo antigén esetén zajlik le, amikor mindkét epitophoz egyszerre mem tud antitest
kotodni és az eqyik epitop nagy asszocidcids, a masik epitop pedig nagyon kicsi disszocid-

cios reakcidosebességi dllandoval rendelkezik, valamint kezdetben nincs komplez.

Antitest klonok [Ab]1 [Ag]T ka g, kap, kg, kg,
szama (M) (mol/dm?)| (M~1s71) (M~1s71) (s7h) (s7h)
1 10710 10~ 2106 104 1073 10-°
5.1.5. tdbldzat. 3. Szimulacié paraméterei
A kovetkezd két dbrdan ldthatjuk az immunkomplex képzddés dinamikdjdt a 3. Szimuld-

cioban. Az 5.1.8. dbra a reakcio elejét mutatja.
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5.1.7. d@bra. Immunkomplex koncentraciok az idé fiiggvényében a 3. Szimulaciéban
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5.1.8. dbra. Immunkomplex koncentraciok az id¢ fliggvényében a 3. Szimulacioban a reakcid

elején

Az 5.1.8. dbran ldthatjuk, hogy a reakcid kezdetén a nagy asszocidcids reakcidsebességi dl-
landoval rendelkezd E1-es epitophoz kotddotl antitesttel képzelt komplexek koncentrdcioja
sokkal nagyobb, mivel sokkal gyorsabban tudnak komplezet képezni. A folyamat végén vi-
szont mdr a disszocidcios folyamat is szamottevd.

Az immunkomplexek hatdrértéke az egyensilyi pontok megfeleld koordindtdja. A eqyen-

sulys képletek alapjdn kapott megolddsokat jol kézeliti az abrdrdl leolvashato hatdrérték.

[AbAgp1]e ~ 1,5385 - 10712 mol /dm?
[AbAggs]e ~ 7,6923 - 10713 mol/dm?

5.1.6. tablizat. Egyensilyi komplex koncentréciok a 3. Szimulacid esetén

A Ekét immunkomplex koncentrdcidjdnak ardnya a disszocidcios egyensilyi dllanddk fordi-

tott aranydval egyenld

[AbAgEl]e . KDE2 . 0,5 . 10_9 . 0 5
[AbAgps)e  Kp,, 107 77

Az 5.1.9. és 5.1.10. dbrdk szerint ldathato, hogy a 3. Szimuldcioban az E2-es epitophoz
kotddott antitesttel képzett komplexek koncentrdciojdnak ardnya folyamatosan nd, viszont

a mdsik epitophoz kétddott antitesttel képzett komplexek koncentrdacidjdnak ardnya csokken.
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5.1.9. dbra. Immunkomplex koncentracidk ardnya az id§ fliggvényében a 3. Szimuldcidéban, az
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5.1.10. dbra. Az immunkomplex koncentraciok egymashoz viszonyitott ardnya a 3. Szimula-

ciéban
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5.2. Numerikus szimulaciok oldott antigén esetén

A kovetkezs szimulaciokban a[d.5|nemlineéris differencidlegyenlet-rendszernek azt a megoldasat

kozelitem, amelynek ¢ = 0 esetén mindkét koordinatafiiggvénye 0.

4. Szimulacié. Az aldbbi tdbldzat tartalmazza a 4. Szimuldcio paramétereit. Az im-
munkomplex képzddés monoklondlis oldat és két epitopot tartalmazo oldott antigén esetén

zajlik le, és eqyszerre mindkét epitophoz nem tud antitest kotddns.

Antitest klonok [Ab] T [Ag]T Kag, Kags kg, Kaps
széma (M) (M) (M~1s71) | (M~1s7Y) (s71) (s7Y)
1 1010 10~ 14 2-10° 4-10° 2-1073 4-107°

5.2.1. tdbldzat. 4. Szimulaci6 paraméterei

A 4. Szimuldcicban kapott egyensilyi értékeket o kévetkezd tabldazat tartalmazza:

[AbAgE1]e
[AbAgEQ]e

4,9996 - 1071 mol/dm?
4,9996 - 10715 mol/dm?

1,9998 - 10~* mol/dm?
1,9998 - 1071% mol /dm3

5.2.2. tabldzat. Egyensilyi komplex koncentracidk a 4. Szimulacid esetén

A mdsodik megolddsban az immunkomplezek egyensilyi koncentrdcidjinak dsszege na-

gyobb, mint [Ag|r, ezért nincs immunoldgiai jelentése.
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5.2.1. d@bra. Immunkomplex koncentraciok az idé fiiggvényében a 4. Szimulacidéban
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Az 5.2.1. dbrdn ldthaté a komplexek koncentrdcidja az idd fiigguényében, amelyek t — oo
esetén jol kozelitik a egyensily: képletek dltal adott értékeket. A reakcio kezdetétdl
az F2-es epitophoz kotddott antitesttel képzelt komplexek koncentrdcioja a meghatdrozo, a

nagyobb asszocidcids és kisebb disszocidcids reakciosebességi dllando miatt.

k

5.2.2. dbra. AbAggs komplex koncentraciojanak aranya az idg fiiggvényében a 4. Szimuléciéban,
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5. Szimulacié. Az 5. Szimuldcidban az antigén-antitest reakcio monoklondlis oldat, két
epitopot tartalmazo oldott antigén esetén jon létre, amikor eqyszerre mindkét epitophoz
nem tud antitest kotddni, egyforma disszocidcios reakciosebességi dllandok mellett. Az

alabbi tabldzat tartalmazza a szimuldcio paramétereit.

Antitest klénok [Ab]1 [Ag]T Kap, K kap, Kz
spéma (M) (M) (M—ls—l) (M_ls_l) (s—l) (5—1)
1 10-10 10-12 3.10° 3.10% 5-107° 5-107°

5.2.8. tabldzat. 5. Szimulacié paraméterei

[AbAgr1]e  3,6058 - 10713 mol/dm3  2,2920-1071° mol/dm?
[AbAggale  3,6058 - 10714 mol/dm?®  2,2920 - 107! mol/dm3

5.2.4. tablizat. Egyensilyi komplex koncentraciok az 5. Szimul4cid esetén

A nemlinedris egyenletrendszer megolddsa sordn két-két egyensilyi értéket kapunk. A
masodik egyensilyr pont esetén a két komplex koncentrdcidjinak d6sszege nagyobb, mint

[Aglr, 19y az immunoldgiailag nem értelmes.
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5.2.4. dbra. Immunkomplex koncentraciok az idé fliggvényében az 5. Szimuléciéban

Az 5.2.5. dbrdn ldthatd, hogy a két immunkomplex koncentrdcidjanak és az dsszes komplex

koncentrdcidjinak hdanyadosa dllando.
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5.2.5. dbra. Immunkomplex koncentraciok arédnya az idé fiiggvényében az 5. Szimulaciéban, az

6. Szimulacié. A kovetkezd tabldzat tartalmazza a 6. szimuldcio paramétereit. Az im-
munkomplex képzddés monoklondlis oldat, két epitdpot tartalmazo oldott antigén esetén
zajlik le, amikor eqyszerre mindkét epitophoz nem tud antitest kétddni, kilonbozd asszo-

cidcios €s disszocidcids reakcidsebességi dllandok esetén.

Antitest klénok [Ab]1 [Ag]T kag, kap, kg, Kd,
szama (M) (M) (M~1s71) (M~1s71) (s7h) (s7h)
1 107° 10-10 2106 106 3-107° 2.107°

5.2.8. tabldzat. 6. Szimulacié paraméterei

Az immunkomplexek hatdrértéke a nemlinedris eqyenletrendszer megolddsai. FEzeket

az eqyensulyr pontokal tartalmazza az 5.2.4. tdblazal.

[AbAgp1]e  5,6604 - 10~ mol/dm3  5,7687 - 107'° mol/dm?
[AbAgga)e  4,2453-107 mol/dm?®  4,3265 - 1071° mol/dm3

5.2.4. tabldzat. Egyensilyi komplex koncentracidk a 6. Szimulacié esetén

Az egyenletrendszer mdsodik megolddsdnak nincs immunoldgiai jelentése, mivel arra az

egyensiilyi pontra [AbAgm]. + [AbAgms]. > [Aglr.
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Az 5.2.6. és 5.2.7. dbrik mutatjik az immunkomplezek koncentrdcidjinak vdltozdsdt az

1dd fligguényében.
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5.2.6. dbra. Immunkomplex koncentraciok az idé fiiggvényében a 6. Szimuldciéban
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5.2.7. dbra. Immunkomplex koncentraciok az id§ fliggvényében a 6. Szimuldciéban a reakcid

elején

Az 5.2.7. dbrdn az El-es epitophoz kiotdditt antitesttel képzett komplex koncentrdcidjanak

vdltozdsdaban megfigyelhetd eqy kis kiugrds, majd visszatér az eqyensilyi értékhez.
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A komplexek és az 6sszes komplex koncentrdcidjinak hdnyadosa nem dllandd, ez ldthato

az 5.2.8. dbrdn.
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5.2.8. dbra. Immunkomplex koncentracidk ardnya az id§ fliggvényében a 6. Szimuldcidéban, az
abran [AbTAg] = [AbAgEﬂ + [AbAgEQ]

A képlet alapjan az El-es epitophoz kotdddtt antitesttel képzett immunkomplexek kon-
centraciojdnak aranya %—szorosa az F2-es epitophoz kitddott antitesttel képzett komplexek

koncentracidjanak. FEz a megfigyelés ldathato az 5.2.9. dabran is.
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5.2.9. dbra. Az immunkomplex koncentraciok egyméshoz viszonyitott ardnya a 6. Szimulacioban
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