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1. fejezet

Bevezetés, jelolések

A matematikai tanulményaim folyaman a legjobban a geometriai teriilet tetszett meg
nekem. Igy nem volt kérdés, hogy a szakdolgozatomat ebbél a teriiletbsl fogom irni. Kon-
zulensem az elsé megkeresés utan tobb alternativ témakort is felvazolt nekem. Legjobban
a sikok egybevigd csempékkel valo lefedése tetszett, ami az és az alfejezet-
ben vazolt problémak gombi és hiperbolkus valtozatat Basit és Langi felvetették az [1]
cikkben, és ezek jelenleg is kutatas targyat képezik. Ahhoz hogy a csempézésrél tudjunk
beszélgetni a sikok izometriait is 4t kell tekinteniink. Igy lett a szakdolgozatom cime az
allando gorbiiletd terek izometriai.

A kovetkezd fejezetek elGkészitik a csempézés bevezetését, megértését.

A maésodik fejezteben az algebrai csoportelmélettel és a topoldgiaval foglalkozunk, ott is
az alapvetd definicidkat, tételeket vezetjiik be, amit a késébbiekben hasznalni is fogunk.
A harmadik fejezetben bevezetjiik az allandd gorbiilet tereket, név szerint az euklideszi,
a gombi és a hiperbolikus teret. Bevezetd definiciok mellett kitérek a metrikakra, a konve-
xitasra, valamint a koszinusztételre. A hiperbolikus tér modelljei is bemutatésra keriilnek
ebben a fejezetben.

A negyedik fejezteben az izometridk fogalmat, valamint a kiillonb6z6 terekre valo defini-
ciokkal ismerkedhetiink meg.

Az 6todik fejezetben elériink az egybevago csempékkel valo lefedéshez. Megvizsgaljuk mi
torténik, amikor egy teljes sikot fediink le, valamint mikor egy konvex lemezt szeretnénk

lefedni. Megismerkedhetiink a Schwarz-haromszogekkel és a Stein-problémaval is.



A szakdolgozatban 0 € N, valamint Nt a pozitiv egész szamok halmazat jeloli. A dol-
gozatban nagybetiivel jel6lom a pontokat, kisbettivel a vektorokat. A skalaris szorzasra
késGbbiekben (a, b) jelolést hasznalom, valamint a normara a ||v||. A dolgozatban, ha test-
6l beszéliink, mindig kommutativ testrél van sz6. Egy X halmaz hatvanyhalmazat jelolje
P(X). Vektortér W altere W < V. M™ az alland6 gorbiileti terek valamelyikét jelzi, ami
lehet az euklideszi, a gdmbi és a hiperbolikus. A szakdolgozatban f6leg az n = 2 esetet

nézzik.



2. fejezet

Elméleti alapozas

2.1. Csoportelmélet

Ebben az alfejezetben Kiss Emil[d] konyve segitségével gytjtottem ki azon definiciokat,
tételeket, melyek a késGbbiekben elengedhetetlenek lesznek, mivel az izometriak csoportot

alkotnak a kompozicioval.

2.1.1. Definicié. Csoportnak neveziink egy (G,-) rendezett pdrt, ahol G egy nem-iires

halmaz, (-) pedig egy bindris mivelet a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

1. Miweleti zdrtsdag

barmely két a,b € G esetén a-be G

2. A mdvelet asszociativ

minden a,b,c € G elemekre (a-b)-c=a-(b-c)

3. Kétoldalr egységelem létezése

egyértelmien létezik eqy kitintetett e € G elem, amelyre igaz, hogy minden a € G

elemree-a=a=a-e

4. Kétoldali mnverz létezése

minden a € G elemhez egyértelmiien létezik eqgy b = a™! elem, amelyre igaz, hogy

1 1

a-a~ - =e=a"" -a, ahol e a csoport fent definidlt eqységeleme
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2.1.2. Megjegyzés. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért G-re hivatkozunk csoport-
ként a - jelolés nélkiil. Legyen g - ...- g = g, ahol n darab g-t szorzok 0ssze, valamint az

ab = a - b jelolést fogom hasznélni.

2.1.3. Definicié. Egy G csoport |G| rendje a csoport elemeinek szima. Ha ez véges,
akkor G eqy véges csoport. Egqy g € G elem rendje pedig az a legkisebb n € N, amelyre

g" =e.

2.1.4. Definicié. Komplexusnak nevezziik eqy csoport részhalmazait. A komplexusokon
definidlunk egy szorzast a kévetkezdképpen: K1Ks = {kiko|ki € Ky, ko € Ky}, valamint
Kt ={kYk e K}.

Komplezusokat elemmel is szorozhatunk, ez egyelemid komplexussal valo szorzdst jelent:
9K ={g} K ={gklg € G,k € K}.

2.1.5. Definicié. Egy G csoportnak részcsoportja ) # H C G, ha ugyanarra a cso-

portmiveletre és az inverzképzésre nézve s zdrt, ezt H < G-vel jelolyiik.

2.1.6. Definici6é. A G csoport eqy N részcsoportjat akkor nevezziik normdlis részcso-
portnak (vagy normdlosztonak), ha egy alkalmas, G-n értelmezett homomorfizmusnak

a magja.
2.1.7. Jelodlés. N <G

2.1.8. Tétel. A G csoport N részcsoportja akkor €s csak akkor normdloszto, ha a sze-
rinte vett bal €s jobb oldali mellékosztdlyok megegyeznek, vagy ami ezzel ekvivalens, minden

g € G elemre gN = Ng.

2.1.9. Definicid. Legyen G csoport, H < G és g € G. A gH halmazt bal oldali mellék-
osztdlynak nevezziik. Ugyanigy a Hg halmaz jobb oldali mellékosztdly.

2.1.10. Definicié. (Faktorcsoport) Egy G csoport N normdlosztdjinak mellékosztd-
lyaibol alkotott csoport a (gN)(hN) = (gh)N miveletre nézve, amit G |\ -nel jelolink.

2.1.11. Definici6. Homomorfizmus egy olyan p: G — H leképezés, amely miuvelet-

tartd, vagyis minden a,b € G elemre p(a) - ¢(b) = ¢(ab).

2.1.12. Definicié. Egy p: G — H homomorfizmus izomorfizmus, ha byektiv. G és H
izomorf, ha létezik p: G — H izomorfizmus (jelolés: G = H ).
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2.1.13. Megjegyzés. A homomorfizmusok és az izomorfizmusok csoportot alkotnak a

kompoziciéra nézve.

2.1.14. Definicié. Egy S halmaz Sym(S) szimmetrikus csoportja az a csoport, amely
az S halmaz dsszes bijekcidjat tartalmazza, a kompoziciora, mint csoportmiiveletre nézve.

A szimmetrikus csoport elemei az S permutdcios.

2.1.15. Definicio. Legyen Q egy tetszdleges alaphalmaz. A G < Sym(S2) alaki csopor-
tokat Q-n hato transzformdciécsoportoknak nevezziik. Abban az esetben, ha ) véges

halmaz, akkor szokds permutdciéscsoportokrol is beszélni.

2.1.16. Példa. (Matrixcsoportok) Legyen T test és n < 1 egész. Ekkor a T {516tti n x
n-es invertalhatd matrixok csoportjat a szorzésra altalanos lineéris csoportnak nevezziik,
és GL(n, T')-vel jeloljik.

Azokat a méatrixok, melyek determinénsa 1 részcsoportot alkotnak GL(n,T)-ben. Ennek

a neve specialis linearis csoport, jele SL(n,T).
O(n) jeloli GL(n,R)-nek az ortogonélis matrixokbol allo részcsoportjat.

O(n) kozott részesoportot alkotnak azok, melyeknek determinénsa 1, ennek jele SO(n) és

neve specialis ortogonéalis csoport.
U(n) a GL(n,C-nek az unitér méatrixokbol allo részcsoportja.

SU(n) pedig az 1 determinanst unitér matrixokbol allo részcsoport, melynek neve specialis

unitér csoport.

A GL(n,T) centrum szerinti faktorcsoportjat projektiv altalanos linearis csoportnak ne-
vezziik, aminek a jele PGL(n, T).

PSL(n,T) jeloli az SL(n, T) csoportnak a centrum szerinti faktorcsoportjat, ez a projektiv

specialis linearis csoport.

2.1.17. Definicié. Egy szabdlyos n-szog szimmetriacsoportjdt n-edfoki diédercsoport-

nak nevezzik, és D, -nel jeloljiik.

2.1.18. Allitas. I indezhalmaz tetszéleges szimossdgi, Gy csoport minden o € I-re néz-

ve, ugyanazzal a mivelettel. Ekkor (,c; Ga csoport.
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Bizonyitas. Tetsz6leges a,b € (G, esetén ab € NG,
e € Gy, mert e € G, Va
a € G, akkor ™t € NG,. O

2.1.19. Definici6. Tetszdleges G csoport esetén a H C G dltal generdlt részcsoport
a legszikebb X-et tartalmazo részcsoportja G-nek, jele: (H). Ez azt jelenti, hogy (H) =

Npcu<g - A H részhalmazt G generdtorrendszerének nevezzik, ha (H) = G.

2.2. Topolégia
Ebben az alfejezetben Sziics Andras|8| jegyzetét hasznaltam, hogy az alapvets topologiai

fogalmakat bevezethessem.

2.2.1. Definicio. Az (X, Q) pdrt topologikus térnek nevezzik, ha X tetszéleges halmaz,
Q C P(X), és igazak a kovetkezd aziomdk:

1.0 e, X e
2. Uy, € Q(Va € A) esetén UyealU, € Q tetszdleges A indexhalmazra
3. Uy, Us, ..., U, € Q esetén N U; € Q barmely n € NT esetén.

2.2.2. Megjegyzés. Gyakran X-et magat topologikus térnek mondjuk, melybe beleért-
jik, hogy X-en adott egy €2 topologia.

2.2.3. Definicié. Az U C X részhalmazt nyiltnak nevezzik, ha U € Q. A B C X

részhalmaz zdrt, ha az X \ B komplementer nyilt.

2.2.4. Megjegyzés. A zart halmazok rendszerérsl (jelolés: ') megéllapithatjuk a ko-

vetkezsket:

1.0e, XeY
2. B, € UV <= UyeaB, € Q) tetszoleges A indexhalmazra
3. Bl,BQ, .. ,Bn e <« ﬂ?le,- e
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A nyilt halmazok rendszere tehét tetszéleges unidra, és véges metszetre ,zart”, mig a zart

halmazok rendszere véges uniora és tetszéleges metszetre zért.

2.2.5. Definicid. Legyen x € X. Az x pont kérnyezetének mondjuk az U C X halmazt,
ha létezik V' nyilt halmaz, melyre x € V C U.

Legyen A C X. Az A belsG részén értjik (jelolés: intA), az A-ban fekvd nyilt halmazok
unigjat. Az x € A az A belsé pontja, ha x € intA

2.2.6. Definicié. Ha X topologikus tér, akkor eqy a: N — X leképezést sorozatnak
nevezzik. Azn € N szam képét jeloljik a,-nel, magdt a sorozatot pedig (a,,)-nel.

Az (a,) X-beli sorozat az xy € X ponthoz konvergdl, (lima, = xy vagy a, — xg),
ha xo minden U kérnyezetére létezik olyan ng € N kiiszébindex, hogy n > ngy esetén
a, € U. Ilyenkor xy a sorozat hatdrértéke. Ha eqy sorozatnak létezik hatdrértéke, akkor

konvergens, kilonben divergens.

2.2.7. Definici6é. Az X topologikus tér Hausdorff-tér, ha minden a # b,a,b € X -nek
létezik U, és Uy, kérnyezete gy, hogy a € U, , b€ Uy és U, NU, = 0.

2.2.8. Allitas. Hausdorff-térben eqy sorozatnak legfeljebb eqy hatdrértéke van.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy egy sorozatnak a és b is hatarértéke, valamint a # b. Ekkor léteznek olyan
U, és U, kornyezetek, melyek metszete iires. Mivel mindketté hatarértéke a sorozatnak,
igy léteznie kell n,, és ny, kiiszébindexeknek, hogy ha n nagyobb mindketténél, akkor a

sorozat n-edik eleme U,-ban és U,-ben is benne van, ez pedig ellentmondas. [

2.2.9. Definicid. Legyen A C X, és Q4 = {V C AV = ANU valamely U € Q) -ra }.
(A,Q4) egy topologikus tér. Ezt a teret X alterének nevezziik.

2.2.10. Definicié. Az X topologikus tér 6sszefiiggd, ha részhalmazai kézil csak X -re
és az treshalmazra teljesil, hogy mind zart, mind nyilt. Eqy topologikus tér részhalmaza

0sszefliggd, ha az altértopologiaban Osszefiiggd.

2.2.11. Definicio. Egy X topologikus tér fedése eqy olyan H C P(X) halmazrendszer,
melyre igaz, hogy minden v € X-re létezik olyan A € H, melyre x € A. Egy fedés
nyilt/zdrt, ha elemei nyiltak/zdrtak.
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2.2.12. Definicié. Az x € X pont az A C X halmaz torléddsi pontja, ha r minden

kérnyezete tartalmazza A végtelen sok pontjdt.

Legyen X egy topologikus tér. Tekintsiik a kovetkezs tulajdonsagokat:

1. X minden nyilt fedésébdl kivalaszthatd véges részfedés;

2. Ha X-ben adottak az F, zart halmazok, melyek koziil barmely véges sok metszete
nem tres, akkor NF,, # ();

3. X minden megszamlalhato nyilt fedésébdl kivalaszthato véges fedés;

4. Ha X-ben adott megszamlalhato sok F; zart halmaz, melyek koziil barmely véges

sok metszete nem iires, akkor NF; # ();

5. Cantor-tulajdonsag: nem-iires, zart halmazok F; D F; D ... csokkend sorozatara

NE; # 0;
6. Minden végtelen halmaznak van torlodasi pontja;
7. Minden X-beli sorozatnak létezik konvergens részsorozata.

2.2.13. Definicié. Az X tér kompakt, ha teljesil rd az 1. tulajdonsdg. Az X tér meg-
szamldlhatoan kompakt, ha teljesil rd a 3. tulajdonsdg. Az X tér sorozatkompakt,

ha teljesil rda a 7. tulajdonsdg.

2.2.14. Definici6. Egy ¥ C Q halmazrendszer az (X,Q)) tér bdzisa, ha minden nyilt

halmaz eldall 3-beliek unicjaként.

2.2.15. Definici6. Legyen (X,Q) topologikus tér. A X' C § halmazrendszer elébdzis,

ha Y'-beli halmazokbdl képzett véges metszetek bazist alkotnak.

2.2.16. Definicio. Legyenek (X,Q) és (Y, 7) topoldgikus terek. Egy f: X — Y leképe-
2€srdl azt mondjuk, hogy folytonos, ha minden Y -beli nyilt halmaz dsképe X -ben nyilt.

2.2.17. Allitas. A folytonossdg ekvivalens definicidjahoz jutunk, ha a kévetkezd valame-

lyikét kovetelyiik meg:

1. Létezik eqy bdazis Y -ban, melynek minden elemének dsképe nyilt;
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2. Létezik eqy elobdzis Y -ban, melynek minden elemének dsképe nyilt;

3. Minden Y -beli zart halmaz 6se zdrt.

2.2.18. Definicié. Ha f eqy folytonos bijekcio és f=' is folytonos, akkor f-et homeo-
morfizmusnak nevezzik. Az X tér homeomorf az Y térrel, ha létezik f: X — Y

homeomorfizmus.

2.2.19. Definicio. Legyen (X, p) egy metrikus tér. Az X halmazon ap: X x X — [0;00)
fiigguény eqy metrika, ha

1. plzy) =0 r=y

2. p(z,y) = p(y, z) minden x,y € X esetén

3. p(z,2) < plz,y) + ply, z) minden x,y,z € X esetén.

2.2.20. Definicio. (Bels6 pont) K C X halmaz, ahol (X,d) metrikus tér. A z kiézép-
pontid r sugard zdrt gombit B (z,r) = {y € X:d(z,y) < r} jeloli. K-nak y a belsé
pontja, ha létezik r > 0, hogy B(y,r) C K.

2.2.21. Jelolés. intK : K belsé pontjainak halmaza.

2.2.22. Definici6é. K hatdra : 0K = K \ intK.
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3. fejezet

Allandé gorbiiletii terek

Ett6l a fejezettsl Kurusa Arpdd|[5], valamint Moussong Gdbor[7] kényvét vettem alapul.

3.1. Euklideszi tér

3.1.1. Definicié. A (V, B) pdrt euklideszi vektortérnek nevezziik, ha V véges dimen-

2108 valos vektortér, és B: V x V. — R pozitiv definit szimmetrikus bilinedris fliggvény.

3.1.2. Megjegyzés. Ezt a fliggvényt V-beli skalaris szorzasnak nevezziik, és az u,v € V
vektorokon felvett értékeket B(u,v) helyett inkabb uv-vel jeloljik.

3.1.3. Megjegyzés. Az R" koordinatateret az ry = x1y; + ... + x,¥y, skalaris szorzat
automatikusan euklideszi vektortérré teszi, ezt nevezziik standart n-dimenzios euklideszi

vektortérnek, ahol z = (z1,...,2,) ésy = (Y1, -, Yn)-

3.1.4. Definicié. A, B C V Minkovski-6sszege A+ B = {a +b:a € Ab € B},
A+b=A+{b}.

3.1.5. Definicio. (Affin altér) W <V ésv € V esetén affin altéren W + v-t értjiik.

3.1.6. Definicié. A v normdja (vagy hossza) ||v|| = \/{(v,v). Ez indukdlja a szokdsos

euklideszi metrikdt: v és w tdavolsdgdt a

dgn(z,y) = ||lv —w| = \/(vl —wy)? 4 (vg —w2)? + ...+ (v, — wy)?

képlet adja meg.

14



3.1.7. Definicio. R™-beli K ponthalmaz konvex, ha Y,y € K-re [x,y] C K ahol [x,y]
az x-et y-nal 0sszekitd szakasz, azaz [T,ylp. = {Az+ (1 —N)y: A € [0, 1]}.

3.1.8. Lemma. Konvex halmazok metszete konvex.

Bizonyitas. Ha x és y benne van a metszetben, akkor minden egyes halmazban is benne
van. Mivel minden halmaz konvex, ezért minden halmaz tartalmazza az [x,yl]-t, igy a

metszetik is. O

3.1.9. Definicié. X € R" poldrisa X* = {y € R": (x,y) < IVz € X} ha X konvex

test, aminek O belsd pontja, akkor X* is eqy O-ta belsejében tartalmazo konver test.

3.1.10. Allitas. (AK polarisa) (AK)* = (A1) (K*), ha A € GL(n)

Bizonyitas.

(AK)* ={z € R": (z,2) < 1Vz € AK} = {x e R": (x,Az) < IVAz € AK} =
={reR": (2,2) < IVz€ K} ={z € R": (ATx,2) < 1Vz € K} =
= (A M ATz e R": (ATz,2) < 1Vz € K) =
= (AN Yo e R™: (z,2) < 1Vz € K) = (AT) 71 (K¥)

O

3.1.11. Megjegyzés. Specidlis eset, ha A € O(n) (azaz AT = A™'), akkor (AK)* =
(A"H™HK)* = A(K)*. Tehat, az ortogonalis polarisa megegyezik a polaris ortogonalisa-

val.

3.1.12. Definicié. Az origd csicsi kip félegyenesek unidjaként irhato fel, tehdt X C R™,
melyre Vx € X-re VA > 0-ra \x € X.

3.1.13. Megjegyzés. Ha K konvex kuip, akkor K* is az, s6t ilyenkor K* = {z €
R™: (z,z) < 1Vz € K} ilyenkor (z,z) < AVA > 0O-ra. Tehat ebbgl kovetkezik, hogy
K*={zeR": (z,z) <0Ve € K}.
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3.2. Gombi tér

3.2.1. Definicié. Legyen R™! tetszéleges euklideszi vektortér, dimR™™ = n +1 > 1.
Gombi térnek, pontosabban n-dimenzids gombi térnek nevezziik R™™ egységgombiét,

azaz az S" = {a € R"™: ||a|| = 1} halmazt.

3.2.2. Definicio. Ha U < R tetszéleges (k + 1)-dimenzids linedris altér, akkor az
S"NU halmaz maga is k-dimenzios gombi tér. Az S™ gombi tér igy keletkezd részhalmazait

k-dimenzios gombi altereknek nevezzik (0 < k < n).

3.2.3. Definicié. Ha x és y két kiilonbozd és nem dtellenes pont az S™ gémbi térben,
akkor egyértelmien létezik olyan K fokér S™-ben (azaz 1dim altér), amely x-et és y-t
tartalmazza. Ennek a fokornek a rovidebbik fvét tekintjik az x,y végponti [x,yls. geode-
tikus szakasznak. A K fékor x-beli érintévektorai kozott el tudjuk kiloniteni a y irdnydba
mutato vektorokat a tobbitdl: eqy u iranyvektorrol akkor mondjuk, hogy y felé mutat, ha
y = A\x + pu, ahol p > 0. Ennek alapjin eqy gombi szakasz végpontjaiban egyértelmien

tudunk a mdsik végpont irdnydba eqységnyi irdnyvektorokat felvenni.

3.2.4. Definicié. A gémbi metrikdt x,y € S™ pontos esetén ds» = arccos(x,y) adja
meg, ahol (-, ) az euklideszi skaldris szorzat R" ™' -ben. Ez nem mds, mint az x és y

pontok szoge.

3.2.5. Lemma. (Koszinusztétel) Legyenek a gombi hdaromszégon x,y, z csiucsok. A csi-
csok kézti hosszak pedig a, b, ¢, valamint a ¢ oldallal szemben ~ sz6q. Ekkor a koszinusztétel
a kovetkezd:

cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b) - cos(7)

T
Derékszogi hdromszogben, ahol v = 5 @ kovetkezdképpen néz ki:
0= —cosa-cosf+sina-sinf - cosc (addicids azonossag)

cosc = cot a - cot B

3.2.6. Allitas. ds» metrika.

Bizonyitas. A kovetkez6 harom tulajdonsigot kell belatnunk:

1. dsn(z,y) <0
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2. szimmetria dgn (z,y) = ds-(y, )

3. dsn(z,y) < dsn(y, z) + dsn(z,2)Vz,y, 2z € S"

Legyenek az oldalak a koévetkezdk:

Cc= dS" (l‘, y)
a=ds(y,z)
b=dsn(z,)

1. dsn(z,y) =0< (z,y) = 1 < cos((x, O, y) altal bezart szog) = 1 <
< (x,0,y) altal bezart szog =0 =y

2. (z,y) = (y,z)

3. Koszinusztételt alulrol becsiiljiik, azaz
cos(c) > cos(a) - cos(b) — sin(a) - sin(b) = cos(a + b),

mivel az arccos fliggvény szigorian monoton csokkend és cos(y) > —1, ezért ¢ < a+b.

U

3.2.7. Megjegyzés. EgyenlSség akkor és csak akkor all fenn, ha cos(y) = —1, tehat

v = m, ami azt jelenti, hogy z € [z, ylgn.

3.2.8. Definicio. Egy S™-beli X halmaz konvex, ha része eqy nyilt félgombnek ésVx,y €
X-re [z,y|s» C X.

3.2.9. Definicié. Egy A halmazrendszert metszetzdartnak neveziink, ha bdrmely két A-

beli halmaz metszete is A-bels.

3.2.10. Definicié. Bdrmely ponthalmaz konvex burka a halmazbol vett véges pontrend-

szerek konvex kombindciobol all.

3.2.11. Definici6. Gombi sokszdg: Véges sok S?-beli (nyilt félgombin lévd) pont konvex

burka.
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3.3. Hiperbolikus tér

3.3.1. Definici6. A hiperbolikus tér azon R"-beli (xg,x1,...,x,) pontok halmaza,
melyre x3 —x? — ... — 12 =1 és xg > 1. H" jelolje az n-dimenzids hiperbolikus geometria
alapterét.

3.3.2. Definici6. Legyen B: R"™'xR"™ — R, aholz = (xg, 21, ...,7,) €sy = (Yo, Y1 - -, Yn),

ekkor (xz,y) — ToYo — T1Y1 — - - - — TnYn.
3.3.3. Definicio. (Hiperbolikus tavolsag) x ésy kozitt a kovetkezd: dgn = arcosh(B(z,y)).

3.3.4. Lemma. (Koszinusztétel) Legyenek a hiperbolikus téren a hdromsziogek csicsai
x,y, 2. A csiucsok kozti hosszak pedig a, b, ¢, valamint a ¢ oldallal szemben ~y sz6g. Ekkor a

koszinusztétel a kovetkezd:
cosh(c) = cosh(a) - cosh(b) — sinh(a) - sinh(b) - cos(y)

7
Derékszogi hdaromszogben, ahol v = 5 0 kovetkezdképpen néznek ki:
0= —cosa-cosf+sina-sinf - coshe (addicios azonossdg)

cosh ¢ = cot a - cot

3.3.5. Allitas. dy. metrika.

Bizonyitas. A kovetkez6 héarom tulajdonségot kell belatnunk:

1. dgn(x,y) <0,dgn(x,y) = 0 akkor és csak akkor, ha z =y
2. dH"($7 y) = dH”(yv 33’)
3. haromszog-egyenl6tlenség: Vr,y, z € Hre dgn(z,y) < dun(y, 2) + dgn (2, )
Legyenek az oldalak a kévetkezdk:
¢ = dgn(z,y) = arcosh(B(z, y))
a = dgn(y, z) = arcosh(B(y, z))
b = dyn(z,z) = arcosh(B(z, z))
1. (z,y € H" arcosh(B(x,y)) = 0 akkor és csak akkor, ha x =y
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2. B(z,y) = B(y, x)-bdl kivetkezik. (B definiciojabol)
3. cosh(c) < cosh(a)cosh(b) + sinh(a)sinh(b) = cosh(a + b) Mivel a cosh szigorian
monoton novekvs fliggvény a pozitiv félegyenesen, ezért ¢ < a + b
U

3.3.6. Megjegyzés. Egyenldség akkor és csak akkor fordulhat els, ha cos(y) = —1.

3.3.1. Hiperboloid modell

3.3.7. Definici6. A hiperboloid modell felirhato a kovetkezéképpen: H* = {x € R""': B(z,z) =
1, Zo 2 1}

3.3.2. Cayley—Klein-modell

3.3.8. Definicio. Legyen a q € Q(R™™) kvadratikus alak a q(z) = ai+a3+. . a2 —a2
formuldval definidlva. Ekkor az R™ = P(R™"1) jelolés melett K = S" ! az R" euklideszi tér
origo korili eqységgombie, X az eqységgomb belseje. Ebben a specidlis esetben a projektiv

modellt Cayley—Klein-féle modellnek nevezziik.

3.3.9. Definici6. Tetszdleges A, B € X pontokra A és B hiperbolikus tdvolsdagdn a

0, ha A= B

dHn(A, B) — ,
1/2|n(UVAB)|, ha A#B ésUV = (A, B)NK

ahol U ésV az A, B egyenes két metszéspontjai K-val és az UV AB 4 kollinedris pont

kettds viszonydt jelentu.

3.3.3. Poincaré-féle gomb modell

4z +2, ahol a,b,c,d €

3.3.10. Definici6. (Mébius-transzformacisé) f:C — C, z —
C és ad —bc # 0.

cz +
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3.3.11. Megjegyzés. UV AB kociklikus pontok kettdsviszonyan (U'V'A’B’) kettsvi-
szont értjik, ahol UV ABA kort U'V' A’ B egyenesbe képeztiik egy Mobius-transzformacioval.

Moébius-transzformécio kettdsviszonytarto.

3.3.12. Definicié. Tekintsik az origo kozépponto eqységgombit az x ésy tengelyek sikjd-
ba képezd, (0, —1,0) kézéppontu sztereografikus projekcict. A szereografikus projekcid szog-
tartdsa é€s kortartdsa miatt a félgombot hatdrolo kért merdlegesen metszd korok az x és
z tengelyek sikjanak origo kozépponti eqységkorét merdlegesen metszd kordkre illeszkedd

pontokba, illetve ugyanezen kor dtmérdibe mennek dt.

3.3.13. Definici6. Tetszdleges A, B € X pontokra definidljuk a modellbeli tavolsdgot a

0, haA = B
In(UVAB)|, haA# B

d]}]]n (A, B) -

formuldval, ahol az A # B esetben az U és V pontokat az A-n és B-n dthalado K-t
merdlegesen metszd kor vagy egyenes metszi ki K-bol. (UV AB) pedig a négy pont kori

kettosviszonydt jeloli.

3.3.4. Poincaré-félsik modell

Ebben az alfejezetben Ilyas Khan|2] jegyzetét vettem segitségiil.

3.3.14. Definici6. Tekintsik az origo kézépponti eqységgombit az x és y tengelyek sik-
jaba képezd, (0,0, 1) kézépponti sztereografikus projekciot. A szereografikus projekcic szdg-
tartdsa €s kértartdsa miatt a félgombot hatdrolo kort merdlegesen metszd kordk képei az x
és y tengelyek sikjanak x tengely dltal hatdrolt felsd félsikjaban fekvd, x tengelyre illeszkedd

kézépponti félkorok, illetve ugyanezen fésikban fekvd y tengellyel parhuzamos félegyenesek.

Egy f(z) = ‘Clj:[s alaki Mobius-transzformécio inverze

dz —b

—1 _
f (Z) - —cz + a)
z—=1 . eales . L
- a felsé félstkot az egységkorbe képzi;
—z—1

példaul

—12+1
z+1

a Poincaré-kérmodellt a felsg félsik modellbe képzi.
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b
3.3.15. Definicio. Tekintsik azokat az f(z) = az—i—i—_d
cz

melyekre ad — bc = 1. Ez a felsd félsikot a felsd félsikba viszi. Ezek csoportot alkotnak:
PSL(2).

alaki Mébius-transzformdciokat,
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4. fejezet

Izometriak

Ebben a fejezetben Kurusa Arpdd[5] és Moussong Gdbor[7] kényvének segitségével dol-

goztam.

4.0.1. Definicid. Legyenek (X, dx) és (Y,dy) metrikus terek, ekkor a ¢: X — Y fiigg-
vény izometria, ha bijektiv, és minden a,b € X-re dx(a,b) = dy(¢p(a),d(d)), azaz ¢

tavolsdgtarto.

4.0.2. Megjegyzés. Ha X rogzitett metikus tér, akkor az X-et sajat magaba képezd
izometridk csoportot alkotnak a kompozicié miiveletre nézve. Ezt a csoportot X izomet-

riacsoportjanak nevezziik, és Iso(X)-szel jeloljiik.

4.0.1. Euklideszi tér

Az euklideszi tér izometriai R%-ben a kivetkezok: identités, tiikrozés, eltolas, forgatas és
csusztatva tiikrozeés.
Az euklideszi tér izometriai R3-ben a kovetkezok: identitas, tiikrozés, eltolas, forgatas,

csusztatva tiikrozés, forgatva tiikrozés és csavarmozgas.

4.0.3. Tétel. Eqgy euklideszi tér izometridi pontosan azok az affinitisok, amelyeknek a

linearizaltja ortogondlis.

4.0.4. Lemma. Legyen E egy ndim euklideszi vektortér, j € Iso(E) fixzen hagy n + 1
dltaldnos helyzetid pontot. Ekkor 7 = idg.
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4.0.5. Allitas. Az euklideszi tér barmely izometridja szogtartd.

Bizonyitas. Az izometridk linearizaltja ortogonalis, ezért a vektorok szogét megtartja.

Mivel a szogeket vektorok szogén definialjuk, ezért szogtartoak. [

4.0.6. Tétel. R tetszdleges 1zometridja eldall legfeljebb n + 1 hipersikra wvald tikrézés

kompoziciojaként.

4.0.2. Gombi tér

4.0.7. Definicio. A gombfeliilet eqy gombfeliiletre valo leképezését gombi izometridnak

nevezziik, ha tartja a gémbi tdvolsdgot.

4.0.8. Lemma. Minden gombi izometria eqy olyan térizometria megszoritisa a gombfe-

liletre, mely fizen hagyja a gomb kézéppontjdt.

4.0.9. Definicié. Minden S"-beli izometria kiterjeszthetd R -beli izometridvd, ennek

O fixpontja lesz.

4.0.10. Megjegyzés. A gombi konvex halmazok megegyeznek a konvex kupok metszetei
valamely S™-beli nyilt félgombbel.

4.0.11. Definicié. K C S" konvex test, akkor K° = {x € S" : (z,2z) < 0Vz € K}.
4.0.12. Példa. Ha K = Bgu(x,7), ekkor K° = Bga(—z, 7™ — 1), ahol r € (0, 7).

4.0.13. Allitas. Ha g :S™ — S" izometria, akkor (¢K)° = g(K°).

4.0.3. Hiperbolikus tér

A hiperbolikus tér izometriai H?-ben a kovetketsk: identitas, tiikrozés parhuzamos athe-
lyezés, eltolés, forgatas és cstsztatva tiikrozés.
A hiperbolikus tér izometriai H3-ben a kovetkezdk: identitas,siktiikrozés, eltolas, parhu-

zamos athelyezés, forgatas, csusztatva tiikrozés, forgatva tiikkrozés és csavarmozgés.
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4.0.14. Definicio. Legyen f € Iso(H"). Azt mondjuk, hogy f elliptikus ha van fixpontja
H"-ben. Ha f-nek nincs H"-ben fixpontja, és pontosan eqy, illetve pontosan két fixpont-

ja van a OH™ idedlis hatdron, akkor f-et parabolikus, illetve hiperbolikus izometridknak

nevezzuik.

4.0.15. Tétel. A hiperbolikus tér barmely izometridja elliptikus, parabolikus vagy hiper-
bolikus.
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5. fejezet

Egybevago csempékkel val6 lefedés

Topologikus korlemezen valamely alland6 gorbiiletd sik egységkorrel homeomorf részét
értjik. A tovabbiakban egybevago topologikus korlemezekkel valo csempézéseket vizsga-
lunk. Kéf {6 részt fogunk megvizsgéalni. Az els§ esetben a teljes sik lefedésével fogunk
foglalkozni, ezek utan pedig egy-egy kitiintetett konvex lemez lefedését vizsgaljuk.
Ebben a fejezetben Kurusa Arpdd, Ldngi Zsolt, Vigh Viktor[6] és Bushra Basit, Lingi
Zsolt[1] cikkei alapjan dolgoztam.

5.0.1. Definici6. (Szabalyos sokszog M?-ben) Olyan sokszig, melynek minden ol-

dala és minden belsd szoge eqyenld.
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Héaromszogek kiilonbo6z§ tereken :

1. §2
bels6 szogek Osszege : a+ B +v > 7

teriilete : a4+ +v—7
2. H?

bels6 szogek Osszege : a4+ +v <7

teriilete : m — (a+ S+ 7)

5.0.1. Teljes sik fedése

5.0.2. Definici6. Szabdlyos p-szdg esetén ha fedik a sikot, akkor minden csiucsndl ¢ darab

ilyen eqybevago szabdlyos p-szég van.

Tehat a feladatunk, M? fedése egybevago csempékkel, ahol a csempék szabalyos p-szogek,

és barmely két csempe belsejének iires a metszete.

5.0.3. Definicio. M? = J, Ak, ahol A; és A; egybevdgs szabdlyos p-szigek, melyekre
intA; NintA; = 0, ha i # j. Ekkor a szabdlyos p-szogek egy g, Z, T sz0gtl hdromszdget
p q

generdlnak, és a (p,q) pdrt Schldfli-szimbolumdnak nevezzik.
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v
Q(290)=27f=>90=g

=, ha M?=R?
T
+—=<>7m, haM?=§?
p q
<m, ha M?=H?

bo|
+
|

_ 1 1
Atrendezve: — + - < >

p g
<

N | N | —

p és q egész szamok.

1. R?:
1

1 1
-+ -=—-&&2p+29=pq
p oq 2
Diofantoszi egyenletet megoldjuk:
pqg—2p—2q+4=4
(p—2)(qg—2)=4
Tudjuk, hogy pozitiv egész szamokat keresiink, ahol p és ¢ egyarant legalabb 3.
Igy a megoldasparok a kovetkezdk lehetnek: 2-2,1-4,4 -1

Tehéat, (p, q) a csempézés Schlafli-szimboluma: (4,4) négyzetparketta, (3,6) harom-
szogparketta, (6, 3) hatszogparketta
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(¥

NN

Nincs mas csempézés Euklideszi sikban szabalyos szogekkel.

. §?
1 1 1
5—!—5>§<:>2p+2q>pq<:>(p—2)(Q—2)<4

A megoldéasok 1,2, 3 lehetnek.

Igy a csempézés Schlifli-szimbéluma: 1: (3,3),2: (4,3),(3,4),3: (5,3),(3,5). Azaz
tetraéder, kocka, oktaéder, dodekaéder valamint ikozaéder.

CH?

1 1 1

5—|—a<§<:>2p+2q<pq<:>(p—2)(Q—2) > 4

Végtelen sok megoldasa van. Az eddig felsorolt Schléfli-szimbolumon kiviil minden

més megoldas.
Peéldaul (3,7), ami csupa derékszogt 6tszogbet ad.

Igy a megoldashalmazt felirhatjuk a kivetkezképpen:
{(p.@) eN*:p>3,0>3}\{(3,6),(6,3),(4,4),(3,3),(4,3),(3,4), (5,3), (3,5)}

5.0.4. Tétel. Pontosan ezek a lehetséges csempézések szabdlyos sokszogek esetén.

Mi a helyzet a nem szabalyos sokszogekkel?

Nézziik meg egybevagd haromszogekre: o+ 5 +v ==
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5.0.2. Schwarz-haromszogek

Ebben az alfejezetben John Milnor[3] jegyzetét vettem segitségiil.

™

5.0.5. Definicié. Schwarz-hdromszéogek: o = z, B = Z, v = —, ahol p,q,7 € N.
p q r

5.0.6. Megjegyzés. A szabalyos sokszogkkel valo lefedés egyuttal az r = 2 esetet is
megoldja.

5.0.7. Jel6lés. A csempézés szimboluma: [p, g, 7]

5.0.8. Megjegyzés. Specialis eset, ha r = 2, akkor [p, q].

=1 ha M? =R? =1
1 1 1
a+f+7v49>mha M?=§? <:>5+5+; > 1
< 7 ha M? = H? <1
1 1 1
-—+-+-2>1 (5.1)
p q T
. A ! ) :
Tegyiik fel, hogy p < q¢ < r, tehat — > — > — amibdl az kévetkezik, hogy p < 3
p q T

1. Hap=2:—-+4 - > -, valamint tudjuk, hogy ¢ < 4

X | =
DN | —

Q| =

(a) Ha g = 2, akkor r barmi lehet, tehat [2,2,r]

11
(b) Ha ¢ = 3, akkor — > 6 tehat r < 6. Azaz a megoldasok (2, 3, 3], (2, 3,4], [2, 3, 5], [2, 3, 6]
r

1 1
(¢) Ha ¢ = 4, akkor — > 7 tehat r < 4. Itt egy megoldasunk lesz a [2,4, 4], mivel
r
q=4<4.

2. Hap=3,ekkor 3<q¢<r

11 1 1
I<-4+-4+-<--3=

p q r 3
Tehét a megoldasunk a [3, 3, 3]
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Osszegezve a Schwarz-haromszogek:

1. R%
(a) [2,3,6] fél szabalyos haromszog
(b) [2,4, 4] egyenlgszart derékszogii haromszog

(c) [3,3, 3] szabalyos haromszog

2. S%
(a) [2,2,7]
(b) [2,3,3]
(c) [2,3,4]
(d) [2,3,5]

3. H? minden més, ami nem elégiti ki az (5.1)) egyenlStlenséget
Nézziik meg az S2-beli Schwarz-haromszogeket kicsit részletesebben:

1. [2,2,7]

Egy félgdmbot le tudunk fedni ezekkel a haromszogekkel. Ugyanigy a fégémb masik
oldalat is lefedjiik, tehat az egész S-t is le tudjuk fedni.

30



2. [2,3,3]

3
)/

T
37372

haromszoget 6sszeillesztiink, igy minden széglink nagysaga ?ﬂ lesz. Ekkor le tudjuk

6 darab haromszog < = 90°> kell egy teljesszog felépitéséhez.Latjuk, ha két

fedni a gombot, valamint ezek a szabalyos tetraéder lapjainak a vetiiletei.

3. [2,3,4]

Hasonléan az el6z6khoz, a haromszogeket kiegészitjiik az dbran lathaté moédon, hogy
derékszogii haromszogeket kapjunk. Igy le lehet fedni a az S*-ent. Ezek a szabélyos

oktaéder éleinek a vetiiletei.

4. [2,3,5] Hasonloan az el6z6khok, a haromszogeket Gsszeillesztjiik tgy, hogy minden
szoge % legyen. Igy le tudjuk fedni a gdmboét, és ezek az ikozaéder éleinek a vetiiletei

lesznek.
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5.0.9. Definicio. M? = U, Ay, csempézés, ahol A; = AN(i, j),intA;Nint A; = 0 (belsejiik

diszjunkt), ha i # j akkor azok az izometridk, amik minden i-re A;-be viszik.

5.0.10. Definici6. Ezek ISO(MQ) eqy részcsoportjat (csempézés szimmetriacsoportja) ad-

Jjak a kompozicioval.

5.0.11. Definici6. (Schwarz-csoport)

Egy Schwarz-hdromszog dltali csempézés szimmetriacsoportja.

Schwarz-haromszogekbdl indulunk ki.

Legyen g1, g2, g3 az oldalegyenesekre valo tiikrozés. Ekkor (g1, ga, g3) < Iso(M?).
Jelolje ¢ € Iso(M?), n € Nt ¢" = ¢po...0¢ (n darab ¢ van, ¢° =id, ¢~ = (¢~ 1)"

Relaciokkal a kovetkezd modon irhato fel:
(01,09,03|07 = 03 = 05 = (01 - 02)P = (02 - 03)" = (03 - 01)" =€)

Ez izomorf a Schwarz-csoporttal, ami az oldalegyenesekre vald tengelyes tiikrozés alltal

generalt izometriacsoport.

5.0.12. Tétel. Legyen ¥*[p,q,r] a Schwarz-csoport, T a kiinduld Schwarz-hdromszdgek
Ugesg(T) egy csempézését adja M?-nek.

5.0.13. Kovetkezmény. A Schwarz-csoport rendje a haromszogek szama a sikon.

M? = R? illetve M? = H? esetén ez végtelen.
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S2-ben — , ahol a szamlalo a felszin, a nevezd pedig egy hdromszog teriilete.
—+—-—+-=--1
417 qa T

T 1 1 a csoport rendje, azaz 4 esetiink van.

-+ —-+--1

p q T
Ezek pedig a kovetkezok: [2,2,7],[2,3,3],[2,3,4], (2,3, 5]

5.0.14. Kovetkezmény. Az iranyitastarto izometridk részcsoportja ¥*[p, ¢, r]-ben:

(01,09,03|00 =08 =0} =01 -0y 03 =¢)

5.0.3. Konvex lemezek fedése

Siknak egy konvex lemezét csempézziik R?-ben:
1. D = B(0,1) kérlemez, ahol B(0,1) = U¥_, A;, ahol A; & A;,intA; NintA; = &, ha
F
2. szabalyos n-szoget

3. téglalapot

Korlemez:
Tegyiik fel, hogy az egyes csempék topologikus korlemezek, azaz A; homeomorf B(0, 1)-

val.

5.0.15. Definici6. 0A; Jordan-gorbe: v : [0,1] — M? folytonos, egyszerd, zdrt gérbe
(v(0) = (1)) és v injektiv intervallum belsejében.

.. 6

5.1. abra.

5.0.4. Stein-probléma:
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Mikor nem mindegyik csempe tartalmazza a kdzéppontot R"-ben, a legkevesebb csem-
pézés a 12 amire van konstrukcio, lasd az dbréan.
Kurusa Arpdd, Lingi Zsolt, Vigh Viktor|6] eredményei alapjan 4-nél kisebbre nem létez-
het ilyen csempézés, de arrél nem tudunk semmit, hogy 4 és 11 kozott mi a helyzet.

Probléma:

1. Van-e olyan csempézése a korlemeznek, hogy 0 € intA; valamely i-re?

Ez tovabbra is nyitott kérdés.

2. 12 a legkisebb pozitiv egész szam, amely lefed és nem az Osszes csempe tartalmazza

a kozéppontot?

5.0.16. Tétel. (Kurusa—Langi—Vigh) Ha k < 3, akkor a csempézés mindenképp

forgatds dltal generdlt.

Ez a kovetkezd megfigyelésen mulik: ha pontosan 3 csempe van, az topologikusan 3

tipusra oszthato:

5.2. adbra. 1. tipus, 2. tipus, 3. tipus

A késébbi hasznélat miatt elnevezziik 1. tipusnak.

Barmely kett6 metszete Osszefliggd szakasz.

A kés6bbi hasznalat miatt elnevezziik 2. tipusnak.

Barmely ketts metszete 2 Gsszefliggd komponensre esik szét.

A kés6bbi hasznalat miatt elnevezziik 3. tipusnak. D; C Dg = ()
D; C D ketts 0sszefoggd komponenes.
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Nem csak igy nézhetnek ki a csempézések, példaul a Mercedes csempézés kinézhet

a kovetkezdképpen is.

Valamint 1éteznek hataresetek, ezekre par példa:
2.tipus-1.tipus
3.tipus-2.tipus
1.tipus-3.tipus

Szabalyos n-szog:
Langi-Basit: £ < 3 csempék szabalyos sokszdgeken.

Ha k = 2: (szabélyos sokszogek szimmetria tengelyeik)
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Ha k = 3: (forgatas altal generaltak)
3|n

Téglalap:

5.0.17. Allitas. Ezek a fedések vannak R?-ben, amik S* és H?-ben nem mikddnek.

Sejtés: Nincs csempézése 3 egybevagd csempével.

36



Irodalomjegyzék

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

BUSHRA BASIT, LANGI ZSOLT, On monohedral tilings of a reqular polygon, arXiv
preprint arXiv:2109.14264, 2021

ILYAS KHAN, Hyperbolic geometry: Isometry groups of hyperbolic space, 2012
(https://math.uchicago.edu/ may/REU2012/REUPapers/Khan. pdf)

JOHN MILNOR, Knots, Groups, and 3-manifolds: Papers Dedicated to the Memory
of R. H. Fox, 1975
(https://www.maths.ed.ac.uk/"viranick/papers/milnbries.pdf)

KISS EMIL, Bevezetés az algebraba, Typotex, 2007
KURUSA ARPAD, Nem euklideszi geometridk, Polygon, 2021

KURUSA ARPAD, LANGI ZSOLT, VIGH VIKTOR, Tiling a circular disc with

congruent pieces, Mediterranean Journal of Mathematics, 2020
MOUSSONG GABOR, Geometria, Typotex, 2014

S7ZUCS ANDRAS, Topoldgia, 2018

37


https://math.uchicago.edu/~may/REU2012/REUPapers/Khan.pdf
https://www.maths.ed.ac.uk/~v1ranick/papers/milnbries.pdf

NYILATKOZAT

Név: Ori Tiinde
ELTE Természettudomanyi Kar, szak: matematikai elemzé BSC
NEPTUN azonosito: Q2LD2Q)

Szakdolgozat cime: Allandé gorbiilet terek izometriai

A szakdolgozat szerzGjeként fegyelmi felelgsségem tudataban kijelentem, hogy a dolgo-
zatom 0nallé szellemi alkotdsom, abban a hivatkozasok és idézések standard szabalyait
kovetkezetesen alkalmaztam, masok altal irt részeket a megfelel§ idézés nélkiil nem hasz-

naltam fel.

77 Jhipcke_

a hallgato aldirdsa

Budapest, 2023.06.01.




	Bevezetés, jelölések
	Elméleti alapozás
	Csoportelmélet
	Topológia

	Állandó görbületű terek
	Euklideszi tér
	Gömbi tér
	Hiperbolikus tér
	Hiperboloid modell
	Cayley–Klein-modell
	Poincaré-féle gömb modell
	Poincaré-félsík modell


	Izometriák
	Euklideszi tér
	Gömbi tér
	Hiperbolikus tér

	Egybevágó csempékkel való lefedés
	Teljes sík fedése
	Schwarz-háromszögek
	Konvex lemezek fedése
	Stein-probléma:


