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Bevezetés

Szakdolgozatomban szeretném 6sszefoglalni a komplex fiiggvénytan alapvets megértéséhez
sziikséges tudast. ElGszor egy rovid torténeti bevezetével mutatom be azt, hogy miért lett
sziikség a komplex szamokra, hogyan alakult a komplex szamok fejlédése az id6k soran,
illetve hogyan kezd6dott a komplex analizis torténete és kik a nagy alakjai.

A dolgozatom elsG felében egy attekintést nyujtok a komplex szamokrol, azok tulaj-
donségairol, illetve a komplex sikrol és az azon értelmezett halmazokrol. Ezen attekintés
javarészt ismétlés, felelevenités de bevezetek 1j fogalmakat is.

A szakdolgozat masodik fele méar a komplex fliggvénytan megismerését tartalmaz-
za. Itt vizsgdlom meg a komplex fliggvények tulajdonsagait, melyek lefrasahoz hasznalt
fogalmak szamottevs része ismerds. A valos tobbvaltozos analizis mar sok dolgot megfo-
galmazott amelyeket a komplex analizisben felhasznalunk, igy gyakran megemlitem hogy
tobb Gjonnan megismert tétel, definicié és megnevezés analég a mar tanult kifejezésekkel.

A dolgozatom nagy részben Elisa M. Stein és Rami Sharakchi altal irt Complex Analy-
sis tankonyve és Nagy Marton Komplex fiiggvénytan (bevezetés) cimi jegyzete alapjan
késziilt, ezért a szakdolgozat szokincse és jelolései f6ként ezen két miibsl adodnak.

A szakdolgozat irasa kozben valdszintisitem, hogy az olvas6 matematika képzést végez
vagy végzett, igy feltételeztem, hogy az alapvet§ de nem definialt utalasokat megérti és
azokat ismeri.



1. fejezet

Torténet1 Attekintés

Ebben a fejezetben a kovetkezs forrasokat hasznalom: [12], [2], [1], [11].

1.1. Harmadfokt egyenletek

Meglepé modon a komplex szamok kialakuldsahoz a harmadfokt egyenlet megoldasanak
probléméja vezetett. Ekkoriban még nem léteztek a ma hasznélatos algebrai kifejezések és
alakok. Egyenleteket csakis geometriai tton képzelték el, példéul egy masodfoki egyenlet
megoldasat négyszog teriileteivel és azok oldalaival magyaraztédk. Pozitiv egyiitthatokkal
dolgoztak, igy kizardlag a pozitiv valos megoldasokat vették figyelembe.

Mar a XI. szazadban ismerték a harmadfoku egyenleteket. Ekkor a perzsa matemati-
kus, Omar Khayyam talalt 19 darab kiilonb6z6 harmadfokt egyenletet, de csak tgy, hogy
azok egyiitthatoi mind pozitivak voltak. Ezek koziil néhanyra tudott is megoldast mutat-
ni, de nem tudott egy altalanos formulat vagy algoritmust adni a megoldasra. Mas terii-
leteken, példaul Kindban, Indidban, Perzsidban és Gorogorszaghan méar szintén ismerték
a problémat, de altalanos megoldast ¢k sem tudtak felmutatni. Egy olasz matematikus,
Luca Pacioli 1494-ben kiadta a Summa de arithmetica cimd konyvét. A konyvben irt a
harmadfoku egyenletekrsl. Azt allitotta, hogy megoldhatatlanok.

Nem sokkal késébb Scipione Del Ferro, aki szintén olasz matematikus volt, a XVI.
szézad elején felismert egy megoldd modszert az a® + cx = d alakt egyenletekre, vagyis
amiben nincs masodfoku tag. FEnnek a modszerét azonban titokban tartotta, és csak
halala el6tti utols6 idében arulta el tanitvanyanak, Antonio Maria Fiore-nak.

Késébb, Niccolo Fontana Tartaglia szintén rajott erre a megoldasra, de 6 tovabbadta
azt a tudast Gerolamo Cardanonak, viszont a bizonyitast nem arulta el, de Cardanonak
sikeriilt a modszerbdl kitalalnia azt. Fzen feliil neki sikeriilt egy altaldnos megoldést adni
a harmadfoku egyenletekre. Az ax® + bx? + cx + d = 0 egyenletbe az x helyére z — %—t

irva: 5 )
b b b
a(x—g) +b<x—£> +c(x—£>+d—0.

Felbontéas utan a méasodfoku tagok mind kiesnek, és ami marad:

b? 203 be
3 —_— —_— — pr—
ax® + <c Sa) T+ <d+ 572 3a> 0

Ezt viszont mar megtudta oldani, hiszen nincs benne masodfoki tag. Am voltak olyan
feladatok, amikre nem adott az akkori kor embere szdmara értelmes vélaszt. Ilyen egyen-
let példaul az z® = 152 + 4. Cardano modszere erre a feladatra az x = /2 4+ v/—121 +
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v 2 — v/—121 megoldast adja. Ekkoriban ez egy olyan geometriai problaméra vezetett
vissza, mintha egy negativ teriiletd négyzettel kéne szamolni, ez persze szdmukra értel-
metlen volt, mégis tudta, hogy az x = 4 megoldasa az egyenletnek. 1545-ben Cardano
kiadja a Artis Magnae cimi konyvét, amiben méar szerepel a megold6 algoritmusa, de
azok nem szerepelnek benne, ahol negativ szamok négyzetgyokét kell venni, mert azokat
haszontalannak tartja.

1.2. Mai hasznalathoz vezetd 1t

Az 1570-es években Rafael Bombelli folyatta Cardano munkéajat, és elkezdte szétvalasztani
a geometriat és az algebrat. Az x = \3/2 ++v/—121 + {”/2 — +/—121 egyenletben szerepld
négyzetgyok alatti negativ szamra nem tugy tekintett mint egy sikidom vagy test oldala.
Ugy vélte, hogy egy ilyen szam nem lehet se pozitiv, se negativ, hanem egy teljesen
maésfajta szamrol van sz6. Ezalapjan szét tudta valasztani azokat egy altaldanos szam és

egy ujfatja szam Osszegére:
V24 V=121 =2+ 1/—1.

V2 — V=121 =2 — 1/—1.

Majd ezeket Gsszeadta, 2 + 1v/—1 + 2 — 1v/—1, a gydk alatti negativ szamok kiejtették
egymast és megkapta a mar ismert x = 4 megoldast.

Ezek utan a 17. szazadban az algebra elkezdett alakot Olteni, Francois Viéte 1étrehozta
a modern jeloléseket és alakokat. René Descartes kutatasaiban sokszor hasznélta a nega-
tiv szamok négyzetgyokeit, amiket publikalt és népszertsitett is. O talalta ki a "képzetes
szamok" kifejezést. John Wallis volt az elsg, aki igy gondolta, hogy ezeket a szdmokat a
sik egy pontjaként lenne érdemes értelmezni. Evekkel késébb Leonard Euler bevezette a
mai is hasznalatos jelélést, az i-t, amit v/—1-ként definialt. John Wallis 6tletét tovabbvitte
Caspar Wessel, aki bevezetett egy 1j tengelyt, a valos szamegyenesre merdlegesen, ennek
az egysége a /—1 volt. Ezt komplex tengelynek nevezte el. Wessel a komplex szamokra
mint vektorokra gondolt, és be is vezette rajuk a szokasos vektormtveleteket. Am mun-
kidja nem volt nagy hatéssal a kor matematikajara, hiszen csak anyanyelvén publikalta
felfedezéseit.

Tobb matematikus is foglalkozott a a komplex szamokkal és a komplex fiiggvények-
kel, de a matematika ezen teriiletének harom kiemelkedd alakja van. Az els6 koziilitk

c sz

vezette be a komplex szamokat, mint az 22 + 1 polinommal valé maradékos osztés, vagyis
C =R[X]/(X?+1). A komplex analizis alapjainak lefektetése soran sokszor azt probalta
masolni, amit valés analizisb6l ismert. A komplex integralast a valos integralasbol adap-
talta. 1826-ban mar a rezidummal kapcsolatos szamolasokat és kifejezéseket megalkotta
és 1831-ben fogalmazta meg a ma is sokat hasznalt Cauchy integral formulét. Ezen feliil
a komplex analizis hasznéalataval sikeriilt olyan valos integralokat kiszdmolnia, amelyeket
addig senki nem tudott megoldani. Ekkoriban sokakat foglalkoztattak a hatvanysorok.
1843-ban Pierre-Alphonse Laurent egy Taylor sorhoz hasonld felbontést alkotott meg,
amit Laurent sornak hivunk. Ez a Taylor sor kib&vitése negativ hatvanyokra. Ezzel sok-
kal kénnyebben kiszamolhat6 a rezidum, ezaltal még hatékonyabban tudtak integralokat
megoldani.A masik nagy alakja Karl Weierstrass, akinek nyoman 1j algebrai kifejezések
és felfedezések lattak napvilagot. Az & nevéhez kotddik az epszilon-delta formulézas is.
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Végiil pedig Bernhard Riemannt emliteném meg, akinek a komplex analizis témakorében
elért eredményei és munkassidga nem csak itt érhetéek tetten, az egész matematika tobb
teriiletére is hatassal volt. Messzemend Otletek sziilettek a Riemann-feliiletek koncepcio-
jabol.

A komplex analizis a 18. szazad kozepétdl folyamatosan fejlédott és béviilt. Egyre
tobb nagy eredmény és attorés sziiletett. Cauchy alapvetd otleteit maig djradefinialtak
tobbszor is, sokkal topologikusabb szemléletet kapott a komplex analizis.



2. fejezet

Komplex szamok halmaza

Az ismeretek felelevenitése céljabol atismétlem a komplex szamokrol tanultakat. A komp-
lex szamok halmaza egy fontos algebrai struktira, egy test. Most ezt a testet szeretném
meghatarozni. Ehhez kell egy alaphalmaz, majd ezen a halmazon definidlok miiveleteket.

2.1. Komplex szamok alakja

A komplex szamok az a+ bi alaku kifejezések, ahol a és b valosak és i egy elképézelt szam,
amelyet tgy képzeliink el, hogy i? = —1.

2.1. Definicié. A komplex szamok halmaza: C. Az a-t a valds, b-t a komplex szdm
képzetes részének nevezziik. b = 0 esetén nincs képzetes tag, tehat z € R, vagyis valos,
mig ha a = 0, akkor tisztan képzetesnek hivjuk.

Re(z) =a

Ezen értékek jelolése: Im(z) = b

2.2. Miiveletek komplex szamokkal
Az Osszeadast és szorzas a kovetkezdképpen definialjuk:
1. Osszeadas:
u=z+w=(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+ d)i.

Re(u) = Re(z) + Re(w).
Im(u) = Im(r) + Im(w).

2. Szorzés:
Ha z £ w
u=zw = (a+bi)(c+di) = ac+ adi + bdi + bci = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Re(u) = Re(z) Re(w) — Im(z) Im(w).
Im(u) = Re(2) Im(w) 4+ Im(z) Re(w).



Ha z = w:
u=zz=2"= (a+bi)(a+bi) = (a® —b*) + 2abi.

Re(u) = Re(z)? — Im(2)*.
Im(u) = 2Im(2) Re(2).
Kovetkezésképpen az Osszeadas és szorzas szokasos tulajdonsagai, az asszociativitas

és kommutativitas és disztributivitas, megmaradnak. Ezen definiciok kovetkezmé-
nye, hogy az osztas menete:

. Osztas:(w # 0)

u_i_a—irbz’_a—l—bi c—di _ (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc— ad)i
S w  ctdi c+di c—di - (di)?2 2+ d?

ac+bd bec—ad.

= + 1.
E+d P
T6bb esteben megkonnyiti a szdmolést, ha definialunk egy méasik mtiveletet:

. Konjugalas:

Ha z = a + bi, akkor a konjugaltja: Z = a — bi.
Példa:

Fiiggvenyek
4ir ; *

*  flz
3ip| * gz
* hiz

=

1ir

Oi * ¥

-2

-3i

2.1. abra. A z =2 — 4i komplex szam, valos és képzetes része, illetve konjugéltja



2.3. Komplex szamok abrazolasa

A komplex szédmokat a komplex sik pontjaiként abrézoljuk. Szokasos euklideszi- vagy
polarkoordinata-rendszert hasznalunk.

1
Im
0.8
0.6
0.4
0.2
. Re_
0.2 0.4 0.6 0.8 1

2.2. 4bra. Euklideszi koordindta-rendszer

1
Im
0.8
0.6
z
0.4
0.2
7]
L R‘O J
0.2 0.4 0.6 0.8 1

2.3. 4bra. Polar koordinata-rendszer

2.2. Definici6. Egy z = a + bi komplex szdm hosszdn az abszolutértékét értjik: |z| =
Va2 + b2 |z =2z

Ugyanazt a pontot kétféleképpen is le lehet irni. Itt 6 a z-t az origoval Osszekdts
szakasz és a valos tengely pozitiv fele altal bezart szog . Ezt felismerve adédnak:

a =|z|cosb
b=|z|sinf
z=a+bi=|z|cosf + |z|isinf = |z|(cos O + isin )
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2.3. Allitds. Két komplex szam szorzata szemléletesen azt is jelenti, hogy a szogiik Gssze-
adodik, a hosszuk Gsszeszorzodik. Legyenek u = |u|(cos@+isinf), w = |w|(cos ¢p+isin ¢).
Ekkor u - w = |u||w|(cos (0 + ¢) + isin (0 + ¢)).

Bizonyitds. Definici6 szerint u és w szorzata:

z=u-w = |ul|w|(cosf + isinf)(cos ¢ + isin p) =
= |u||w|(cos ¢ cos O + i cos ¢ sinf + i cos f sin ¢ — sin P sin b))
= |u||w|(cos (0 + ¢) + isin (6 + ¢)).

4 5 6

2.4. dbra. Komplex szamok szorzésa vizuélisan [13|

2.4. Komplex sorozatok és konvergencia

Nélkiilozhetetlen fogalom a konvergencia, ennek a definicidja nagyon hasonl6 a valos sza-
mok korében megismert konvergenciafogalomhoz.

2.4. Definicié. Legyen {z,} egy komplex szamokbol &ll6 sorozat. Azt mondjuk, hogy
{zn} konvergens, és tart egy w € C szamhoz, ha:

lim |z, —w| = 0.
n—oo

Ennek jelolése: lim z, = w.
n—oo

2.5. Allitds. Ha n — oo esetén z, — w <= Re(z,) — Re(w) és Im(z,) — Im(w).
Bizonyitas.

lim |z, —w| = lim [(Re(z,) — Re(w) + i(Im(z,) — Im(w))| =

n—oo n—oo

= lim /(Re(z,) — Re(w))? + (Im(2,) — Im(w))2.

n—o0

Ez csak akkor lehet 0, ha Re(z,) — Re(w) és Im(z,) — Im(w), feltéve hogy n — oco. [
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2.6. Definicié. A {z,} komplex szamokbol all6 sorozat Cauchy sorozat, ha:
Ve > 0,3IN >0,m,n> N = |z, — 2z, < e.

2.7. Tétel. A komplex szamok halmaza teljes, vagyis minden {z,} Cauchy sorozat ha-
tarértéke komplex szam.

Bizonyitds. Ez a valos szamok halmazénak teljességébdl kovetkezik. Minden R-beli Ca-
uchy sorozat egy valés szamhoz tart. Azt pedig tudjuk, hogy z valos és képzetes részei
egész szamok. Ekkor egy {z,} Cauchy sorozat tagjai z, = a, + b,i alakuak, de a, és b,
egy-egy valos szamhoz tartanak. Igy z, egy komplex szamhoz konvegral. O]

2.5. Halmazok a komplex sikon

A komplex sikon altaldban barmilyen alaki halmazrol beszélhetiink, de gyakran korlapo-
kat szoktunk hasznalni a problémak megoldasdban. Azért hogy ezekrsl pontosan tudjunk
beszélni, sziikségiink van az alabbi definiciokra. Ezeket mar lattuk R%-en, most pedig
kiterjesztjiik a komplex sikra.

2.8. Definici6. Legyen zp € C és r > 0,7 € R. Azt mondjuk, hogy B(z,7) egy 2o
kozéppontu r sugara nyilt (kérlap) halmaz a komplex sikon, ha:

B(zg, 1) ={2 € C: |z — 2| <r}.
Zart korlaprol beszéliink, ha megengedjiik az egyenlGséget is, azaz:
B(zp,7) ={2€C: |z — 2| <r}.

B(zp, 1) hatdrvonala:

Clzo,7) ={2€ C: |z — 2| =71}

2.9. Definicié. Legyen A C C. Ekkor w A egy belsé pontja, ha létezik w-nak olyan
kornyezete, hogy az az A részhalmaza legyen:

w bels6 pont <= IB(w, ), ¢és B(w,r) C A.

Az A halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden pontja belsé pont. Az A halmazt zartnak
nevezzik, ha C\ A, nyilt.

2.10. Definicié. Az A halmaz hatdrpontjainak nevezziik azokat a pontokat, amikre 1éte-
zik olyan {z,} sorozat, hogy
Zn # 2 és lim z, = z.
n—oo
2.11. Allitds. |9] Egy halmaz akkor és csak akkor zért, ha tartalmazza minden hatarpont-
jat.

2.12. Definici6é. Egy halmazt korldatosnak hivunk, ha létezik olyan M > 0, M € R,
hogy minden z € A-ra |z| < M. Vagyis az A halmazt korbe lehet valahogy keriteni. Ha
korlatos, akkor betudjuk zarni egy minimélis korhalmazba. Ekkor legyen az A halmaz
atmeérdgje:.

diam(A) = sup |z — w].

Z,wEA
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2.5. dbra. Nyilt halmaz és hatara

2.6. abra. Korlatos halmazhoz minimaélis korlap [3]

2.6. Kompaktsag

2.13. Definici6. Az A halmaz nyilt fedése olyan {U,} (nem feltétlentil megszamlalhato)
nyilt halmazok rendszere, hogy

AcC UUa

2.14. Definicié. Azt mondjuk hogy az A halmaz kompakt, ha minden nyilt fedésének
van véges fedése.

A komplex szamok halmazan tudunk mondani egy ezzel ekvivalens megfogalmazést.

2.15. Allitds. [9] Egy A C C halmaz pontosan akkor kompakt ha zéart és korlatos.

2.16. Tétel. Legyen A} D Ay D A3 D ... D A, D ... komplex szamsik egymaéasba
agyazott kompakt nem iires részhalmazainak sorozata, gy, hogy diam(A,) — 0, ha
n — oo. Ekkor létezik egy egyértelmi w € C pont, amelyre w € A,, minden n-re.

Bizonyitds. Legyen {z,} egy olyan sorozat, hogy z, € A,. Igy 2, egy Cauchy sorozat,
hiszen feltettiik a halmazokrol, hogy diam(A,) — 0. Tudjuk emellett, hogy minden
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Open cover Finite subcover

2.7. abra. Nyilt fedés és véges nyilt fedés [6]

Cauchy sorozatnak van hatarértéke, konvergens, ez a hatarérték n — oo esetén legyen w.
Mivel A,, minden n-re zart, igy w € A,,.

Megmutatjuk, hogy egyetlen olyan pont van, amely az Osszes A,-nek eleme. Ennek
belatasahoz tegyiik fel, hogy w’ és w is tart benne van minden A,-ben, ahol w’' # w. Ekkor
tudjuk, hogy |w—w'| > 0. De ez ellentmondas, hiszen azt tettiik fel, hogy diam(A,,) — 0.
Tehat ez a hatarérték valoban egyértelmii. O]

Késébbeikben szintén fontos lesz az GsszefiiggGség.

2.17. Definicidé. Egy nyilt A € C halmaz dsszefiiggd, ha nincs két olyan nyilt A; és As
halmaz, amikre AN A; és AN A, diszjunktak és nem tiresek, hogy (ANA;)U(ANA;) = A.
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3. fejezet

Komplex fuggvények

3.1. Motivacio

Ha komplex fiiggvényekkel szeretnénk foglalkozni, akkor tudunk kell hogy mik is azok
pontosan, hogy néznek ki illetve hogy melyiknek milyen tulajdonsaga van.

3.1. Definicio. Egy f figgvényt komplex fiigguénynek neveziink, ha A C Cés f: A C,
azaz a komplex sik egy részhalmazabol a komplex sikba képez.

A kovetkezs arbakon az lathato, hogy az alabbi fliggvények hogyan transzformaljak at
a komplex sikot. A jobb alsé abrén szépen latszik, hogy egy konstanssal valo szorzas egy
forgatva nyujtasnak felel meg.

flz) =1/z f(z) =z (2+1)

3.1. abra. Komplex fiiggvények vizualizacidja
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3.2. Hatarérték és folytonossag

Az elkévetkezendd fogalmak és jelolések megegyeznek az R2-ben latottakkal, hiszen min-
den C — C komplex fiiggvény felfoghato gy, hogy: f(2) = f(x+yi) = u(x,y) +iv(z,y),
ahol u és v mar R? — R? fiiggvények.

3.2. Definici6. Legyen A C C és 2y € A egy torlodasi pont. Ekkor f: A — C fliggvény-
nek van hatarértéke, ezt jelélje L, ha:

Ve >0, 30 > 0, hogy Vz € A, ha |z — z| < 6, akkor |f(z) — L| <e.

Ekkor azt mondjuk, hogy az f-nek a zy pontban vett hatdrértéke L. Ennek a jelolése:
lim, ., f(z) = L. Ez csak akkor teljesiil, ha f(z) valos és képzetes része kiilon-kiilon tart
L valos és képzetes részéhez: lim,_,,, Re(f(z)) = Re(L) és lim,_,,, Im(f(2)) = Im(L).

3.3. Definicio. Az f fiiggvény folytonos a zy € A helyen, ha

lim f(2) = £(20).

Z—20
Azt mondjuk hogy f folytonos az A halmazon, ha f folytonos A minden pontjaban.

A kovetkets allitasokat nem bizonyitanam, mert ezeket is lattuk mar R?-ben.
3.4. Allitds. 9] Ha f és g is folytonos A-n, akkor f - g és f + g is folytonos A-n.

Azt mondjuk, hogy f felveszi a maximumat a z; € A pontban, ha Vz-re |f(z)| <
|f(20)|, és felveszi a minimumat zy € A-ban, ha Vz-re |f(2)| > |f(20)]-

3.5. Allitds. 9] Egy folytonos fiiggvény egy kompakt halmazon felveszi a maximumat és
a minimuméat is, illetve ezen a halmazon korlétos.

3.3. Holomorf figgvények

Ha mar bevezettiik a komplex fiiggvényeket, érdemes megnézni ezen fliggvények derivalt-
jait, hogy néznek ki, hogyan viselkednek, feltéve hogy léteznek. Ez persze ismét analdg
az R%-ben ismertekkel. Erdemes felidézni:

3.6. Definicio. Egy F': R? — R? kétvaltozos fiiggvény differencialhato a Py(zo, i) pont-
ban, ha létezik olyan J linearis transzformacio, hogy:

lim |F(Po+ h) — F(Py) — Jh _
|h|—0 |h

0, ahol h € R%

Ekkor J az F' fliggvény P, pontbeli derivdltja.

Ezzel egyenértéki allitas a kovetkezd:

3.7. Allitds. 9] Egy F: R? — R2kétvaltozos fiiggvény differencialhatod a Py(zg,yo) pont-
ban, ha létezik olyan J linearis transzformacio és ¥: R? — R? fiiggvény, hogy:

F(Py+h) — F(By) = Jh+ |h[W(h), és [T(h)| — 0, ha h — 0.

Most bevezetem a komplexre értelmezett definiciot.
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3.8. Definicid. Legyen 2 C C nyilt halmaz és f : Q — C. Ekkor f komplex differencidl-
hato a zy € €2 pontban, ha
o 1) = ()

Z—r20 Z — ZO
komplex hatarérték létezik.
Ha létezik, akkor ezt az értéket az f fiiggvény 2y pontbeli derivdltjdnak hivjuk. Ennek
jelolése: f'(zo).
allitast.
3.9. Allitds. |9] Legyen Q C C nyilt halmaz és f : Q ~ C. Ekkor:

o £ Go ) = (z0)

h—0 h

= f/(zo)-

3.10. Allitds. |9] Az f fiiggvény pontosan akkor komplex differencidlhaté a zy € € pontban,
ha létezik egy olyan K komplex szam, amire teljesiil, hogy:

J(z0+ 1) = [(z0) = Kh = hU(R), ahol lim W(k) =0,

Ekkor K = f'(zp).

Ez nagyon hasonlit a valos kétvaltozos differencidlashoz, méghozza olyannyira, hogy
a valos fiiggvényekre hasznalt differencialasi szabalyok itt is érvényesek. Azonban nem
minden mitkodik ugyanigy. A valos R? — R? differenciilashoz képest a komplex differen-
cialas esetén azok a lineéris transzforméciok jok, amik egy komplex szammal valé szorzast
jelentenek, vagyis forgatva nyujtésok, tehat ilyen alakuak:

{a b] ahol a = d és b = —c.
c d

Emiatt a komplex differencianhatosag egy sokkal erésebb allitas, nem is teljesiil sok egy-
szerd fiiggvényre.

1. Megjegyzés. A komplex differenciadlhaté fiiggvényeket hivjuk még holomorfnak, regulé-
risnak vagy analitikusnak.

3.11. Definicid. Az f fiiggvény holomorf Q2-n, ha ) minden pontjaban holomorf.
Ha egy fliggvény az egész komplex sikon holomorf, akkor azt egésznek nevezziik.

A holomorfizmus annyira erds tulajdonsag, hogy egy holomorf fliggvény analitikus is,
vagyis az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban elGallitja a Taylor-sora. A masik
roppant erds tulajdonsaguk, hogy a holomorf fiiggvények végtelen sokszor differencialha-
toak.

Példak:
1. f(z) = 22. Ekkor a definiciot felhasznélva f'(z) = limy_,o w = limy,_, %
= hn’lhﬁo w = 1imh*>0(220 + h) = 220.

1 1

2. f(z) = % Definicioval f'(z) = lim, ., %Zfo(m) = lim,_, , % = lim, sz(oz__zz()) =
11

zz0 zg

= hmz—>zo -
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3.4. Cauchy-Riemann egyenletek

Lattuk hogy hogyan kell kiszamolni egy komplex fiiggvény derivaltjat, ha az létezik. Ekkor
persze felmeriil a kérdés: Honnan tudjuk hogy derivilhaté-e egy fiiggvény? Hogy erre
valaszt kapjunk, el6szor egy més iranybol kell megkozeliteniink a problémaét.

Minden f fliggvényhez tarsitsunk két valos fliggvényt, u-t és v-t, amelyek a valos és
képzetes részeket jelentik:

f(2) = fle+iy) = ulz,y) +i-v(z,y).
Tegyiik fel, hogy f differencidlhato egy zg = xg + iy pontban, azaz:
f(z) = f(20) f(x +yi) — f(xo + iyo)

() = lim L2 =)y . o —
f ( O) z—20 Z— 2 (z,y)—(z0,y0) (l’ -+ Zy) — (370 + Zyﬂ)

lim u(z,y) +iv(z, y) — u(zo, Yo) — iv(ﬂﬁo,yo).
(z,y)—(x0,y0) (l’ + ’Ly) — (CL’O + Zy0>
Ebbdl kovetkezik, hogy barmely iranybol kozelitjiik zo-t, a hatarérték értéke nem valtozik.
ElGszor vizszintesen, az x tengellyel parhuzamosan kozelitjiikk meg a pontot, tehat az
x szerint (ekkor y = yo, hiszen az nem valtozik):

/ o ul(w,yo) +iv(w, yo) — ulwo, yo) — iv(To, Yo) @ : @
f'(z0) = xlggo e = ax(l’o,yo) Tl (20, Yo)-

Ezutan fiiggsleges irdnyban, az y tengellyel parhuzamosan, tehéat az y szerint (ekkor
T = T, hiszen az nem valtozik):

. u(xo,y) + w(xo,y) — u(xo, yo) — 10 (g, 1 Ju v
#'(z) = lim (0, y) (o y) ( 0; Yo) (0, Yo) =~ —(z0,%0) + = (To, Yo)-
) 1Y — 1Yo i Oy dy
Tehat az alabbi egyenl6tlenségek teljesiilnek (% = —i atiras utan):
Ju

(0, 0) + 1~ o0, 0) =~ - (0, 0) + o (0, )

—(x 1 —(x =—i-—(x —(x .

9 T Yo Oz Fos Yo y 0, Yo By 0, Yo

Tudjuk, hogy két komplex szam akkor és csak akkor egyenls, ha a valos és a képzetes
részeik is egyenlGek. Tehat:

ou OJv Ou ov

Ezt a két egyenletet hivjuk a Cauchy-Riemann egyenleteknek.

3.13. Tétel. Tegyiik fel, hogy f = u + v, ) nyilt halmazon értelmezett komplex érté-
kd fliggvény. Ha wu és v folytonoson differencidlhatoak és kielégitik a Cauchy-Riemann
egyenleteket (2-n, akkor f holomorf 2-n.

Bizonyitds. Legyen h = hy +ihy, h € Q. Ekkor a (3.10) allitast felhasznalva:

Re(f(z+h)) — Re(f(2)) =w(x + hi,y + ho) —u(z,y) = %hl + Z—Zhg + |h|Wy(h)

és
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Im(f(z4+h)) —Im(f(2)) =v(z+ h1,y + he) —v(z,y) = %hl + g—Zhg + |h| Wy (h),

ahol Wy (h) ésWUy(h) tartanak 0-hoz, ha h tart 0-hoz. A (3.12) Cauchy-Riemann egyenle-
teket felhasznélva :

0 0 0 0 .
FloB) = f(2) = o by (W () i i+ iU (h) =
(3.12) Ju ou Ou Ou _ B
9 . 0 . .
— a—’;(m Vihy) — za—’;(m Fihe) + |B|WL(R) + i|h|Ts(h) =

ou .Ou .
_ (a_x _ a_y) (hy + iha) + B9 (h),

ahol W(h) = Wy(h) 4+ 1Vy(h). Ez pontosan az amit a (3.10) allitas alapjan szerettiink
volna, hiszen ¥(h) — 0, ha h — 0. ]

3.5. Hatvanysorok

A kés6bbiekben nagyon fontos szerepiik lesz hatvanysoroknak, ugyanis belathato, hogy
minden komplex differencialhato fliggvény felirhaté hatvanysor alakban. Persze ezeket a
definiciokat mar lattuk valésak korében, ismétlés céljabol viszont érdemes tjra megfogal-
mazni dolgokat.

3.14. Definicié. Hatvanysoroknak nevezzik azokat a

o0
Z an(x — x0)"
n=0

alaku végtelen 6sszegeket, ahol {a, }, n € Nszamsorozat. Az xy a hatvanysor kézéppontja.
Ez a sorozat lehet valos és komplex szamsorozat is, de jelen esetben szamunkra a komplex
lesz a fontos.

Alapvetd kérdés, hogy mennyi egy ilyen hatvanysornak az Osszege, konvergal-e vala-
hova, vagy hogy divergens-e a hatvanysor. Az deriil ki, hogy az szamit, hogy milyen
halmazon vizsgaljuk az adott hatvanysort. A mértani sort ismerjiik (késébb belatjuk):

= . 1;, ha |z| <1
A pry
ano ha |z| > 1.

nem konvergél,

Na de miért pont az 17

3.15. Definici6é. Azt mondjuk, hogy a > >~ a, hatvanysor abszolit konvergens, ha
>0 olan| sor konvergens.

Azt a tartoméanyt ahol a hatvanysor konvegens, konvergenciatartomanynak nevezziik.
A valos Y >° 2™ mértani sornal ez a tartomany (—1,1) intervallum.

3.16. Tétel. [15] Ha egy sor abszolut konvergens, akkor konvergens.
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3.17. Tétel. Legyen Y 7 |a,|z" hatvanysor. Ekkor létezik olyan 0 < R < oo, hogy:
Ha |z] < R, akkor a sor abszolut konvergens .
Ha |z| > R, akkor a sor divergens.

Ha bevezetjiik a kovetkezGket, miszerint:
1
— =00 és — =0,
0 o0
akkor az R szamroél elmondhatjuk, hogy

1
= lim sup {/|a,|-.

n—o0

Bizonyitds. Legyen R a tétel képletének megfelels, és legyen L = limsup,, . {/|ax|-
Ekkor ha |z| < R:

|z|<R

l1=L-R=—=1>1L"|z|

Ekkor tudunk olyan kicsi pozitiv e-t mondani, amire az aldbbi teljesiil:
1> (L+e¢)- |z

Legyen r = (L +¢) - |z|. A limsup tulajdonséga miatt L +¢& > {/|a,| elég nagy n-re. Igy
tovabbirva az egyenlGtlenséget:

VNanl - |2 < (L+2) - 2], 2222 au |- [2]" < (L+2)" - |2" ="

Ha a tagok Osszegét vessziik, akkor:
2 lanl-Jel" < 3 o
n n

De r < 1, és tudjuk hogy ekkor a mértani sor konvergens, tehat > " konvergens, amib6l

a majorizacios elv miatt kovetkezik, hogy > |a,| - |2|" szintén konvergens.
[l

Ko6nnyen tudunk olyan hatvanysorokat mondani, amelyek a teljes komplex sikon kon-
vergensek. Valosak kozott mar lattuk, hogy a sin, cos és az e* fiiggvények hatvanysorai
az egész valos szédmegyenesen konvergensek, tehat a konvergencia sugar mind a hérom
esetében végtelen. A konvergenciasugar nem valtozik meg, ha kiterjesztjiik a komplex
sikra, igy a komplex hatvianysoruk az egész komplex sikon konvergens:

& n 2n & n 2n+1

Z = cos(z Z 2n Y = sin(z2).

n= n=0

Ezek a komplex szinusz és a komplex koszinusz fliggvények definiciéi. De talan a legfon-
tosabb az a komplex exponencialis fiiggvény, vagyis az e*.

n

o0
>==
N ol
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3.18. Allitds. A komplex Y"°° 2™ mértani sor pontosan a B(0, 1) nyilt kdrlapon konver-
gens.

Bizonyitds. Legyen S, = Y 2. Ekkor S, = 14 z+ 2z* + ... + z". Most szorozzuk
meg mindkét oldalt z-vel, tehat 2S5, = z + 22 + ... + 2", Ezutan az elsé egyenletbél
vonjuk ki a masodikat: S, — 2S5, = S,(1—2) = 1—2""'. Most atrendezziik az egyenletet:

S, = (1 —2"*"1), 2 # 1. A végtelen sor definicidja miatt hatarértéket vesziink:
1—-2

1
lim S, = lim 1—2"") = —— lim (1 — 2.
n—o0 n—o00 1——2( ) 1-—,zn4xm< )
Ez pedig konvergens, ha |z| < 1, a limesz értéke 1, igy a sordsszeg S, = 7=, 2 # 1.
Most belatjuk, hogy mashol nem konvergens. A konvegrencidhoz sziikséges, hogy a
tagokbol &llo sorozat 0-hoz tartson. Ha |z| > 1, akkor a lim,,,, 2" # 0. Ezért a komplex
> oo o 2" mértani sor konvergenciatartoméanya a B(0, 1) nyilt korlap.
O

3.19. Tétel. Legyen > a,2" olyan hatvanysor, ami a konvergenciatartoméanyan egy ho-
lomorf f fiiggvényt definidl. Ekkor f’ egy olyan hatvanysor, amely az eredeti sor tagon-
kénti derivaltja és f’ konvergenciasugara megegyezik f konvergenciasugaraval:

f'(z)= f: na,z"*
n=0

Bizonyitds. (Csak a konvergeciasugarra vonatkozo részt bizonyitom.)

Legyenek Ry és Ry rendre f és f’ konvergenciasugarai. Cauchy-Hadamard formulat
és a lim sup nw = 1 észrevételt felhasznélva latjuk, hogy
1

1 ) 1. 11 . 1
= limsup|na,|» = limsupn~|a,|» = limsup|a,|» = —.
11 n—00 n—00 n—o00 E&

Vagyis a két hatvanysor konvergenciasugara megegyezik.
O

Innen mar mutathaté egy nagyon érdekes Osszefiiggés, amit leggyakrabban Euler for-
mulajanak hivnak.

3.20. Allitds. €' = cos p + isin .

Bizonyitas. Hatvanysorokat fogunk alkalmazni. Tudjuk az exponencialis fliggvény Taylor-
sorat és azt hogy a sora az egész komplex sikon konvergens. Els6 1épésként legyen z = i¢:

n

n=0 ) n=0 )

Ezutéan felbontjuk, hogy tényezdSkre, majd elvégezziik a tagok hatvanyozésat:

o] (Z@)n B . i2(p2 i3§03 7:4304 Z'S(p5 B ) 902 Z(,O3 904 ZQOS B
ZO o = l+ip+ o + 3] + 1 + = +...—1+2@—E—W+I+H—..._

Kovetkez6 1épésben szétvéalasztjuk a valos és képzetes tagokat és azokbol kiemeljiik -t:
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204 6l 3 5 T

Innen visszaalakitjuk zart formaba az Gsszegeket kiilon kiilon:

2 4 6 3 5 7
:(1_£+£_£+ )+i<¢_¢_+£_w_+ )

00 2n+1

Z 2n

Ez a két 6sszeg pontosan a cos ¢ és sin ¢ hatvanysoral. Vagyis:
2n e 2n+1

_ S . n © B .
= Z +ZZ<—1) m—COSQ&"‘ZSlH@.

= n=0

2n—|— @2n+ 1)

O

3.21. Kévetkezmény. A komplex szamokra egy 1j alakot kapunk. Legyenek z, u, w komplex
szamok és o, a, [ a valos tengely pozitiv felével bezart szogeik, ekkor:

z = |z|(cos p +isinp) = |z|e®.
Ha z = im, akkor ¢ = —1 = ¢™ +1 = 0. Ez a hires Euler formula.

Két komplex szam szorzata pedig: u - w = |u||w|e®*?. Itt is latszik, hogy a hossz
szorzodik, a szogek pedig 6sszeadddnak.

A (3.19) tételnek vagy egy nagyon fontos kovetkezménye, mégpedig az, hogy egy hat-
vanysor végtelen sokszor differencialhaté a konvergenciatartomanyan, és a magasabb de-
rivaltjai is mind olyan hatvanysorok, amelyeket az eredeti sor tagonkénti derivalasabol
kapunk meg.

Eddig csak olyan hatvanysort elmitettem, amely 0 kozépponti, viszont a nem 0 ko-
zépponti hatvanysorokat konnyen atalakithatjuk olyan alakba, amire a tétel mér igaz.
Legyen f(z) = >~ Oan(z — 2p)", igy a konvergenciatartomany kozéppontja z,. Ekkor
legyen g(z) = > 0%, a,2™. Igy 2z = w — wy helyettesitéssel lathato hogy f(z) = g(w).
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4. fejezet

Komplex fuggvények integralasa

4.1. Heurisztika

Valos fiiggvények integralasan olyasmire gondolunk, hogy egy fiiggvény alatti teriiletet
szeretnénk megadni két valds szam kozott., Ezt dgy oldjuk meg, hogy a két végpont
kozotti teriiletet részintervallumokra bontjuk, majd ezekre az intervallumokra téglalapo-
kat allitunk, melyek olyan magasak, amekkora intervallumok valamely pontjaban egy-egy
felvett érték.

SIS —
: T

-2 -1 0 1 2

4.1. abra. Valos fiiggvény integraljanak kozelitése [14]

Mondhatjuk, hogy elég egyszerd dolgunk van, amikor azt mondjuk hogy integréljuk
az [ fliggvényt a-tol b-ig, hiszen csak egy iranyba kell menniink, balrél jobbra.

Viszont a komplex sikon ez mar nem egyértelmd. Nem csak egyféleképpen tudunk
eljutni a pontbo6l b pontba, azaz nem csak egy gorbe mentén tudunk integréalni, de a
modszer az majdnem ugyanaz. A gorbét felosztjuk kicsi részekre. A komplex szémokat
vektorként kezeljiik, igy a kicsi felosztott részek is vektorok lesznek. A valostol eltérGen
itt az eltérés és a magassag szorzasa helyett (f(z)- (2, — z,_1)) két komplex szam szorzata
lesz, majd ezeket Gsszegezziik.

4.2. Komplex integralas

Tehat ahhoz hogy egyértelmi legyen, meg kell mondanunk, hogy milyen gérbén integra-
lunk. Ehhez elgszor tudnunk kell mi az a gorbe.

4.1. Definici6. Legyenek a,b € R és v: [a,b] — C. Ekkor -t komplex gorbének hivjuk.

A heurisztika alapjan ezt a gorbét részekre kell felosztanunk.
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w=-2-2i

=3

4.2. dbra. Tobb gorbe is megengedett két komplex szam kozott

4.2. Definicié. Legyen ~v: [a,b] — C egy gorbe és ennek egy F felosztdsin a a = tg <
t) <ty <...<t,=>bpontokat értjiik. A v gorbére azt mondjuk hogy sima, ha létezik a
derivéltja és az semelyik ¢ pontban nem 0. A két végpontban csak az egyoldali derivaltat
nézziik. Ha a gorbe csak [t;,t;11] intervallumonként sima, ami azt jelenti hogy valamely
t; pontban a bal és jobboldali derivaltak eltérhetnek, akkor szakaszosan sima gérbének
hivjuk.

4.3. Definici6. Legyen F a v: [a,b] — C gorbe egy felosztasa. A felosztds finomsdgdn
az |F| = sup{|t;;1 — |, 7=0,1,...,n — 1} szamot értjiik.

4.4. Definicié. Azokat a gorbéket amik a kezdSpontjukban végzédnek, vagyis vy(a) =
~v(b), azokat zdrt gorbéknek nevezziik.

Ahogy nem mindegy, hogy két komplex szam ko6zott milyen alaka gorbén integralunk,
az sem elhanyagolhat6, hogy milyen iranyitési a gorbe.

4.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy zart gérbe pozitiv irdnyitdsi, ha az éramutato
jarasaval ellentétesen jarjuk be a gorbét és negativ iranyitdsu ha az 6ramutatd jarasaval
megegyezden.

Példa C(0,r)-en:
Pozitiv iranyitas: z(t) = re®, t € 0, 27].
Negativ iranyitas: z(t) = re™®, t € [0,27].

4.6. Definicio. Két differencialhato paraméterezés, zq(t) és zo(t) ellentétes irdnyitdsi, ha
érintGvektoraik ellentétes iranytak, vagyis

Egy ilyen z; konkrét paraméterezése: zo(t) = 2z1(b+a—t), ahol a és b a gorbe két végpontja.
Az igy kapott zp jelolése: zo = 27 .
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Egységesség szempontjabol innentdl kezdve a zart gorbéket alapvetéen pozitiv irdnyi-
tassal fogom kezelni.

Most térjiink vissza a heurisztikihoz. A gorbe felosztasaival elvégezziik a szorzasokat
és az Osszegzést. Legyen v derivalhato, és Avy(t;) = v(tj41) — v(t;). Ekkor az S, Osszeg:

—_

n—

Sn

(]

FOE) - Mlts) = 2 £ - (ltsen) = 1(5)) =

| <.

n—1

Y(tj+1) — (L)
L1 —

f(v(t)) - (g — t5).

Q.M

Ez mar nagyon hasonlit a Riemann-integral kozelitésére. Ha n — oo, vagyis egyre stirtib-
ben veszek fel osztopontokat és a gérbén és elég finom a felosztés, akkor a fenti hdnyados
kozel van ~/(t;)-hez, igy az Osszeg kozel van egy integral kozelité Osszeghez. Ezért a
heurisztika alapjan varhato, hogy az integral értéke:

b
/ () -7 (1)t

Belathato, hogy az integral értéke fliggetlen v paraméterezésétsl.

4.7. Definici6é. Legyen 7: [a,b] — C gorbe és F' a gorbe egy felosztasa. Valasszunk egy
kj € [t;,tj+1] kozbiils6 értéket minden j-re. Ezen kj-k Gsszességét jelolje K. Tekintsiik az

[y

n—

S F) = ) fky)(v(Ei41) = (1))

J

Il
o

kozelité Osszeget. Ha létezik olyan I, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik § > 0, hogy ha
|F| < 6, akkor barmelyik K kozbiilsé pontokra |S(f, K, F)—I| < ¢, akkor az f fligg-
vény integralhaté a v gérbe mentén és I-t a fliggvény ~ gorbe menti vonalintegrdljanak
nevezziik. Ezt az I szamot f7 f(2)dz-vel jeloljiik.

4.8. Tétel. [7] Legyen f: A — C folytonos fiiggvény, v: [a,b] — A folytonosan differen-
cialhato gorbe. Ekkor a komplex vonalintegral értéke:

[yf(z)dz = /abf(v(t))v’(t)dt.

A szakaszosan sima gorbéket szakaszonként integraljuk, majd ezeket 6sszegezziik. Zart
gorbék esetén, hogy konnyebben észrevegyiik hogy zart, mas jelolés is hasznalatos. A
megszokott [ helyett a ¢ szimbolumot is hasznéljuk.

4.9. Kovetkezmény. A 4.8 tétel feltételeinek teljesiilése esetén az integralasra igazak az
alabbi tulajdonsagok:

Linearis, vagyis a, b € C-re:

/(af(z) —l—bg(z))dz:afyf(z)dz—i—bfyg(z)dz.

v

Ellentétes irdnyitassal az integrél értéke az ellentettje lesz:

Lf(z)dz = —/7 f(2)dz.
5
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Fennall a kovetkezs egyenlGtlenség :

/Wf(z)dz

Az els6 két allitas vildgosan kovetkezik a tételbdl, ezért csak az egyenlGtlenséget
bizonyitom.

< sup |f(2) /w J|dt. (4.10)

zEey

Bizonyitds.

(4.8 tétel)

[ W] < [ sl =

/Lf m/nw<war/Wv )dt.

l f(2)d

4.11. Allitds. |5] Egy differencialhato gorbe hosszat jelélje length(v). Ekkor length(vy) =
o1 ()l

Valos integralasnal mindig igyeksziink arra torekedni, hogy megtalaljuk a megfelel6
primitivfiiggvényt annak érdekében, hogy a Newton-Leibniz formulat alkalmazva leegy-
szertsitsiik a szamolédsunkat. A komplex fliggvényeknél sincs ez méasképp.

4.12. Definici6. Legyen A C C nyilt halmaz, és f: A — C. Ekkor az F': A — C
fliggvényt f primitiv fiiggvényének hivjuk, ha F' = f.

Most mér kimondhatjuk a tételt, amit gyakran a komplex Newton-Leibniz formulédnak
is hivnak.

4.13. Tétel. Legyen f: A — C komplex differencialhato fiiggvény és v: [a,b] — A gorbe.
Ha F primitiv fiiggvénye f-nek, akkor:

/ﬂ@w—Fww»—nw@)

Bizonyitds. Elészor felirjuk definicié szerint:

[tz = [ sapwd = [ Fown -

]

Ez egy nagyon erds tulajdonsig, ami sokban megkonnyiti a késébbi szamolasokat,
emellett van egy roppant erés kovetkezménye, amit tobb alkalommal is kifogunk hasznalni.
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4.14. Kévetkezmény. Ha v egy zart gérbe és f-nek van primitiv fiiggvénye A-n, akkor:

/Wf(z)dz = j{f(z)dz =0.

Ez abbdl kovetkezik, hogy a gorbe kezdé és végpontja megegyezik.
Példak:

1. Legyen A = C\ {0}, f = &, a gorbe pedig az egységkor, y(t) = e, t € [0,27] és
tudjuk, hogy a primitiv fliggvény F' = —%. Ekkor az integral:

/f(z)dz = F(y(27)) = F(7(0)) = F(e*™) — F(e") = F(1) — F(1) = 0.

2. Vegyiik el6z6 gorbét, de most mas fiiggvénnyel, legyen f = % Ekkor:

27 1 ) 2m 1 ) 2m 9
/f(z)dz = / — (") dt = / —ie'dt = / idt = i[t]," = 2mi.
5 o ¢ o € 0

Ez nem 0, ami azt jelenti, hogy az f = % fliggvénynek ezen a tartomanyon nincs
primitiv fiiggvénye.

Lattuk, hogy ha egy f: A +— C holomorf, akkor minden ~ zart gorbén, amely benne
van A-ban, az integral értéke 0 lesz. Ez visszafelé is igaz.

4.15. Tétel. |9] Legyen A egy nyilt osszefiiggd halmaz és f: A — C holomorf fiiggvény
és v zart gorbe A-ban. Ha minden A beli y-ra j; f(2)dz = 0, akkor f-nek van primitiv-
fliggvénye.

4.3. Cauchy-tétel

Eddig altalanos alakt gorbéket és koroket emlitettem, am persze nem csak ezek vannak.
Ahhoz hogy a legfontosabb és legerdsebb tételeket beldassuk, méasfajta specialis gorbéket
kell hasznalnunk, amelyek nem trivialisak. Ilyen egy haromszog alakt zart gorbe.

4.16. Tétel (Goursat-tétel). Legyen A C C nyilt halmaz, f: A — C holomorf fiiggvény
és TO): [a,b] — A egy olyan haromszog alaku zéart gorbe, amelynek lezartja benne van

A-ban. Ekkor
/ f(z)dz=0.
7(0)

Bizonyitds. Az az alap otlet, hogy ha ugyanazon goérbén integralunk egyik, azutan el-
lentétes iranyban, majd ezeket Osszeadjuk, akkor pont kiejtik egymast, az érték 0O lesz.
Felbontjuk a haromszdget 4 kisebb haromszdgre tigy hogy az oldalak felezGpontjait dssze-
kotjik. A bels6é haromszog oldalait is iranyitjuk, oda, majd vissza, hogy az eredeti integrél
ne valtozzon.

Igy felithatjuk a kovetkezs Osszefiiggést, miszerint az eredeti integral felbonthato a
kisebb hédromszogeken vett integralok Gsszegére:

f()dz= [ f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(2)dz+ | [f(2)d=.
7(0) T T T3 Ty
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4.3. abra. Eredeti haromszog felosztasa

Ekkor alkalmazhatjuk a haromszog egyenlGtlenséget:

A F(2)dz

Ezek az értékek mér csak valos szamok. Ezek koziil kitudjuk véilasztani a legnagyobbat,
ezt jelolje TW . Tudjuk, hogy a legnagyobb négyszerese legalabb akkora mint a négy kis
haromszogon vett integral Osszege, igy a tranzitivitast kihasznélva:

f(2)dz /T(l) f(z)dz

T7(0)
Ezt a felbontéast iteraljuk, igy egyre kisebb haromszogeket kapunk, de az egyenlStlenséget
tovabbra is feltudjuk irni, hiszen . Végezziik el ezt a miiveletet Gsszesen n-szer:

/T RELE /T fEs|.

Ezek a haromszogek egymésba vannak skatulyazva és diam(7,) — 0, méghozza tugy,
hogy a zart haromszog lapok kompakt halmazok. Ezért pontosan egy olyan zy pont
létezik, amelyik az Gsszes T™ haromszogben benne van. Igy kitudjuk hasznalni, hogy a
fiiggvényiink holomorf, derivalhato a z, pontban. Ez felirhato a kovetkezképpen a (3.10)
allitas miatt:

< + + +

f(z)dz
T

f(2)d=
Ts

f(z)dz
Ts

f(2)dz
Ty

<4

<4

f(z) = f(20) + f'(20)(z — 20) + ¥(2)(2 — 20), ahol ¥(z) — 0 ha z — z.

Ezt visszahelyettesitve a fenti egyenlGtlenségbe:

/T(O) f(2)dz /T(n) f(2)dz

0| [ padst [Pt [ B
T(n) T(n) T(n)

< 4" =4" dz =

f(z0) + f'(20)(z = 20) + ¥(2)(z = 20)

T(n)

Vegyiik észre, hogy f(20) az f(z9)z derivéltja és f'(z0)(z — 20) az @(z — 29)? derivaltja.

Vagyis mindkettének van primitiv fliggvénye ezért azok integraljai 0-ak, tehét:
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< 4"

/T(O) f(z)dz /T(n) U(z)(z — 20)dz

Ekkor az egyenlStlenség jobb oldalan 1évd integral értékét feliilrsl tudjuk becstilni (4.10)
miatt:
4" < 4" sup |¥(z)|- sup |z — z| - length (T(”)) :
zeT () zeT(n)

/TW U(2)(z — 20)d

Mig az eredeti gorbe hossza, vagyis a haromszog keriilete length (T(")) volt, amit jel6ljon
r, és mivel minden lépésben a felez6pontokkal bontottuk fel a haromszoget, igy tudjuk,
hogy a kisebb haromszog hossza pontosan a fele, ezért a T haromszog r2~" hosszi. A
2 — 2o tavolsaga is feliilrsl becsiilhetd ugyanezzel a szammal, hiszen z mindig a haromszog
hatarvonalan van, trivialis, hogy ez a tavolsag kisebb vagy egyenlé mint a haromszog

hossza. Tehat ami megmaradt:
/ U(z)(z —29)|dz < 4" sup |V(z)]- s =% sup |¥(z)|.
() ser( (2") 2eT
Tudjuk, hogy |¥(z)| < ¢, ha |z — 29| < 6. Ha n elég nagy, akkor |z — 2| < diam(7},) < 0.
Persze € barmilyen kicsi lehet, ezért n — oo esetén

7“2

4TL

<7r? sup |¥(z)] — 0.
2zeT(n)

f(2)dz

T(0)

]

4.17. Kévetkezmény. Legyen f holomorf az A nyilt halmazon és legyen R egy téglalap
alaki zart gorbe gy, hogy a korvonala és a belseje is A-ban van. Ekkor [ rf(2)dz =0,
hiszen a téglalapot feltudjuk osztani két ellentétes iranyitast haromszogre, azokon pedig
tudjuk, hogy az integral értéke 0.

A kovetkezd tétel a Cauchy-tétel bizonyitasanak az egyik alappillére.

4.18. Tétel. Ha f holomorf a B(zy,r) nyilt korlapon, akkor létezik primitiv fliggvénye
ugyanezen a halmazon.

Bizonyitds. Legyen f: B(zy,r) +— C holomorf fiiggvény. Jelolje f'Yz f(w)dw vonalintegral
értéket F'(z), ahol z € B(zo,7) és v, a zo-t és z-t OsszekotS egyenes szakasz. Azt szeretnénk
belatni, hogy F'(z) = f(z). Ehhez tekintsiik a

NERLCES.E

~ £() (4.19)

kifejezést. Errdl a kiilonbségrdl fogjuk belatni, hogy 0-hoz tart, ha Z tart z-hez:

1

Z—Z

[F(2) = F(2) = f(2)(Z = 2)].

zZ—z

Most atirjuk az F-eket a definicidjuk szerint:

K(z,z)=

1
zZ—z

/~ f(w)dw —/ fw)dw — f(2)(Z2 — 2)|. (4.20)
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Vegyiik észre, hogy tudunk késziteni egy haromszoget a 0, z, Z pontokkal gy, hogy a zart
haromszoglap benne van a B(zp,r) korlap belsejében. Legyen v,: a z — Z iranyitasa
szakasz. A Goursat-tétel felhasznalasaval megkapjuk, hogy:

[ygf(w)dw—l—[mf(w)dw+/%f(w)dw:
/f dw—/f dw_/f

Emellett vegytik észre, hogy (2 — z) = 7 _ldw, ezért

)G —2) = £(2) / RS / Fea

Ezt atirva kapjuk:

Ezeket behelyettesitjiik a fenti (4.20) abszolut értékes felirasba, majd Gsszevonjuk kozos

integral ala:
| e g

A kapott kifejezést (4.10) miatt mar feliilrsl tudjuk becsiilni, ahol tudunk egyszertsiteni
7.,z hosszaval, hiszen az pont |2 — z|:

K(zz2) =

zZ—z Z—z

[ G- s

sup |f(w) — f(2)] - length (7.2) = sup |f(w) = f(2)].  (4.21)

We"fz,i WE’YZ,Z

Ekkor |f(w) — f(2)] < € ha |w — z| < 4, hiszen ha |Z — z]| elég kicsi, akkor |w — z| <
diam(7,z) < 0. Az ¢ barmilyen kicsi lehet. Ezért ha Z — z, akkor (4.21) tart O0-hoz. Ez
azt jelenti akkor, hogy az (4.19) kifejezés tart 0-hoz ha Z tart z-hez, vagyis F'(z) = f.

O

Most kovetkezzen a komplex analizis egyik legalapvet&bb tétele.

4.22. Tétel (Cauchy-tétel korlapon). Legyen f egy B(zo,r) nyilt kérlapon holomorf
fiiggvény és v egy B(zo,7)-beli zart gorbe. Ekkor :

L f(2)dz =

Bizonyitds. Mivel f holomorf, ezért (4.18) tétel miatt van primitiv fiiggvénye, igy a (4.14)
kovetkezménybdl adodik. O
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Osszegzés

Szakdolgozatomban a komplex fiiggvénytan alapjait dolgoztam fel, de természetesen ez
csak a jéghegy csucsa. Az altalam emlitett tételeknek vannak altalanosabb megfogalma-
zasaik is és léteznek mélyebb tételek, amelyekkel sokkal altaldnosabb dolgokat tudunk
megmagyarazni és kiszamolni. Ilyen példaul a rezidum-tétel és Cauchy integral formula,
am ezek elég mély megértésére sajnos nem maradt idém.
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